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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Îá'¹êòè i ïîâ'ÿçàíi ç íèìè çàäà÷i, ùî ðîçãëÿ-

íóòi ó ðîáîòi, çàéìàþòü âàæëèâi ìiñöÿ ó ñó÷àñíèõ åðãîäè÷íié òåîði¨ i òåîði¨

êâàíòîâèõ ãðóï.

Êîöèêëè äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ¹ ïîòóæíèì çàñîáîì ïîáóäîâè íåòðèâi-

àëüíèõ ãðóïîâèõ äié òà ¨õ êëàñèôiêàöi¨ i ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi, ÿê öå

âëàñíå i çðîáëåíî â äèñåðòàöi¨, äëÿ âèâ÷åííÿ òîíêèõ âëàñòèâîñòåé åðãî-

äè÷íèõ äié ãðóï. Îäíå ç öåíòðàëüíèõ ìiñöü ñåðåä îá'¹êòiâ äîñëiäæåííÿ,

ÿêå êîöèêëè çàéìàþòü â åðãîäè÷íié òåîði¨, ïîâ'ÿçàíå ç òi¹þ îáñòàâèíîþ,

ùî áóäü-ÿêà àìåíàáåëüíà åðãîäè÷íà ãðóïîâà äiÿ ¹ îáðàçîì ïåâíîãî êîöè-

êëó åðãîäè÷íîãî àâòîìîðôiçìó. Öåé ðåçóëüòàò, ùî áóâ ðàíiøå âiäîìèé äëÿ

âiëüíèõ ãðóïîâèõ äié, ïðèðîäíèì ÷èíîì ïîòðåáó¹ ïîøèðåííÿ íà ãðóïîâi äi¨

ç íåòðèâiàëüíèìè ñòàáiëiçàòîðàìè.

Çàäà÷i ç ðåãóëÿðèçàöi¨ ãðóïîâèõ äié, ðîçãëÿíóòi ó ðîáîòi, ìàëè ñòàòè

âíåñêîì äî âèðiøåííÿ ïðîáëåì óñóíåííÿ ¾íåñóòò¹âèõ¿ åëåìåíòiâ íåêîðå-

êòíîñòi ïîâåäiíêè äèíàìi÷íèõ ñèñòåì. Ìîæëèâiñòü òàêîãî óñóíåííÿ ¹ êëþ-

÷åì äî âèðiøåííÿ áàãàòüîõ çàäà÷ åðãîäè÷íî¨ òåîði¨.

Ðåçóëüòàòè ùîäî ïîëiâ ñòàáiëiçàòîðiâ ¹ çìiñòîâíèì êðîêîì ó âèâ÷åííi

íåâiëüíèõ ãðóïîâèõ äié, äëÿ ÿêèõ âiäîìî íàáàãàòî ìåíøå, íiæ äëÿ âiëüíèõ

äié ãðóï. Çîêðåìà, ïðîáëåìè ñïðÿæåíîñòi i içîìîðôiçìó ñòàáiëiçàòîðiâ äëÿ

åðãîäè÷íèõ äié � öå ïåðøå ïèòàííÿ, ÿêå ïðèðîäíèì ÷èíîì âèíèêà¹ ó öüîìó

êîíòåêñòi.

Ìåòîäè, ðîçâèíåíi äëÿ ïîáóäîâè åíòðîïiéíî¨ òåîði¨ äié ñêií÷åííî-

ãåíåðîâàíèõ íiëüïîòåíòíèõ ãðóï, ¹ àêòóàëüíèìè ç òî÷êè çîðó ìîæëèâîñòi

¨õ óçàãàëüíåííÿ íà áiëüø øèðîêèé êëàñ òîòàëüíî âïîðÿäêîâàíèõ ãðóï.

Êîiíäóêîâàíi äi¨ ãðóï, ââåäåíi äî ðîçãëÿäó ç ìåòîþ ïîáóäîâè íåáåð-

íóëëi¨âñüêèõ äié ç öiëêîì ïîçèòèâíîþ åíòðîïi¹þ, ìîæóòü ñòàòè çàñîáîì

äëÿ âèðiøåííÿ iíøèõ çàäà÷ åíòðîïiéíî¨ òåîði¨, çîêðåìà äëÿ ïîáóäîâè äié

iç çàçíà÷åíèìè âèùå âëàñòèâîñòÿìè äëÿ ãðóï áåç åëåìåíòiâ íåñêií÷åííîãî

ïîðÿäêó.
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Íà áàçi âèâ÷åííÿ îáìåæåíèõ êâàíòîâèõ ñèìåòðè÷íèõ îáëàñòåé âèðiøå-

íî íèçêó ñòàíäàðòíèõ òà íîâèõ çàäà÷ ùîäî êîíêðåòíèõ êâàíòîâèõ àëãåáð i

ïîáóäîâè íîâèõ q-àíàëîãiâ. Çîêðåìà, âèâ÷åíî âëàñòèâîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ

÷èñëåííü íà êâàíòîâèõ ïåðåäîäíîðiäíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðàõ, ïîáóäîâàíî

êâàíòîâi àíàëîãè ôóíêòîðà Áåðíøòåéíà, êîìïëåêñíîãî ãiïåðáîëi÷íîãî ïðî-

ñòîðó i àñîöiéîâàíèõ êîíóñiâ, iíòåãðàëà Ïóàññîíà i ðiâíÿíü Õóà.

Êâàíòîâi óíiâåðñàëüíi îãîðòóþ÷i àëãåáðè ç iäåìïîòåíòàìè, ïîáóäîâàíi

â ðîáîòi, ìîæóòü ñòàòè â íàãîäi ïðè âèâ÷åííi ñóïåðñèìåòði¨.

Îäåðæàíà êëàñèôiêàöiÿ ñèìåòðié êâàíòîâî¨ ïëîùèíè i ¨¨ ðîçøèðåííÿ

Ëîðàíà ìîæå ñòàòè ïåðøèì êðîêîì äî ç'ÿñóâàííÿ ïîâíî¨ ãðóïè ñèìåòðié

ðiçíîìàíiòíèõ êâàíòîâèõ îá'¹êòiâ.

Òàêèì ÷èíîì, ïåðåëiê çàäà÷, âèðiøåíèõ ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi, âõî-

äèòü äî êëàñó ñó÷àñíèõ i àêòóàëüíèõ ïðîáëåì åðãîäè÷íî¨ òåîði¨ òà òåîði¨

êâàíòîâèõ ãðóï.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà âèêîíàíà ó âiääiëi ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ìàòåìàòè-

÷íîãî âiääiëåííÿ Ôiçèêî-òåõíi÷íîãî iíñòèòóòó íèçüêèõ òåìïåðàòóð iì. Á. I.

Â¹ðêiíà ÍÀÍ Óêðà¨íè. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ¹ ñêëàäîâîþ ÷àñòèíîþ òàêèõ

äåðæáþäæåòíèõ íàóêîâî-äîñëiäíèõ ðîáiò:

�Àëãåáðà¨÷íi òà ãåîìåòðè÷íi ìåòîäè â òåîði¨ îïåðàòîðiâ òà òåîði¨ äèíà-

ìi÷íèõ ñèñòåì� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0196U002943),

�Àëãåáðà¨÷íi òà àíàëiòè÷íi ìåòîäè â òåîði¨ îïåðàòîðiâ òà òåîði¨ äèíà-

ìi÷íèõ ñèñòåì� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0100U004485),

�Àíàëiòè÷íi ìåòîäè â òåîði¨ îïåðàòîðíèõ àëãåáð, äèíàìi÷íèõ ñèñòåì

òà òåîði¨ ðîçñiþâàííÿ� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0103U000313),

�Äèíàìi÷íi ñèñòåìè i ñïåêòðàëüíà òåîðiÿ äèôåðåíöiàëüíèõ òà ðiçíèöå-

âèõ îïåðàòîðiâ� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0106U002558)

�Òåîðiÿ âiäîáðàæåíü òà ãðóï: êëàñèôiêàöiÿ, ñïåêòðàëüíèé òà àñèìïòî-

òè÷íèé àíàëiç� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0110U007896).
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Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ ðîáîòè ¹ äîñëiäæåííÿ òîíêèõ

âëàñòèâîñòåé åðãîäè÷íèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ó òåðìiíàõ ¨õ êîöèêëiâ, ïî-

ëiâ ñòàáiëiçàòîðiâ òà åíòðîïiéíèõ iíâàðiàíòiâ, à òàêîæ ïîáóäîâà êâàíòîâèõ

àíàëîãiâ àëãåáð ôóíêöié i äèôåðåíöiàëüíèõ ÷èñëåíü íà îáìåæåíèõ ñèìå-

òðè÷íèõ îáëàñòÿõ, ïîðÿä ç ðiçíîìàíiòíèìè àñîöiéîâàíèìè ñòðóêòóðàìè.

Îá'¹êòàìè äîñëiäæåííÿ ¹ åðãîäè÷íi äèíàìi÷íi ñèñòåìè i êâàíòîâi àíà-

ëîãè îáìåæåíèõ ñèìåòðè÷íèõ îáëàñòåé.

Ïðåäìåòàìè äîñëiäæåííÿ ¹ êîöèêëè äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ðàçîì iç ïî-

õiäíèìè ãðóïîâèìè äiÿìè, ïîëÿ ñòàáiëiçàòîðiâ i ôàêòîðè Ôåëëà, àëãåáðè

Ïiíñêåðà, iíâàðiàíòíi ðîçáèòòÿ i K-ñèñòåìè, ïðîöåäóðà êîiíäóêöi¨, à òàêîæ

êîâàðiàíòíi ∗-àëãåáðè ïîëiíîìiâ, óçàãàëüíåíi ìîäóëi Âåðìà, êîâàðiàíòíi àë-
ãåáðè òà êîàëãåáðè, êâàíòîâi äèôåðåíöiàëüíi ÷èñëåííÿ, àëãåáðè ôiíiòíèõ

ôóíêöié, iíâàðiàíòíi iíòåãðàëè, êâàíòîâi àíàëîãè îïåðàòîðà Ïóàññîíà òà

ðiâíÿíü Õóà, iäåìïîòåíòè êâàíòîâèõ àëãåáð i ðîçêëàäè Ïiðñà, R-ìàòðèöÿ,

êâàíòîâà ïëîùèíà i ¨¨ ñèìåòði¨.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Òåîðiÿ îïåðàòîðiâ, ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç,

òåîðiÿ ìiðè, òåîðiÿ ãðóï, òåîðiÿ êàòåãîðié, òåîðiÿ ãðóï i àëãåáð Ëi, òåîðiÿ

çîáðàæåíü.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ó ðîáîòi îäåðæàíî

íîâi ðåçóëüòàòè ç òåîði¨ êîöèêëiâ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, ðåãóëÿðèçàöi¨ äié

ãðóï òà ãðóïî¨äiâ, ñïðÿæåíîñòi òà içîìîðôiçìó ñòàáiëiçàòîðiâ ãðóïîâèõ äié,

åíòðîïiéíî¨ òåîði¨ äié àìåíàáåëüíèõ ãðóï, êâàíòîâèõ àíàëîãiâ îáìåæåíèõ

ñèìåòðè÷íèõ îáëàñòåé, çîáðàæåíü êâàíòîâèõ àëãåáð, êâàíòîâèõ àëãåáð ç

iäåìïîòåíòàìè, ñèìåòðié êâàíòîâî¨ ïëîùèíè. Çîêðåìà, âïåðøå îäåðæàíî

íàñòóïíi íîâi ðåçóëüòàòè, ùî âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò:

� îäåðæàíî îñòàòî÷íi ðåçóëüòàòè ç êëàñèôiêàöi¨ òðàíçèòíèõ òà ðåêóðåí-

òíèõ êîöèêëiâ àìåíàáåëüíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì;

� çàñòîñîâàíî ðåçóëüòàòè çi ñëàáî¨ åêâiâàëåíòíîñòi êîöèêëiâ äî âèâ÷åííÿ

ôóíäàìåíòàëüíèõ ãðóï äèíàìi÷íèõ ñèñòåì òà âëàñòèâîñòåé äiéñíîçíà-
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÷íèõ êîöèêëiâ ç íåîáìåæåíèìè ëàêóíàìè;

� ç'ÿñîâàíî ìîæëèâiñòü ðåãóëÿðèçàöi¨ äié ãðóï òà ãðóïî¨äiâ íà âèìiðíèõ

âiäíîøåííÿõ åêâiâàëåíòíîñòi;

� äëÿ âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ çi ñëàáî¨ åêâiâàëåíòíîñòi êîöèêëiâ ç ùiëüíèìè

îáðàçàìè òà çîâíiøíüî¨ ñïðÿæåíîñòi ïiäãðóï íîðìàëiçàòîðà ïîâíî¨ ãðó-

ïè ó âèìiðíié åðãîäè÷íié òåîði¨ âñòàíîâëåíî íîâi àíàëîãè äëÿ ãðóï

ïñåâäî-ãîìåîìîðôiçìiâ äîñêîíàëîãî ïîëüñüêîãî ïðîñòîðó;

� ç'ÿñîâàíî äîñòàòíi óìîâè ñïðÿæåíîñòi òà içîìîðôiçìó ñòàáiëiçàòîðiâ ãðó-

ïîâèõ äié, à òàêîæ ïîáóäîâàíî çìiñòîâíi êîíòðïðèêëàäè;

� ïîáóäîâàíî åíòðîïiéíó òåîðiþ äëÿ äié ñêií÷åííî ãåíåðîâàíèõ íiëüïîòåí-

òíèõ ãðóï, âêëþ÷íî ç îïèñîì àëãåáð Ïiíñêåðà òà Ê-ñèñòåì â òåðìiíàõ

ðîçáèòòiâ çi ñïåöèôi÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè iíâàðiàíòíîñòi;

� âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ íåáåðíóëëi¨âñüêèõ äié ç öiëêîì ïîçèòèâíîþ åíòðî-

ïi¹þ øëÿõîì âèâ÷åííÿ êîiíäóêîâàíèõ äié;

� ïîáóäîâàíî êâàíòîâèé àíàëîã ôóíêòîðà Áåðíøòåéíà;

� âñòàíîâëåíî äóàëüíiñòü êîìïëåêñà äå Ðàìà äëÿ êâàíòîâèõ ïåðåäîäíîði-

äíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ êîìóòàòèâíîãî ïàðàáîëi÷íîãî òèïó i óçàãàëü-

íåíî¨ ÁÃÃ-ðåçîëüâåíòè;

� ïîáóäîâàíî òåîðiþ ôóíêöié íà q-àíàëîçi êîìïëåêñíîãî ãiïåðáîëi÷íîãî

ïðîñòîðó;

� ïîáóäîâàíî êâàíòîâèé àíàëîã iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Ïóàññîíà òà ðiâ-

íÿíü Õóà;

� ïîáóäîâàíî çìiñòîâíi êâàíòîâi àëãåáðè ç iäåìïîòåíòàìè òà iíøèìè äiëü-

íèêàìè íóëÿ;

� ïîäàíî ïîâíèé ïåðåëiê ñèìåòðié êâàíòîâî¨ ïëîùèíè, à òàêîæ ñèìåòðié

çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ äëÿ ðîçøèðåííÿ Ëîðàíà êâàíòîâî¨ ïëîùèíè.
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Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè ðîáî-

òè ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Ó íié ïðîâåäåíî ôóíäàìåíòàëüíi äîñëi-

äæåííÿ, ÿêi ïîãëèáëþþòü íàøi çíàííÿ ïðî êîöèêëè äèíàìi÷íèõ ñèñòåì,

¨õ ñòàáiëiçàòîðè, åíòðîïiéíi âëàñòèâîñòi, à òàêîæ ïðî ñòðóêòóðó êâàíòîâèõ

îáìåæåíèõ ñèìåòðè÷íèõ îáëàñòåé òà çîáðàæåííÿ âiäïîâiäíèõ êâàíòîâèõ

àëãåáð. Âîíè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi â åðãîäè÷íié òåîði¨, òåîði¨ êâàíòî-

âèõ ãðóï, ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi, ôóíêöiîíàëüíîìó àíàëiçi òà iíøèõ ðîçäiëàõ

ìàòåìàòèêè.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Óñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨

îäåðæàíî àâòîðîì îñîáèñòî i ñàìîñòiéíî. Ç ðåçóëüòàòiâ ïðàöü, ÿêi âèêî-

íàíi ó ñïiâàâòîðñòâi, íà çàõèñò âèíîñÿòüñÿ ëèøå ïîëîæåííÿ, ùî îäåðæàíi

àâòîðîì äèñåðòàöi¨.

Çîêðåìà, îñîáèñòî äèñåðòàíòîì çàïðîïîíîâàíî òà ðåàëiçîâàíî ïiäõiä

äî äîâåäåííÿ òåîðåìè ¹äèíîñòi êîöèêëiâ, çàñíîâàíèé íà çâåäåííi àâòîìîð-

ôiçìà íåïåðåðâíîãî ãðóïî¨äà íà éîãî äèñêðåòíó ðåäóêöiþ [64, 62, 65]. Ó

ðîáîòi [54] àâòîðîì çàïðîïîíîâàíî i ðåàëiçîâàíî îñíîâíèé ïiäõiä äî çàäà-

÷i îá÷èñëåííÿ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ãðóïè äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè, çàñíîâàíèé íà

çàñòîñóâàííi òåîðåìè ¹äèíîñòi äëÿ êîöèêëiâ. Òàêèé æå ïiäõiä (ç âèêîðèñòà-

ííÿì òåîðåìè ¹äèíîñòi äëÿ êîöèêëiâ) âïðîâàäæåíî ç iíiöiàòèâè äèñåðòàíòà

ó ðîáîòi [115] äëÿ äîñëiäæåííÿ äié Ìàêêi êîöèêëiâ ç íåîáìåæåíèìè ëàêóíà-

ìè. Ó ðîáîòi [63] àâòîðîì çàïðîïîíîâàíà i ðåàëiçîâàíà îñíîâíà iäåÿ ðåãóëÿ-

ðèçàöi¨, çàñíîâàíà íà ïåðåâèçíà÷åííi âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi øëÿõîì

ôiêñàöi¨ ìíîæèí ìiðè íóëü ó ãðóïi ùî äi¹ òà ïðîñòîði ç ìiðîþ, ç ïîäàëü-

øèì çàñòîñóâàííÿì òåîðåìè Ôóáiíi. Ó ðîáîòi [60] ðåàëiçîâàíî iäåþ àâòîðà

ïðî ïåðåíåñåííÿ ðåçóëüòàòiâ ç êëàñèôiêàöi¨ êîöèêëiâ ç âèìiðíî¨ åðãîäè-

÷íî¨ òåîði¨ íà êîíòåêñò ãðóï ïñåâäî-ãîìåîìîðôiçìiâ äîñêîíàëîãî ïîëüñüêî-

ãî ïðîñòîðó. Ó ðîáîòi [66] àâòîðîâi, îêðiì âèðiøàëüíîãî âíåñêó â äîâåäåííÿ

îñíîâíèõ òåîðåì, íàëåæàòü öåíòðàëüíi êîíòðïðèêëàäè, ùî äåìîíñòðóþòü

iñíóâàííÿ åðãîäè÷íèõ ãðóïîâèõ äié ç íåiçîìîðôíèìè ñòàáiëiçàòîðàìè. Ó

ðîáîòàõ [67, 32] äèñåðòàíòó íàëåæèòü iäåÿ òà ¨¨ ðåàëiçàöiÿ ùîäî çàñòîñóâà-
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ííÿ êîiíäóêîâàíèõ äié äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó ïðî iñíóâàííÿ

íåáåðíóëëi¨âñüêèõ äié ç öiëêîì ïîçèòèâíîþ åíòðîïi¹þ.

Ó ðîáîòàõ [171, 172, 12, 13] äèñåðòàíòó íàëåæèòü ãîëîâíèé âíåñîê ó

äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ó ðîáîòi [37] Ñ. Äóïëiþ íàëåæèòü ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷ òà ïåðåëiê

îñíîâíèõ ñòðóêòóð, ùî áóëî ïðîàíàëiçîâàíî, à òàêîæ àíàëiç îäåðæàíèõ

ðåçóëüòàòiâ òà iäå¨ äåÿêèõ äîâåäåíü ñòîñîâíî áiàëãåáð ç àíòèïîäîì, ðåãó-

ëÿðíèì çà ôîí Íåéìàíîì. Àâòîðîâi íàëåæàòü iäå¨ òà ðåàëiçàöiÿ äîâåäåíü

óñiõ iíøèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ó ðîáîòi [39] Ñ. Äóïëiþ íàëåæèòü ó÷àñòü ó ôîðìóëþâàííi çàäà÷i i àíà-

ëiçi îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Íèì òàêîæ çàïðîâàäæåíî ñèñòåìó iíâàðiàíòiâ

òà ïîçíà÷åíü, ó òåðìiíàõ ÿêèõ ïîäàíî êëàñèôiêàöiþ, ùî ¹ çìiñòîì ðîáîòè.

Àâòîðîâi íàëåæàòü iäå¨ òà ðåàëiçàöiÿ äîâåäåíü îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äîñëi-

äæåíü, íàâåäåíi â äèñåðòàöi¨, äîïîâiäàëèñÿ òà îáãîâîðþâàëèñÿ íà òàêèõ

ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöiÿõ òà ñåìiíàðàõ:

� XII Øêîëà ç òåîði¨ îïåðàòîðiâ ó ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ, Òàìáîâ, Ðî-

ñiÿ, 1987

� Conference on Ergodic Theory, Warsaw, Poland, 1995

� Conference on Descriptive Set Theory and Dynamical Systems, Marseille,

France, 1996

� Êîíôåðåíöiÿ ç ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, Êè¨â, 1997

� Conference on Dynamical Systems, Marseille, France, 1998

� Conference on Ergodic Theory and Dynamical Systems, Torun, Poland, 2000

� Non-commutative Geometry and Representation Theory in Mathematical

Physics, Karlstad, Germany, 2004

� 5th Mathematical Physics Meeting: Summer School in Modern Mathematical

Physics, Belgrade, 2008
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� II International Conf. Analysis and Mathematical Physics, Õàðêiâ, 2014

� III International Conf. Analysis and Mathematical Physics, Õàðêiâ, 2015

� ñåìiíàð ç åðãîäè÷íî¨ òåîði¨ â óíiâåðñèòåòi ì. Òîðóíü, Ïîëüùà (êåðiâíèê

Á. Êàìiíüñüêèé)

� ñåìiíàð ç ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè â óíiâåðñèòåòi Ïàðèæ-7, Ôðàíöiÿ (êåðiâ-

íèê Jean-Jacques Sansuc)

� ñåìiíàð ç åðãîäè÷íî¨ òåîði¨ â University of New South Wales, Australia

(êåðiâíèê Sutherland C. E.)

� ñåìiíàð ç êâàíòîâèõ ãðóï â University of Copenhagen, Denmark (êåðiâíèê

Jakobsen H. P.)

Ïóáëiêàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ (âèíåñåíi íà çàõèñò) îïóáëiêîâàíî

â 21 ñòàòòi [62, 54, 63, 64, 65, 115, 66, 60, 67, 171, 172, 168, 68, 32, 37, 38, 13,

39, 12, 177, 178].

Äîäàòêîâî ç ïèòàíü, áëèçüêèõ äî òåìàòèêè äèñåðòàöi¨, îïóáëiêîâàíi

ðîáîòè [173, 166, 167, 175, 160, 170, 161, 169, 176].
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ I ÊÎÐÎÒÊÈÉ ÇÌIÑÒ

ÄÈÑÅÐÒÀÖI�

1.1 Àìåíàáåëüíi åðãîäè÷íi äèíàìi÷íi ñèñòåìè, ¨õ êî-

öèêëè òà äi¨ Ìàêêi

Âàæëèâà ðîëü êîöèêëiâ ó åðãîäè÷íié òåîði¨ çàáåçïå÷ó¹òüñÿ ìîæëèâi-

ñòþ ¨õ âèêîðèñòàííÿ äëÿ ïîáóäîâè íîâèõ ãðóïîâèõ äié, ùî ¹ âàæëèâèìè

iíâàðiàíòàìè äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè, íà ÿêié çàäàíèé êîöèêë. Ç êîæíèì êî-

öèêëîì ïîâ'ÿçàíà äiÿ, ùî çâåòüñÿ êîñèì äîáóòêîì (ïîäåêóäè ¨¨ íàçèâàþòü

ÿäðîì êîöèêëà) i äiÿ Ìàêêi (¨¨ íàçèâàþòü îáðàçîì êîöèêëà), äèâ. [123]. Äî-

áðå âiäîìî, ùî öi äâi äi¨ ¹ iíâàðiàíòàìè êîãîìîëîãi÷íîãî êëàñó êîöèêëiâ.

Òèì íå ìåíøå, êëàñèôiêàöiÿ êîöèêëiâ ç òî÷íiñòþ äî êîãîìîëîãi¨ íå ¹ ðî-

çóìíèì ïiäõîäîì, ÿê öå ìîæíà ïîáà÷èòè iç íàñòóïíèõ ìiðêóâàíü.

Içîìîðôiçì äié Ìàêêi âçàãàëi íå îçíà÷à¹, ùî âiäïîâiäíi êîöèêëè êî-

ãîìîëîãi÷íi. Áiëüøå òîãî, äëÿ êîãîìîëîãi÷íèõ êîöèêëiâ êîñi äîáóòêè içî-

ìîðôíi. Òàêå ñïiââiäíîøåííÿ ñëiä ââàæàòè çàíàäòî òîíêèì, îñêiëüêè ç òî-

÷êè çîðó òåîði¨ âiðòóàëüíèõ ãðóï Ìàêêi [123] ÿäðî êîöèêëà ¹ âiðòóàëüíèì

ïiäîá'¹êòîì äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè, íà ÿêié çàäàíî êîöèêë. Çîêðåìà, àïðî-

êñèìàòèâíà ñêií÷åííiñòü öèõ îá'¹êòiâ ðîáèòü ¨õ òàêèìè, ùî ìàþòü ñóòî

òðà¹êòîðíó ïðèðîäó, ïîâíiñòþ iãíîðóþ÷è ñòðóêòóðó ãðóïè ùî äi¹.

Iíøèé ïiäõiä, ùî áóâ çàïðîïîíîâàíèé ó ðîáîòi Â. Ãîëîäöÿ òà Ñ. Ñè-

íåëüùèêîâà [61], ïåðåäáà÷à¹ êëàñèôiêàöiþ êîöèêëiâ ç òî÷íiñòþ äî içîìîð-

ôiçìó ïàð, óòâîðåíèõ åðãîäè÷íèì âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi i êîãîìîëî-

ãi÷íèì êëàñîì éîãî êîöèêëiâ. Çàâäàííÿì òîãî äîñëiäæåííÿ áóëî âèâ÷åííÿ

çîâíiøíüî¨ ñïðÿæåíîñòi àìåíàáåëüíèõ ïiäãðóï íîðìàëiçàòîðà àïðîêñèìà-

òèâíî ñêií÷åííî¨ ïîâíî¨ ãðóïè. Áóëî âñòàíîâëåíî, ùî, ç òî÷íiñòþ äî àâòî-

ìîðôiçìà åðãîäè÷íîãî àïðîêñèìàòèâíî ñêií÷åííîãî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåí-

òíîñòi òèïó II, iñíó¹ ëèøå îäèí êîãîìîëîãi÷íèé êëàñ êîöèêëiâ ç ùiëüíèì
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îáðàçîì ó çàäàíié àìåíàáåëüíié ëîêàëüíî êîìïàêòíié ñåïàðàáåëüíié (ë.ê.ñ.)

ãðóïi. Ïîäiáíèé ðåçóëüòàò äëÿ êîöèêëiâ çi çíà÷åííÿìè ëèøå â êîìïàêòíèõ

ãðóïàõ áóâ íåçàëåæíî îäåðæàíèé iíøèìè ìåòîäàìè ó ðîáîòi À. Ôiëüäñòiëà

[51]. Âàðòî òàêîæ çàçíà÷èòè, ùî ñòðóêòóðà êîöèêëiâ äîñëiäæóâàëàñÿ â ðî-

áîòi Ê. Øìiäòà [159]. Çàçíà÷åíå âèùå ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ êîöèêëàìè áóëî

ïiçíiøå íàçâàíî ñëàáîþ åêâiâàëåíòíiñòþ.

Ó ðîáîòi Â. Êðiãåðà [111] ïîäàíî êëàñèôiêàöiþ àïðîêñèìàòèâíî ñêií-

÷åííèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ç òî÷íiñòþ äî òðà¹êòîðíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ó òåð-

ìiíàõ äié Ìàêêi äëÿ êîöèêëiâ Ðàäîíà-Íiêîäèìà. Çà öèì âèíèêëà ïðîáëåìà

äîâåäåííÿ ïîäiáíî¨ òåîðåìè äëÿ êîöèêëiâ çàãàëüíîãî âèãëÿäó. Äëÿ òðàí-

çèòíèõ êîöèêëiâ òàêèé ðåçóëüòàò ïîäàíî ó öié ðîáîòi, ïiäðîçäië 2.2 (äèâ.

òàêîæ [62]), äå ïðîäåìîíñòðîâàíî, ùî êëàñè ñëàáî¨ åêâiâàëåíòíîñòi òàêèõ

êîöèêëiâ ¹ ó âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi äî êëàñiâ ñïðÿæåíîñòi àñî-

öiéîâàíèõ äié Ìàêêi.

Êîìáiíàöiÿ íàçâàíèõ âèùå ìåòîäiâ äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè êëàñèôiêàöiþ

çàãàëüíèõ êîöèêëiâ ó òåðìiíàõ òàê çâàíèõ ïîäâiéíèõ ïîòîêiâ (äèâ. ïiäðîç-

äië 2.4, [65]). Ó öüîìó çàãàëüíîìó âèïàäêó âèíèêàþòü äîäàòêîâi ïðîáëåìè,

ïîâ'ÿçàíi ç íåâiëüíèìè ïîäâiéíèìè ïîòîêàìè. Öi ïðîáëåìè âèðiøóþòüñÿ çà-

ñòîñóâàííÿì òåîði¨ Ê. Ñóçåðëàíäà áîðåëiâñüêèõ ïîëiâ ïîëüñüêèõ ãðóï [181],

ïîðÿä ç ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè [59].

Iíøèé ïiäõiä äî öi¹¨ ïðîáëåìè, ùî âèêîðèñòîâó¹ òåîðiþ ðîçáèòòiâ ïðî-

ñòîðó Ëåáåãà, áóâ ðîçâèíåíèé ó ðîáîòi À. Ë. Ôåäîðîâà [44].

1.2 Ïðîáëåìà ðåãóëÿðèçàöi¨ ãðóï íåñòðîãèõ ïåðå-

òâîðåíü ó âèìiðíié åðãîäè÷íié òåîði¨

Âèâ÷åííÿ ïîâíèõ ãðóï, çàïðîâàäæåíèõ Ã. À. Äà¹ì [41], à òàêîæ ïðî-

áëåìè çîâíiøíüî¨ ñïðÿæåíîñòi ïiäãðóï íîðìàëiçàòîðà ïîâíî¨ ãðóïè (äèâ.

ðîáîòó À. Êîííà i Â. Êðiãåðà [25] i áiëüø ïiçíi ðîáîòè [15, 16, 61]) îáóìîâè-

ëî íåîáõiäíiñòü ïðàöþâàòè ç âiäîáðàæåííÿìè òà ñiìåéñòâàìè ïåðåòâîðåíü,

ùî ïîâîäÿòüñÿ êîðåêòíèì ñïîñîáîì ëèøå ìàéæå âñþäè. Öå çàçâè÷àé íå
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âèêëèêà¹ óñêëàäíåíü, êîëè òàêi ãðóïè ïåðåòâîðåíü ¹ ç÷èñëåííèìè òà íå-

ñèíãóëÿðíèìè. Ó öié ñèòóàöi¨ âñå, ùî òðåáà çðîáèòè äëÿ ðåãóëÿðèçàöi¨, � öå

âèëó÷èòè ìíîæèíó ìiðè íóëü. Àëå ó âèïàäêó íåïåðåðâíèõ ãðóï ïåðåòâî-

ðåíü öåé ìåòîä íå ïðàöþ¹.

Ïåðøèé êðîê ó âèâ÷åííi ðåãóëÿðèçàöi¨ äié íåïåðåðâíèõ ãðóï çðîáëå-

íî Ã. Ìàêêi ó ðîáîòi [122], äå âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü òî÷êîâî¨

ðåàëiçàöi¨ äëÿ äi¨ ëîêàëüíî êîìïàêòíî¨ ãðóïè G àâòîìîðôiçìàìè áóëåâ-

ñüêî¨ àëãåáðè. Äëÿ ïîáóäîâè òî÷êîâî¨ ðåàëiçàöi¨ áóëåâñüêîãî G-ïðîñòîðó

íèì çàñòîñîâàíî âëàñòèâîñòi óíiâåðñàëüíîãî G-ïðîñòîðó, íà ÿêîìó äiÿ ãðó-

ïè G ðåãóëÿðíà. Öåé ïiäõiä äiñòàâ öiëêîâèòîãî îá ðóíòóâàííÿ ó ðîáîòàõ À.

Ðàìñåÿ [144, 146]. Ïîäiáíi ïðîáëåìè ðîçãëÿäàëèñÿ À. Ì. Âåðøèêîì [190] iç

çàñòîñóâàííÿì iíøî¨ òåõíiêè.

Öÿ ðîáîòà ìiñòèòü âèðiøåííÿ ïðîáëåìè ðåãóëÿðèçàöi¨ ãðóï íåñòðîãèõ

àâòîìîðôiçìiâ âèìiðíèõ âiäíîøåíü åêâiâàëåíòíîñòi, äèâ. ïiäðîçäië 2.6, [63].

Ïîêàçàíî, ùî øëÿõîì íåñóòò¹âî¨ ïåðåáóäîâè âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi i

ãðóïîâî¨ äi¨ ìîæíà çðîáèòè âñi àâòîìîðôiçìè ãðóïîâî¨ äi¨ ñòðîãèìè àâòî-

ìîðôiçìàìè âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi. Ïîäiáíó ïðîáëåìó âèðiøåíî òà-

êîæ äëÿ äi¨ âèìiðíîãî ãðóïî¨äà, ùî çàëèøà¹ iíâàðiàíòíèì mod 0 âèìiðíå

âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi.

Àëüòåðíàòèâíèé ïiäõiä äî öüîãî êëàñó çàäà÷ îïèñàíèé â ðîáîòi À. Ë.

Ôåäîðîâà [45].

1.3 Êîöèêëè òà çîâíiøíÿ ñïðÿæåíiñòü äëÿ ãðóï

ïñåâäî-ãîìåîìîðôiçìiâ

Êëàñèôiêàöiÿ ãðóï ïåðåòâîðåíü ïðîñòîðó ç ìiðîþ ó òåðìiíàõ êîöèêëiâ

ïðèâåðòà¹ óâàãó áàãàòüîõ àâòîðiâ i íàëi÷ó¹ äîñòîéíó êiëüêiñòü ðåçóëüòà-

òiâ. Äîñèòü ïðèðîäíîþ ¹ iäåÿ ïåðåíåñåííÿ òàêèõ ðåçóëüòàòiâ íà êîöèêëè

äèíàìi÷íèõ ñèñòåì äåùî iíøî¨ ïðèðîäè, à ñàìå äî òîïîëîãi÷íî¨ äèíàìi-

êè. Ó öüîìó êîíòåêñòi çìiñòîâíèì îá'¹êòîì äëÿ âèâ÷åííÿ ¹ ãðóïè ïñåâäî-

ãîìåîìîðôiçìiâ ïîëüñüêîãî ïðîñòîðó, ùî âèâ÷àëèñÿ, çîêðåìà, ó ðîáîòi Ä.
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Ñóëëiâàíà, Á. Âåéññà i Äæ. Ðàéòà [180]. Íèìè áóëî ïîäàíî îïèñ òðà¹êòîðíèõ

âëàñòèâîñòåé òàêèõ ãðóï, ùî äî ïåâíî¨ ìiðè éäóòü ó ïàðàëåëi äî ïîäiáíèõ

ðåçóëüòàòiâ âèìiðíî¨ äèíàìiêè àìåíàáåëüíèõ ãðóï ïåðåòâîðåíü.

Öÿ ðîáîòà ìiñòèòü îïèñ òðà¹êòîðíèõ âëàñòèâîñòåé òàêèõ ãðóï (äèâ.

ïiäðîçäië 2.7, [60]), ùî ïåâíîþ ìiðîþ âèãëÿäàþòü ïîäiáíèìè äî òàêèõ ó âè-

ìiðíié äèíàìiöi àìåíàáåëüíèõ ãðóï ïåðåòâîðåíü. Öå çâiñíî ¹ ïiäñòàâîþ ñïî-

äiâàòèñÿ íà ìîæëèâiñòü ðîçâèíóòè çìiñòîâíó òåîðiþ êîöèêëiâ çàçíà÷åíèõ

âèùå äèíàìi÷íèõ ñèñòåì. Ïåðøèì ïiäõîäîì äî öüîãî êîëà çàäà÷ ¹ ðîçãëÿä

ó öié ðîáîòi åðãîäè÷íèõ êîöèêëiâ (òîáòî êîöèêëiâ çi ùiëüíèìè îáðàçàìè ó

òåðìiíîëîãi¨ âèìiðíî¨ åðãîäè÷íî¨ òåîði¨). Çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì ïèòàííÿ

ïðî âèâ÷åííÿ i êëàñèôiêàöiþ ó öüîìó êîíòåêñòi áiëüø çàãàëüíèõ êîöèêëiâ.

Ðåçóëüòàòîì ïiäðîçäiëó 2.7 ¹ òåîðåìà ¹äèíîñòi äëÿ åðãîäè÷íèõ êîöè-

êëiâ ç÷èñëåííèõ ãðóï ïñåâäî-ãîìåîìîðôiçìiâ çi çíà÷åííÿìè ó ïîëüñüêèõ

ãðóïàõ. Ó ÿêîñòi áåçïîñåðåäíüîãî íàñëiäêó ìè îäåðæó¹ìî çîâíiøíþ ñïðÿ-

æåíiñòü ç÷èñëåííèõ ïiäãðóï íîðìàëiçàòîðà ïîâíî¨ ãðóïè. Âàæëèâîþ âiä-

ìiííiñòþ öèõ ðåçóëüòàòiâ âiä ¨õ àíàëîãiâ ó âèìiðíié äèíàìiöi ¹ âiäñóòíiñòü

æîäíèõ ïîñèëàíü íà áóäü-ÿêi âëàñòèâîñòi àìåíàáåëüíîñòi.

1.4 Óìîâè ñïðÿæåíîñòi òà içîìîðôiçìó ñòàáiëiçàòî-

ðiâ åðãîäè÷íèõ ãðóïîâèõ äié

Âèâ÷åííÿ âèìiðíèõ âiäíîøåíü åêâiâàëåíòíîñòi i âèìiðíèõ ãðóïî¨äiâ ïî-

ñòàâèëî íèçêó ïèòàíü ùîäî íåâiëüíèõ ãðóïîâèõ äié.

Âiäîìî, ùî äëÿ áîðåëiâñüêî¨ äi¨ ãðóïè íà ïðîñòîði ç ìiðîþ ¨¨ ñòàáiëi-

çàòîðè óòâîðþþòü áîðåëiâñüêå ïîëå ïiäãðóï [181]. Òàêi ïîëÿ âèíèêàþòü,

çîêðåìà, ó êëàñèôiêàöi¨ êîöèêëiâ àìåíàáåëüíèõ âiäíîøåíü åêâiâàëåíòíîñòi

ó òåðìiíàõ äi¨ Ìàêêi [65], êîëè öÿ äiÿ Ìàêêi íå ¹ âiëüíîþ. Âîíè òàêîæ

âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ïîáóäîâè êîöèêëiâ iç çàäàíîþ íåâiëüíîþ äi¹þ Ìàê-

êi [64]. Êðiì òîãî, ç'ÿñîâàíî, ùî âëàñòèâiñòü àìåíàáåëüíîñòi ãðóïîâî¨ äi¨

öiëêîì âèçíà÷à¹òüñÿ àìåíàáåëüíiñòüþ âiäïîâiäíîãî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåí-

òíîñòi ðàçîì iç àìåíàáåëüíiñòþ ñòàáiëiçàòîðiâ [42, 2, 64, 196].
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I âñå æ áàãàòî ïðèðîäíèõ ïèòàíü ðàíiøå çàëèøàëîñÿ áåç âiäïîâiäåé.

Íàïðèêëàä, ÿêùî ãðóïà äi¹ òðàíçèòèâíî, òî âñi ñòàáiëiçàòîðè ñïðÿæåíi. Ïè-

òàííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, äî ÿêî¨ ìiðè öÿ âëàñòèâiñòü çáåðiãà¹òüñÿ ïðè ïåðåõîäi

äî âëàñíå åðãîäè÷íèõ äié. ×è ìîæíà îïèñàòè âñi âèïàäêè, êîëè âñi ñòàái-

ëiçàòîðè òàêèõ äié ñïðÿæåíi àáî ïðèíàéìíi içîìîðôíi? ×è iñíó¹ åðãîäè÷íà

ãðóïîâà äiÿ ç íåiçîìîðôíèìè ñòàáiëiçàòîðàìè? Óñi öi ïèòàííÿ âèâ÷àþòüñÿ

ó öié ðîáîòi äëÿ äié äiéñíèõ ãðóï Ëi, ðîçäië 3, äèâ. òàêîæ [66]. Íàñïðàâäi

óñi öi ïèòàííÿ óòâîðþþòü ÷àñòèíó âàæëèâî¨ ïðîáëåìè ùîäî âëàñòèâîñòåé

ñiìåéñòâ çàìêíóòèõ ïiäãðóï çàäàíî¨ ãðóïè.

Ó ðîáîòi äîâåäåíî, ùî êîìïàêòíi ñòàáiëiçàòîðè äëÿ åðãîäè÷íèõ äié äié-

ñíèõ ãðóï Ëi çàâæäè ñïðÿæåíi. Öå çðîáëåíî øëÿõîì çàñòîñóâàííÿ âëàñòè-

âîñòåé ôàêòîðà Ôåëëà [50]. Òî÷íiøå êàæó÷è, êîæíié òî÷öi x G-ïðîñòîðó

ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ¨¨ ñòàáiëiçàòîð Gx, à òàêîæ (ïiä)àëãåáðà Ëi äëÿ

ïiäãðóïè Gx. Áîðåëåâiñòü ïåðøîãî âiäîáðàæåííÿ âiäîìà çà ðåçóëüòàòàìè

Ë. Àóñëåíäåðà, Ê. Ìóðà [5] òà À. Ðàìñåÿ [144]. Äðóãå âiäîáðàæåííÿ çàïðî-

âàäæåíî i âèâ÷åíî ó öié ðîáîòi; âîíî òåæ âèÿâèëîñÿ áîðåëiâñüêèì. Ç'ÿñî-

âàíî òàêîæ, ùî ïðîñòið ïiäàëãåáð àëãåáðè Ëi ãîìåîìîðôíèé ïiäìíîãîâèäó

ìíîãîâèäó Ãðàññìàíà. Öå äîçâîëèëî çàñòîñóâàòè âëàñòèâîñòi àëãåáðà¨÷íî

ðåãóëÿðíèõ äié [201], çîêðåìà äî âèâ÷åííÿ ñïðÿæåíîñòi ïiäàëãåáð Ëi.

Âèÿâèëîñÿ, ùî äiÿ àëãåáðà¨÷íî¨ ãðóïè ñïðÿæåííÿìè ¹ òàêîæ ðåãóëÿð-

íîþ, êîëè ¨¨ îáìåæèòè íà ïiäïðîñòið ñêií÷åííèõ ïiäãðóï. Öåé ôàêò, ðàçîì

iç çãàäàíèì âèùå, à òàêîæ ñòðóêòóðíîþ òåîði¹þ ãðóï Ëi [189], ¨õ êîãîìîëî-

ãiÿìè [131] i ðåçóëüòàòàìè Ð. Çiììåðà ùîäî iíäóêîâàíèõ äié [201], äîçâîëÿ-

þòü âñòàíîâèòè, ùî äiÿ äiéñíî¨ ãðóïè Ëi íà ïðîñòîði ¨¨ êîìïàêòíèõ ïiäãðóï

ìà¹ òèï I, çâiäêè áàæàíèé ðåçóëüòàò ùîäî ñïðÿæåíîñòi. Âñòàíîâëåíî òàêîæ

içîìîðôiçì ñêií÷åííèõ ñòàáiëiçàòîðiâ äëÿ åðãîäè÷íèõ äié çàãàëüíèõ ë.ê.ñ.

ãðóï. Íàâåäåíî çìiñòîâíi êîíòðïðèêëàäè, ÿêi, çîêðåìà, äåìîíñòðóþòü, ùî

içîìîðôiçì ñòàáiëiçàòîðiâ íå ¹ çàãàëüíîþ âëàñòèâiñòþ íàâiòü äëÿ äié ãðóï

Ëi.

Äîñëiäæåííÿ ïåâíèõ êëàñiâ ñòàáiëiçàòîðiâ òàêîæ çäiéñíåíî â ðîáîòi Ã.

Ñòàêà i Ð. Çiììåðà [179].
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1.5 Åíòðîïiéíà òåîðiÿ äëÿ äié ç÷èñëåííèõ àìåíà-

áåëüíèõ ãðóï

À. Êîëìîãîðîâ âiäîêðåìèâ êëàñ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, ùî ïðèïóñêàþòü

ðîçáèòòÿ ç ïåâíèìè ãàðíèìè âëàñòèâîñòÿìè àëãåáðà¨÷íî¨ ïðèðîäè [105]. Òà-

êi ñèñòåìè ó ïîäàëüøîìó áóëè íàçâàíi K-ñèñòåìàìè ó ðîáîòi Â. Ðîõëiíà i

ß. Ñèíàÿ [152]. Çîêðåìà, âîíè ðîçãëÿíóëè äèíàìi÷íi ñèñòåìè ç òðèâiàëü-

íîþ àëãåáðîþ Ïiíñêåðà (ñèñòåìè ç öiëêîì ïîçèòèâíîþ åíòðîïi¹þ, ö.ï.å.) i

äîâåëè, ùî öÿ âëàñòèâiñòü åêâiâàëåíòíà âëàñòèâîñòi K-ñèñòåìè. Äëÿ öüîãî

íèìè áóëî âèäiëåíî ñïåöiàëüíèé êëàñ iíâàðiàíòíèõ ðîçáèòòiâ.

Îïèñ àëãåáð Ïiíñêåðà äëÿ äié ãðóïè Zd, d < ∞, îäåðæàíî Äæ. Êîí-

öåì [26], ÿêèé òàêîæ ðîçãëÿíóâ äëÿ öèõ ãðóï âëàñòèâîñòi ö.ï.å. i K-ñèñòåìè.

Åêâiâàëåíòíiñòü îñòàííiõ äâîõ âëàñòèâîñòåé äîâåäåíî Á. Êàìiíüñüêèì [93],

ÿêèé òàêîæ ðîçâèíóâ òåîðiþ Ðîõëiíà-Ñèíàÿ ó êîíòåêñòi Zd. Àëüòåðíàòèâ-
íèé ïiäõiä äî âèâ÷åííÿ äié ãðóï Zd, 1 ≤ d ≤ ∞, ç ö.ï.å. áóâ çàïðîïîíîâà-

íèé Á. Êàìiíüñüêèì i Ï. Ëiàðäå [92]. Íîâèé ñïëåñê àêòèâíîñòi ó öié ñôåði

áóâ ïîâ'ÿçàíèé ç ðîáîòîþ Ä. Ðóäîëüôà òà Á. Âåéññà [157], äå âñòàíîâëå-

íî, ùî áóäü-ÿêà äiÿ ç÷èñëåííî¨ àìåíàáåëüíî¨ ãðóïè ç ö.ï.å. ìà¹ âëàñòèâiñòü

àñèìïòîòè÷íî¨ íåçàëåæíîñòi, ÿêà ó ïîäàëüøîìó áóëà íàçâàíà âëàñòèâiñòþ

Ðóäîëüôà-Âåéññà. Êðiì òîãî, Å. Ãëàñíåð, Æ.-Ï. Òóâiíî i Á. Âåéññ [57] çíà-

éøëè íîâi âëàñòèâîñòi àëãåáð Ïiíñêåðà, ïîâ'ÿçàíi ç äèç'þíêòíiñòþ êâàçi-

ôàêòîðiâ. Ó ïîäàëüøîìó äëÿ öèõ ðåçóëüòàòiâ áóëî çíàéäåíî óìîâíi âåðñi¨

À. Äàíèëåíêîì, ÿêèé çàïðîâàäèâ ïîíÿòòÿ åíòðîïi¨ äëÿ êîöèêëiâ [27]. Ó ðî-

áîòi Â. Ãîëîäöÿ i Ñ. Ñèíåëüùèêîâà [67] äîâåäåíà çâîðîòíà âåðñiÿ àñèìïòî-

òè÷íî¨ âëàñòèâîñòi Ðóäîëüôà-Âåéññà, ÿêà áóëà âèêîðèñòàíà äëÿ ïîáóäîâè

íåáåðíóëëi¨âñüêèõ äié ç ö.ï.å. äëÿ êëàñó àáåëåâèõ ãðóï.

Ó öié ðîáîòi, ïiäðîçäië 4.1 (äèâ. òàêîæ [68]), ðîçãëÿíóòî ñêií÷åííî

ãåíåðîâàíi íiëüïîòåíòíi ãðóïè. Òàêi ãðóïè, ç òî÷íiñòþ äî ïåðåõîäó äî íîð-

ìàëüíî¨ ïiäãðóïè ñêií÷åííîãî iíäåêñó, ¹ âåðõíüî-òðèêóòíèìè óíiïîòåíòíè-

ìè ìàòðè÷íèìè ãðóïàìè ç öiëèìè åëåìåíòàìè àáî ¨õ ïiäãðóïàìè [97]. Äëÿ

òàêèõ ãðóï ïîäàíî ÿâíèé îïèñ àëãåáð Ïiíñêåðà, âëàñòèâîñòåé iíâàðiàíòíî-
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ñòi äëÿ âèìiðíèõ ðîçáèòòiâ, à òàêîæ ïîâíó ñïåêòðàëüíó õàðàêòåðèçàöiþ

K-ñèñòåì.

Êëàñè÷íèé ðåçóëüòàò Îðíñòåéíà [138] ñòâåðäæó¹, ùî iñíóþòü íåáåð-

íóëëi¨âñüêi K-àâòîìîðôiçìè ç áóäü-ÿêîþ çàäàíîþ åíòðîïi¹þ. Öåé ðåçóëüòàò

áóâ äàëi ïîêðàùåíèé ó ðîáîòi Îðíñòåéíà òà Øiëäñà [136], äå ïîáóäîâàíî

íåç÷èñëåííå ñiìåéñòâî íåáåðíóëëi¨âñüêèõ K-àâòîìîðôiçìiâ, ùî ïîïàðíî íå-

içîìîðôíi, àëå ìàþòü îäíàêîâó äîäàòíó åíòðîïiþ. Ïðèðîäíå ïèòàííÿ, ùî

âèíèêà¹ ó öüîìó êîíòåêñòi, ïîëÿãà¹ â òîìó, ÷è ìà¹ íåñêií÷åííà àìåíàáåëüíà

ãðóïà íåáåðíóëëi¨âñüêó äiþ ç ö.ï.å. Îäíå ç çàâäàíü öi¹¨ ðîáîòè (äèâ. ïiä-

ðîçäië 4.2, [32]) � ïîøèðåííÿ çàçíà÷åíîãî âèùå ðåçóëüòàòó Îðíñòåéíà òà

Øiëäñà íà êëàñ ç÷èñëåííèõ àìåíàáåëüíèõ ãðóï ç åëåìåíòàìè íåñêií÷åí-

íîãî ïîðÿäêó. Äëÿ öüîãî çàïðîâàäæó¹òüñÿ êîíñòðóêöiÿ, ÿêà íàçâàíà êîií-

äóêöi¹þ. Âîíà äîçâîëÿ¹ áóäóâàòè äiþ ãðóïè çà çàäàíîþ äi¹þ ¨¨ ïiäãðóïè.

Ç'ÿñîâàíî, ùî ïðîöåäóðà êîiíäóêöi¨ ìà¹ íèçêó âëàñòèâîñòåé, ùî äîçâîëÿ-

þòü îäåðæàòè ïîòðiáíèé ðåçóëüòàò.

1.6 Êâàíòîâi îáìåæåíi ñèìåòðè÷íi îáëàñòi i çîáðà-

æåííÿ êâàíòîâèõ àëãåáð

Ó äðóãié ïîëîâèíi äåâ'ÿíîñòèõ ðîêiâ òðè ãðóïè ìàòåìàòèêiâ îäåðæàëè

ïåðøi ðåçóëüòàòè, ÿêi á ìîãëè çàêëàñòè îñíîâè êâàíòîâî¨ òåîði¨ îáìåæåíèõ

ñèìåòðè÷íèõ îáëàñòåé.

Ò. Òàíiñàêè ç éîãî ñïiâðîáiòíèêàìè â ðîáîòàõ [94, 96, 133, 95] çàïðî-

âàäèëè q-àíàëîãè ïåðåäîäíîðiäíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ êîìóòàòèâíîãî ïà-

ðàáîëi÷íîãî òèïó i çíàéøëè ÿâíèé âèãëÿä ¨õ ïîëiíîìiâ Ñàòî-Áåðíøòåéíà.

Ã. ßêîáñåí çàïðîïîíóâàâ áiëüø ïðîñòèé ñïîñiá ïîáóäîâè öèõ æå êâàí-

òîâèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ i çðîçóìiâ, ùî éäå ó íàïðÿìêó äî êâàíòîâèõ

åðìiòîâèõ ñèìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ íåêîìïàêòíîãî òèïó [85, 86].

Àíàëîãi÷íèé ïiäõiä âèêîðèñòàíî â ðîáîòi Ó. Áàëäîíi i Ï. Ôðàäæðià

[6] ïðî q-àíàëîãè àëãåáðè iíâàðiàíòíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ i ãî-

ìîìîðôiçìó Õàðèø-×àíäðè äëÿ òàêèõ êâàíòîâèõ ñèìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ.
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Ó òi æ ÷àñè ßêîáñåí îïèñàâ óñi ìîäóëi çi ñòàðøèìè âàãàìè íàä àëãåáðàìè

Äðiíôåëüäà-Äæiìáî, ùî ïðèïóñêàþòü óíiòàðèçàöiþ [87].

Àâòîðè ïåðåëi÷åíèõ âèùå ðîáiò íå âèÿâèëè òàê çâàíî¨ ïðèõîâàíî¨ ñè-

ìåòði¨ ðîçãëÿíóòèõ íèìè êâàíòîâèõ ïåðåäîäíîðiäíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ

[173, 168] i íå ïåðåéøëè âiä êîìïëåêñíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ äî ¨õ äié-

ñíèõ ôîðì. Âíàñëiäîê öüîãî âîíè íå îäåðæàëè êâàíòîâó òåîðiþ îáìåæåíèõ

ñèìåòðè÷íèõ îáëàñòåé.

Îñíîâè öi¹¨ òåîði¨ áóëè çàêëàäåíi â ðîáîòi [174] (äèâ. òàêîæ [160]), äå

ïîáóäîâàíî êâàíòîâi àíàëîãè îáìåæåíèõ ñèìåòðè÷íèõ îáëàñòåé òà âiäïî-

âiäíèõ ìîäóëiâ Õàðèø-×àíäðè. Îêðåìèé âèïàäîê, ðîçãëÿíóòèé â ðîáîòi

[161], ïðèçâîäèòü äî äâîõ ãåîìåòðè÷íèõ ðåàëiçàöié äðàáèííîãî çîáðàæåí-

íÿ êâàíòîâî¨ óíiâåðñàëüíî¨ îãîðòóþ÷î¨ àëãåáðè Uqsu2,2, à òàêîæ äî êâàí-

òîâîãî ïåðåòâîðåííÿ Ïåíîðóçà (äèâ. ðîáîòó Ð. Áàñòîíà òà Â. Iñòâóäà [7]).

Ãîëîâíèì çàñîáîì, âèêîðèñòàíèì â [161], ¹ q-àíàëîã êîãîìîëîãié ×åõà. Àëå

óçàãàëüíåííÿ öüîãî ìåòîäà ïîâ'ÿçàíî ç íåòðèâiàëüíèìè ïðîáëåìàìè íåêî-

ìóòàòèâíî¨ àëãåáðà¨÷íî¨ ãåîìåòði¨. Àëüòåðíàòèâíèé ìåòîä ïîäîëàííÿ öèõ

ïåðåøêîä ïîëÿãà¹ ó çàìiíi q-àíàëîãiâ êîãîìîëîãié ×åõà íà q-àíàëîãè êîãî-

ìîëîãié Äîëüáî. ßê äîáðå âiäîìî, ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó (q = 1) êîãîìî-

ëîãi¨ Äîëüáî ïðèïóñêàþòü àëãåáðà¨÷íó ïîáóäîâó iç çàñòîñóâàííÿì êîãîìî-

ëîãi÷íî¨ iíäóêöi¨ (äèâ. [104]), ÿêà ¹ âàæëèâèì ìåòîäîì ïîáóäîâè ìîäóëiâ

Õàðèø-×àíäðè, ùî ïðèïóñêàþòü óíiòàðèçàöiþ. Ó ïiäðîçäiëi 5.1 äàíî¨ ðî-

áîòè ïðîäåìîíñòðîâàíî, ùî öåé ìåòîä ìà¹ çàñòîñóâàííÿ äî ìîäóëiâ íàä

êâàíòîâèìè óíiâåðñàëüíèìè îãîðòóþ÷èìè àëãåáðàìè.

Ó ñâî¨é ðîáîòi [155] Ã. Ðóáåíòõàëåð çàïðîâàäæó¹ òà âèâ÷à¹ ïåðåäî-

äíîðiäíi âåêòîðíi ïðîñòîðè êîìóòàòèâíîãî ïàðàáîëi÷íîãî òèïó. �õ êâàíòî-

âi àíàëîãè ¹ çìiñòîâíèìè îá'¹êòàìè êâàíòîâî¨ òåîði¨ îáìåæåíèõ ñèìåòðè-

÷íèõ îáëàñòåé. Âiäîìî [8, ñòîð. 135], ùî â êëàñè÷íîìó âèïàäêó q = 1 ãî-

ëîìîðôíèé êîìïëåêñ äå Ðàìà äèôåðåíöiàëüíèõ ôîðì ç ïîëiíîìiàëüíèìè

êîåôiöi¹íòàìè íà òàêîìó ïðîñòîði ¹ äóàëüíèì äî óçàãàëüíåíîãî êîìïëå-

êñà Áåðíøòåéíà-Ãåëüôàíäà-Ãåëüôàíäà äëÿ òðèâiàëüíîãî Ug-ìîäóëÿ, ïîáó-

äîâàíîãî Ëåïîâñüêèì [119, 151, 11]. Ó ïiäðîçäiëi 5.2 äàíî¨ ðîáîòè ïîäàíî
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q-àíàëîã öüîãî ðåçóëüòàòó.

Iñíó¹ ÷èñëåííà ëiòåðàòóðà, ïðèñâÿ÷åíà âèâ÷åííþ ïñåâäî-åðìiòîâèõ

ïðîñòîðiâ i, çîêðåìà, ãàðìîíi÷íîìó àíàëiçó íà òàêèõ ïðîñòîðàõ. Ïåðåäóñiì,

âàðòî âiäçíà÷èòè ðîáîòó Äæ. Ôàðî [43], à òàêîæ ðîáîòè Â. Ìîë÷àíîâà

[128, 129], âàí Äiéêà i Þ. Øàðøîâà [28]. Ïåðøi ñïðîáè êâàíòóâàííÿ òà-

êèõ îá'¹êòiâ ìiñòÿòüñÿ ó ðîáîòi Ðåøåòiõiíà, Òàõòàäæÿíà òà Ôàää¹¹âà [150].

Ïîäàëüøèé ðîçâèòîê òåîði¨ êâàíòîâèõ îáìåæåíèõ ñèìåòðè÷íèõ îáëàñòåé

äà¹ ïiäñòàâè ñòâåðäæóâàòè, ùî öi äîñëiäæåííÿ âàðòi äîäàòêîâèõ çóñèëü.

Ó öié ðîáîòi, ïiäðîçäië 5.3, âèâ÷àþòüñÿ îñíîâè òåîði¨ ôóíêöié íà êâàí-

òîâèõ àíàëîãàõ êîìïëåêñíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ïðîñòîðiâ (äèâ. òàêîæ [13]).

ßê âiäîìî, êëàñè÷íèé iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð Ïóàññîíà ñïëiòà¹ äi¨ ãðó-

ïè SUn,n ó ïðîñòîðàõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà ìàòðè÷íié êóëi i ¨¨ ìåæi

Øèëîâà (óíiòàðíèõ ìàòðèöÿõ). Àëå íå áóäü-ÿêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ íà

ìàòðè÷íié êóëi ìîæå áóòè îäåðæàíà øëÿõîì çàñòîñóâàííÿ iíòåãðàëüíîãî

îïåðàòîðà Ïóàññîíà äî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ íà ìåæi Øèëîâà.

Ó ðîáîòi Õóà [81] îäåðæàíî ïåðøi ðåçóëüòàòè ùîäî äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü, ÷è¨ ðîçâ'ÿçêè ìiñòÿòü îáðàçè îïåðàòîðà Ïóàññîíà. Ó ïîäàëüøié ðî-

áîòi Äæîíñîíà i Êîðàíü¨ [89] îäåðæàíî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,

ùî äàþòü ïîâíó õàðàêòåðèçàöiþ ôóíêöié-îáðàçiâ îïåðàòîðà Ïóàññîíà.

Öÿ ðîáîòà, ïiäðîçäië 5.4 (äèâ. òàêîæ [12]), ìiñòèòü îïèñ êâàíòîâîãî

àíàëîãó îïåðàòîðà Ïóàññîíà. Âèâåäåíî ðiâíÿííÿ Õóà ó êâàíòîâîìó âèïàä-

êó. Äîâåäåíî, ùî öi ðiâíÿííÿ ¹ íåîáõiäíîþ óìîâîþ ïðèíàëåæíîñòi ôóíêöi¨

äî îáðàçó êâàíòîâîãî îïåðàòîðà Ïóàññîíà.

1.7 Êâàíòîâi àëãåáðè ç iäåìïîòåíòàìè

Ñóòò¹âîþ ðèñîþ ñóïåðñèìåòðè÷íèõ àëãåáðà¨÷íèõ ñòðóêòóð ¹ òå, ùî

âiäïîâiäíi àëãåáðè ìiñòÿòü iäåìïîòåíòè i iíøi äiëüíèêè íóëÿ [9, 40, 143].

Ó öié ðîáîòi ðîçäië 6 ïðèñâÿ÷åíèé ïîáóäîâi íîâèõ áiàëãåáð íà îñíî-

âi Uq(sl2), ùî ìiñòÿòü iäåìïîòåíòè i iíøi äiëüíèêè íóëÿ. Ó äåÿêèõ îêðå-

ìèõ âèïàäêàõ íàâåäåíî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ R-ìàòðèöü. Âèçíà÷åíî ìàéæå-R-
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ìàòðèöi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâi ðåãóëÿðíîñòi ôîí Íåéìàíà.

1.8 Ñèìåòði¨ êâàíòîâî¨ ïëîùèíè

Êâàíòîâà ïëîùèíà [126] âiäîìà ÿê âiäïðàâíà òî÷êà ó âèâ÷åííi ìîäóëiâ

íàä êâàíòîâèìè óíiâåðñàëüíèìè îãîðòóþ÷èìè àëãåáðàìè [34]. Ñòðóêòóðè,

ùî iñíóþòü íà êâàíòîâié ïëîùèíi, âèêîðèñòîâóþòü ÿê îñíîâó äëÿ ïîáóäîâè

âiäïîâiäíèõ ñòðóêòóð äëÿ áiëüø ñêëàäíèõ êâàíòîâèõ àëãåáð [37, 38, 36, 35].

Iñíó¹ ¹äèíà âèäiëåíà ñòðóêòóðà Uq(sl2)-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè íà êâàíòîâié

ïëîùèíi, ùî ðîçãëÿäàëàñü ðàíiøå (äèâ., íàïðèêëàä, [98]).

Ó öié ðîáîòi, ðîçäië 7 (äèâ. òàêîæ [39]), ç'ÿñîâàíî, ùî iñíó¹ íåç÷èñëåí-

íå ñiìåéñòâî íåiçîìîðôíèõ ñòðóêòóð Uq(sl2)-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè. Ïîäàíî ¨õ

ïîâíèé ïåðåëiê. Ðîçãëÿíóòî òàêîæ ðîçøèðåííÿ Ëîðàíà êâàíòîâî¨ ïëîùèíè,

ó ÿêîìó �äîçâîëÿ¹òüñÿ� ¨¨ òâiðíèì x, y áóòè îáîðîòíèìè.
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ÐÎÇÄIË 2

ÀÂÒÎÌÎÐÔIÇÌÈ I ÊÎÖÈÊËÈ ÂIÄÍÎØÅÍÜ

ÅÊÂIÂÀËÅÍÒÍÎÑÒI

2.1 Àìåíàáåëüíi äi¨ ãðóï òà îáðàçè êîöèêëiâ

ßê áóëî ïðîäåìîíñòðîâàíî Ð. Çiììåðîì, áóäü-ÿêà ãðóïîâà äiÿ, ùî ïðè-

ïóñêà¹ ïðåäñòàâëåííÿ ó âèãëÿäi îáðàçó êîöèêëó àìåíàáåëüíî¨ äi¨, ñàìà ¹

àìåíàáåëüíîþ [195, òåîðåìà 3.3]. Çîêðåìà, óñi äèíàìi÷íi ñèñòåìè, ùî ó òà-

êèé ñïîñiá ïîõîäÿòü âiä êîöèêëó iíäèâiäóàëüíîãî àâòîìîðôiçìó, ¹ àìåíà-

áåëüíèìè. Çâîðîòí¹ òâåðäæåííÿ áóëî äîâåäåíî ðàíiøå ëèøå äëÿ âiëüíèõ

äié (äèâ. [23] òà [48, Íàñëiäîê 7.9]). Ìè äîâîäèìî öå çâîðîòíå òâåðäæåííÿ

ó ïîâíîìó îáñÿçi (äèâ. [64]).

Òåîðåìà 2.1.1. Ïðèïóñòèìî, ùî ëîêàëüíî êîìïàêòíà ñåïàðàáåëüíà

(ë.ê.ñ.) ãðóïà G äi¹ åðãîäè÷íî òà àìåíàáåëüíî íà ïðîñòîði Ëåáåãà (S, µ).

Òîäi iñíó¹ êîöèêë åðãîäè÷íîãî àâòîìîðôiçìó áóäü-ÿêîãî íàïåðåä çàäàíîãî

òèïó, ÷è¨ì îáðàçîì ¹ çàäàíà äiÿ.

Îòæå, áóäü ÿêà àìåíàáåëüíà ãðóïîâà äiÿ ìîæå áóòè ïîáóäîâàíà iç âè-

êîðèñòàííÿì ñòàíäàðòíî¨ êîíñòðóêöi¨.

Ëåìà 2.1.2. Íåõàé G � ë.ê.ñ. ãðóïà, i (X,µ) � àìåíàáåëüíèé åðãîäè÷íèé

G-ïðîñòið. Òîäi âiäïîâiäíå âèìiðíå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi (RG, ν) ¹

àìåíàáåëüíèì.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, íåõàé π : RG → ISO(E) � áîðåëiâñüêèé ãîìîìîð-

ôiçì âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi RG â ãðóïó içîìåòðè÷íèõ àâòîìîðôiçìiâ

ñåïàðàáåëüíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó E, òà {Ax : x ∈ X} ⊂ E∗1 � áîðåëiâñüêå

ïîëå ñëàáî-∗-êîìïàêòíèõ îïóêëèõ ïiäìíîæèí îäèíè÷íî¨ êóëi E∗1 ó äóàëü-

íîìó ïðîñòîði E∗, ùî ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî π∗, òîáòî π∗(x, y)Ay = Ax.

Ðîçãëÿíåìî êîöèêë α : G×X → ISO(E), α(g, x) = π(gx, x). Òîäi ïîëå{Ax}
¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî êîöèêëó α∗, òîæ ç îãëÿäó íà àìåíàáåëüíiñòü G-
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ïðîñòîðó X iñíó¹ áîðåëiâñüêèé ïåðåðiç ϕ : X → E∗1 òàêèé, ùî ϕ(x) ∈ Ax i

α∗(g, x)ϕ(x) = ϕ(gx). Î÷åâèäíî, ϕ ¹ òàêîæ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî π∗, ùî é

äîâîäèòü àìåíàáåëüíiñòü RG. �

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 2.1.1. Íåõàé (X,µ) � âiëüíèé G-ïðîñòið çi ñêií-

÷åííîþ iíâàðiàíòíîþ ìiðîþ (òàêèì ¹, íàïðèêëàä, ãàóñiâñüêà äiÿ, ùî âiäïî-

âiäà¹ öèêëi÷íîìó ïiäïðîñòîðó ëiâîãî ðåãóëÿðíîãî çîáðàæåííÿ ãðóïè G).

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið XZ iç âiäïîâiäíîþ ïðîäàêò-ìiðîþ, ùî çáåðiãà¹òüñÿ äi-

àãîíàëüíîþ äi¹þ ãðóïè G, òîáòî (gy)i = gyi äëÿ y = (yi)
∞
−∞ ∈ Y òà

g ∈ G. Êðiì òîãî, íà Y åðãîäè÷íî äi¹ ãðóïà Z ñòóïåíÿìè àâòîìîðôiçìó

T : (Ty)i = yi+1, òîæ T êîìóòó¹ ç äi¹þ ãðóïè G. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî íà

ïðîñòîði S × Y äiþ ãðóïè G× Z:

g(s, y) = (gs, gy), (s, y) ∈ S × Y, g ∈ G,

T n1 (s, y) = (s, T ny), (s, y) ∈ S × Y, n ∈ Z.

Âíàñëiäîê [195, òåîðåìà 2.4], [23] òà [61, òåîðåìà À1], öÿ äiÿ ¹ àïðîêñè-

ìàòèâíî ñêií÷åííîþ. Âèçíà÷èìî êîöèêë α : (G × Z) × (S × Y ) → G,

α((g, n), (s, y)) = g. Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî äiÿ Ìàêêi êîöèêëà

α ¹ içîìîðôíîþ äi¨ ãðóïè G íà ïðîñòîði S. Îáìåæóþ÷è êîöèêë α íà äèñ-

êðåòíó ðåäóêöiþ [48] ïðèíöèïîâîãî àïðîêñèìàòèâíî ñêií÷åííîãî ãðóïî¨äà

(G×Z)× (S×Y ), îòðèìó¹ìî êîöèêë åðãîäè÷íîãî àâòîìîðôiçìó ç çàäàíîþ

äi¹þ Ìàêi. Ïîçíà÷èìî òàêó ðåäóêöiþ ÷åðåç (S0, µ0), i íåõàé T0 � åðãîäè÷íèé

àâòîìîðôiçì ùî ¨¨ ãåíåðó¹. Ðîçãëÿíåìî òàêîæ àâòîìîðôiçì Q ïðîñòîðó

(Y0, ν), ν(Y0) = ∞, ùî çáåðiãà¹ ìiðó. Ïîáóäó¹ìî áîðåëiâñüêå âiäîáðàæåííÿ

f : S0 → N [Q] òàêå, ùî [111]

mod f(s) =

(
dµ0 ◦ T0

dµ0
(s)

)−1

.

Íàðåøòi, ðîçãëÿíåìî àâòîìîðôiçìè T 0 i Q íà ïðîñòîði (S0 × Y0, µ0 × ν):

T 0(s, y) = (T0s, f(s)y), Q(s, y) = (s,Qy).

Öi àâòîìîðôiçìè ãåíåðóþòü åðãîäè÷íó àïðîêñèìàòèâíî ñêií÷åííó ïîâíó

ãðóïó òèïó II, íàä ÿêîþ êîöèêë α
(
Q
m
T
n
0 , (s, y)

)
= α(n, s) ìà¹ òó æ ñàìó
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äiþ Ìàêi, ùî é êîöèêë α. Äëÿ àâòîìîðôiçìó T ïðîñòîðó X çàäàíîãî òèïó

òà àâòîìîðôiçìó S ïðîñòîðó Y òèïó II, âiäïîâiäíà äiÿ ãðóïè Z2 íà ïðîñòîði

X × Y ìà¹ çàäàíèé òèï (àâòîìîðôiçìó T ). Ç îãëÿäó íà öå ñïîñòåðåæåííÿ,

ïîäàëüøi ðîçãëÿäè ¹ î÷åâèäíèìè. �

Íàñëiäîê 2.1.3. Íåõàé G � ë.ê.ñ. ãðóïà, òà ìà¹ìî çàäàíó àìåíàáåëüíó

åðãîäè÷íó äiþ ãðóïè G×R. Òîäi iñíó¹ êîöèêë α åðãîäè÷íîãî àâòîìîðôiçìó

T çi çíà÷åííÿìè ó ãðóïi G i òàêèé, ùî çàäàíà äiÿ ãðóïè G×R ¹ îáðàçîì

êîöèêëó α× r, äå r � êîöèêë Ðàäîíà-Íiêîäèìà àâòîìîðôiçìó T .

Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê Òåîðåìè 2.1.1, äiÿ ãðóïè G× R ¹ îáðàçîì êî-

öèêëó α0 åðãîäè÷íîãî àâòîìîðôiçìó Q íà ïðîñòîði X çi ñêií÷åííîþ iíâà-

ðiàíòíîþ ìiðîþ µ. Íåõàé (Y, ν) � ïðîñòið Ëåáåãà ç íåñêií÷åííîþ ìiðîþ, òà

S � åðãîäè÷íèé àâòîìîðôiçì, ùî çáåðiãà¹ ìiðó ν. Âèçíà÷èìî ôóíêöi¨ f i g

óìîâîþ α0(T, x) = (f(x), g(x)) ∈ G×R i çàôiêñó¹ìî áîðåëiâñüêå âiäîáðàæå-

ííÿ ϕ : X → N [S] òàêå, ùî mod ϕ(x) = g(x). Íà ïðîñòîði (X × Y, µ× ν)

ðîçãëÿíåìî ïîâíó ãðóïó, ãåíåðîâàíó àâòîìîðôiçìàìè

Q(x, y) = (Qx, ϕ(x)y), S(x, y) = (x, Sy),

ðàçîì iç êîöèêëîì α
(
Q
n
S
m
, (x, y)

)
= α0(Q

n, x). Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà

äåìîíñòðó¹, ùî êîöèêë α ìà¹ âèãëÿä α×r, äå r � êîöèêë Ðàäîíà-Íiêîäèìà
ïîâíî¨ ãðóïè [Q,S], i äiÿ Ìàêêi êîöèêëó α ñïiâïàäà¹ ç äi¹þ Ìàêêi êîöèêëó

α0. �

Òåîðåìà 2.1.4. Íåõàé ë.ê.ñ. ãðóïà G äi¹ åðãîäè÷íî òà àìåíàáåëüíî íà

ïðîñòîði (S, µ). Òîäi äëÿ ìàéæå âñiõ s ∈ S ñòàáiëiçàòîð äi¨ Gs ó òî÷öi s

¹ àìåíàáåëüíèì.

Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê Òåîðåìè 2.1.1 iñíó¹ êîöèêë α : Γ × X → G

åðãîäè÷íî¨ âiëüíî¨ äi¨ ç÷èñëåííî¨ àìåíàáåëüíî¨ ãðóïè Γ íà ïðîñòîði (X, ν),

äiÿ Ìàêêi ÿêîãî içîìîðôíà çàäàíié äi¨ ãðóïè G. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið (G ×
X,µG × µ) (òóò µG � ìiðà Õààðà ãðóïè G), íà ÿêîìó äi¹ ãðóïà G × Γ

àâòîìîðôiçìàìè

a(γ)(g, x) = (α(γ, x)g, γx), ω(h)(g, x) =
(
gh−1, x

)
.
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Êîöèêë α((h, γ), (g, x)) = h öi¹¨ äi¨ ìà¹ òó æ ñàìó äiþ Ìàêêi, ùî é êîöèêë

α, îòæå iñíó¹ ïðîåêöiÿ π : G ×X → S òàêà, ùî π(ω(h)(g, x)) = hπ(g, x), i

ïðè öüîìó êîæåí ïðîîáðàç ϕ−1(s), s ∈ S, ¹ åðãîäè÷íîþ êîìïîíåíòîþ êîñîãî

äîáóòêó, ùî âiäïîâiäà¹ êîöèêëó α. Îñêiëüêè ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó G ×X íà

òðà¹êòîði¨ äi¨ ω ãðóïèG ¹ âèìiðíèì, ðîçáèòòÿ ϕ−1(s) íà òðà¹êòîði¨ (âiëüíî¨)

äi¨ ãðóïè Gs ¹ òàêîæ âèìiðíèì. Òîìó ϕ−1(s) ìà¹ âèãëÿä Gs × Zs, äå {Zs}
¹ áîðåëiâñüêå ïîëå âiäïîâiäíèõ ôàêòîð-ïðîñòîðiâ, i ïðè öüîìó ω(h)(g, z) =(
gh−1, z

)
, g, h ∈ G, z ∈ Zs. Ç îãëÿäó íà êîìóòóâàííÿ ç äi¹þ ω ãðóïèGs, äiÿ a

ãðóïè Γ íà ïðîñòîði Gs×Zs ìà¹ âèãëÿä a(γ)(g, z) = (πs(γ, z)g, βs(γ)z), äå πs

� êîöèêë åðãîäè÷íî¨ äi¨ ãðóïè Γ íà ïðîñòîði Zs ç ùiëüíèì îáðàçîì ó ãðóïi

Gs. Îòæå, àìåíàáåëüíiñòü ãðóïè Gs âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç iñíóâàííÿ

òàêîãî êîöèêëó òà [195, òåîðåìà 3.1]. �

Òåîðåìà 2.1.5. Íåõàé ë.ê.ñ. ãðóïà G äi¹ åðãîäè÷íî íà ïðîñòîði (X,µ)

ó òàêèé ñïîñiá, ùî âiäïîâiäíå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi RG íà X ¹

àìåíàáåëüíèì, i äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ X ñòàáiëiçàòîð Gx ó òî÷öi x òàêîæ

¹ àìåíàáåëüíèì. Òîäi äiÿ ãðóïè G ¹ àìåíàáåëüíîþ.

Äîâåäåííÿ. ßê i â äîâåäåííi Òåîðåìè 2.1.1, ðîçãëÿíåìî ëåáåãiâñüêèé

éìîâiðíiñíèé ïðîñòið (Y, ν) ðàçîì iç âiëüíîþ äi¹þ ãðóïè G×Z, ùî çáåðiãà¹
ìiðó ν, i ïðè öüîìó ïiäãðóïà {e} × Z äi¹ åðãîäè÷íî. Òîäi ãðóïà G × Z äi¹

âiëüíî òà åðãîäè÷íî íà ïðîñòîði X × Y :

g(x, y) = (gx, gy), T
n
(x, y) = (x, T ny),

ç êîöèêëîì α : (G×Z)×(X×Y )→ G, α((g, n), (x, y)) = g. Äiÿ Ìàêêi öüîãî

êîöèêëó ñïiâïàäà¹ ç äi¹þ ãðóïè G íà ïðîñòîði X; îòæå, ç îãëÿäó íà [195,

òåîðåìà 3.3], äîñèòü ïåðåâiðèòè àìåíàáåëüíiñòü äi¨ ãðóïè G×Z íà ïðîñòîði

X × Y .
Íåõàé X0 ⊂ X � áîðåëiâñüêà ïiäìíîæèíà, ùî âèçíà÷à¹ äèñêðåòíó ðå-

äóêöiþ äëÿ RG, i Q ∈ AutX0 � åðãîäè÷íèé àâòîìîðôiçì, ùî ãåíåðó¹ öþ

ðåäóêöiþ. Òîäi iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ f : X0 → G òàêå, ùî Qx = f(x)x

äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ X0. Îáåðåìî f áîðåëiâñüêèì. Íà ïðîñòîði X0 × Y àâ-
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òîìîðôiçì Q(x, y) = (Qx, f(x)y) íîðìàëiçó¹ âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

E0 = {((x1, y1), (x2, y2))| x1 = x2; ∃n ∈ Z ∃g ∈ Gx1
: T ny1 = gy2}.

Àìåíàáåëüíiñòü E0 ¹ íàñëiäêîì àìåíàáåëüíîñòi ñòàáiëiçàòîðiâ Gx i ðå-

çóëüòàòiâ Êîííà [24]. Òîìó âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi E íà X0 × Y , ãå-

íåðîâàíå E0 òà Q ¹ àìåíàáåëüíèì [61, òåîðåìà A1]. Àëå æ, îñêiëüêè E ¹

ðåäóêöi¹þ âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ãåíåðîâàíîãî äi¹þ ãðóïè G×Z, íà
ïiäìíîæèíó X0 × Y , çàçíà÷åíà äiÿ òàêîæ ¹ àìåíàáåëüíîþ. �

2.2 Ïîðiâíÿííÿ òà êëàñèôiêàöiÿ òðàíçèòíèõ êîöè-

êëiâ

Ïðè âèâ÷åííi íåïåðåðâíèõ ãðóï ïåðåòâîðåíü ïðîñòîðó ç ìiðîþ âàæëè-

âó ðîëü âiäiãðà¹ òåîðiÿ âèìiðíèõ ãðóïî¨äiâ. Çîêðåìà, ÿê áóëî ïðîäåìîíñòðî-

âàíî â [48], íàéáiëüø iñòîòíó iíôîðìàöiþ ïðî ãðóïî¨ä íåñå éîãî äèñêðåòíà

ðåäóêöiÿ. Âèçíà÷åííÿ òà äîêëàäíå âèâ÷åííÿ òåîði¨ âèìiðíèõ ãðóïî¨äiâ ìi-

ñòèòüñÿ â [48, 123, 144, 146].

Íåõàé (Ω, Q) � òðà¹êòîðíèé ãðóïî¨ä åðãîäè÷íî¨ äi¨ òèïó II∞ àáî III

ç÷èñëåííî¨ ãðóïè Γ íà ïðîñòîði Ëåáåãà (X,µ); (T× T, [µT × µT]) � òðàíçè-

òèâíèé ãðóïî¨ä, ãåíåðîâàíèé òðàíñëÿöi¹þ êîëà T ç ìiðîþ Õààðà µT. Ðîç-

ãëÿíåìî ïðÿìèé äîáóòîê (G, C) = (Ω× (T× T), Q× [µT × µT]). ßê âiäîìî,

áóäü ÿêèé ïðèíöèïîâèé åðãîäè÷íèé ãðóïî¨ä ç íåïåðåðâíèìè îðáiòàìè ìà¹

òàêèé âèãëÿä [48, òåîðåìà 6.4].

Íàñòóïíà òåîðåìà, íà âiäìiíó âiä ¨¨ âåðñi¨ â [61], íå ìiñòèòü ïðèïóùåííÿ

ïðî àïðîêñèìàòèâíó ñêií÷åííiñòü ãðóïî¨äó. Âîíà äàñòü ìîæëèâiñòü äîâåñòè

òåîðåìó ïîðiâíÿííÿ òðàíçèòíèõ êîöèêëiâ, òàêîæ áåç æîäíîãî ïîñèëàííÿ íà

àïðîêñèìàòèâíó ñêií÷åííiñòü ÷è àìåíàáåëüíiñòü (äèâ. [62]).

Òåîðåìà 2.2.1 ([61, 62]). Íåõàé A � àâòîìîðôiçì ãðóïî¨äó (G, C). Òîäi

çíàéäóòüñÿ àâòîìîðôiçì θ ãðóïî¨äà (Ω, Q) òà âíóòðiøíié àâòîìîðôiçì

τ ãðóïî¨äà (G, C) òàêi, ùî A = (θ × id)τ .

Äîâåäåííÿ. Çàâäÿêè ïðèíöèïîâîñòi ãðóïî¨äà (G, C) àâòîìîðôiçì A
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öiëêîì âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ì îáìåæåííÿì íà ïðîñòið îäèíèöü (X,T). Íåõàé

A(x, t) = (A1(x, t), A2(x, t)).

Âèáåðåìî t0 ∈ T òàêèì ÷èíîì, ùîá ìíîæèíà X × {t0} ìiñòèëàñü

mod 0 ó íåiñòîòíié ðåäóêöi¨, íà ÿêié A ¹ ñòðîãèì içîìîðôiçìîì, i âèçíà÷è-

ìî áîðåëiâñüêå âiäîáðàæåííÿ ϕ : X → X, ϕ(x) = A1(x, t0). Îñêiëüêè A �

àâòîìîðôiçì, òî, âèëó÷èâøè ç X áîðåëiâñüêó ïiäìíîæèíó ìiðè íóëü, ìî-

æíà ââàæàòè, ùî êîæíèé åëåìåíò ç ϕ(X) ìà¹ ëèøå ç÷èñëåííèé ïðîîáðàç

ùîäî ϕ, ïðè÷îìó ϕ(X) ¹ áîðåëiâñüêà ìíîæèíà äîäàòíî¨ ìiðè.

×åðåç òå, ùî ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó X íà ïðîîáðàçè òî÷îê ùîäî ϕ âè-

ìiðíå, iñíó¹ áîðåëiâñüêà ìíîæèíà S ⊂ X äîäàòíî¨ ìiðè (ïåðåðiç), ÿêó ϕ

âiäîáðàæà¹ ií'¹êòèâíî. Êðiì òîãî, îñêiëüêè A � àâòîìîðôiçì, ϕ âiäîáðà-

æà¹ S íåñèíãóëÿðíî.

Ó ïîäàëüøîìó áóäåìî äëÿ ïåâíîñòi ââàæàòè, ùî äiÿ ãðóïè Γ íà (X,µ)

ìà¹ òèï III. Âèïàäîê òèïó II∞ ìîæå áóòè ðîçãëÿíóòèé àíàëîãi÷íî.

Çàìiíþþ÷è, ÿêùî öå ïîòðiáíî, S éîãî áîðåëiâñüêîþ ïiäìíîæèíîþ äî-

äàòíî¨ ìiðè, ìîæíà ââàæàòè, ùî S òà ϕ(S) íå ñïiâïàäàþòü mod 0 ç X.

Îñêiëüêè âiäíîñíî ïîâíî¨ ãðóïè òèïó III áóäü ÿêi äâi ìíîæèíè äîäàòíî¨

ìiðè åêâiâàëåíòíi, çíàéäóòüñÿ àâòîìîðôiçìè γ, δ ç ïîâíî¨ ãðóïè [Γ] òàêi,

ùî γ(S) = X \S, δ(ϕ(S)) = X \ϕ(S). Âèçíà÷èìî àâòîìîðôiçì θ : X → X:

θ(x) =

ϕ(x), x ∈ S,

δ ◦ ϕ ◦ γ−1(x), x ∈ X \ S.

ßñíî, ùî θ ëåæèòü ó íîðìàëiçàòîði N [Γ] ïîâíî¨ ãðóïè Γ. Ç êîíñòðóêöi¨

òàêîæ âèïëèâà¹, ùî äëÿ ì.â. x ∈ X òî÷êè θ(x) òà ϕ(x) ¹ Γ-åêâiâàëåíòíèìè.

Òàêèì ÷èíîì, θ×id íàáóâà¹ çíà÷åííÿ, åêâiâàëåíòíi âiäíîñíî äi¨ ãðóïè Γ×T
çíà÷åííÿì âiäîáðàæåííÿ ϕ×id, à âíàñëiäîê öüîãî, é àâòîìîðôiçìóA. Îòæå,

A(θ × id)−1 ¹ âíóòðiøíiì àâòîìîðôiçìîì ãðóïî¨äà (G, C), ùî é òðåáà áóëî

äîâåñòè. �

Íàñëiäîê 2.2.2. Íåõàé G|C1
òà G|C2

� äèñêðåòíi ðåäóêöi¨ íåñêií÷åííîãî

òèïó ãðóïî¨äà (G, C), i G ∼= G|C1
× (T × T) ∼= G|C2

× (T × T). Òîäi iñíó¹

âíóòðiøíié àâòîìîðôiçì γ ãðóïî¨äà G òàêèé, ùî γ(G|C1
×(e×t)) = G|C2

×
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(e× t) äëÿ ì.â. t ∈ T.

Íåõàé π : Γ ×X → G � êîöèêë åðãîäè÷íî¨ äi¨ ç÷èñëåííî¨ ãðóïè Γ íà

ïðîñòîði Ëåáåãà (X,µ) çi çíà÷åííÿìè ó ëîêàëüíî êîìïàêòíié ñåïàðàáåëüíié

(ë.ê.ñ.) ãðóïi G. Ç êîöèêëîì π ïðèðîäíèì ñïîñîáîì ïîâ'ÿçàíi äiÿ ãðóïè Γ

íà ïðîñòîði G × X (êîñèé äîáóòîê G ×π X) òà äiÿ Wπ ãðóïè G (îáðàç

Ìàêêi êîöèêëó π) [123]. ßêùî òðà¹êòîðíå ðîçáèòòÿ êîñîãî äîáóòêó G×πX
âèìiðíå, òî êîöèêë π íàçèâàþòü òðàíçèòíèì [48].

Ó âèïàäêó, êîëè äiÿ ãðóïè Γ íå âiëüíà, ìè îáìåæèìîñü ðîçãëÿäîì

òðà¹êòîðíèõ êîöèêëiâ π, òîáòî òàêèõ, ùî π(γ, x) = e çà óìîâè γx = x [200].

Áóäü-ÿêèé òðà¹êòîðíèé êîöèêë ïðèðîäíî ïðîäîâæó¹òüñÿ äî êîöèêëà ïîâíî¨

ãðóïè [Γ]. Íàâïàêè, áóäü-ÿêèé êîöèêë ïîâíî¨ ãðóïè ¹ òàêèì ïðîäîâæåííÿì

äåÿêîãî òðà¹êòîðíîãî êîöèêëó äi¨ ãðóïè Γ.

Òåîðåìà 2.2.3. Íåõàé α, β : [Γ] × X → G � òðàíçèòíi êîöèêëè ïîâ-

íî¨ ãðóïè [Γ] çi çíà÷åííÿìè â ë.ê.ñ. ãðóïi G òàêi, ùî äi¨ Ìàêêi Wα òà

Wβ ãðóïè G içîìîðôíi. Òîäi iñíóþòü àâòîìîðôiçì θ ∈ N [Γ] i áîðåëiâ-

ñüêå âiäîáðàæåííÿ f : X → G òàêi, ùî äëÿ óñiõ γ ∈ [Γ] ìà¹ ìiñöå

α
(
θγθ−1, θx

)
= f(γx)−1β(γ, x)f(x).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (G×G, µG×µG) � òðàíçèòèâíèé ãðóïî¨ä, ùî âiäïî-

âiäà¹ òðàíñëÿöi¨ ãðóïèG. Ïðÿìèé äîáóòîê (G×G)×(Ω×Q) ïîçíà÷àòèìåìî,

ÿê i â Òåîðåìi 2.2.1, ÷åðåç (G, C).

Êîöèêëè α òà β âèçíà÷àþòü ãîìîìîðôiçìè α, β : (G×G)×(Ω×Q)→ G

ãðóïî¨äà (G, C) â ãðóïó G:

α((g, h), (γ, x)) = α(γ, x),

β((g, h), (γ, x)) = β(γ, x),

äå γ ∈ [Γ], x ∈ X.

Íåõàé Sα, Sβ � ôàêòîð-ïðîñòîðè ïðîñòîðó G×X ùîäî (ãëàäêèõ) êî-

ñèõ äîáóòêiâ G ×α X òà G ×β X. Òîäi íà íèõ âèçíà÷åíi äi¨ Ìàêêi Wα òà

Wβ. Îñêiëüêè α òà β � òðàíçèòíi êîöèêëè, âêàçàíi äi¨ âiëüíi òà âëàñíå åð-

ãîäè÷íi. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç θ1 : Sα → Sβ içîìîðôiçì äié Wα òà Wβ, òîáòî
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θ1(Wα(g)s) = Wβ(g)θ1(s). Íåõàé òàêîæ Hα = G × Sα òà Hβ = G × Sβ �

ãðóïî¨äè, ùî âiäïîâiäàþòü äiÿì Wα òà Wβ ãðóïè G.

Ç êîíñòðóêöi¨ äi¨ Ìàêêi âèïëèâà¹, ùî âêëàäåííÿ ôàêòîð-ïðîñòîðiâ Sα

òà Sβ ó G ×X ó âèãëÿäi áîðåëiâñüêèõ ïåðåðiçiâ äîäàòíî¨ ìiðè ùîäî òðà¹-

êòîðíèõ ðîçáèòòiâ êîñèõ äîáóòêiâ G×αX òà G×βX âèçíà÷àþòü içîìîðôi-

çìè ãðóïî¨äiâ Φα : G → Hα× (Γ×Γ) òà Φβ : G → Hβ× (Γ×Γ), äå (Γ×Γ) �

òðàíçèòèâíèé ãðóïî¨ä, ãåíåðîâàíèé òðàíñëÿöi¹þ ãðóïè Γ. Ïðè öüîìó ïiä-

ãðóïî¨äè ãðóïî¨äà G, ùî âèçíà÷àþòüñÿ òðà¹êòîðiÿìè êîñèõ äîáóòêiâ G×αX
òà G×β X, ïåðåõîäÿòü ó ïðÿìi ñïiâìíîæíèêè Γ× Γ.

Içîìîðôiçì θ1 : Sα → Sβ, ââåäåíèé ðàíiøå, ïiäiéìà¹òüñÿ äî içîìîðôi-

çìó ãðóïî¨äiâ θ1 : Hα × (Γ× Γ)→ Hβ × (Γ× Γ):

θ1((g, x), (γ1, γ2)) = ((g, θ1(x)), (γ1, γ2)).

Âèçíà÷èìî ãîìîìîðôiçìè α1 : Hα× (Γ×Γ)→ G òà β1 : Hβ× (Γ×Γ)→ G,

ïîêëàâøè

α1((g, x), (γ1, γ2)) = g; β1((g, x), (γ1, γ2)) = g.

Òîäi, ÿê ëåãêî áà÷èòè,

α1 = β1 ◦ θ1. (2.2.1)

Ðîçãëÿíåìî ãîìîìîðôiçìè α1 ◦ Φα òà β1 ◦ Φβ. Ìîæíà áåçïîñåðåäíüî

ïåðåâiðèòè, ùî

(α1 ◦ Φα)((g, h), (γ, x)) = h−1g−1α(γ, x)h, (2.2.2)

(β1 ◦ Φβ)((g, h), (γ, x)) = h−1g−1β(γ, x)h. (2.2.3)

Âèçíà÷èìî áîðåëiâñüêå âiäîáðàæåííÿ f : G × X → G, ïîêëàâøè

f(g, x) = g−1, òîäi, âðàõîâóþ÷è (2.2.2) òà (2.2.3), îäåðæó¹ìî

f(gh, γx)−1(α1 ◦ Φα)((g, h), (γ, x))f(h, x) = α((g, h), (γ, x)), (2.2.4)

f(gh, γx)−1(β1 ◦ Φβ)((g, h), (γ, x))f(h, x) = β((g, h), (γ, x)), (2.2.5)

òîáòî α1 ◦ Φα êîãîìîëîãi÷íèé α, à β1 ◦ Φβ êîãîìîëîãi÷íèé β ÿê êîöèêëè

âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, óòâîðåíîãî äi¹þ ãðóïè G× Γ íà G×X.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.2.1), (2.2.4), (2.2.5), îäåðæó¹ìî, ùî

ãîìîìîðôiçì α ◦ A åêâiâàëåíòíèé ãîìîìîðôiçìó β, äå A = Φ−1
α θ1Φβ � àâ-

òîìîðôiçì ãðóïî¨äà G.
Âíàñëiäîê Òåîðåìè 2.2.1 àâòîìîðôiçì A ìà¹ âèãëÿä A = (θ × id)τ =

ω(θ× id), äå θ ∈ N [Γ]. Îñêiëüêè ω � âíóòðiøíié àâòîìîðôiçì, ãîìîìîðôiçì

α ◦ ω åêâiâàëåíòíèé ãîìîìîðôiçìó α. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîöèêëiâ α òà β

iñíó¹ òàêà áîðåëiâñüêà ôóíêöiÿ f : G×X → G, ùî

α((g, h), (θγθ−1, θx)) = f(gh, γx)−1β((g, h), (γ, x))f(h, x). (2.2.6)

Îñêiëüêè êîöèêëè α òà β íå çàëåæàòü âiä òðàíñëÿöi¨ ãðóïè G, òî,

ïîêëàâøè ó (2.2.6) γ = e òà çìiíþþ÷è g ∈ G, îäåðæó¹ìî, ùî f(g, x) íå çà-

ëåæèòü âiä g. Îòæå, (2.2.6) ìîæå áóòè ïåðåïèñàíå ó âèãëÿäi α
(
θγθ−1, θx

)
=

f(γx)−1β(γ, x)f(x), ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. �

2.3 Çàñòîñóâàííÿ äî âèâ÷åííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ

ãðóï äëÿ ãðóïîâèõ äié

Ó ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi ïîäàíî âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ ïðî ìîæëè-

âiñòü çâåäåííÿ çîâíiøíüîãî àâòîìîðôiçìó ãðóïî¨äà äî àâòîìîðôiçìó éîãî

äèñêðåòíî¨ ðåäóêöi¨. Öåé ðåçóëüòàò íàìè çàñòîñîâàíî äî âèâ÷åííÿ ôóíäà-

ìåíòàëüíèõ ãðóï äëÿ åðãîäè÷íèõ äié (äèâ. [54]).

Ôóíäàìåíòàëüíà ãðóïà äëÿ åðãîäè÷íèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì âïåðøå

ðîçãëÿäàëàñÿ â [53], äå áóëè ïîáóäîâàíi ïðèêëàäè äié äèñêðåòíèõ ãðóï ç

ðiçíèìè ôóíäàìåíòàëüíèìè ãðóïàìè, à òàêîæ ç îäèíè÷íîþ ôóíäàìåíòàëü-

íîþ ãðóïîþ. Íèæ÷å çàïðîâàäæåíî ïîíÿòòÿ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ãðóïè äëÿ äié

íåïåðåðâíèõ ãðóï.

ÍåõàéG � íåïåðåðâíà ëîêàëüíî êîìïàêòíà ñåïàðàáåëüíà óíiìîäóëÿðíà

ãðóïà, ùî äi¹ âiëüíî òà âëàñíå åðãîäè÷íî íà ïðîñòîði Ëåáåãà (X,µ) ç iíâà-

ðiàíòíîþ (ñêií÷åííîþ àáî σ-ñêií÷åííîþ) ìiðîþ µ. Ðîçãëÿíåìî åðãîäè÷íèé

ïðèíöèïîâèé ãðóïî¨ä òèïó II (G, C) = (G×X, [µG×µ]), ùî âiäïîâiäà¹ âêà-

çàíié äi¨, äå µG � ìiðà Õààðà ãðóïè G. Êîæíîìó àâòîìîðôiçìó A ãðóïî¨äó
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(G, C) ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü ÷èñëî modA > 0, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ

ìîäóëåì àâòîìîðôiçìó A [61].

Âèçíà÷åííÿ 2.3.1. Ïiäãðóïà F (G×X) = {modA : A ∈ Aut(G, C)} ãðóïè
R∗+ íàçèâà¹òüñÿ ôóíäàìåíòàëüíîþ ãðóïîþ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (G,X, µ).

Òåîðåìà 2.3.2. Íåõàé G � çâ'ÿçíà íàïiâïðîñòà äiéñíà ãðóïà Ëi çi ñêií-

÷åííèì öåíòðîì, ïðè÷îìó äiéñíèé ðàíã G íå ìåíøèé äâîõ; (X,µ) � âiëü-

íèé âëàñíå åðãîäè÷íèé G-ïðîñòið çi ñêií÷åííîþ iíâàðiàíòíîþ ìiðîþ µ.

Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî äiÿ G íà X ¹ íåïðèâîäèìîþ, òîáòî êîæåí ïðî-

ñòèé ìíîæíèê ãðóïè G äi¹ åðãîäè÷íî. Òîäi F (G×X) = {1}.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè G íå ìiñòèòü êîì-

ïàêòíèõ ìíîæíèêiâ, à ¨¨ öåíòð òðèâiàëüíèé.

Íåõàé A � çîâíiøíié àâòîìîðôiçì ãðóïî¨äó (G, C). Âíàñëiäîê ïðèíöè-

ïîâîñòi G àâòîìîðôiçìA öiëêîì âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ì îáìåæåííÿì íà ïðîñòið

îäèíèöü X òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi

A(gx) = α(g, x)A(x) (2.3.1)

ïðè êîæíîìó g ∈ G äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ X, äå α : G × X → G � ïåâíèé

áîðåëiâñüêèé êîöèêë. Âiäîáðàæåííÿ A : X → X ÿâëÿ¹ ñîáîþ òðà¹êòîðíó

åêâiâàëåíòíiñòü äi¨ G íà X iç íåþ ñàìîþ. Òîìó äiÿ Ìàêi êîöèêëó α içîìîð-

ôíà âêàçàíié äi¨ [197, òâåðäæåííÿ 2.5], ÿêà, ÿê ïîêàçàíî â [198], ùiëüíà çà

Çàðèñüêèì ó G. Òàêèì ÷èíîì, âíàñëiäîê [197, òåîðåìà 4.1], iñíóþòü áîðå-

ëiâñüêå âiäîáðàæåííÿ f : X → G òà ñþð'¹êòèâíèé åíäîìîðôiçì π : G→ G

òàêi, ùî

α(g, x) = f(gx)−1π(g)f(x), (2.3.2)

ïðè÷îìó π, çàâäÿêè íàøèì ïðèïóùåííÿì ùîäî ãðóïè G, ¹ àâòîìîðôiçìîì.

Ðîçãëÿíåìî áîðåëiâñüêå âiäîáðàæåííÿ B : X → X, B(x) = f(x)A(x).

Ç (2.3.1) (2.3.2) âèïëèâà¹, ùî B çàäîâiëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ B(gx) =

π(g)B(x) ïðè âñiõ g ∈ G äëÿ ìàéæå âñiõ (ì.â.) x ∈ X. Çâiäñè âèïëèâà¹

Ëåìà 2.3.3. B ¹ àâòîìîðôiçìîì ïðîñòîðó (X,µ), ùî çáåðiãà¹ ìiðó µ.
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Äëÿ äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè âèêîðèñòîâó¹òüñÿ [199, ëåìà 3.5].

Òàêèì ÷èíîì, ãðóïà G òà àâòîìîðôiçì B ãåíåðóþòü ëîêàëüíî êîì-

ïàêòíó ãðóïó ïåðåòâîðåíü ïðîñòîðó (X,µ), à ñàìå íàïiâïðÿìèé äîáóòîê

H = G∞ nπ Z. ßê äîáðå âiäîìî, áóäü-ÿêèé àâòîìîðôiçì π íàïiâïðîñòî¨

äiéñíî¨ ãðóïè Ëi çáåðiãà¹ ¨¨ ìiðó Õààðà. Òîìó íàïiâïðÿìèé äîáóòîê H ¹

óíiìîäóëÿðíîþ ãðóïîþ. Îñêiëüêè, êðiì òîãî, äiÿ H íà X çáåðiãà¹ ìiðó µ,

ãðóïî¨ä (H ×X, [µH × µ]) ìà¹ òèï II.

Ç iíøîãî áîêó, ñëiä âiäçíà÷èòè, ùî AB−1 � âíóòðiøíié àâòîìîðôiçì

ãðóïî¨äó G. Îòæå, ãðóïî¨ä H ×X ñïiâïàäà¹ ç íàïiâïðÿìèì äîáóòêîì H =

GsAZ [61], ùî ïîáóäîâàíèé çà äi¹þ ãðóïè Z íà G ñòóïåíÿìè àâòîìîðôiçìó
A. Íåõàé S ⊂ X � ïîâíèé ç÷èñëåííèé ïåðåðiç òèïó II∞ äëÿ äi¨ ãðóïè G

íà (X,µ), òîäi âíàñëiäîê [48, òåîðåìà 6.4] ãðóïî¨ä G içîìîðôíèé ïðÿìîìó

äîáóòêîâi G = Ω × T, äå Ω � äèñêðåòíà ðåäóêöiÿ ãðóïî¨äó G íà ìíîæèíó

S, à T � òðàíçèòèâíèé ãðóïî¨ä, óòâîðåíèé òðàíñëÿöi¹þ êîëà. Êðiì òîãî,

àâòîìîðôiçì A ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi A = (θ × id)τ , äå θ

� àâòîìîðôiçì ãðóïî¨äó Ω, τ � âíóòðiøíié àâòîìîðôiçì ãðóïî¨äó G, äèâ.
Òåîðåìó 2.2.1.

Íåõàé Ω � òðà¹êòîðíèé ãðóïî¨ä äëÿ äi¨ ç÷èñëåííî¨ ãðóïè Γ íà S, òîäi

òðà¹êòîðíèé ãðóïî¨ä äi¨ íà S ç÷èñëåííî¨ ãðóïè, óòâîðåíî¨ Γ òà θ, ÿê ëåãêî

áà÷èòè, ¹ äèñêðåòíîþ ðåäóêöi¹þ ïðèíöèïîâîãî ãðóïî¨äó H. Àëå ãðóïî¨ä

H = H ×X ìà¹ òèï II, à öå çíà÷èòü, ùî mod θ = 1. Òîìó i mod A = 1.

Âíàñëiäîê äîâiëüíîñòi âèáîðó A ìà¹ìî F (G × X) = {1}, ùî é òðåáà áóëî

äîâåñòè.

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî ãðóïà G ìà¹ ñêií÷åííèé öåíòð Z(G). Îñêiëü-

êè ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó X íà òðà¹êòîði¨ öåíòðó Z(G) âèìiðíå, íàø ðåçóëü-

òàò ïðî òðèâiàëüíiñòü ôóíäàìåíòàëüíî¨ ãðóïè äëÿ äi¨ ãðóïè G/Z(G) íà

X/Z(G) ïåðåíîñèòüñÿ íà äiþ G íà X âíàñëiäîê ¨õ ñòàáiëüíî¨ òðà¹êòîðíî¨

åêâiâàëåíòíîñòi [48, ëåìà 6.9]. Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ìîæíà ïîçáàâèòèñÿ âiä

ïðèïóùåííÿ ïðî âiäñóòíiñòü ó G êîìïàêòíèõ ìíîæíèêiâ. �

Íàñëiäîê 2.3.4. Íåõàé Γ � ðåøiòêà â ïðîñòié çâ'ÿçíié äiéñíié ãðóïi Ëi

G äiéñíîãî ðàíãó íå ìåíøîãî äâîõ, ïðè÷îìó öåíòð G ñêií÷åííèé. Íåõàé
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(X,µ) � âiëüíèé åðãîäè÷íèé Γ-ïðîñòið iç ñêií÷åííîþ iíâàðiàíòíîþ ìiðîþ

µ. Òîäi F (Γ×X) = {1}.

Äîâåäåííÿ. Çà äèíàìi÷íîþ ñèñòåìîþ (Γ, X, µ) ïîáóäó¹ìî iíäóêîâàíó

äiþ ãðóïè G íà ïðîñòîði (S, µ) [196]. Öÿ äiÿ âiëüíà òà âëàñíå åðãîäè÷íà.

Êðiì òîãî, îñêiëüêè Γ � ðåøiòêà â G, iíäóêîâàíà äiÿ G çáåðiãà¹ ñêií÷åííó

ìiðó ν. Âiäïîâiäíèé ïðèíöèïîâèé ãðóïî¨ä G ïðèïóñêà¹, ÿê i âèùå, ïðåä-

ñòàâëåííÿ ó âèãëÿäi G = Ω × T. Ïðè öüîìó äèñêðåòíà ðåäóêöiÿ Ω ìîæå

áóòè îáðàíîþ òðà¹êòîðíî åêâiâàëåíòíîþ äi¨ ãðóïè Γ × Z íà X × Z, äå Z
äi¹ íà ñîái òðàíñëÿöiÿìè (äèâ., íàïðèêëàä, [48, òåîðåìà 7.4]). Òàêèì ÷èíîì,

áóäü-ÿêèé àâòîìîðôiçì θ ∈ N [Γ× Z] ïiäiéìà¹òüñÿ äî àâòîìîðôiçìó θ × id

ãðóïî¨äó G. Àëå ç Òåîðåìè 2.3.2 âèïëèâà¹, ùî mod (θ×id) = 1, à, çíà÷èòü,

i mod θ = 1, òîáòî F (Γ×X) = {1}. �

Òâåðäæåííÿ 2.3.5. Iñíóþòü ç÷èñëåííi åðãîäè÷íi âiäíîøåííÿ åêâiâàëåí-

òíîñòi ç îäèíè÷íîþ ôóíäàìåíòàëüíîþ ãðóïîþ, àëå áåç T-âëàñòèâîñòi

(îòæå, íå óòâîðåíi äiÿìè ðåøiòîê ãðóï Ëi ÿê ó Íàñëiäêó 2.3.4.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ðîçãëÿíåìî ãðóïó SO(n,Q), n ≥ 5, òà ¨¨ äiþ ïðà-

âèìè çñóâàìè íà SO(n,R). Ãðóïà SO(n,Q) íå ¹ ñêií÷åííî ãåíåðîâàíîþ i

òîìó ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi ç÷èñëåííîãî îá'¹äíàííÿ ïîñëiäîâ-

íîñòi ïiäãðóï ùî çðîñòà¹. Îñêiëüêè ðîçãëÿíóòà íàìè äiÿ âiëüíà, àíàëîãi÷íó

âëàñòèâiñòü ìà¹ òàêîæ âiäïîâiäíå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, à öå ñóïå-

ðå÷èòü T-âëàñòèâîñòi [132, òâåðäæåííÿ 6.4.1]. Àëå æ, ÿê ïîêàçàíî â [53],

ôóíäàìåíòàëüíà ãðóïà öi¹¨ äi¨ òðèâiàëüíà. �

2.4 Òåîðåìà ïîðiâíÿííÿ äëÿ íåòðàíçèòíèõ êîöèêëiâ

2.4.1 Ïîðiâíÿííÿ ïîëiâ êîöèêëiâ çi ùiëüíèìè îáðàçàìè

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîðiâíÿííÿ äëÿ íåòðàíçèòíèõ êîöèêëiâ ¹ áiëüø

ñêëàäíèì, íiæ òàêå äëÿ òðàíçèòíèõ êîöèêëiâ (äèâ. ïiäðîçäië 2.2). Çîêðåìà,

âîíî ïîòðåáó¹ ïîïåðåäíüîãî äîâåäåííÿ âåðñi¨ òåîðåìè ïîðiâíÿííÿ äëÿ áîðå-

ëiâñüêèõ ïîëiâ êîöèêëiâ ç ùiëüíèìè îáðàçàìè (äèâ. [65]). Òóò ìè îáìåæè-
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ìîñÿ ëèøå ôîðìóëþâàííÿì òàêî¨ òåîðåìè, ùî áóäå âèêîðèñòàíà ó ïîäàëü-

øîìó äëÿ îäåðæàííÿ çàãàëüíîãî ðåçóëüòàòó.

Êîæíîìó êîöèêëó α : Γ×S → G âiëüíî¨ àïðîêñèìàòèâíî ñêií÷åííî¨ äi¨

ç÷èñëåííî¨ ãðóïè Γ íà ïðîñòîði Ëåáåãà (S, µ) çi çíà÷åííÿìè â ó ë.ê.ñ. ãðóïi

G ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ïîäâiéíèé êîöèêë α0 = α×r : Γ×S → G×R, äå
r(γ, s) = log(dµ ◦ γ/dµ)(s) � êîöèêë Ðàäîíà-Íiêîäèìà äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè

(Γ, S, µ). Äiÿ Ìàêêi ïîäâiéíîãî êîöèêëó α0 íàçèâà¹òüñÿ ïîäâiéíèì ïîòîêîì

äëÿ êîöèêëó α.

Ïðèïóñòèìî çàäàíîþ áîðåëiâñüêó äiþ ë.ê.ñ. ãðóïè G íà ïðîñòîði Ëå-

áåãà (X,µ), i íåõàé ïðè öüîìó Gx = {g ∈ G|gx = x} � ñòàáiëiçàòîð öi¹¨ äi¨ ó
òî÷öi x ∈ X. Òîäi ñiìåéñòâî {Gx} ñòàíîâèòü áîðåëiâñüêå ïîëå ãðóï [181]. Íå-
õàé òàêîæ çàäàíî áîðåëiâñüêå ïîëå åðãîäè÷íèõ âiëüíèõ äié ç÷èñëåííî¨ àìå-

íàáåëüíî¨ ãðóïè Γ íà áîðåëiâñüêîìó ïîëi ïðîñòîðiâ Ëåáåãà (Zx, µx), x ∈ X,

ðàçîì iç áîðåëiâñüêèì ïîëåì êîöèêëiâ πx : Γ × Zx → Gx. Öå âiäïîâiäà¹

áîðåëiâñüêîìó êîöèêëó π íååðãîäè÷íî¨ äi¨ íà ïðîñòîði Zx ∗ X = {(z, x) ∈
∪xZx × X : z ∈ Zx} ç ìiðîþ

∫
µxdµ(x) òà åðãîäè÷íèìè êîìïîíåíòàìè

Zx × {x}, x ∈ X.

Òåîðåìà 2.4.1. Íåõàé çàäàíi áîðåëiâñüêi ïîëÿ êîöèêëiâ πx, τx : Γ× Zx →
Gx òàêi, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ X ïîäâiéíi êîöèêëè (πx)0, (τx)0 : Γ × Zx →
Gx × R ìàþòü ùiëüíi îáðàçè ó ïiäãðóïi Hx ⊂ G × R, i ïðè öüîìó

{Hx} óòâîðþþòü áîðåëiâñüêå ïîëå ïiäãðóï â G × R. Òîäi iñíóþòü áîðå-

ëiâñüêå ïîëå àâòîìîðôiçìiâ θx ∈ N [Γ] íà Zx i áîðåëiâñüêå âiäîáðàæåííÿ

f : Zx ∗ X → G × R òàêi, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ X ìà¹ìî mod θx = id

i f(γz, x)(πx)0(γ, z)f(z, x)−1 = (τx)0(θxγθ
−1
x , θxz) äëÿ âñiõ γ ∈ [Γ] ó µx-ì.â.

òî÷êàõ z ∈ Zx. Çîêðåìà, ïîäiáíå ñïiââiäíîøåííÿ òàêîæ ìà¹ ìiñöå äëÿ

ïîëiâ êîöèêëiâ πx i τx. �

2.4.2 Îñíîâíà òåîðåìà ïîðiâíÿííÿ êîöèêëiâ

Òåîðåìà 2.4.2. Ïðèïóñòèìî, ùî ïîäâiéíi ïîòîêè äëÿ íåòðàíçèòíèõ êî-

öèêëiâ α, β : Γ × S → G ¹ ñïðÿæåíèìè. Òîäi iñíóþòü àâòîìîðôiçì

θ ∈ N [Γ] i áîðåëiâñüêå âiäîáðàæåííÿ f : S → G òàêi, ùî β
(
θγθ−1, θs

)
=
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f(γs)α(γ, s)f(s)−1 äëÿ âñiõ γ ∈ [Γ] ó ì.â. òî÷êàõ s ∈ S.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî òåîðåìó çà äîäàòêîâîãî ïðèïóùåííÿ

ïðî òå, ùî äiÿ ãðóïè Γ íà S ìà¹ òèï II∞ àáî III. Ó ïîäàëüøîìó ç'ÿñó¹òüñÿ,

ùî ç öüîãî âèïëèâà¹ çàãàëüíå òâåðäæåííÿ.

Íà ïðîñòîði (G× R× S, µG × µR × µ) ðîçãëÿíåìî äiþ aα ãðóïè Γ

aα(γ)(h, u, s) = (α(γ, s)h, u+ r(γ, s), γs), (2.4.1)

ðàçîì ç äi¹þ ω ãðóïè G× R

ω(g, v)(h, u, s) = (hg−1, u− v, s). (2.4.2)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç X ïðîñòið ïîäâiéíîãî ïîòîêó w äëÿ α. Òîäi iñíó¹

áîðåëiâñüêà ïðîåêöiÿ A′α : G× R× S → X òàêà, ùî

A′α ◦ ω(g, v) = w(g, v) ◦ A′α, (2.4.3)

i ïðè öüîìó Y α
x = A′−1

α (x) äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X ¹ åðãîäè÷íîþ êîìïî-

íåíòîþ äi¨ aα ãðóïè Γ. Íåõàé òàêîæ µ̃ � éìîâiðíiñíà ìiðà íà X ç êëàñó ìið

A′α∗[µG×µR×µ], òîäi ìà¹ìî äåçiíòåãðàöiþ µG×µR×µ =
∫
µαxdµ̃(x), äå µαx

� óìîâíà ìiðà, çîñåðåäæåíà íà Y α
x .

Ëåìà 2.4.3. Ó µ̃-ì.â. òî÷êàõ x ∈ X ïðîñòið (Y α
x , µ

α
x) ¹ âëàñíå åðãîäè÷íèì

Γ-ïðîñòîðîì ç iíâàðiàíòíîþ σ-ñêií÷åííîþ ìiðîþ µαx.

Äîâåäåííÿ. Âëàñòèâîñòi ïðîåêöi¨ A′α ìàþòü íàñëiäêîì ñïiââiäíîøå-

ííÿ ω(g, v)Y α
x = Y α

w(g,v)x, i îñêiëüêè äi¨ ω i aα êîìóòóþòü, âiäîáðàæåííÿ

ω(g, v) : Y α
x → Y α

w(g,v)x ¹ içîìîðôiçìîì Γ-ïðîñòîðiâ. ßñíî, ùî áîðåëiâñüêà

ìíîæèíà {x : Y α
x ç÷èñëåííèé} iíâàðiàíòíà âiäíîñíî (åðãîäè÷íîãî) ïîäâié-

íîãî ïîòîêó w íà X. Âîíà íå ìîæå ñïiâïàäàòè ç X mod 0, îñêiëüêè α

íåòðàíçèòíèé (îòæå, òàêèì ¹ òàêîæ i α0). Òàêèì ÷èíîì, âîíà ìà¹ µ̃-ìiðó 0.

Îñêiëüêè ìiðà µG × µR × µ =
∫
µαxdµ̃(x) ¹ Γ-iíâàðiàíòíîþ, óìîâíà

ìiðà µαx ¹ òàêîæ Γ-iíâàðiàíòíîþ äëÿ ì.â. x ∈ X. Êðiì òîãî, âíàñëiäîê

åðãîäè÷íîñòi ïîäâiéíîãî ïîòîêó w i içîìîðôiçìiâ ω(g, v) òèï II1 àáî II∞

ðåàëiçó¹òüñÿ äëÿ ì.â. x ∈ X.
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Àáè äîâåñòè, ùî ôàêòè÷íî Y α
x ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê òàêi, ùî ìàþòü

òèï II∞, çàçíà÷èìî, ùî, îñêiëüêè äiÿ Γ íà S ìà¹ íåñêií÷åííèé òèï, ¨¨ ìîæíà

çàìiíèòè íà òðà¹êòîðíî åêâiâàëåíòíó Γ× Z-äiþ íà S × Z, äå Z äi¹ íà ñîái

òðàíñëÿöiÿìè, à êîöèêëè α òà r íå çàëåæàòü âiä òðàíñëÿöi¨ Z. Òîäi Y α
x

çàìiíÿ¹òüñÿ íà Γ× Z-ïðîñòið Y α
x × Z, ÿêèé, çâè÷àéíî, ìà¹ òèï II∞. �

Âíàñëiäîê [111, ëåìà 2.5], iñíó¹ áîðåëiâñüêå ïîëå òðà¹êòîðíèõ içîìîð-

ôiçìiâ Uα
x : Y α

x → Y , äå Y � Γ-ïðîñòið iç σ-ñêií÷åííîþ iíâàðiàíòíîþ ìiðîþ.

Îòæå, ìà¹ìî Γ-òðà¹êòîðíèé içîìîðôiçì Aα : G× R× S → Y ×X,

Aα(g, v, s) =
(
Uα
A′α(g,v,s)(g, v, s), A

′
α(g, v, s)

)
. (2.4.4)

Íà ïðîñòîði Y ×X ðîçãëÿíåìî äiþ ωα ãðóïè G×R, ùî çàäà¹òüñÿ òàê:
ωα(g, v) = Aαω(g, v)A−1

α . Çðîçóìiëî, ùî öå � äiÿ òèïó I. Âèçíà÷èìî òàêîæ

íà ïðîñòîði Y ×X (áîðåëiâñüêå) âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

Eα = {((y1, x1), (y2, x2)) : x1 = x2, i

ωα(g, v)(y1, x1) = (y2, x2) äëÿ ïåâíî¨ ïàðè (g, v) ∈ Hx1
},

äå Hx � ñòàáiëiçàòîð ïîäâiéíîãî ïîòîêó w ó òî÷öi x ∈ X.

Ëåìà 2.4.4. Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi Eα ìà¹ òèï I.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {Bi}∞i=1 � ç÷èñëåííå ñiìåéñòâî áîðåëiâñüêèõ ïiä-

ìíîæèí ó X, ùî ðîçäiëÿ¹ òî÷êè, {Ci}∞i=1 � ç÷èñëåííå ñiìåéñòâî áîðåëiâ-

ñüêèõ ωα-iíâàðiàíòíèõ ïiäìíîæèí ó Y × X, ùî ðîçäiëÿ¹ ωα-òðà¹êòîði¨.

Ðîçãëÿíåìî äâà êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi Eα. ßêùî âîíè ìiñòÿòüñÿ ó ðiçíèõ

ìíîæèíàõ, âiäïîâiäíî, Y ×{x1} òà Y ×{x2}, òî òàêi êëàñè ðîçäiëÿþòüñÿ ïåâ-
íîþ ìíîæèíîþ Bi×Y . ßêùî æ, íàâïàêè, îáèäâà êëàñè ëåæàòü ó òié ñàìié
ìíîæèíi Y × {x}, âîíè ¹ ðiçíèìè ωα(Hx)-òðà¹êòîðiÿìè. Ó öüîìó âèïàäêó

âîíè, âíàñëiäîê (2.4.3), (2.4.4), ìiñòÿòüñÿ ó ðiçíèõ ωα(G×R)-òðà¹êòîðiÿõ, i

òîìó ðîçäiëÿþòüñÿ ïåâíîþ ìíîæèíîþ Cj. Îòæå, {(Bi×Y )∩Cj}∞i,j=1 ñêëàäà¹

ç÷èñëåííå ñiìåéñòâî Eα-iíâàðiàíòíèõ áîðåëiâñüêèõ ïiäìíîæèí, ùî ðîçäiëÿ-
þòü êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi Eα, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. �

Íåõàé Zα ⊂ Y ×X � áîðåëiâñüêèé ïåðåðiç äëÿ Eα, i Zx = Zα∩(T×{x}).
Îñêiëüêè êîæåí êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi Eα, ùî ìiñòèòüñÿ ó Y × {x}, ÿâëÿ¹
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ñîáîþ ωα(Hx)-òðà¹êòîðiþ, ìíîæèíà Y × {x} ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó

âèãëÿäi Hx × Zx, îòæå

Y ×X ∼= (Hx × Zx) ∗X = {(h, z, x) : h ∈ Hx, z ∈ Zx}, (2.4.5)

òîáòî äëÿ (h, z, x) ∈ (Hx × Zx) ∗X, g ∈ Hx ìà¹ìî

ωα(g)(h, z, x) = (hg−1, z, x). (2.4.6)

Îñêiëüêè G × R-äiÿ ωα êîìóòó¹ ç Γ-äi¹þ aα = AαaαA
−1
α , îáìåæåííÿ

aα íà Hx×Zx×{x} i Hx-äiÿ ωα òàêîæ êîìóòóþòü, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî aα

ìà¹ âèãëÿä

aα(γ)(h, z, x) = (παx (γ, z)h, γz, x) (2.4.7)

(γ ∈ Γ) äëÿ ïåâíîãî áîðåëiâñüêîãî ïîëÿ Γ-äié íà Zx i ïåâíîãî áîðåëiâñüêîãî

ïîëÿ êîöèêëiâ παx : Γ× Zx → Hx ç ùiëüíèìè îáðàçàìè [71].

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî âíàñëiäîê [71, ëåìà 51] ¹ ìîæëèâiñòü çàìiíèòè

áîðåëiâñüêå ïîëå äié ãðóïè Γ íà áîðåëiâñüêîìó ïîëi ïðîñòîðiâ Zx ïîëåì

äié ãðóïè Γ íà ¹äèíîìó ïðîñòîði Z. Ó öüîìó âèïàäêó ç êâàçiiíâàðiàíòíîñòi

óìîâíî¨ ìiðè µx íà Hx×Z âiäíîñíî äi¨ ωα× aα ãðóïè Hx×Γ âèïëèâà¹, ùî

ìiðà µx ¹ åêâiâàëåíòíîþ ìiði µHx
× η, äå µHx

� ìiðà Õààðà ãðóïè Hx, à η �

éìîâiðíiñíà ìiðà íà Z, êâàçiiíâàðiàíòíà âiäíîñíî äi¨ ãðóïè Γ.

Áåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê, çàñíîâàíèé íà (2.4.4), (2.4.5), (2.4.6), äîçâî-

ëÿ¹ çðîáèòè âèñíîâîê ïðî òå, ùî äiÿ ωα ãðóïè G× R íà (Hx × Z) ∗X ìà¹

âèãëÿä

ωα(g)(h, z, x) =
(
ϕα(g, z, x)ghg−1, ψα(g, x)z, w(g)x

)
(2.4.8)

äëÿ ïåâíèõ áîðåëiâñüêîãî êîöèêëó ψα : (G × R) × X → N [Γ] i áîðåëiâ-

ñüêîãî âiäîáðàæåííÿ ϕα : (G × R) × Z × X → G × R iç âëàñòèâiñòþ

ϕα(g, z, x) ∈ Hw(g)x. Áiëüø òîãî, äëÿ g ∈ Hx ìà¹ìî ψα(g, x) = idZ (òîá-

òî ψα ¹ òðà¹êòîðíèì êîöèêëîì), i ϕα(g, z, x) = g−1.

Íåõàé X0 ⊂ X � ç÷èñëåííèé ïåðåðiç äëÿ âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

R, ãåíåðîâàíîãî íàX ïîäâiéíèì ïîòîêîì w [48], iR0 � iíäóêîâàíå ç÷èñëåííå

âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà X0. Îñêiëüêè êîöèêë ψα ¹ òðà¹êòîðíèì, âií
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ïðèïóñêà¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíå îáìåæåííÿ íà R0, çâiäêè âèâîäèìî, ùî {e}×
Z×X0 ¹ ç÷èñëåííèì ïåðåðiçîì äëÿ äi¨ ωα×aα ãðóïèG×R×Γ íà (Hx×Z)∗X.

Ç îãëÿäó íà âêëàäåííÿ Hx ⊂ G×R ìîæíà ââàæàòè êîöèêëè παx (äèâ.

(2.4.7)) òàêèìè, ùî ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ ó ãðóïi G×R, òîáòî παx = π̃αx ×rαx ,
äå π̃αx òà r

α
x � êîöèêëè äi¨ ãðóïè Γ íà Z çi çíà÷åííÿìè, âiäïîâiäíî, ó ãðóïàõ

G òà R.

Ëåìà 2.4.5. Äëÿ ì.â. x ∈ X êîöèêë rαx ¹ êîöèêëîì Ðàäîíà-Íiêîäèìà äëÿ

äi¨ ãðóïè Γ íà Z âiäíîñíî ïåâíî¨ ìiðè η′x, åêâiâàëåíòíî¨ ìiði η.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî êîöèêë cα äi¨ ω × aα ãðóïè G × R × Γ íà

G× R× S:

cα(ω(g, v), h, u, s) = (g, v); cα(aα(γ), h, u, s) = (e, 0).

Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî êîöèêë cα êîãîìîëîãi÷íèé ïîäâiéíîìó êîöè-

êëó α0 äèñêðåòíî¨ ðåäóêöi¨ Γ × S çàçíà÷åíîãî âèùå ãðóïî¨äó [48], ÿêèé

âiäïîâiäà¹ ç÷èñëåííîìó ïåðåðiçó {e}×{0}×S ⊂ G×R×S. Îòæå, àíàëîãi-
÷íà âëàñòèâiñòü ìà¹ ìiñöå òàêîæ äëÿ êîöèêëó cα◦A−1

α âiäíîñíî ç÷èñëåííîãî

ïåðåðiçó Aα({e} × {0} × S). Íåõàé I � âíóòðiøíié àâòîìîðôiçì ãðóïî¨äó

(G×R×Γ)× ((Hx×Z) ∗X), ùî ïåðåâîäèòü Aα({e}× {0}× S) ó ç÷èñëåí-

íèé ïåðåðiç {e} × Z ×X0 (îáèäâà öi ïåðåðiçè ìîæíà ââàæàòè òàêèìè, ùî

ìàþòü íåñêií÷åííèé òèï). Òîäi êîöèêë cα ◦ A−1
α ◦ I−1, ïiñëÿ ïðîåêòóâàííÿ

éîãî çíà÷åíü íà R ñòà¹ êîãîìîëîãi÷íèì êîöèêëó Ðàäîíà-Íiêîäèìà äèñêðå-

òíî¨ ðåäóêöi¨ Γ× ({e} × Z ×X0). Àëå âíàñëiäîê òîãî, ùî àâòîìîðôiçì I ¹

âíóòðiøíiì, êîöèêë cα ◦ A−1
α ◦ I−1 êîãîìîëîãi÷íèé êîöèêëó cα ◦ A−1

α , â òîé

÷àñ ÿê öåé îñòàííié, ïiñëÿ îáìåæåííÿ íà ðåäóêöiþ ãðóïî¨äó íà ïiäìíîæèíó

Hx × Z × {x} ¹ çðîçóìiëèì ÷èíîì êîãîìîëîãi÷íèì êîöèêëó παx äi¨ ãðóïè Γ

íà Z. Îòæå, öèì âñòàíîâëåíî, ùî êîöèêë παx ìà¹ âèãëÿä παx = π̃αx × rαx , äå
êîöèêë rαx ¹ êîãîìîëîãi÷íèì êîöèêëó Ðàäîíà-Íiêîäèìà äi¨ ãðóïè Γ íà Z.

Òàêèì ÷èíîì, êîöèêë rαx ñàì ¹ êîöèêëîì Ðàäîíà-Íiêîäèìà âiäíîñíî ïåâíî¨

åêâiâàëåíòíî¨ ìiðè η′x; ñiìåéñòâî öèõ ìið óòâîðþ¹ áîðåëiâñüêå ïîëå ìið. �

Îñêiëüêè êîöèêë παx ìà¹ ùiëüíèé îáðàç ó ïiäãðóïi Hx, ëåãêî çðîçó-

ìiòè, ùî êîöèêë rαx ìà¹ ùiëüíèé îáðàç ó çàìêíåííi HR
x ïðîåêöi¨ ïiäãðóïè
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Hx ⊂ G×R íà {e}×R. Çàâäÿêè êîìóòàòèâíîñòi ãðóïè R i ñïiââiäíîøåííþ

Hw(g)x = gHxg
−1 ìà¹ìî, ùî ïiäãðóïà HR

x ¹ ïîñòiéíîþ ïîíàä òðà¹êòîðiìè

ïîäâiéíîãî ïîòîêó w, à âíàñëiäîê åðãîäè÷íîñòi îñòàííüîãî, HR
x ¹ ïîñòiéíîþ

ì.â. Ç îãëÿäó íà òå, ùî rαx ¹ êîöèêëîì Ðàäîíà-Íiêîäèìà, HR
x öiëêîì âèçíà-

÷à¹ òðà¹êòîðíèé òèï äi¨ ãðóïè Γ íà Z, ùî âiäïîâiäà¹ òî÷öi x ∈ X (çîêðåìà,

ïðè HR
x = {e} Γ-ïðîñòið Z = Y ìà¹ òèï II∞ âíàñëiäîê Ëåìè 2.4.3), i òîìó

âñi äi¨ ãðóïè Γ iç çàçíà÷åíîãî âèùå ïîëÿ ¹ òðà¹êòîðíî åêâiâàëåíòíèìè. Îò-

æå, ïîëå êîöèêëiâ παx ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê òàêå, ùî âèçíà÷åíå íàä òi¹þ

ñàìîþ ïîâíîþ ãðóïîþ.

Ó ïîäiáíèé ñïîñiá, êîíñòðóêöiÿ, çàñòîñîâàíà âèùå äî êîöèêëó α0, ìîæå

áóòè âèêîðèñòàíà äëÿ ïîáóäîâè aβ, A′β, Aβ, ωβ, aβ, πβx , ñòàðòóþ÷è ç êîöè-

êëó β0. Ó ïîäàëüøîìó ìè îòîòîæíþ¹ìî ïîäâiéíi ïîòîêè wα, wβ (çîêðåìà,

ïîëÿ ñòàáiëiçàòîðiâ ñïiâïàäàþòü), i, âíàñëiäîê ïîïåðåäíiõ ðîçãëÿäiâ, ïîëå

êîöèêëiâ πβx ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê òàêå, ùî âèçíà÷åíå íàä òi¹þ æ ïîâíîþ

ãðóïîþ íà Z, ùî é ïîëå êîöèêëiâ παx .

Çãiäíî Òåîðåìè 2.4.1 ìà¹ìî áîðåëiâñüêå ïîëå àâòîìîðôiçìiâ θx ∈ N [Γ]

òà áîðåëiâñüêå âiäîáðàæåííÿ f : Z × X → G × R òàêi, ùî f(z, x) ∈ Hx i

πβx(θxγθ
−1
x , θxz) = f(γz, x)παx (γ, z)f(z, x)−1 äëÿ âñiõ γ ∈ [Γ] ó ì.â. òî÷êàõ

(x, z) ∈ X × Z.
Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ Φ : (Hx × Z) ∗ X → (Hx × Z) ∗ X, çàäàíå

ó òàêèé ñïîñiá: Φ(h, z, x) = (f(z, x)h, θxz, x). Ïðîñòà ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî

Φ−1 ïåðåâîäèòü òðà¹êòîði¨ äi¨ aβ ãðóïè Γ â (íà) òðà¹êòîði¨ äi¨ aα òi¹¨ æ

ãðóïè, à äiþ ωβ ãðóïè G × R ó äiþ ω̃β = Φ−1ωβΦ òi¹¨ æ ãðóïè, ùî ìà¹

âèãëÿä

ω̃β(g)(h, z, x) =
(
ψβ(g, z, x)ghg−1, ψ̃β(g, x)z, w(g)x

)
, (2.4.9)

äå ψ̃β(g, x) = θ−1
w(g)xψβ(g, x)θx,

ϕ̃β(g, z, x) = f(θw(g)xψβ(g, x)θxz, w(g)x)−1ϕβ(g, θxz, x)gf(z, x)g−1.

Çðîçóìiëî, ùî ψ̃β, ÿê i ψβ, ¹ òðà¹êòîðíèì êîöèêëîì; êðiì òîãî, ϕ̃β, ÿê i

ϕβ, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi ϕ̃β(g, z, x) ∈ Hw(g)x, i äëÿ g ∈ Hx ìà¹ìî ϕ̃β(g, z, x) =

g−1.
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Ïåðåïèøåìî (2.4.8) òà (2.4.9) âiäïîâiäíî ó âèãëÿäi

ωα(g) = (uα(g, x)(h, z), w(g)x), (2.4.10)

ω̃β(g) = (uβ(g, x)(h, z), w(g)x), (2.4.11)

äå uα(g, x), uβ(g, x) : Hx×Z → Hw(g)x×Z óòâîðþþòü äâà áîðåëiâñüêèõ ïîëÿ

âiäîáðàæåíü [71] òàêi, ùî uα(g1g2, x) = uα(g1, g2x)uα(g2, x), i àíàëîãi÷íà

âëàñòèâiñòü òàêîæ ìà¹ ìiñöå äëÿ uβ.

Ðîçãëÿíåìî u(g, x) = uβ(g, x)uα(g, x)−1, òîäi u(g, x) : Hw(g)x × Z →
Hw(g)x×Z, i ç (2.4.5) òà (2.4.6) íàðàçi âèïëèâà¹, ùî u(g, x) êîìóòó¹ ç ïåðå-

òâîðåííÿìè ωα(h), h ∈ Hx (=ω̃β(h), h ∈ Hx).

Íåõàé Ex � ãðóïà àâòîìîðôiçìiâ ïðîñòîðóHx×Z ç íîðìàëiçàòîðà ïîâ-

íî¨ ãðóïè [aα(Γ)], ùî êîìóòóþòü ç ïåðåòâîðåííÿìè ωα(h), h ∈ Hx. Êîæíå

ïåðåòâîðåííÿ ç Ex ìà¹ âèãëÿä (h, z) 7→ (ϕ(z)h, ψz) äëÿ ïåâíèõ ψ ∈ D(Γ, παx )

(òóò D(Γ, παx ) � ãðóïà ñóìiñíèõ àâòîìîðôiçìiâ äëÿ êîöèêëà παx ), ϕ ∈ παx (ψ)

(äèâ. [59]), òîáòî öiëêîì âèçíà÷à¹òüñÿ ïàðîþ (ϕ, ψ). Ex ¹ ïîëüñüêîþ ãðóïîþ

ç ìåòðèêîþ

dx((ϕ1, ψ1), (ϕ2, ψ2)) = d(ψ1, ψ2) +

∫
ρ(ϕ1(z)ϕ2(z))dµ(z), (2.4.12)

äå d � ìåòðèêà íà N [Γ] [71], ρ � ëiâîiíâàðiàíòíà ìåòðèêà íà G× R.
Íàñëiäêîì òîãî, ùî äiÿ aα ãðóïè Γ (2.4.7) i äiÿ ωα ãðóïè G× R êîìó-

òóþòü, ¹ òàêi ñïiââiäíîøåííÿ

παx
(
γ, ψα(g, x)−1z

)
=

= g−1ϕα
(
g, ψα(g, x)−1γz, x

)−1
παw(g)x(γ, z)ϕα

(
g, ψα(g, x)−1z, x

)
g, (2.4.13)

i ψα(g, x)−1γ = γψα(g, x)−1 äëÿ γ ∈ Γ, (g, z, x) ∈ (G× R)× Z ×X.

Ó ïîäiáíèé ñïîñiá, êîìóòóâàííÿ äié Φ−1aβΦ ãðóïè Γ òà äi¨ ω̃β ãðóïè

G× R ìàþòü íàñëiäêîì òàêå:

παw(g)x

(
ψ̃β(g, x)γψ̃β(g, x)−1, ψ̃β(g, x)z

)
=

= ϕ̃β(g, γz, x)gπαx (γ, z)g−1ϕ̃β(g, z, x)−1. (2.4.14)
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Íåõàé ψ(g, x) = ψ̃β(g, x)ψα(g, x)−1, òîäi, âíàñëiäîê (2.4.13) i (2.4.14)

ìà¹ìî

παw(g)x

(
ψ(g, x)γψ(g, x)−1, ψ(g, x)z

)
=

= ϕ̃β(g, ψα(g, x)−1γz, x)ϕα
(
g, ψα(g, x)−1γz, x

)−1
παw(g)x(γ, z)·

· ϕα
(
g, ψα(g, x)−1z, x

)
ϕ̃β(g, ψα(g, x)−1z, x)−1. (2.4.15)

Çâàæàþ÷è íà òå, ùî ϕα(g, z, x), ϕ̃β(g, z, x) ∈ Hw(g)x, ðîáèìî âèñíîâîê

ç (2.4.15) ïðî òå, ùî ψ(g, x) ∈ D
(

Γ, παw(g)x

)
. Áiëüøå òîãî, çàïðîâàäæóþ÷è

ïîçíà÷åííÿ ϕ(g, z, x) = ϕ̃β
(
g, ψα(g, x)−1z, x

)
ϕα
(
g, ψα(g, x)−1z, x

)−1
, ìà¹ìî

ϕ ∈ παw(g)x(ψ(g, x)); îòæå, ïàðà (ϕ(g, ·, x), ψ(g, x)) íàëåæèòü äî çàìêíåííÿ

E0
w(g)x ãðóïè Ew(g)x ∩ [aα(Γ)] ó ìåòðèöi dw(g)x (äèâ. [59]).

Ëåìà 2.4.6. (E0
x, dx) óòâîðþþòü áîðåëiâñüêå ïîëå ïîëüñüêèõ ãðóï çà Ñó-

çåðëàíäîì (äèâ. [181]).

Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðèìî óìîâè (a) � (c) ç [181, òâåðäæåííÿ 2.4]. Ç ïðè-

âîäó (a) çàçíà÷èìî, ùî óñi ãðóïè Ex âêëàäàþòüñÿ â ãðóïó E, ùî óòâîðåíà

àâòîìîðôiçìàìè G × R × Z âèãëÿäó (g, z) 7→ (ϕ(z)g, ψz), äå ψ ∈ N [Γ], à

ϕ : Z → Hx � áîðåëiâñüêå âiäîáðàæåííÿ. E ¹ ïîëüñüêîþ ãðóïîþ ó ìåòðèöi

d (2.4.12), ÿêà íàðàçi íå çàëåæèòü âiä x ∈ X i ó ñòàíäàðòíèé ñïîñiá ìîæå

áóòè çàìiíåíà íà ëiâî-iíâàðiàíòíó ìåòðèêó, ùî òàêîæ íå çàëåæèòü âiä x

(äèâ., íàïðèêëàä, [78]).

Íåõàé {gk}∞k=1 � ùiëüíà ç÷èñëåííà ïiäãðóïà ïîâíî¨ ãðóïè [Γ] âiäíîñíî

ðiâíîìiðíî¨ ìåòðèêè du. Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî ïiäãðóïà, óòâîðåíà ïàðàìè

(παx (gk, ·), gk), ùiëüíà ó Ex âiäíîñíî ìåòðèêè dx. Äiéñíî, íåõàé çàäàíî äî-

âiëüíó ïàðó (ϕ, ψ) ∈ E0
x. Ïðåäñòàâèìî ¨¨ ó âèãëÿäi ãðàíèöi dx-çáiæíî¨ ïî-

ñëiäîâíîñòi ïàð (παx (γn, ·), γn), äå γn ∈ [Γ], òîáòî d(γn, ψ) → 0 i παx (γn, ·)
çáiãà¹òüñÿ äî ϕ çà ìiðîþ µ. Äàëi âèáåðåìî ïîñëiäîâíiñòü gkn åëåìåíòiâ ïiä-

ãðóïè {gk}∞k=1 ⊂ [Γ] òàêó, ùî du(gkn, γn) → 0. ßê äîáðå âiäîìî, ó öüîìó

âèïàäêó ìà¹ìî òàêîæ d(gkn, γn) → 0 i µ{z : παx (gkn, z) 6= παx (γn, z)} → 0.

Öå âëàñíå i îçíà÷à¹, ùî (παx (gkn, ·), gkn)→ (ϕ, ψ) âiäíîñíî ìåòðèêè dx, îòæå

óìîâà (b) çàäîâiëüíÿ¹òüñÿ.
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Óìîâà (c) ïðÿìî âèïëèâà¹ ç (2.4.12) i áîðåëåâîñòi ïîëÿ êîöèêëiâ παx . �

Íàãàäà¹ìî, ùî X0 ⊂ X, ÿê i âèùå, � ç÷èñëåííèé ïåðåðiç äëÿ âiäíîøå-

ííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà X, ãåíåðîâàíîãî ïîäâiéíèì ïîòîêîì w. Ïîçíà÷èìî

÷åðåç G âiäïîâiäíèé ãîëîâíèé ãðóïî¨ä çi ç÷èñëåííèìè îðáiòàìè i ïðîñòîðîì
îäèíèöü X0, òîáòî G = {(w(g)x, x) ∈ X0 ×X0 : (g, x) ∈ (G× R)×X0}.

Ðîçãëÿíåìî êîâàðiàíòíèé ôóíêòîð (äèâ. [181, âèçíà÷åííÿ 4.1]) F =(
Fx, F(w(g)x,x)

)
ç G ó ïîëüñüêi ãðóïè, çàäàíèé ó òàêèé ñïîñiá: Fx = E0

x, à içî-

ìîðôiçì F(w(g)x,x) : Fx → F(w(g)x) äi¹ òàê: F(w(g)x,x)(θ) = uα(g, x)θuα(g, x)−1

(äèâ. (2.4.10), (2.4.11)) äëÿ θ ∈ E0
x. Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî õî÷à uα íå ¹ òðà-

¹êòîðíèì êîöèêëîì, uα(h, x) = ωα(h) êîìóòó¹ ç θ ∈ E0
x äëÿ h ∈ Hx, îò-

æå içîìîðôiçì F(w(g)x,x) ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì. Çàïðîâàäèìî ïîçíà÷åííÿ

G ∗ F = {(w(g)x, x, θ) : w(g)x, x ∈ X0, θ ∈ Fx}. Ç [181] âèïëèâà¹, ùî

F(w(g)x,x) ¹ ñòàíäàðòíèì áîðåëiâñüêèì ïðîñòîðîì. Îòæå, àáè ïåðåêîíàòèñÿ,

ùî F çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì [181, òâåðäæåííÿ 4.1], ìè ïîòðåáó¹ìî

Ëåìà 2.4.7. Âiäîáðàæåííÿ G ∗ F →
•⋃
Fx, ùî çàäàíå ÿê (w(g)x, x, θ) 7→

F(w(g)x,x), ¹ áîðåëiâñüêèì.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî θ ∈ E0
x ìà¹ âèãëÿä θ(h, z) = (ϕ(z)h, ψz)

äëÿ ïåâíèõ ψ ∈ D(Γ, παx ) i ϕ ∈ παx (ψ). Ïiäðàõóíîê ïîêàçó¹, ùî F(w(g)x,x)(θ)

âèçíà÷à¹òüñÿ ïàðîþ (ϕ1, ψ1), äå ψ1 = ψα(g, x)ψψα(g, x)−1, i

ϕ1(z) =

= ϕα
(
g, ψψα(g, x)−1z, gx

)
gϕ
(
ψα(g, x)−1z

)
g−1ϕα

(
g, ψα(g, x)−1z, gx

)−1
.

Áiëüøå òîãî, îñêiëüêè G ãåíåðîâàíèé ¹äèíèì ïåðåòâîðåííÿì [23] íàX0, íàì

äîñèòü äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ
•⋃
Fx →

•⋃
Fx, âèçíà÷åíå ÿê θ 7→ F(Tx,x)(θ)

äëÿ θ ∈ Fx, ¹ áîðåëiâñüêèì.
ßê i ó äîâåäåííi Ëåìè 2.4.6, ñôîðìó¹ìî ç÷èñëåííó ùiëüíó ïiäãðóïó

(παx (gk, ·), gk) ó êîæíîìó E0
x âiäíîñíî ìåòðèêè dx. Âñi gk íàñïðàâäi ìiñòÿòüñÿ

ó [Γ], îòæå ìîæóòü áóòè îáðàíèìè íå çàëåæíèìè âiä x. Ç ðåçóëüòàòiâ [181]

ìîæíà ïîáà÷èòè, ùî áîðåëiâñüêà ñòðóêòóðà íà
•⋃
Fx ãåíåðîâàíà ñiìåéñòâîì

ìíîæèí âèãëÿäó

{
y ∈

•⋃
Fx : dx(y, (π

α
x (gk, ·), gk)) < ε(x)

}
, äå ε(x) > 0 �
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áîðåëiâñüêà ôóíêöiÿ. Îòæå, äîñèòü ïåðåâiðèòè áîðåëåâiñòü ôóíêöié x 7→
dTx

(
F(Tx,x)(π

α
x (gk, ·), gk), (παTx(gj, ·), gj)

)
. Öå ñòà¹ åëåìåíòàðíèì, ÿêùî âçÿòè

äî óâàãè ÿâíèé âèãëÿä ìåòðèêè dx (äèâ. (2.4.12) òà [71]). �

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ (w(g)x, x) ∈ G 7→ u(w(g)x, x) =

uβ(g, x)uα(g, x)−1. Ïðîñòà ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî öå âiäîáðàæåííÿ ¹ êîðå-

êòíî âèçíà÷åíèì i ÿâëÿ¹ ñîáîþ F -êîöèêë ó ñåíñi [181, âèçíà÷åííÿ 5.1]. Äî-

âåäåííÿ éîãî áîðåëåâîñòi ¹ àíàëîãi÷íèì äîâåäåííþ Ëåìè 2.4.7.

Ïîâíà ãðóïà [aα(Γ)]∩Ex ¹ áîðåëiâñüêîþ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ó êî-

æíié ãðóïi Fx, i F(w(g)x,x)([aα(Γ)] ∩ Ex) = [aα(Γ)] ∩ Ew(g)x. Äëÿ ïåðåâiðêè

áîðåëåâîñòi ïiäìíîæèíè
•⋃

[aα(Γ)] ∩ Ex ó
•⋃
E0
x äîñèòü ïîêàçàòè, ùî ïðè-

ðîäíå âêëàäåííÿ
•⋃

[aα(Γ)] ∩ Ex →
•⋃
E0
x áîðåëiâñüêå. Îñêiëüêè ðiâíîìiðíà

ìåòðèêà du ¹ î÷åâèäíî ñèëüíiøîþ çà ìåòðèêó dx, ìè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

áóäü-ÿêà ìíîæèíà

Ak =

{
(ϕ, ψ) ∈

•⋃
[aα(Γ)] ∩ Ex : dx((ϕ, ψ), (παx (gk, ·), gk)) < ε(x)

}
,

äå ε(x) > 0, ìiñòèòü ó ñîái ó ÿêîñòi ïiäìíîæèíè ìíîæèíó âèãëÿäó

B =

{
(ϕ, ψ) ∈

•⋃
[aα(Γ)] ∩ Ex : du(ψ, gk) < ε1(x) i x ∈ C ⊂ X0

}
äëÿ ïåâíî¨ ïiäìíîæèíè C äîäàòíî¨ ìiðè â X0, i ε1(x) ≥ 0. Îòæå, ïðîñòà

ïðîöåäóðà âè÷åðïóâàííÿ äîçâîëÿ¹ ïðåäñòàâèòè Ak ó âèãëÿäi ç÷èñëåííîãî

îá'¹äíàííÿ ìíîæèí, ïîäiáíèõ ìíîæèíi B.

Çàçíà÷åíi âèùå ñïîñòåðåæåííÿ äåìîíñòðóþòü, ùî ìè çíàõîäèìîñÿ â

óìîâàõ [181, òåîðåìà 5.1], çàñòîñóâàííÿ ÿêî¨ äî F -êîöèêëiâ u i id äîçâîëÿ¹

çíàéòè áîðåëiâñüêå âiäîáðàæåííÿ P : X0 → N [aα(Γ)] òàêå, ùî P (x) ∈
Fx = E0

x i P (w(g)x)u(w(g)x, x)F(w(g)x,x)(P (x))−1 = id mod [aα(Γ)] ∩ Ex. Ó

òåðìiíàõ êîöèêëiâ uα òà uβ ìà¹ìî

uα(g, x) = P (w(g)x)uβ(g, x)P (x)−1 mod [aα(Γ)] ∩ Ex (2.4.16)

äëÿ òèõ ïàð (g, x) ∈ (G× R)×X, äëÿ ÿêèõ u(w(g)x, x) ∈ X0 ×X0.

Íåõàé q : X → G × R � áîðåëiâñüêå âiäîáðàæåííÿ ç âëàñòèâîñòÿìè

q(x)x ∈ X0 i q(x) = (e, 0) äëÿ x ∈ X0, òîäi âiäîáðàæåííÿ P ìîæå áóòè ïîøè-
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ðåíå íà âåñü ïðîñòið X ó âèãëÿäi P (x) = uα(q(x), x)−1P (q(x)x)uβ(q(x), x).

Íàðàçi ìà¹ìî ìîæëèâiñòü çàñòîñóâàòè (2.4.16) äî uα(q(gx)gq(x)−1, q(x)x)−1

òà uβ(q(gx)gq(x)−1, q(x)x). Ïðîñòå îá÷èñëåííÿ ïîêàçó¹, ùî (2.4.16) òåïåð

âèêîíàíå äëÿ âñiõ (g, x) ∈ (G× R)×X.

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ Q : (Hx × Z) ∗X → (Hx × Z) ∗X, çàäàíå ó

òàêèé ñïîñiá: Q(h, z, x) = (P (x)(h, z), x). Ç çàçíà÷åíèõ âèùå âëàñòèâîñòåé

ïîëÿ ïåðåòâîðåíü P (x) âèïëèâà¹, ùî Q ñïëiòà¹ òðà¹êòîði¨ äi¨ aα ãðóïè Γ, i,

êðiì òîãî, Q−1ωαQ = ω̃β(g)τ(g) äëÿ g ∈ G× R, τ(g) ∈ [aα(Γ)].

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ Òåîðåìè ðîçãëÿíåìî êîöèêë cα äi¨ ω × aα
ãðóïè (G×R)×Γ íà G×R×S (äèâ. (2.4.1), (2.4.2)) çi çíà÷åííÿìè â G×R:

cα(ω(g), (h, u, s)) = g, cα(aα(γ), (h, u, s)) = (e, 0),

ðàçîì iç êîöèêëîì cβ äi¨ ω×aβ ãðóïè (G×R)×Γ íà G×R×S çi çíà÷åííÿìè

â G× R:

cβ(ω(g), (h, u, s)) = g, cβ(aβ(γ), (h, u, s)) = (e, 0).

Òîäi êîöèêëè cα ◦ A−1
α i cβ ◦ A−1

β ◦ Φ ìàþòü âèãëÿä:

cα ◦ A−1
α (ω(g), (h, z, x)) = g, cα ◦ A−1

α (aα(γ), (h, z, x)) = (e, 0),

cβ ◦ A−1
β ◦ Φ(ω̃(g), (h, z, x)) = g, cβ ◦ A−1

β ◦ Φ(aα(γ), (h, z, x)) = (e, 0),

Öi ñïiââiäíîøåííÿ ðàçîì iç âëàñòèâîñòÿìè ïåðåòâîðåííÿ Q ìàþòü íà-

ñëiäêîì òå, ùî Q ïåðåâîäèòü âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, íà ÿêîìó âèçíà-

÷åíèé êîöèêë cβ ◦ A−1
β ◦ Φ, ó âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, íà ÿêîìó âèçíà-

÷åíèé êîöèêë cα ◦ A−1
α , ó òàêèé ñïîñiá, ùî êîöèêëè cβ ◦ A−1

β ◦ Φ ◦ Q−1 òà

cα ◦ A−1
α ñïiâïàäàþòü. Îòæå ìà¹ìî cα = cβ ◦ A−1

β ◦ Φ ◦Q−1 ◦ Aα.

Îñêiëüêè äiÿ ãðóïè Γ íà S ìà¹ íåñêií÷åííèé òèï, ìîæíà ïðåäñòàâèòè

àâòîìîðôiçì A−1
β ◦Φ◦Q−1 ◦Aα ó âèãëÿäi (id×θ) ·τ , äå θ ∈ N [Γ], τ � âíóòði-

øíié àâòîìîðôiçì ãðóïî¨äà (G×R× Γ)× (G×R× S) [61, 62]. Çàçíà÷èìî

òàêîæ, ùî êîöèêëè cα òà cβ êîãîìîëîãi÷íi âiäïîâiäíî êîöèêëàì α0 òà β0

äèñêðåòíî¨ ðåäóêöi¨ ãðóïî¨äà (G× R× Γ)× (G× R× S), îòæå îòðèìó¹ìî

ñïiââiäíîøåííÿ

β0

(
θγθ−1, θs

)
= f

(
hg−1, u− v, γs

)
α0(γ, s)f(h, u, s)−1 (2.4.17)
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äëÿ ïåâíîãî áîðåëiâñüêîãî âiäîáðàæåííÿ f : G × R × S → G × R òà âñiõ

g, h ∈ G, u, v,∈ R, γ ∈ Γ i s ∈ S. Ç γ = id ñïiââiäíîøåííÿ (2.4.17) íàáóâà¹

âèãëÿäó f
(
hg−1, u− v, s

)
f(h, u, s)−1 = e, òîáòî f íå çàëåæèòü âiä h òà u.

Îòæå, îòðèìó¹ìî áàæàíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ êîöèêëiâ α0 òà β0, à çíà÷èòü

òàêîæ i äëÿ α òà β.

Íàïðèêiíöi äîâåäåìî òåîðåìó ó âèïàäêó, êîëè äiÿ ãðóïè Γ íà S ìà¹

òèï II1. Ðîçãëÿíåìî êîöèêëè α1, β1 : (Γ × Z) × (S × Z) → G ïðîäàêò-äi¨

ãðóïè Γ× Z íà S × Z, ó ÿêîìó ãðóïà Z äi¹ íà ñîái òðàíñëÿöiÿìè:

α1(γ, n; s,m) = α(γ, s), β1(γ, n; s,m) = β(γ, s).

Çðîçóìiëî, ùî êîöèêëè α1 i β1 íåòðàíçèòíi i ìàþòü òi æ ïîäâiéíi ïîòîêè,

ùî é êîöèêëè α i β âiäïîâiäíî. Çà äîâåäåíèì âèùå ìà¹ìî ïåðåòâîðåííÿ

θ1 ∈ N [Γ×Z] íà ïðîñòîði S×Z i áîðåëiâñüêå âiäîáðàæåííÿ f1 : S×Z→ G

òàêi, ùî β1

(
θ1(γ, n)θ−1

1 , θ1(s,m)
)

= f1(γs, n+m)α1(γ, n; s,m)f1(s,m)−1.

Íåõàé (Y, ν) � åðãîäè÷íèé Z-ïðîñòið òèïó II∞, i ðîçãëÿíåìî êîöèêë α2 :

(Γ×Z)×(Z×Y )→ G, òàêîæ íåòðàíçèòíèé òà ç òèì æå ïîäâiéíèì ïîòîêîì,

ùî é α, α1, β, β1. Çíîâó çàñòîñó¹ìî âæå äîâåäåíèé ðåçóëüòàò, îäåðæóþ÷è

òðà¹êòîðíó åêâiâàëåíòíiñòü θα : S×Z→ S×Y òà áîðåëiâñüêå âiäîáðàæåííÿ

fα : S × Y → G òàêi, ùî

α1

(
θα(γ, n)θ−1

α , θα(s,m)
)

= fα(γs, ny)α2(γ, n; s, y)fα(s, y)−1.

Íåõàé θ′0 � ïåðåòâîðåííÿ ïðîñòîðó Y òàêå, ùî θ′0 ∈ N [Z], mod θ′0 =

(mod θ1)
−1, i ïîáóäó¹ìî àâòîìîðôiçì θ0 ïðîñòîðó S × Y : θ0(s, y) = (s, θ′0y).

Çðîçóìiëî, ùî θ0 çáåðiãà¹ êîöèêë α2, òîáòî α2

(
θ0(γ, n)θ−1

0 , θ0(s, y)
)

=

α2(γ, n; s, y), i ïðè öüîìó mod
(
θ−1
α θ0θαθ1

)
= 1, à àâòîìîðôiçì θ−1

α θ0θα ∈
N [Γ× Z] çáåðiãà¹ êîãîìîëîãi÷íèé êëàñ êîöèêëó α1.

Äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî àâòîìîðôiçì θ−1
α θ0θα ïåðåâîäèòü êîãîìîëî-

ãi÷íèé êëàñ êîöèêëó β1 ó êîãîìîëîãi÷íèé êëàñ êîöèêëó α1. Îñêiëüêè

mod
(
θ−1
α θ0θαθ1

)
= 1, àâòîìîðôiçì θ−1

α θ0θα ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó

âèãëÿäi (θ′1× id) · τ , äå θ′1 ∈ N [Γ] ¹ àâòîìîðôiçìîì ïðîñòîðó S, τ ∈ [Γ×Z].

Íàðàçi ìàéæå òi æ ñàìi ðîçãëÿäè, ùî áóëè âèùå çàñòîñîâàíi äî êîöèêëiâ
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α0, β0 äëÿ çâåäåííÿ ñïiââiäíîøåííÿ (2.4.17) íà ðåäóêöiþ Γ×S, äîçâîëÿþòü
îäåðæàòè áàæàíå ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ êîöèêëàìè α òà β. �

Çàóâàæåííÿ. Ìîæå ñòàòèñÿ, ùî, íà âiäìiíó âiä Òåîðåìè 2.4.1, ñåðåä

àâòîìîðôiçìiâ θ, íàÿâíiñòü ÿêèõ ñòâåðäæó¹òüñÿ ó Òåîðåìi 2.4.2, ìîæå íå

çíàéòèñÿ æîäíîãî ç mod θ = id [71].

Íåõàé Q � ïåðåòâîðåííÿ iððàöiîíàëüíîãî îáåðòàííÿ íà îêîëi T: Qz =

zeiα, z ∈ T, α/π /∈ Q. Ðîçãëÿíåìî êîöèêë η : Z × T → T äi¨ ãðóïè Z
ñòóïåíÿìè àâòîìîðôiçìó Q, çàäàíèé òàê: η(Q, z) = z. Ðîçãëÿíåìî òàêîæ

àâòîìîðôiçì θ ∈ N [Q], θz = zeiβ, α − β /∈ πQ. Òîäi θ íå ¹ ñóìiñíèì ç

êîöèêëîì η. Äiéñíî, çà ïðèïóùåííÿ òàêî¨ ñóìiñíîñòi, ¨¨ âèçíà÷åííÿ [59] â

íàøîìó âèïàäêó ìîæå áóòè ïåðåïèñàíå ó âèãëÿäi

eiβ = f
(
zeiα

)
f(z)−1 (2.4.18)

äëÿ ïåâíî¨ áîðåëiâñüêî¨ ôóíêöi¨ f : T → T. Âiäìiòèìî, ùî ïðàâà ÷àñòèíà
ñïiââiäíîøåííÿ (2.4.18) ÿâëÿ¹ ñîáîþ òðèâiàëüíèé êîöèêë àâòîìîðôiçìó Q,

â òîé ÷àñ ÿê ëiâà ÷àñòèíà âèçíà÷à¹ êîöèêë çi ùiëüíèì îáðàçîì ó ãðóïi T,
ùî ñêëàäà¹ ïðîòèði÷÷ÿ.

Äëÿ åðãîäè÷íîãî àâòîìîðôiçìó S òèïó II∞ íà ïðîñòîði Ëåáåãà (Y, ν)

òà àâòîìîðôiçìó U ∈ N [S] iç âëàñòèâiñòþ mod U 6= 1, ðîçãëÿíåìî ïðîñòið

(T × Y, µT × ν) ðàçîì iç ïîâíîþ ãðóïîþ òèïó III0 íà íüîìó, ãåíåðîâàíîþ

ïåðåòâîðåííÿìè S0(z, y) = (z, Sy), Q0(z, y) = (Qz,Uy), òà êîöèêëîì η :

[Q0, S0]× (T× Y )→ T:

η
(
Qk

0S
n
0 , (z, y)

)
= η

(
Qk, z

)
. (2.4.19)

Ïðîñòà ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî êîöèêë η ¹ íåòðàíçèòíèì; àâòîìîðôiçì

θ0(z, y) = (θz, y) ç N [Q0, S0] íå ñóìiñíèé ç η, i ïðè öüîìó mod θ0 6= id.

Çðîçóìiëî, ùî êîöèêëè η i η ◦θ0 ãåíåðóþòü içîìîðôíi ïîäâiéíi ïîòîêè,

àëå η ◦ θ0 íå ¹ êîãîìîëîãi÷íèì æîäíîìó ç êîöèêëiâ âèãëÿäó η ◦ ζ, äå ζ ∈
N [Q0, S0] òàêèé, ùî mod ζ = id. Äiéñíî, òàêèé àâòîìîðôiçì ζ, ç òî÷íiñòþ

äî ìíîæåííÿ éîãî íà âíóòðiøíié àâòîìîðôiçì ìà¹ âèãëÿä ζ(z, y) = (z, Vzy)

äëÿ ïåâíîãî ïîëÿ ïåðåòâîðåíü Vz ∈ N [S] [16, òâåðäæåííÿ 3.1], âíàñëiäîê
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÷îãî àâòîìîðôiçì ζ ìà¹ áóòè ñóìiñíèì ç êîöèêëîì η, ÿê öå âèïëèâà¹ ç

(2.4.19).

Òèì íå ìåíøå, ìîæíà äîñèòü ëåãêî ïîêàçàòè, ùî äëÿ êîöèêëiâ α, β

ÿê ó Òåîðåìi 2.4.2 íàä ïîâíîþ ãðóïîþ òèïó II∞, IIIλ (0 < λ < 1) àáî III1

âñå æ ìîæëèâî âiäíàéòè ñïëiòàþ÷èé àâòîìîðôiçì θ ∈ N [Γ] iç âëàñòèâiñòþ

mod θ = id. Ôàêòè÷íî öå âæå áóëî çðîáëåíî íàïðèêiíöi äîâåäåííÿ Òåîðåìè

2.4.2 ó âèïàäêó òèïó II∞, i äóæå ïîäiáíi âèêëàäêè äîçâîëÿþòü öå çðîáèòè

äëÿ òèïó IIIλ (0 < λ < 1). Ùî æ äî òèïiâ II1 i III1, ó öèõ âèïàäêàõ mod

íå ïðèéìà¹ iíøèõ çíà÷åíü, îêðiì id.

2.5 Êîöèêëè ç íåîáìåæåíèìè ëàêóíàìè òà iíâàðiàí-

òíi ìiðè äëÿ äié Ìàêêi

Âëàñòèâiñòü íåîáìåæåíèõ ëàêóí äëÿ êîöèêëiâ ç äiéñíèìè çíà÷åííÿìè

áóëî çàïðîâàäæåíî ó [116], äå áóëî ïðîäåìîíñòðîâàíî, ùî öå ¹ iíâàðiàíòîì

êîãîìîëîãi¨. Òàì æå ç'ÿñîâàíî, ùî öÿ âëàñòèâiñòü ¹ äîñòàòíüîþ óìîâîþ

âëàñíî¨ åðãîäè÷íîñòi äi¨ Ìàêêi (òî÷íiøå êàæó÷è, ÿêùî òàêèé êîöèêë íå ¹

êîãðàíèöåþ, òî âií ìà¹ òèï III0). Ïåðøèé ïðèêëàä ðåêóðåíòíîãî äiéñíî-

çíà÷íîãî êîöèêëó òèïó III0, ùî íå ìà¹ íåîáìåæåíèõ ëàêóí, ïîáóäîâàíî

Ò. Õàìà÷i (äèâ. [72]). Ìè ïîêàæåìî, ùî âëàñòèâiñòü íåîáìåæåíèõ ëàêóí ¹

òàêîæ iíâàðiàíòîì ñëàáî¨ åêâiâàëåíòíîñòi êîöèêëiâ i íåñóìiñíà ç íàÿâíiñòþ

ñêií÷åííî¨ iíâàðiàíòíî¨ ìiðè äëÿ äi¨ Ìàêêi [115].

Íåõàé H, G � ë.ê.ñ. ãðóïè, ïðè÷îìó ãðóïà H äi¹ íåñèíãóëÿðíèìè ïå-

ðåòâîðåííÿìè íà ïðîñòîði Ëåáåãà (X,µ). Áóäü-ÿêèé êîöèêë π : H×X → G

ó âèïàäêó H = Z öiëêîì âèçíà÷à¹òüñÿ ¹äèíîþ ôóíêöi¹þ ϕ : X → G, äëÿ

ÿêî¨ π(1, x) = ϕ(x).

Íàãàäà¹ìî, ùî êîöèêë ç êîñèì äîáóòêîì òèïó I (òîáòî ç âèìiðíèì

ðîçáèòòÿì íà òðà¹êòîði¨) çâåòüñÿ òðàíçèòíèì; ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó

êîöèêë íàçèâà¹òüñÿ ðåêóðåíòíèì.

ßêùî π � êîöèêë i A � ïiäìíîæèíà â X äîäàòíî¨ ìiðè, òîäi âiäîáðàæå-

ííÿ α|A(γ, x) = α(γ, x), âèçíà÷åíå ëèøå äëÿ òèõ x ∈ X, äëÿ ÿêèõ x, γx ∈ A,
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íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíèì êîöèêëîì.

Ó ïîäàëüøîìó ìè, ó ÿêîñòi ãðóïîâî¨ äi¨, íà ÿêié çàäàíi êîöèêëè, ðîç-

ãëÿäà¹ìî âiëüíó äiþ ç÷èñëåííî¨ ãðóïè Γ. ßê áóëî çàçíà÷åíî âèùå, ó öüîìó

âèïàäêó êîöèêëè ïðèïóñêàþòü ïðèðîäíå ïîøèðåííÿ äî êîöèêëiâ äi¨ ïîâíî¨

ãðóïè [Γ]. Êîöèêëè α, β : Γ × X → G íàçèâàþòüñÿ ñëàáî åêâiâàëåíòíè-

ìè, ÿêùî iñíóþòü θ ∈ N [Γ] òà áîðåëiâñüêà ôóíêöiÿ f : X → G òàêi,

ùî α(θγθ−1, θx) = f(γx)β(γ, x)f(x)−1 äëÿ âñiõ γ ∈ [Γ] ó ì.â. x ∈ X. Çà

çàçíà÷åíèõ âèùå óìîâ, äëÿ çàäàíîãî êîöèêëó α ìîæíà âèçíà÷èòè òàêîæ

òðà¹êòîðíèé êîöèêë, ÿêèé òåæ ïîçíà÷àòèìåòüñÿ α; âií çàäàíèé íà ïà-

ðàõ åêâiâàëåíòíèõ òî÷îê (òîáòî òèõ, ùî íàëåæàòü òié ñàìié Γ-òðà¹êòîði¨):

α(y, x) = α(γ, x) çà óìîâè γx = y. Ó öèõ òåðìiíàõ äâà êîöèêëè α, β ¹

ñëàáî åêâiâàëåíòíèìè òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âiäïîâiäíi òðà¹êòîðíi êî-

öèêëè çàäîâiëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííþ α ◦ θ(y, x) = f(y)β(y, x)f(x)−1, äå

α ◦ θ(y, x) = α(θy, θx).

Âèçíà÷åííÿ 2.5.1 ([116]). Áóäåìî êàçàòè, ùî äiéñíî-çíà÷íèé êîöèêë π :

Γ × X → R ìà¹ âëàñòèâiñòü íåîáìåæåíèõ ëàêóí (àáî ïðîñòî ìà¹ íåî-

áìåæåíi ëàêóíè), ÿêùî iñíó¹ ïiäìíîæèíà B ⊂ X, µ(B) > 0, òàêà, ùî

äëÿ áóäü-ÿêîãî M > 0 ìîæíà çíàéòè iíòåðâàë (a, b) ⊂ R iç b − a > M

òà âëàñòèâiñòþ π(γ, x) /∈ (a, b) çà óìîâè x, γx ∈ B.

Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó áóäåìî êàçàòè, ùî êîöèêë π ìà¹ îáìåæåíi

ëàêóíè (àáî ìà¹ âëàñòèâiñòü îáìåæåíèõ ëàêóí).

Òâåðäæåííÿ 2.5.2. Âëàñòèâiñòü íåîáìåæåíèõ ëàêóí ¹ iíâàðiàíòîì

ñëàáî¨ åêâiâàëåíòíîñòi êîöèêëiâ.

Äîâåäåííÿ. Ïî-ïåðøå âñòàíîâèìî, ùî âëàñòèâiñòü íåîáìåæåíèõ ëà-

êóí ¹ iíâàðiàíòîì êîãîìîëîãi¨. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî äâà êîöèêëè α, β

òàêi, ùî β(γ, x) = f(γx) + α(γ, x)− f(x), òà ïðèïóñòèìî, ùî êîöèêë α ìà¹

íåîáìåæåíi ëàêóíè. Íåõàé B ⊂ X � ïiäìíîæèíà äîäàòíî¨ ìiðè ÿê ó âèçíà-

÷åííi âëàñòèâîñòi íåîáìåæåíèõ ëàêóí äëÿ êîöèêëó α. Ðîçãëÿíåìî ε > 0 òà

áîðåëiâñüêó ïiäìíîæèíó C ⊂ B äîäàòíî¨ ìiðè òàêi, ùî |f(x) − f(y)| < ε
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äëÿ x, y ∈ C. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî îáìåæåííÿ êîöèêëó β íà C ìà¹ áàæàíó

âëàñòèâiñòü.

Íàì çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî êîìïîçèöiÿ êîöèêëó α ç íåîáìåæåíèìè

ëàêóíàìè i àâòîìîðôiçìó θ ∈ N [Γ] òàêîæ ìà¹ íåîáìåæåíi ëàêóíè. Öå ñòà¹

öiëêîì î÷åâèäíèì ïiñëÿ ïåðåõîäó äî ðîçãëÿäó âiäïîâiäíèõ òðà¹êòîðíèõ êî-

öèêëiâ: ëàêóíè êîöèêëà-êîìïîçèöi¨ α ◦ θ, îáìåæåíîãî íà ïiäìíîæèíó B i

ëàêóíè êîöèêëà α, îáìåæåíîãî íà ïiäìíîæèíó θB, ñïiâïàäàþòü. �

Íàñëiäîê 2.5.3. Âëàñòèâiñòü îáìåæåíèõ ëàêóí ¹ iíâàðiàíòîì ñëàáî¨

åêâiâàëåíòíîñòi êîöèêëiâ. �

Ëåìà 2.5.4. Íåõàé (X,µ) � éìîâiðíiñíèé ïðîñòið Ëåáåãà, T � åðãîäè÷íèé

àâòîìîðôiçì ïðîñòîðó X, ùî çáåðiãà¹ ìiðó µ, i ϕ : X → R � îáìå-

æåíà áîðåëiâñüêà ôóíêöiÿ ç äîäàòíèìè çíà÷åííÿìè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

π : Z×X → R âiäïîâiäíèé êîöèêë, π(T, x) = ϕ(x). Òîäi π ìà¹ âëàñòèâiñòü

îáìåæåíèõ ëàêóí.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A ⊂ X � ïiäìíîæèíà äîäàòíî¨ ìiðè. Ðîçãëÿíåìî

ñïåöiàëüíèé ïîòiê {Tt}r∈R, ïîáóäîâàíèé ïiä ôóíêöi¹þ ϕ. Òîäi A ìîæå áóòè

âêëàäåíå ó ïðîñòið ñïåöiàëüíîãî ïîòîêó {(x, u) ∈ X ×R| 0 ≤ u < ϕ(x)} ÿê
ïiäìíîæèíà A × {0}. Ëåãêî ïîìiòèòè, ùî îáìåæåíèé êîöèêë π|A äà¹ ÷àñ

ïîâåðíåííÿ ïîòîêó {Tt}r∈R äî ïiäìíîæèíè A× {0}.

Âèáåðåìî äîäàòíå öiëå ÷èñëî N òàêå, ùî µ

(
N⋃
n=0

T nA

)
> 1 − µ(A), à

òàêîæ äîäàòíå ÷èñëî b ç âëàñòèâiñòþ supϕ(x) < b/N . Ïðèïóñòèìî çàäàíèì

c ∈ R. Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî ìíîæèíà F =
⋃
t∈[c,c+b) Tt(A × {0}) ïåðåòèíà¹

A × {0}. Äiéñíî, âíàñëiäîê âèçíà÷åíü ìíîæèíè F òà ÷èñëà b, äëÿ êîæíî¨

òî÷êè (x, 0) ∈ A×{0} ìà¹ìî ïðèíàéìíiN ÷èñåë t1 < t2 < . . . < tN ó [c, c+b)

òàêèõ, ùî Tti(x, 0) ∈ X × {0} òà Tti(x, 0) = (T p+ix, 0) äëÿ i = 1, . . . , N i

ïåâíîãî öiëîãî p. Áàçóþ÷èñü íà âèáîði ÷èñëà N , äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî

ìíîæèíà
p+N⋃
i=p

T iA ìà¹ íåïóñòèé ïåðåòèí iç A, çâiäêè íàøå òâåðäæåííÿ.

Ïî öüîìó çàëèøà¹òüñÿ âiäìiòèòè, ùî ëàêóíè äëÿ îáìåæåíîãî êîöèêëó

π|A ìàþòü äîâæèíó íå áiëüøó, íiæ b. �
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Òåîðåìà 2.5.5. Íåõàé {Tt}r∈R � äîâiëüíèé ïîòiê, ùî çáåðiãà¹ éìîâið-

íiñíó ìiðó íà ïðîñòîði Ëåáåãà (X,µ). Òîäi iñíó¹ ðåêóðåíòíèé êîöèêë

π : Z × S → R ç îáìåæåíèìè ëàêóíàìè åðãîäè÷íî¨ äi¨ ãðóïè Z òèïó

II1 íà ïðîñòîði S, ÷èÿ äiÿ Ìàêêi ¹ {Tt}r∈R.

Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê òåîðåìè Ðóäîëüôà [109], çàäàíèé ïîòiê ìà¹

ïðåäñòàâëåííÿ ó âèãëÿäi ñïåöiàëüíîãî ïîòîêó, ïîáóäîâàíîãî ïiä îáìåæåíîþ

ôóíêöi¹þ ϕ : S → R ç äîäàòíèìè çíà÷åííÿìè äëÿ ïåâíîãî ïåðåòâîðåííÿ

Q, ùî çáåðiãà¹ ìiðó íà éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði Ëåáåãà (S, ν). Çà öèì, çà-

ñòîñóâàííÿ Ëåìè 2.5.4 äà¹ äëÿ êîöèêëó π : Z× S → R, π(Q, s) = ϕ(Q−1s),

âëàñòèâiñòü îáìåæåíèõ ëàêóí. Äî òîãî æ, äîáðå âiäîìî, ùî äiÿ Ìàêêi êî-

öèêëó π ¹ ñàìå çàäàíèé ïîòiê.

Ðîçãëÿíåìî äiþ ãðóïè Z2 íà ïðîñòîði S × S ðàçîì iç êîöèêëîì öi¹¨ äi¨

π : Z2 × (S × S)→ R, âèçíà÷åíèì òàê: π(m,n; s, t) = π(Qm, s). Áåçïîñåðå-

äíiì íàñëiäêîì öüîãî âèçíà÷åííÿ ¹ òå, ùî êîñèé äîáóòîê, ÿêèé âiäïîâiäà¹

êîöèêëó π, ðîçïàäà¹òüñÿ ó ïðÿìèé äîáóòîê ïåâíî¨ äi¨ òà (âëàñíå åðãîäè÷íî¨)

äi¨ ãðóïè Z íà S ñòóïåíÿìè ïåðåòâîðåííÿQ, i òîìó êîöèêë π ¹ ðåêóðåíòíèì.

Êðiì òîãî, ïðîñòà ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî äiÿ Ìàêêi êîöèêëó π ñïðÿæåíà äi¨

Ìàêêi êîöèêëó π, i îòæå ¹ çàäàíèì ïîòîêîì. �

Òåîðåìà 2.5.6. Íåõàé π : Z×S → R � ðåêóðåíòíèé êîöèêë ç íåîáìåæå-

íèìè ëàêóíàìè åðãîäè÷íî¨ äi¨ ãðóïè Z òèïó II1 íà éìîâiðíiñíîìó ïðîñòî-

ði Ëåáåãà (S, µ). Òîäi éîãî äiÿ Ìàêêi ¹ åðãîäè÷íèì ïîòîêîì, ùî àáî ìà¹

íåñêií÷åííó iíâàðiàíòíó ìiðó, àáî ìà¹ òèï III.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, òîáòî ùî äiÿ Ìàêêi êîöèêëó π

¹ ïîòîêîì, ÿêèé çáåðiãà¹ éìîâiðíiñíó ìiðó. Òîäi çà Òåîðåìîþ 2.5.5 ìîæíà

çíàéòè ðåêóðåíòíèé êîöèêë α : Z × S → R ç îáìåæåíèìè ëàêóíàìè, ÷èÿ

äiÿ Ìàêêi ¹ çàäàíèì ïîòîêîì. Ðîçãëÿíåìî ïîäâiéíi ïîòîêè (äèâ. ïiäðîçäië

2.4) äëÿ êîöèêëiâ π i α. Ïðîñòà ïåðåâiðêà äîçâîëÿ¹ âèâåñòè ç iíâàðiàíòíî-

ñòi ìiðè µ, ùî îáèäâi öi äi¨ ãðóïè R×R ¹ äi¹þ íà ïðîñòîði âèãëÿäó X ×R
ïåðåòâîðåííÿìè (r, s)(x, u) = (w(r)x, u− s), äå w : R→ AutX ¹ (îäíà é òà

æ ñàìà) äiÿ Ìàêêi êîöèêëiâ π òà α. Îòæå, ïîäâiéíi ïîòîêè òàêîæ ñïðÿæå-
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íi, i ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè Òåîðåìó 2.4.2, àáè äiéòè âèñíîâêó ïðî ñëàáó

åêâiâàëåíòíiñòü êîöèêëiâ π òà α. Öå ñòàíîâèòü ïðîòèði÷÷ÿ ç òâåðäæåííÿì

Òåîðåìè 2.5.2, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ. �

2.6 Ðåãóëÿðèçàöiÿ äié ãðóï òà ãðóïî¨äiâ íà âiäíîøå-

ííÿõ åêâiâàëåíòíîñòi

Âèâ÷åííÿ áàãàòüîõ ïðîáëåì âèìiðíî¨ åðãîäè÷íî¨ òåîði¨ ïîâ'ÿçàíî ç ðîç-

ãëÿäîì ñiìåéñòâ ïåðåòâîðåíü, ÿêi �ïîâîäÿòüñÿ äîáðå� ëèøå ìàéæå âñþäè. Ó

âèïàäêó, êîëè ãðóïà ïåðåòâîðåíü ç÷èñëåííà, ïðîáëåìà çâîäèòüñÿ äî �âiäêè-

äàííÿ ïîãàíî¨ ìíîæèíè� ìiðè íóëü íà ïðîñòîði ç ìiðîþ. Àëå öåé ìåòîä âçà-

ãàëi âèÿâëÿ¹òüñÿ íåäi¹çäàòíèì ó âèïàäêó íåïåðåðâíèõ ãðóï ïåðåòâîðåíü.

Öþ ïðîáëåìó âèðiøåíî ó âèïàäêó íåïåðåðâíî¨ ïiäãðóïè íîðìàëiçàòîðà ïîâ-

íî¨ ãðóïè âèðiøåíî â [61, òåîðåìà 2.1]. Ìè ïîäà¹ìî óçàãàëüíåííÿ îñòàííüîãî

ðåçóëüòàòó ç çàìiíîþ ïîâíî¨ ãðóïè íà âèìiðíå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi,

à òàêîæ ó êîíòåêñòi ðåãóëÿðèçàöi¨ äié âèìiðíèõ ãðóïî¨äiâ (äèâ. [63]).

2.6.1 Ðåãóëÿðèçàöiÿ äëÿ ãðóï àâòîìîðôiçìiâ âiäíîøåíü åêâi-

âàëåíòíîñòi

Íåõàé (X,µ) � éìîâiðíiñíèé ïðîñòið Ëåáåãà, íà ÿêîìó çàäàíî íåñèíãó-

ëÿðíó äiþ ë.ê.ñ. ãðóïè G àâòîìîðôiçìàìè α(g), g ∈ G, ó òàêèé ñïîñiá, ùî

âiäîáðàæåííÿ (g, x) 7→ α(g)x ¹ áîðåëiâñüêèì. Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî êîæåí

àâòîìîðôiçì α(g) ëèøà¹ iíâàðiàíòíèì âèìiðíå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíî-

ñòi (R, [ν]) íà X, òîáòî α(g) ¹ ñòðîãèì içîìîðôiçìîì íåiñòîòíèõ ðåäóêöié

(í.ð.) åêâiâàëåíòíîñòi R.

Ç [48, òåîðåìà 6.4] âèïëèâà¹, ùî R ãåíåðîâàíå mod 0 äi¹þ ë.ê.ñ. ãðóïè

H íà ïðîñòîði X àâòîìîðôiçìàìè β(h), h ∈ H.

Äëÿ êîæíîãî g ∈ G ðîçãëÿíåìî äiþ βg ãðóïè H àâòîìîðôiçìàìè

βg(h) = α(g)β(h)α(g)−1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Rβ(g) âiäïîâiäíå âiäíîøåííÿ

åêâiâàëåíòíîñòi íà X; çîêðåìà Rβ(e) = R. Çðîçóìiëî, ùî βg(h) ¹ (ì.â.)

âíóòðiøíiì àâòîìîðôiçìîì Rβ(e).
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Ëåìà 2.6.1. Iñíóþòü áîðåëiâñüêå ïîëå âiäíîøåíü åêâiâàëåíòíîñòi R(g)

íà X i áîðåëiâñüêå ïîëå êîíóëüîâèõ (µ-ìiðè 1) ìíîæèí B(g) ⊂ X òàêi,

ùî R(g) ñòðîãî iíâàðiàíòíå âiäíîñíî äi¨ βg i Rβ(e)|B(g) = R(g)|B(g).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè êîæíå ïåðåòâîðåííÿ βg(h) ¹ âíóòðiøíiì äëÿ

Rβ(e), äëÿ âñiõ (g, h) ∈ G×H îáëàñòü ñòðîãîñòi

U g
h = {x ∈ X : (βg(h)x, x) ∈ Rβ(e)}

àâòîìîðôiçìó βg(h) ¹ áîðåëiâñüêîþ ìíîæèíîþ µ-ìiðè 1. Çâiäñè âèïëèâà¹,

ùî äëÿ êîæíîãî g ∈ G áîðåëiâñüêà ìíîæèíà

Ag = {(h, x) ∈ H ×X : (βg(h)x, x) ∈ Rβ(e)}

¹ µH × µ-êîíóëüîâîþ, äå µH � ìiðà Õààðà ãðóïè H. Çâiäñè, âíàñëiäîê òå-

îðåìè Ôóáiíi, áîðåëiâñüêà ìíîæèíà M g
x = {h ∈ H : (βg(h)x, x) ∈ Rβ(e)}

¹ êîíóëüîâîþ â H ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó g ∈ G äëÿ ì.â. x ∈ X. Êðiì

òîãî, îñêiëüêè ìíîæèíà A = {(g, h, x) ∈ G×H ×X : (βg(h)x, x) ∈ Rβ(e)}
¹ áîðåëiâñüêîþ, ç áîðåëåâîñòi âiäîáðàæåííÿ

(g, x) 7→ µH ({h ∈ H : (g, h, x) /∈ A})

[70, �35, òåîðåìà 1] âèïëèâà¹, ùî B(g) = {x ∈ X : µH(H \ M g
x) = 0}

ñêëàäàþòü áîðåëiâñüêå ïîëå êîíóëüîâèõ ìíîæèí.

Êîæíié ïàði (x, y) ∈ X×X i g ∈ G ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ìíîæèíó

Lg(x, y) = {h ∈ H : (βg(h)x, βg(h)y) ∈ Rβ(e)}.

Öå ¹ áîðåëiâñüêå ïîëå ìíîæèí, îñêiëüêè ìíîæèíà

K = {(g, h, x, y) ∈ G×H ×X ×X : (βg(h)x, βg(h)y) ∈ Rβ(e)}

¹, î÷åâèäíî, áîðåëiâñüêîþ. Ëåãêî ïåðåâiðèòè íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ:

(i) Lg(x, x) = H;

(ii) Lg(x, y) = Lg(y, x);

(iii) Lg(x, z) ⊃ Lg(x, y) ∩ Lg(y, z);
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(iv) Lg(βg(h)x, βg(h)y) = Lg(x, y)h−1.

Äëÿ êîæíîãî g ∈ G âèçíà÷èìî ìíîæèíó ïàð

R(g) = {(x, y) ∈ X ×X : µH(H \ Lg(x, y)) = 0}.

Ç áîðåëåâîñòi K i [70, �35, òåîðåìà 1] âèïëèâà¹, ùî R(g) ñêëàäàþòü

áîðåëiâñüêå ïîëå ìíîæèí. Ñïiââiäíîøåííÿ (i) � (iii) îçíà÷àþòü, ùî êîæíå

R(g) ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi íà X. Ñïiââiäíîøåííÿ (iv) âèçíà÷à¹

ñòðîãó iíâàðiàíòíiñòü R(g) âiäíîñíî äi¨ βg ãðóïè H.

Íåõàé x, y ∈ B(g). ßêùî x, y ∈ Rβ(e), òî Lg(x, y) ⊃ M g
x ∩M g

y , çâiäêè

µH(H\Lg(x, y)) = 0. Íàâïàêè, ÿêùî x, y /∈ Rβ(e), òîH\Lg(x, y) ⊃M g
x∩M g

y .

Öå îçíà÷à¹, ùî Rβ(e)|B(g) = R(g)|B(g). �

Ëåìà 2.6.2. Iñíó¹ áîðåëiâñüêå ïîëå ìíîæèí U(g) ⊂ X, g ∈ G, òàêå, ùî

(a) µ(U(g)) = 1 äëÿ âñiõ g ∈ G;

(b) U(g) iíâàðiàíòíå âiäíîñíî α(g)n, n ∈ Z;

(c) α(g)Rβ(e)|U(g) = Rβ(e)|U(g).

Äîâåäåííÿ. Ç Ëåìè 2.6.1 âèïëèâà¹, ùî βg(h) � âíóòðiøíié àâòîìîð-

ôiçì R(g) äëÿ âñiõ h ∈ H, i òîìó êîæíå V g
h = {x ∈ X : (βg(h)x, x) ∈ R(g)}

¹ êîíóëüîâîþ ìíîæèíîþ â X. Îòæå, äëÿ êîæíîãî g ∈ G áîðåëiâñüêà ìíî-

æèíà V g = {(h, x) ∈ H ×X : (βg(h)x, x) ∈ R(g)} ¹ êîíóëüîâîþ â H ×X.

ßê i âèùå, âíàñëiäîê òåîðåìè Ôóáiíi, äëÿ êîæíîãî g ∈ G ìíîæèíà

Eg
x = {h ∈ H : (βg(h)x, x) ∈ R(g)}

¹ êîíóëüîâîþ â H äëÿ x ç êîíóëüîâî¨ ìíîæèíè

D(g) = {x ∈ X : µH(H \ Eg
x) = 0} ⊂ X.

Îñêiëüêè ìíîæèíà V = {(g, h, x) ∈ G × H × X : (βg(h)x, x) ∈ R(g)} ¹
áîðåëiâñüêîþ, D(g) óòâîðþþòü áîðåëiâñüêå ïîëå ìíîæèí [70, �35, òåîðåìà

1].
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Áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì ñòðîãî¨ iíâàðiàíòíîñòi R(g) âiäíîñíî äi¨ βg

ãðóïè H ¹ òå, øî êîæíå Eg
x ¹ ïiäãðóïîþ â H, i òîìó Eg

x = H äëÿ x ∈ D(g).

Öå îçíà÷à¹, çîêðåìà, ùî Rβ(g)|D(g) ⊂ R(g)|D(g).

Íåõàé U ′(g) = B(g) ∩ B(g−1) ∩ D(g) ∩ D(g−1), i äàëi ðîçãëÿíåìî

U(g) =
⋂
n∈N

α(g)nU ′(g). Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî U(g) óòâîðþþòü áîðåëiâñüêå

ïîëå ìíîæèí òà çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì (a) � (b) Ëåìè.

Àáè äîâåñòè, ùî (c) òàêîæ âèêîíàíî, âiçüìåìî x, y ∈ U(g) òà-

êi, ùî (x, y) ∈ Rβ(e), òîáòî α(g)y = α(g)βe(h)x = βg(h)α(g)x, i

òîìó (α(g)x, α(g)y) ∈ Rβ(g), çâiäêè (α(g)x, α(g)y) ∈ R(g), îñêiëüêè

α(g)x, α(g)y ∈ D(g). Çàçíà÷èìî, ùî òàêîæ ìà¹ ìiñöå α(g)x, α(g)y ∈ B(g),

çâiäêè (α(g)x, α(g)y) ∈ Rβ(e) (äèâ. Ëåìà 2.6.1).

Íàâïàêè, íåõàé x, y ∈ U(g), àëå (x, y) /∈ Rβ(e). Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî

(α(g)x, α(g)y) /∈ Rβ(e). Äiéñíî, ÿêùî (α(g)x, α(g)y) ∈ Rβ(e), òî ðîçãëÿä

ïîïåðåäíüîãî àáçàöó ç çàìiíîþ g íà g−1 äîçâîëÿ¹ îäåðæàòè (x, y) ∈ Rβ(e).

Öå ñóïåðå÷èòü íàøîìó ïðèïóùåííþ. �

Òåîðåìà 2.6.3. Iñíó¹ áîðåëiâñüêå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi Rα íà X i

êîíóëüîâà áîðåëiâñüêà ìíîæèíà B ⊂ X òàêi, ùî Rα ñòðîãî iíâàðiàíòíå

âiäíîñíî äi¨ α ãðóïè G, i ïðè öüîìó Rα|B = Rβ(e)|B.

Äîâåäåííÿ iñòîòíî ñïiâïàäà¹ ç òàêèì ùîäî Ëåìè 2.6.1. Ìè ïîäàìî

ëèøå êîðîòêèé îïèñ ãîëîâíèõ êðîêiâ. Áîðåëiâñüêå ïîëå îáëàñòåé ñòðîãî-

ñòi U(g) äëÿ äi¨ α ãðóïè G àâòîìîðôiçìàìè, ùî ïîáóäîâàíi âèùå, âèêî-

ðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ôîðìóâàííÿ µG × µ-êîíóëüîâî¨ áîðåëiâñüêî¨ ìíîæèíè

A = {(g, x) ∈ G×X : x ∈ U(g)}, äå µG � ìiðà Õààðà ãðóïè G. Çàñòîñóâà-

ííÿ òåîðåìè Ôóáiíi äîçâîëÿ¹ âèáðàòè êîíóëüîâó áîðåëiâñüêó ïiäìíîæèíó

â X, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ òî÷îê x, ùî Mx = {g ∈ G : x ∈ U(g)} ¹
êîíóëüîâîþ ïiäìíîæèíîþ â G. Ïîáóäó¹ìî ñiìåéñòâî ìíîæèí

L(x, y) = {g ∈ G : (α(g)x, α(g)y) ∈ R}, (x, y) ∈ X ×X,

ùî ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

(i) L(x, x) = G äëÿ âñiõ x ∈ X;
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(ii) L(x, y) = L(y, x), x, y ∈ X;

(iii) L(x, z) ⊃ L(x, y) ∩ L(y, z), x, y, z ∈ X;

(iv) L(α(h)x, α(h)y) = L(x, y)h−1, x, y ∈ X, h ∈ G.

Íàðåøòi, âèçíà÷èìî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

Rα = {(x, y) ∈ X ×X : µG(G \ L(x, y)) = 0},

ùî çàäîâîëüíÿ¹ âñiì íåîáõiäíèì óìîâàì. �

2.6.2 Óçàãàëüíåííÿ äëÿ äié ãðóïî¨äiâ

Íèæ÷å ñôîðìóëüîâàíi ïðîâiäíi âèçíà÷åííÿ ñòîñîâíî äié ãðóïî¨äiâ íà

ïðîñòîðàõ Ëåáåãà (äèâ. òàêîæ [144, 146, 147]).

Âèçíà÷åííÿ 2.6.4. Äiÿ ãðóïî¨äà G íà ìíîæèíi X � öå ïàðà (p, a), äå

p : X → G(0) � ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ i a � âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè

G ∗ X = {(g, x) ∈ G × X : d(g) = p(x)} â X; ïðè öüîìó ìàþòü áóòè

âèêîíàíi òàêi óìîâè:

(i) p(a(g, x)) = r(g);

(ii) a(hg, x) = a(h, a(g, x)).

Ó âèïàäêó, êîëè G ¹ áîðåëiâñüêèì ãðóïî¨äîì, à X � áîðåëiâñüêèì ïðîñòî-

ðîì, äiÿ (p, a) íàçèâà¹òüñÿ áîðåëiâñüêîþ, ÿêùî p i a � áîðåëiâñüêi âiäîáðà-

æåííÿ.

Ó ïîäàëüøîìó ìè áóäåìî îïóñêàòè ñèìâîë äi¨ a i ïèñàòè ïðîñòî gx

çàìiñòü a(g, x).

Íåõàé (G, [λ]) � âèìiðíèé ãðóïî¨ä, i éìîâiðíiñíà ìiðà λ íà G ìà¹ äåçií-
òåãðàöiþ λ =

∫
λudλ̃(u) âiäíîñíî d. Ðîçãëÿíåìî òàêîæ éìîâiðíiñíèé ïðî-

ñòið Ëåáåãà (X,µ), äå ìiðà µ ìà¹ äåçiíòåãðàöiþ µ =
∫
µudµ̃(u) âiäíîñíî

áîðåëiâñüêî¨ ñþð'¹êöi¨ p : X → G(0).

Âèçíà÷åííÿ 2.6.5. Ïàðà (p, a) íàçèâà¹òüñÿ äi¹þ âèìiðíîãî ãðóïî¨äà

(G, [λ]) íà ïðîñòîði Ëåáåãà (X,µ), ÿêùî
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(i) âiäîáðàæåííÿ p i a áîðåëiâñüêi;

(ii) ìiðè µ̃ i λ̃ åêâiâàëåíòíi;

(iii) iñíó¹ íåiñòîòíà ðåäóêöiÿ G|U0
ãðóïî¨äà G òàêà, ùî ïàðà(

p|p−1(U0), a|G|U0∗p−1(U0)

)
¹ äi¹þ ãðóïî¨äà G|U0

ó ñåíñi Âèçíà÷åííÿ 2.6.4 íà ìíîæèíi p−1(U0);

(iv) ìiðè dµd(g) i µr(g) åêâiâàëåíòíi äëÿ λ-ì.â. g ∈ G.

Íåõàé (R, [ν]) � âèìiðíå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà (X,µ). Ïðèïó-

ñòèìî, ùî ν ìà¹ äåçiíòåãðàöiþ ν =
∫
νxdν̃(x), äå ìiðà νx çîñåðåäæåíà íà

êëàñi åêâiâàëåíòíîñòi òî÷êè x, i ν̃ ∼ µ. Ìè ïîòðåáó¹ìî òàêîæ âiäíîøåííÿ

åêâiâàëåíòíîñòi E = {(x, y) : p(x) = p(y)} íà X.

Âèçíà÷åííÿ 2.6.6. Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi (R, [ν]) íàçèâà¹òüñÿ

iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî äi¨ (p, a) ãðóïî¨äà (G, [λ]), ÿêùî

(i) R ⊂ E;

(ii) äëÿ áóäü ÿêîãî g ∈ G òà x, y ∈ X òàêèõ, ùî p(x) = p(y) = d(g), óìîâè

(x, y) ∈ R i (gx, gy) ∈ R ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Âèçíà÷åííÿ 2.6.7. Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi (R, [ν]) íàçèâà¹òüñÿ

iíâàðiàíòíèì mod 0 âiäíîñíî äi¨ (p, a) ãðóïî¨äà (G, [λ]), ÿêùî

(i) iñíó¹ êîíóëüîâà áîðåëiâñüêà ìíîæèíà F ⊂ X òàêà, ùî R|A ⊂ E|A;

(ii) äëÿ áóäü-ÿêîãî g ∈ G iñíó¹ µd(g)-êîíóëüîâà áîðåëiâñüêà ïiäìíîæèíà

U(g) ⊂ p−1(d(g)) òàêà, ùî äëÿ x, y ∈ U(g) óìîâè (x, y) ∈ R i (gx, gy) ∈
R ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Çâè÷àéíî, ìà¹ ìiñöå ïåâíà íåîäíîçíà÷íiñòü ó âèáîði ñiìåéñòâà îáëàñòåé

ñòðîãîñòi U(g).

Ëåìà 2.6.8. Íåõàé çàäàíà äiÿ (p, a) ãðóïî¨äà (G, [λ]) íà (X,µ), ùî çàëèøà¹

iíâàðiàíòíèì mod 0 âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi (R, [ν]). Òîäi iñíó¹ áî-

ðåëiâñüêå ïîëå U(g) îáëàñòåé ñòðîãîñòi.
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Äîâåäåííÿ. Çàìiíèìî çà íåîáõiäíîñòi ïðîñòiðX éîãî êîíóëüîâîþ ïiä-

ìíîæèíîþ A i, âiäïîâiäíî, ãðóïî¨ä G éîãî íåiñòîòíîþ ðåäóêöi¹þ G|p(A), àáè

îòðèìàòè R ⊂ E òàêèì, ùî âèêîíàíî ñòðîãî, à íå ëèøå mod 0.

Ðîçãëÿíåìî ìiðó ω̃ =
∫
µd(g)dλ(g) íà G ∗X. Áîðåëiâñüêèé àâòîìîðôiçì

φ : G∗X → G∗X, φ(g, x) = (g−1, gx) çáåðiãà¹ êëàñ ìiðè ω̃, ÿê ëåãêî áà÷èòè ç

Âèçíà÷åííÿ 2.6.5 (iv) òà ñèìåòði¨ êëàñó ìið [λ]. Êðiì òîãî, ïðîñòà ïåðåâiðêà

ïîêàçó¹, ùî φ ◦ φ = id.

Çàäàìî íà G ∗X áîðåëiâñüêå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

Ω0 = {((g, x), (h, y)) : g = h, (x, y) ∈ R}.

Òîäi ìiðà ω =
∫ ∫

νxdµd(g)(x)dλ(g) íà (G ∗X)2 çîñåðåäæåíà íà Ω0. (Òóò νx

� óìîâíà ìiðà â äåçiíòåãðàöi¨ ìiðè ν, ÿê çàçíà÷åíî âèùå.)

Âiäîáðàæåííÿ φ ïiäiéìà¹òüñÿ äî áîðåëiâñüêîãî içîìîðôiçìó

φ : (G ∗X)2 → (G ∗X)2, φ((g, x), (h, y)) =
((
g−1, gx

)
,
(
h−1, hx

))
.

Ïîêëàäåìî Ω = Ω0 ∩ φ(Ω0), òîäi Ω � áîðåëiâñüêå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíî-

ñòi, ùî ìiñòèòüñÿ â Ω0. Êðiì òîãî, îñêiëüêè φ(Ω0|U(g)) = Ω0|U(g) äëÿ ì.â.

g ∈ G (äèâ. Âèçíà÷åííÿ 2.6.7), äëÿ òàêèõ g ìà¹ìî
∫
νx(Ω)dµd(g)(x) = 1,

çâiäêè ω(Ω) = 1.

Îòæå, Ω � êîíóëüîâèé ïiäãðóïî¨ä ó Ω0, òîìó âíàñëiäîê [144, ëåìà 5.2]

âií ìiñòèòü íåiñòîòíó ðåäóêöiþ Ω0|V0
ãðóïî¨äà Ω0 íà ïåâíó ω̃-êîíóëüîâó

áîðåëiâñüêó ïiäìíîæèíó V0 â G ∗X. Íåõàé V = V0 ∩ φ(V0), òîäi V íå ëèøå

ìà¹ òi æ âëàñòèâîñòi, ùî é V0, àëå òàêîæ iíâàðiàíòíå âiäíîñíî φ. Ïîêëàäåìî

V (g) =
{
x ∈ p−1(d(g)) : (g, x) ∈ V

}
.

V (g) óòâîðþþòü áîðåëiâñüêå ïîëå ìíîæèí, ùî âiäiãðàþòü ðîëü îáëà-

ñòåé ñòðîãîñòi äëÿ åëåìåíòiâ ãðóïî¨äà G. �

Ó ïîäàëüøîìó ìè ïîçíà÷àòèìåìî áîðåëiâñüêå ïîëå îáëàñòåé ñòðîãîñòi

÷åðåç U(g), ÿê ó Âèçíà÷åííi 2.6.7.

Òåîðåìà 2.6.9. Íåõàé (G, [λ]) � âèìiðíèé ãðóïî¨ä, ùî äi¹ íà éìîâiðíiñíî-

ìó ïðîñòîði Ëåáåãà (X,µ) òà çàëèøà¹ iíâàðiàíòíèì mod 0 âèìiðíå âiä-

íîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi (R, [ν]) íà X. Òîäi iñíó¹ áîðåëiâñüêå âiäíîøåííÿ

åêâiâàëåíòíîñòi R̃ íà X, ÿêå
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(a) ñïiâïàäà¹ ç R íà êîíóëüîâié áîðåëiâñüêié ìíîæèíi B ⊂ X;

(b) iíâàðiàíòíå (ñòðîãî, à íå ëèøå mod 0) âiäíîñíî äi¨ (ïåâíî¨ íåiñòî-

òíî¨ ðåäóêöi¨) ãðóïî¨äà (G, [λ]).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïiäìíîæèíó U = {(g, x) ∈ G ∗X : x ∈ U(g)}
â G ∗ X. Âíàñëiäîê Ëåìè 2.6.8 ìîæåìî ââàæàòè U áîðåëiâñüêèì, à òàêîæ

ùî ω̃(U) = 1, îñêiëüêè µd(g)(U(g)) = 1 äëÿ ì.â. g ∈ G. Çàçíà÷èìî, ùî ìiðà
ω̃ =

∫
µd(g)dλ(g) ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi

dω̃(u, g, x) = dµu(x)dλu(g)dλ̃(u).

Âîíà åêâiâàëåíòíà ìiði dµu(x)dλu(g)dµ̃(u) = dλp(x)(g)dµ(x), îñêiëüêè µ̃ ∼
λ̃. Îòæå, ÿêùî ìè ïîêëàäåìî Mx =

{
g ∈ d−1(p(x)) ⊂ G : x ∈ U(g)

}
, òî

λp(x)(Mx) = 1 äëÿ âñiõ x ç ïåâíî¨ êîíóëüîâî¨ áîðåëiâñüêî¨ ìíîæèíè B ⊂ X.

Êîæíié ïàði (x, y) ∈ E ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ìíîæèíó

L(x, y) =
{
g ∈ d−1(p(x)) ⊂ G : (gx, gy) ∈ R

}
.

L(x, y) óòâîðþþòü áîðåëiâñüêå ïîëå ìíîæèí, îñêiëüêè ìíîæèíà

C = {(g, x, y) ∈ G ×X ×X : d(g) = p(x) = p(y), (gx, gy) ∈ R}

¹, î÷åâèäíî, áîðåëiâñüêîþ. Äàëi, L(x, y) ìàþòü íàñòóïíi î÷åâèäíi âëàñòè-

âîñòi:

(i) L(x, y) = d−1(p(x)) äëÿ âñiõ x ∈ X;

(ii) L(x, y) = L(y, x) äëÿ âñiõ (x, y) ∈ E;

(iii) L(x, z) ⊃ L(x, y) ∩ L(y, z) äëÿ âñiõ (x, y), (y, z) ∈ E;

(iv) L(gx, gy) = L(x, y)g−1 äëÿ âñiõ (x, y) ∈ E, g ∈ d−1(p(x)) ⊂ G.

Âíàñëiäîê äåçiíòåãðàöi¨ ìið ôóíêöiÿ f : E→ R, f(x, y) = λp(x)(L(x, y))

áîðåëiâñüêà, à ðàçîì ç íåþ é ìíîæèíà R̃ =
{

(x, y) ∈ E : λp(x)(L(x, y)) = 1
}
.

Âíàñëiäîê âëàñòèâîñòåé (i) � (iii) äëÿ L(x, y), R̃ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâà-

ëåíòíîñòi. Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ âèìiðíîãî ãðóïî¨äà (G, [λ]) ìîæíà âèáðà-

òè íåiñòîòíó ðåäóêöiþ íà áîðåëiâñüêó ïiäìíîæèíó U0 ⊂ G(0) òàêó, ùî
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gλd(g) ∼ λr(g) äëÿ âñiõ g ∈ G|U0
[144, ëåìà 2.4]. Çàìiíèìî ãðóïî¨ä G éîãî

íåiñòîòíîþ ðåäóêöi¹þ G|U0
, òà, âiäïîâiäíî, ïðîñòið X éîãî êîíóëüîâèì ïiä-

ïðîñòîðîì p−1(U0). Òîäi ç (iv) âèïëèâà¹ ñòðîãà iíâàðiàíòíiñòü âiäíîøåííÿ

åêâiâàëåíòíîñòi R̃ âiäíîñíî äi¨ âèìiðíîãî ãðóïî¨äà (G, [λ]).

Íåõàé x, y ∈ B i (x, y) ∈ E. ßêùî (x, y) ∈ R, òî ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî
L(x, y) ⊃ Mx ∩My, çâiäêè λp(x)(L(x, y)) = 1. Íàâïàêè, ÿêùî (x, y) /∈ R, òî
ìà¹ìî d−1(p(x)) \ L(x, y) ⊃Mx ∩My, çâiäêè λp(x)(L(x, y)) = 0. Öå îçíà÷à¹,

ùî R̃|B = R|B, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. �

2.7 Ãðóïè ïñåâäî-ãîìåîìîðôiçìiâ: åêâiâàëåíòíiñòü

êîöèêëiâ òà çîâíiøíÿ ñïðÿæåíiñòü

Íàøèì ðåçóëüòàòîì ¹ òåîðåìà ¹äèíîñòi äëÿ åðãîäè÷íèõ êîöèêëiâ ç÷è-

ñëåííèõ ãðóï ïñåâäî-ãîìåîìîðôiçìiâ çi çíà÷åííÿìè ó ïîëüñüêèõ ãðóïàõ. ßê

íàñëiäîê ìè îòðèìó¹ìî çîâíiøíþ ñïðÿæåíiñòü ç÷èñëåííèõ ïiäãðóï íîðìà-

ëiçàòîðà ïîâíî¨ ãðóïè (äèâ. [60]).

2.7.1 Ïîçíà÷åííÿ, òåðìiíîëîãiÿ òà ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

ÍåõàéX � äîñêîíàëèé ïîëüñüêèé ïðîñòið, òîáòî ïîâíèé ñåïàðàáåëüíèé

ìåòðè÷íèé ïðîñòið áåç içîëüîâàíèõ òî÷îê. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäàòè-

ìóòüñÿ ëèøå òàêi ïðîñòîðè. Çàçíà÷èìî, ùî ùiëüíà Gδ-ïiäìíîæèíà òàêîãî

ïðîñòîðó òàêîæ ¹ äîñêîíàëèì ïîëüñüêèì ïðîñòîðîì. Áîðåëiâñüêà ái¹êöiÿ

Θ ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ ïñåâäî-ãîìåîìîðôiçìîì íà X, ÿêùî áóäü-ÿêà

ïiäìíîæèíà A ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨ (ç÷èñëåííèì îá'¹äíàííÿì íiäå

íå ùiëüíèõ ïiäìíîæèí) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè òàêîþ ¹ Θ(A).

Íåõàé R � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà X. Äëÿ áóäü-ÿêîãî

A ⊂ X íàñè÷åííÿì A âiäíîñíî R íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà R[A] ={
y ∈ X : y

R∼ x äëÿ ïåâíîãî x ∈ A
}
. ßê i â [180], ìè êàçàòèìåìî, ùî R ¹

ç÷èñëåííèì âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ, ÿêùî

âîíî çàäîâîëüíÿ¹ òàêèì óìîâàì: R ¹ áîðåëiâñüêîþ ïiäìíîæèíîþ â X ×X;

êîæåí êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi R ¹ ç÷èñëåííèì; íàñè÷åííÿ R[E] áóäü-ÿêî¨ ìíî-
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æèíè ïåðøî¨ êàòåãîði¨ E ⊂ X ¹ òàêîæ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ çàäàíî¨ ç÷èñëåííî¨ ãðóïè Γ ïñåâäî-

ãîìåîìîðôiçìiâ ïðîñòîðó X âiäïîâiäíå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi RΓ ¹

ç÷èñëåííèì âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ. ßê ïî-

êàçàíî ó [180], íåõòóþ÷è ïiäìíîæèíàìè ïåðøî¨ êàòåãîði¨, âèâ÷åííÿ òàêèõ

âiäíîøåíü åêâiâàëåííîñòi ìîæíà çâåñòè äî ðîçãëÿäó ç÷èñëåííèõ ãðóï ãî-

ìåîìîðôiçìiâ. Ó ïîäàëüøèõ ðîçãëÿäàõ ó ìåæàõ öüîãî ïiäðîçäiëó ìîâ÷êè

ìàòèìåòüñÿ íà óâàçi, ùî âñå ðîáèòüñÿ çà ìîäóëåì ìíîæèí ïåðøî¨ êàòåãîði¨.

Íåõàé Γ � ç÷èñëåííà ãðóïà ïñåâäî-ãîìåîìîðôiçìiâ íà X. Ìè êàçà-

òèìåìî (ó ìåæàõ öüîãî ïiäðîçäiëó), ùî öÿ äiÿ ¹ åðãîäè÷íîþ, ÿêùî äëÿ

äåÿêîãî x ∈ X òðà¹êòîðiÿ Γx ùiëüíà â X. Åêâiâàëåíòíèì ÷èíîì, áóäü-

ÿêà Γ-iíâàðiàíòíà áîðåëiâñüêà ïiäìíîæèíà â X ¹ àáî ìíîæèíîþ ïåðøî¨

êàòåãîði¨, àáî äîïîâíåííÿì òàêî¨ ïiäìíîæèíè. Åðãîäè÷íiñòü ç÷èñëåííîãî

âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ R íà X âèçíà÷à¹òüñÿ

ÿê åðãîäè÷íiñòü ç÷èñëåííî¨ ãðóïè ïåðåòâîðåíü, ùî ãåíåðó¹ R.

Òâåðäæåííÿ 2.7.1. Íåõàé An, (n ∈ N) � ç÷èñëåííå ñiìåéñòâî áîðåëiâ-

ñüêèõ ïiäìíîæèí ó X. Òîäi iñíó¹ ùiëüíà Gδ-ïiäìíîæèíà Y ⊂ X òàêà,

ùî An ∩ Y âiäêðèòå â Y äëÿ âñiõ n ∈ N.

Äîâåäåííÿ. Êîæíå An ìà¹ âëàñòèâiñòü Áåðà, òîæ ìè ìîæåìî ïåðå-

ïèñàòè éîãî ó âèãëÿäi An = (Gn \ Pn) ∪ Rn, äå Gn âiäêðèòå, à Pn, Rn �

ìíîæèíè ïåðøî¨ êàòåãîði¨ (äèâ. [112]). Íåõàé P = (P1∪R1)∪(P2∪R2)∪ . . .,
i Ỹ = X \P . Òîäi äëÿ êîæíîãî n ìà¹ìî An∩Ỹ = Gn∩Ỹ . Ìíîæèíà Ỹ òàêîæ

ìà¹ âëàñòèâiñòü Áåðà, òîìó Ỹ = Y ∪S, äå S � ìíîæèíà ïåðøî¨ êàòåãîði¨, à

Y � Gδ-ïiäìíîæèíà â X (äèâ. [112]). Çðîçóìiëî, ùî Y ùiëüíå â X i An ∩ Y
âiäêðèòå â Y äëÿ âñiõ n ∈ N. �

Âíàñëiäîê Òâåðäæåííÿ 2.7.1 çàâæäè ìîæíà, áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíî-

ñòi, ïðèïóñêàòè, ùî X ¹ öiëêîì íåçâ'ÿçíèì.

Íåõàé Γ � ç÷èñëåííà ãðóïà ãîìåîìîðôiçìiâ ïðîñòîðó X.

Âèçíà÷åííÿ 2.7.2. Êàæóòü, ùî ïñåâäî-ãîìåîìîðôiçì h ïðîñòîðó X íà-

ëåæèòü äî ïîâíî¨ ãðóïè [Γ], ÿêùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ïîïàðíî äèç'þí-
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êòíèõ âiäêðèòî-çàìêíóòèõ ïiäìíîæèí {Kj} (j = 1, 2, . . .) â X i ïîñëi-

äîâíiñòü {γj} (j = 1, 2, . . .) åëåìåíòiâ ãðóïè Γ òàêi, ùî
⋃
Kj ùiëüíå â X

i hx = γjx äëÿ êîæíîãî x ∈ Kj. ßêùî
⋃
Kj = X, áóäåìî êàçàòè, ùî h

ìà¹ òî÷íèé Γ-ðîçêëàä íàä X.

Çàñòîñóâàííÿ Òâåðäæåííÿ 2.7.1 òà âëàñòèâîñòåé ïñåâäî-ãîìåîìîðôiç-

ìiâ ðîáëÿòü î÷åâèäíèì íàñòóïíå

Òâåðäæåííÿ 2.7.3.

i) h ∈ [Γ] òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ Γ-iíâàðiàíòíà ùiëüíà Gδ-

ìíîæèíà Y ⊂ X, äëÿ ÿêî¨ h|Y � ãîìåîìîðôiçì íà Y , ùî and h|Y ìà¹

òî÷íèé Γ-ðîçêëàä íàä Y .

ii) Ìíîæèíà [Γ] ¹ ãðóïîþ ïñåâäî-ãîìåîìîðôiçìiâ. �

Âèçíà÷åííÿ 2.7.4. Ìíîæèíà (ãðóïà) òàêèõ ïñåâäî-ãîìåîìîðôiçìiâ Θ,

ùî Θ[Γ]Θ−1 = [Γ], íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëiçàòîðîì N [Γ] ïîâíî¨ ãðóïè [Γ].

Íåõàé R � ç÷èñëåííå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi çàãàëüíîãî ïîëîæå-

ííÿ, à G � ïîëüñüêà ãðóïà.

Âèçíà÷åííÿ 2.7.5. Áîðåëiâñüêå âiäîáðàæåííÿ φ : R → G íàçèâà¹òüñÿ

êîöèêëîì íà R çi çíà÷åííÿìè ó ïîëüñüêié ãðóïi G, ÿêùî äëÿ ïåâíî¨ R-

iíâàðiàíòíî¨ ùiëüíî¨ Gδ-ïiäìíîæèíè Y â X ìà¹ ìiñöå φ(x, y)φ(y, z) =

φ(x, z) äëÿ âñiõ (x, y), (y, z) ∈ R|Y×Y .

Ìíîæèíà óñiõ êîöèêëiâ íà R ïîçíà÷àòèìåòüñÿ Z1(R, G). Ìè îòîòî-

æíþ¹ìî äâà êîöèêëè, ÿêùî âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå íà ìíîæèíi ïåðøî¨

êàòåãîði¨. Â êîíòåêñòi öüîãî ïiäðîçäiëó ìè ðîçãëÿäà¹ìî ëèøå òðà¹êòîðíi êî-

öèêëè, òîáòî êîöèêëè âiäíîøåíü åêâiâàëåíòíîñòi ÿê âèùå. ßêùî ç÷èñëåííà

ãðóïà Γ äi¹ ãîìåîìîðôiçìàìè ïðîñòîðó X, áóäü-ÿêèé êîöèêë âiäíîøåííÿ

åêâiâàëåíòíîñòi RΓ = {(x, γx) : x ∈ X, γ ∈ Γ} ⊂ X × X ìîæå òàêîæ

ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê êîöèêë äi¨ ãðóïè Γ.

Äâà êîöèêëè α, β ∈ Z1(R, G) íàçèâàþòüñÿ êîãîìîëîãi÷íèìè, ÿêùî

iñíó¹ R-iíâàðiàíòíà ùiëüíà Gδ-ïiäìíîæèíà Y â X i áîðåëiâñüêà ôóíêöiÿ

f : Y → G òàêi, ùî α(x, y) = f(x)β(x, y)f(y)−1 äëÿ âñiõ (x, y), (y, z) ∈
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R|Y×Y . Ìíîæèíà êëàñiâ êîãîìîëîãié êîöèêëiâ ïîçíà÷à¹òüñÿ H1(R, G). Áó-

äåìî êàçàòè, ùî êîöèêë σ ∈ Z1(R, G) ¹ êîãðàíèöåþ, ÿêùî âií êîãîìîëîãi-

÷íèé îäèíè÷íîìó êîöèêëó.

Çàóâàæåííÿ. ßêùî φ ∈ Z1(RΓ, G), iñíó¹ Γ-iíâàðiàíòíà ùiëüíà Gδ-

ìíîæèíà Y ⊂ X òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî γ ∈ Γ i êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè

F ⊂ G ìíîæèíà {y ∈ Y : φ(y, γy) ∈ F} ¹ âiäêðèòî-çàìêíóòîþ â Y .

Íåõàé α ∈ Z1(R, G). Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ γ : G × X →
G × X, γ(g, x) = (α(γx, x)g, γx). Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî âîíî ¹ ïñåâäî-

ãîìåîìîðôiçìîì ïðîñòîðó G × X, îòæå îäåðæó¹ìî äiþ ãðóïè Γ ïñåâäî-

ãîìåîìîðôiçìàìè ïðîñòîðó G × X. Öÿ äiÿ íàçèâà¹òüñÿ êîñèì äîáóòêîì i

ïîçíà÷à¹òüñÿ Γ(α). Âíàñëiäîê çàçíà÷åíîãî âèùå, éîãî ìîæíà ðîçãëÿäàòè

ÿê äiþ ãîìåîìîðôiçìàìè íà G×X.

Âèçíà÷åííÿ 2.7.6. Êîöèêë α ∈ Z1(R, G) íàçèâàòèìåìî åðãîäè÷íèì,

ÿêùî êîñèé äîáóòîê Γ(α) íà ïðîñòîði G×X ¹ åðãîäè÷íèì.

Äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ ëåìè ¹ î÷åâèäíèì.

Ëåìà 2.7.7. Íåõàé α ∈ Z1(RΓ, G) � åðãîäè÷íèé êîöèêë.

(i) Iñíó¹ Γ-iíâàðiàíòíà ùiëüíà Gδ-ìíîæèíà Y ⊂ X òàêà, ùî äëÿ

êîæíîãî y ∈ Y i êîæíîãî âiäêðèòîãî U ⊂ G iñíó¹ g0 ∈ U , äëÿ ÿêîãî

òðà¹êòîðiÿ Γ(α)(g0, y) ¹ ùiëüíîþ â G×X.

(ii) Íåõàé ∆ ⊂ X � Γ-òðà¹êòîðiÿ òî÷êè t0 ∈ Y , äå Y � òå æ, ùî é

âèùå. Äëÿ êîæíîãî âiäêðèòîãî A ⊂ X i êîæíîãî âiäêðèòîãî U ⊂ G iñíó¹

tk ∈ ∆ òàêå, ùî tk ∈ A i α(t0, tk) ∈ U . �

Íàâåäåíà íèæ÷å Òåîðåìà âiäïîâiäà¹ íà ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ åðãî-

äè÷íèõ êîöèêëiâ çi çíà÷åííÿìè ó çàäàíié ç÷èñëåííié ãðóïi G. Îñêiëüêè

áóäü-ÿêi äâi åðãîäè÷íi äi¨ ç÷èñëåííèõ ãðóï òðà¹êòîðíî åêâiâàëåíòíi [180],

äîñèòü ïîáóäóâàòè êîöèêë ëèøå îäíi¹¨ äi¨ ç÷èñëåííî¨ ãðóïè.

Òåîðåìà 2.7.8. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ç÷èñëåííî¨ ãðóïè G iñíó¹ åðãîäè÷íèé êî-

öèêë φ ∈ Z1(R, G), äå R � åðãîäè÷íå ç÷èñëåííå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíî-

ñòi çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ.
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Äîâåäåííÿ. Ãðóïà G äi¹ íà ïðîñòîði {0, 1}G ïðèðîäíèì ÷èíîì. Íåõàé

X = Y Z. Òîäi ìîæíà ðîçãëÿíóòè äâi äi¨ íà X:

(1) Äiþ ãðóïè Z ñòóïåíÿìè ãîìåîìîðôiçìó T : (Tx)i = xi+1; öÿ äiÿ

åðãîäè÷íà.

(2) Äiþ ãðóïè G: (gx)i = gxi.

Çðîçóìiëî, ùî öi äi¨ êîìóòóþòü. Íåõàé Γ � ãðóïà ãîìåîìîðôiçìiâ, ãå-

íåðîâàíà äiÿìè G òà Z íà X. Âèçíà÷èìî êîöèêë φ : RΓ → G, ïîêëàâøè

φ(gT nx, x) = g äëÿ x ∈ X, g ∈ G. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî êîöèêë φ äiéñíî

åðãîäè÷íèé. �

Íàñëiäîê 2.7.9. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîëüñüêî¨ ãðóïè G iñíó¹ åðãîäè÷íèé êî-

öèêë φ ∈ Z1(R, G), äå R � åðãîäè÷íå ç÷èñëåííå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíî-

ñòi çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé H � ùiëüíà ç÷èñëåííà ïiäãðóïà ãðóïè G. Ëåãêî

ïåðåâiðèòè, ùî êîæåí åðãîäè÷íèé êîöèêë φ ∈ Z1(R, H), äå H ðîçãëÿäà¹-

òüñÿ ÿê äèñêðåòíà ïiäãðóïà, ¹ òàêîæ åðãîäè÷íèì ÿê êîöèêë çi çíà÷åííÿìè

â G. �

Íåõàé Γ � ç÷èñëåííà ãðóïà ãîìåîìîðôiçìiâ ïðîñòîðó X.

Âèçíà÷åííÿ 2.7.10. Êîöèêëè φ, ψ ∈ Z1(RΓ, G) íàçèâàþòüñÿ ñëàáî åêâi-

âàëåíòíèìè, ÿêùî iñíó¹ Θ ∈ N [Γ] òàêèé, ùî êîöèêëè φ i ψ ◦ (Θ × Θ)

êîãîìîëîãi÷íi.

2.7.2 Òåîðåìà ïðî ñëàáó åêâiâàëåíòíiñòü êîöèêëiâ

Ïåðåä òèì, ÿê ñôîðìóëþâàòè îñíîâíó òåîðåìó öüîãî ïiäðîçäiëó, ìè

íàâîäèìî íèçêó äîïîìiæíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ëåìà 2.7.11. Íåõàé Γ � åðãîäè÷íà ç÷èñëåííà ãðóïà ãîìåîìîðôiçìiâ ïðî-

ñòîðó X, G � ïîëüñüêà ãðóïà, φ ∈ Z1(RΓ, G) � åðãîäè÷íèé êîöèêë. Ïðèïó-

ñòèìî çàäàíèìè g ∈ G, îêië îäèíèöi V ó G i ùiëüíà òðà¹êòîðiÿ ∆ = Γx0

â X. Íåõàé A, B � íåïóñòi äèç'þíêòíi âiäêðèòî-çàìêíóòi ìíîæèíè â X.

Òîäi iñíóþòü Γ-iíâàðiàíòíà ùiëüíà Gδ-ìíîæèíà Y ⊂ X i ãîìåîìîðôiçì

h íà Y ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè: Y ⊃ ∆, h = h−1, h ïåðåñòàâëÿ¹ A ∩ Y
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òà B ∩ Y , h ¹ òîòîæíiì âiäîáðàæåííÿì íà Y \ (A ∪ B) i ìà¹ ñòðîãèé

Γ-ðîçêëàä íàä Y , ïðè öüîìó φ(x, hx) ∈ V g äëÿ âñiõ x ∈ A ∩ Y .

Äîâåäåííÿ. Çàíóìåðó¹ìî ç÷èñëåííi ìíîæèíè A∩∆ i B∩∆. Áåç îáìå-

æåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî iñíó¹ g0 ∈ G òàêå, ùî òðà¹êòîðiÿ

Γ(φ)(x0, g0) ùiëüíà â G×X.

Íåõàé x1 � ïåðøèé çà íîìåðîì åëåìåíò ó A ∩ ∆. Îñêiëüêè φ åðãîäè-

÷íèé, iñíó¹ γ1 ∈ Γ òàêèé, ùî γ1x1 ∈ B i φ(x1, γ1x1) ∈ V g1. Íåõàé A1 �

âiäêðèòî-çàìêíóòèé îêië åëåìåíòà x1 òàêèé, ùî A1 ¹ âëàñíîþ ïiäìíîæè-

íîþ â A, γ1A1 � âëàñíà ïiäìíîæèíà â B i φ(x, γ1x) ∈ V g1 äëÿ âñiõ x ∈ A1.

Ïîêëàäåìî B1 = γ1A1.

Íåõàé x2 � ïåðøèé çà íîìåðîì åëåìåíò ó B ∩∆, ÿêèé íå ìiñòèòüñÿ ó

B1. Âèêîðèñòîâóþ÷è òîé ñàìèé àðãóìåíò, ùî é âèùå, çíàõîäèìî γ2 ∈ B2

òà âiäêðèòî-çàìêíóòèé îêië B2 òî÷êè x2 òàêi, ùî B2 � âëàñíà ïiäìíîæèíà

â B \ B1, A2 = γ2B2 � âëàñíà ïiäìíîæèíà â A \ A1, i φ(x, γ−1
2 x) ∈ V g1 äëÿ

âñiõ x ∈ A2.

Ïðîäîâæóþ÷è öþ ïîáóäîâó, îäåðæó¹ìî äâi ïîñëiäîâíîñòi {Ak} i {Bk}
(k = 1, 2, . . .), êîæíà ç ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîïàðíî äèç'þíêòíèõ ìíîæèí, à

òàêîæ ïîñëiäîâíiñòü {γk} ⊂ Γ. Ìà¹ìî ∆∩A ⊂
∞⋃
k=1

Ak i ∆∩B ⊂
∞⋃
k=1

Bk. Íåõàé

S = RΓ

(
(A ∪B) \

( ∞⋃
k=1

Ak ∪Bk

))
, i ïîêëàäåìî Y = X \S. Çðîçóìiëî, ùî

Y � Γ-iíâàðiàíòíà ùiëüíà Gδ ìíîæèíà. Çàäà¹ìî h òàê:

hx =



γ2k−1x, x ∈ A2k−1 ∩ Y,

γ−1
2k−1x, x ∈ B2k−1 ∩ Y,

γ−1
2k x, x ∈ A2k ∩ Y,

γ2kx, x ∈ B2k ∩ Y,

x, x ∈ Y \ (A ∩B). �

Ëåìà 2.7.12. Íåõàé Γ � ç÷èñëåííà ãðóïà ãîìåîìîðôiçìiâ, ùî äi¹ åðãîäè-

÷íî íà X, φ ∈ Z1(RΓ, G), äå G � ïîëüñüêà ãðóïà. Òîäi φ êîãîìîëîãi÷íèé

êîöèêëó ψ ∈ Z1(RΓ, G) çi çíà÷åííÿìè ó çàäàíié ç÷èñëåííié ùiëüíié ïiä-

ãðóïi H ãðóïè G.
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Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó îêîëiâ îäèíèöi {Wi}
â ãðóïi G iç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè: Wi = W−1

i i Wi+1 ·Wi+1 ·Wi+1 ⊂ Wi,

i ∈ N.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç α åëåìåíò (α1, α2, . . . , αn) ïðÿìîãî äîáóòêó {0, 1}n.
Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî òåõíiêó, ðîçâèíåíó â [180] äëÿ ïîáóäîâè äi¨ ãðóïè⊕

N
Z2, ùî ãåíåðó¹ òå æ ñàìå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ùî é Γ. Çãiäíî

[180, ëåìà 1.7, òåîðåìà 1.8], ìîæíà ïðèïóñêàòè áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi,

ùî äëÿ êîæíîãî n ∈ N iñíó¹ ñiìåéñòâî {Kn(α) : α ∈ {0, 1}n} ïîïàðíî
äèç'þíêòíèõ âiäêðèòî-çàìêíóòèõ ìíîæèí i ñiìåéñòâî {hn} ãîìåîìîðôiçìiâ
ïðîñòîðó X ùî ïîïàðíî êîìóòóþòü, iç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè:

(i) hn = h−1
n ; êîæåí hn ìà¹ ñòðîãèé Γ-ðîçêëàä íàä X, i êîæåí γ ∈ Γ

ìà¹ ñòðîãèé Ω-ðîçêëàä íàä X, äå Ω � ãðóïà, ãåíåðîâàíà {hn}∞n=1.

(ii) hα1
1 h

α2
2 . . . hαnn K

n(0) = Kn(α) äëÿ êîæíîãî α ∈ {0, 1}n, i Kn(0) =

Kn+1(0, 0, . . . , 0, 1) ∪Kn+1(0, 0, . . . , 0).

(iii)
⋃

α∈{0,1}n
Kn(α) = X.

(vi) {t0, t1, . . .} � òàêà Γ-òðà¹êòîðiÿ, ùî t0 ∈ Kn(0) äëÿ âñiõ n ∈ N.

Äëÿ êîæíîãî n ∈ N âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ δn : Kn−1(0) → Kn(0)

(K0(0) = X):

δnx =

h−1
n x, x ∈ Kn(0, . . . , 0, 1),

x, x ∈ Kn(0, . . . , 0).

Ïîêëàäåìî òàêîæ λn = δn · . . . · δ1. Íåõàé Ωk � ñêií÷åííà ãðóïà{
hα1

1 . . . hαkk : α ∈ {0, 1}k
}
.

Äîñèòü âèçíà÷èòè êîöèêë ψ íà òî÷êàõ âèãëÿäó (δnx, x), x ∈ Kn−1(0),

n ∈ N. Ïðîäîâæèìî ïîáóäîâó iíäóêöi¹þ çà n òà îïèøåìî n-é êðîê. Âíà-

ñëiäîê Òâåðäæåííÿ 2.7.1 ìîæåìî ïðèïóñêàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ φ(t, ωt) :

X → G ¹ íåïåðåðâíèì çà t äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî ω ∈ Ω.

Íåõàé g(α) = φ(t0, h
α1
1 . . . hαnn t0). Âíàñëiäîê íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨

φ(t, hα1
1 . . . hαnn t) çà t ìîæåìî çíàéòè âiäêðèòèé îêië On òî÷êè t0 òàêèé,

ùî φ(t, hα1
1 . . . hαnn t) ∈ g(α)Wn+1 äëÿ âñiõ α ∈ {0, 1}n, t ∈ On. Ïî-



68

êëàäåìî An =
⋃

ω∈Ωn

ωOn. Íåõàé Vn+1 � îêië îäèíèöi â G, äëÿ ÿêîãî

g(α)−1Vn+1g(α) ⊂ Wn äëÿ âñiõ α ∈ {0, 1}n. Àïðîêñèìó¹ìî âiäîáðàæåííÿ

φ(δnx, x), x ∈ Kn−1(0), âiäîáðàæåííÿì ψ(δnx, x) çi çíà÷åííÿìè â H ó òà-

êèé ñïîñiá, ùî φ(δnx, x)−1ψ(δnx, x) ∈ Vn.
Íåõàé pn(x) = φ(λnx, x)−1ψ(λnx, x). Çàçíà÷èìî, ùî λnωx = λnx äëÿ

ω ∈ Ωk, n ≥ k. Òîìó

pn(ωx)−1φ(ωx, x)pn(x) =

= ψ(λωx, ωx)−1φ(λnωx, ωx)φ(ωx, x)φ(λnx, x)−1ψ(λnx, x) =

= ψ(λnωx, x)−1ψ(λnx, x) = ψ(ωx, x) (2.7.1)

Íåõàé x ∈
n+k⋂
i=n+1

Ai. Òîäi

pn+k(x) = φ(λn+kx, x)−1ψ(λn+kx, x) =

= φ(λn+k−1x, x)−1φ(δn+kλn+k−1x, λn+k−1x)−1·

· ψ(δn+kλn+k−1x, λn+k−1x)ψ(λn+k−1x, x) ⊂

⊂ φ(λn+k−1x, x)−1Vn+kψ(λn+k−1x, x) =

= φ(λn+k−1x, x)−1Vn+kφ(λn+k−1x, x)φ(λn+k−1x, x)−1ψ(λn+k−1x, x) ⊂

⊂ Wn+kWn+kWn+kpn+k−1(x) ⊂ Wn+k−1pn+k−1(x) ⊂ . . . ⊂ Wnpn(x).

Çàçíà÷èìî, ùî
n+k⋂
i=n+1

Ai � âiäêðèòà ìíîæèíà, ÿêà ìiñòèòü {ωt0 : ω ∈ Ωn+1},

îòæå äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî ïîñëiäîâíiñòü {pn} çáiãà¹òüñÿ íà ùiëüíié Gδ-

ìíîæèíi Y ⊂ X äî ïåâíîãî áîðåëiâñüêîãî âiäîáðàæåííÿ p. Ç îãëÿäó íà

(2.7.1), îäåðæó¹ìî p(x)−1φ(x, y)p(y) = ψ(x, y) äëÿ âñiõ (x, y) ∈ RΓ|Y×Y . �

Òåîðåìà 2.7.13. Íåõàé Γ � ç÷èñëåííà åðãîäè÷íà ãðóïà ãîìåîìîðôiçìiâ

ïðîñòîðó X, i G � ïîëüñüêà ãðóïà. Ïðèïóñòèìî, ùî êîöèêëè φ, ψ ∈
Z1(RΓ, G) åðãîäè÷íi. Òîäi iñíóþòü Γ-iíâàðiàíòíà ùiëüíà Gδ-ìíîæèíà

Y ⊂ X, Θ ∈ N [Γ] i áîðåëiâñüêà ôóíêöiÿ f : Y → G òàêi, ùî Θ|Y �

ãîìåîìîðôiçì íà Y , i ïðè öüîìó φ(γy, y) = f(γy)−1ψ(Θγy,Θy)f(y) äëÿ

âñiõ y ∈ Y, γ ∈ Γ.
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Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê Ëåìè 2.7.12 ìîæíà ââàæàòè, ùî êîöèêëè φ i

ψ ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ ó ùiëüíié ç÷èñëåííié ïiäãðóïi H ⊂ G. Êðiì òîãî, çà

Òâåðäæåííÿì 2.7.1 ìîæíà ïðèïóñêàòè, ùî äëÿ êîæíîãî h ∈ H i êîæíîãî

γ ∈ Γ ìíîæèíè {x ∈ X : φ(γx, x) = h}, {x ∈ X : ψ(γx, x) = h} i
{x ∈ X : γx = x} âiäêðèòî-çàìêíóòi.

Ëåìà 2.7.14. Çà óìîâ Òåîðåìè 2.7.13, íåõàé ∆ = {t0, t1, . . .} i ∆̃ =

{t̃0, t̃1, . . .} � ùiëüíi òðà¹êòîði¨ äi¨ ãðóïè Γ. Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî

g0, g̃0 ∈ G îáðàíî ó òàêèé ñïîñiá, ùî êîæíà ç òðà¹êòîðié Γ(φ)(t0, g0),

Γ(ψ)(t̃0, g̃0) ùiëüíà â X ×G.
Íåõàé {Sn} òà {S̃n}, n ∈ N ïîñëiäîâíîñòi âiäêðèòî-çàìêíóòèõ

îêîëiâ òî÷îê t0 i t̃0 âiäïîâiäíî, ùî ìîíîòîííî ñïàäàþòü, i òàêèõ, ùî

Sn ⊂ B(t0, 1/n), S̃n ⊂ B(t̃0, 1/n), äå B(x, r) ïîçíà÷à¹ êóëþ ðàäióñó r iç

öåíòðîì â òî÷öi x, i ïðè öüîìó tn /∈ S2n−1, t̃n /∈ S̃2n.

Òîäi ìà¹ ìiñöå òàêå:

1. Iñíóþòü äâi Γ-iíâàðiàíòíi Gδ-ìíîæèíè T i T̃ òàêi, ùî ∆ ⊂ T , ∆̃ ⊂
T̃ , à òàêîæ äâi ïîñëiäîâíîñòi {hn}, {h̃n}, äå êîæíèé hn i êîæíèé h̃n ¹

ãîìåîìîðôiçìîì íà T i T̃ , âiäïîâiäíî, hn = h−1
n , h̃n = h̃−1

n , i ïðè öüîìó

êîæåí hn, h̃n ìà¹ ñòðîãèé Γ-ðîçêëàä íàä T i T̃ , âiäïîâiäíî.

2. Äëÿ êîæíîãî n iñíóþòü äâà ñiìåéñòâà {Kn(α)} i {K̃n(α)}, α ∈
{0, 1}n, êîæåí ç ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîïàðíî äèç'þíêòíèõ âiäêðèòî-

çàìêíóòèõ ïiäìíîæèí ó T i â T̃ , âiäïîâiäíî, i ïðè öüîìó îá'¹äíàííÿ

ïiäìíîæèí ¹ T òà T̃ , âiäïîâiäíî.

3. Kn(α1, . . . , αn) = Kn+1(α1, . . . , αn, 0) ∪Kn+1(α1, . . . , αn, 1),

K̃n(α1, . . . , αn) = K̃n+1(α1, . . . , αn, 0) ∪ K̃n+1(α1, . . . , αn, 1).

4. Kn(0) ⊂ Sn ∩ T , t0 ∈ Kn(0), äëÿ âñiõ n,

K̃n(0) ⊂ S̃n ∩ T̃ , t̃0 ∈ K̃n(0), äëÿ âñiõ n.

5. hα1
1 . . . hαnn K

n(0) = Kn(α), h̃α1
1 . . . h̃αnn K̃

n(0) = K̃n(α),

äëÿ âñiõ α ∈ {0, 1}n.
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6. {t0, . . . , tn} ⊂
{
hα1

1 . . . hα2n
2n (t0) : α ∈ {0, 1}2n

}
{t̃0, . . . , t̃n} ⊂

{
h̃α1

1 . . . h̃α2n
2n (t̃0) : α ∈ {0, 1}2n

}
7. Iñíóþòü ñêií÷åííà ìíîæèíà Qn ⊂ H òà âiäêðèòî-çàìêíóòà ìíî-

æèíà An ⊃ {hα1
1 . . . hαnn (t0) : α ∈ {0, 1}n}, An ⊂ T , òàêi, ùî

φ(x, hα1
1 . . . hαnn x) ∈ Qn äëÿ âñiõ α ∈ {0, 1}n, x ∈ An.

8. φ(δnx, x)−1ψ(δ̃ny, y) ∈ Vn äëÿ âñiõ x ∈ Kn−1(0) òà y ∈ K̃n−1(0), äå δn
¹ òå æ ñàìå âiäîáðàæåííÿ, ùî é ó äîâåäåííi Ëåìè 2.7.12, Vn � îêië

îäèíèöi â G iç âëàñòèâiñòþ gVng
−1 ⊂ Wn äëÿ âñiõ g ∈ Q−1

1 . . . Q−1
n−1,

(n ≥ 2), V1 = W1.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî iíäóêöiþ. Íà êîæíîìó êðîöi ïåðåäáà÷à¹-

òüñÿ âiäêèäàòè ìíîæèíó ïåðøî¨ êàòåãîði¨. Àáè çàïîáiãòè òåõíi÷íèõ óñêëà-

äíåíü, ìè ïðèïóñêàòèìåìî, ùî âñå âiäáóâà¹òüñÿ íà ïðîñòîði T , ÿêèé ¹ Γ-

iíâàðiàíòíîþ ùiëüíîþ Gδ-ïiäìíîæèíîþ âX, i ùî óñi �ïîãàíi� ìíîæèíè âæå

âiäêèíóòî. Òå æ ñàìå ïðèïóùåííÿ ðîáèòüñÿ ñòîñîâíî T̃ .

Íåõàé D = S1, E = X \ S1. Òîäi t0 ∈ D, t1 ∈ E. Íåõàé t1 = γ1t0,

φ(t0, t1) = g1, à òàêîæ O1 � âiäêðèòî-çàìêíóòèé îêië òî÷êè t0 iç òàêèìè

âëàñòèâîñòÿìè: O1 � âëàñíà ïiäìíîæèíà â D, γ1O1 � âëàñíà ïiäìíîæèíà

â E, φ(x, γ1x) = g1 äëÿ âñiõ x ∈ O1. Ç Ëåìè 2.7.11 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹

ãîìåîìîðôiçì h1 íà T òàêèé, ùî h1 ìà¹ ñòðîãèé Γ-ðîçêëàä íàä T , h1 = h−1
1 ,

h1 ïåðåñòàâëÿ¹ D òà E, i ïðè öüîìó

h1x = γ1x, x ∈ O1,

h1x = γ−1
1 x, x ∈ γ1O1,

φ(x, h1x) ∈ U1g1 äëÿ âñiõ x ∈ D, äå U1 � òàêèé îêië îäèíèöi â G, ùî

g−1
1 U−1

1 U1g1 ⊂ V1.

Íåõàé A1 = O1 ∪ γ1O1, Q1 = {g1, g
−1
1 , e}, K1(0) = D, K1(1) = E.

Ïîêëàäåìî D̃ = S̃1, Ẽ = X \ S̃1. Ïîäiáíî òîìó, ÿê öå çðîáëåíî âèùå,

äîõîäèìî âèñíîâêó ïðî iñíóâàííÿ ãîìåîìîðôiçìó h̃1 íà T̃ òàêîãî, ùî h̃1

ìà¹ ñòðîãèé Γ-ðîçêëàä íàä T̃ , i ïðè öüîìó h̃1 = h̃−1
1 , h̃1 ïåðåñòàâëÿ¹ D̃ òà

Ẽ, i ψ(y, h̃1y) ∈ U1g1 äëÿ âñiõ y ∈ D̃. Ïîêëàäåìî K̃1(0) = D̃, K̃1(1) = Ẽ.

Çðîçóìiëî, ùî φ(δ1x, x)−1ψ(δ̃1y, y) ∈ g−1
1 U−1

1 U1g1 ⊂ V1 äëÿ âñiõ x ∈ T ,
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y ∈ T̃ .
Ïðèïóñòèìî, ùî âæå ïîáóäîâàíî {hk}nk=1,

{
h̃k

}n
k=1

, à òàêîæ ñiìåéñòâà{
Kk(α)

}
,
{
K̃k(α)

}
, α ∈ {0, 1}k, k = 1, n. Ïîäàìî îïèñ (n + 1)-ãî êðîêó.

Ïðèïóñòèìî, ùî n íåïàðíå. Íåõàé t̃m � ïåðøèé çà íóìåðàöi¹þ åëåìåíò

ìíîæèíè ∆̃ òàêèé, ùî t̃m /∈
{
h̃α1

1 . . . h̃αnn t0 : α ∈ {0, 1}n
}
. Ìà¹ìî t̃m ∈ K̃n(β)

äëÿ ïåâíîãî β ∈ {0, 1}n. Íåõàé c̃ = h̃β1

1 . . . h̃βnn t̃m ∈ K̃n(0), g̃m = ψ̃
(
t̃0, c̃

)
.

Çàñòîñó¹ìî òîé ñàìèé àðãóìåíò, ùî é ó [180, ëåìà 1.7], à òàêîæ íà ïåðøîìó

êðîöi, äëÿ ïîáóäîâè h̃n+1,
{
K̃n+1(α) : α ∈ {0, 1}n+1

}
, ó òàêèé ñïîñiá, ùî

ψ(x, h̃n+1x) ∈ Un+1g̃m äëÿ âñiõ x ∈ K̃n+1(0), äå Un+1 � îêië îäèíèöi â G

iç âëàñòèâiñòþ g̃−1
m U−1

n+1Un+1g̃m ∈ Vn+1. Âíàñëiäîê Ëåìè 2.7.7, iñíó¹ tj ∈
(Kn(0) \ Sn+1) ∩ ∆ òàêå, ùî φ(t0, tj) = gj ∈ Un+1g̃m. Íåõàé tj = γt0. Iñíó¹

âiäêðèòî-çàìêíóòèé îêië On+1 òî÷êè t0 òàêèé, ùî φ(t, γjt) = gj äëÿ âñiõ

t ∈ On+1, i ìíîæèíà Qn = {φ (t, hα1
1 . . . hαnn γjt) : α ∈ {0, 1}n, t ∈ On+1} ¹

ñêií÷åííîþ.

Ó òàêèé æå ñïîñiá, ÿê öå áóëî çðîáëåíî íà ïåðøîìó êðîöi, ìè âñòàíîâ-

ëþ¹ìî iñíóâàííÿ ãîìåîìîðôiçìó hn+1, ùî ìà¹ ñòðîãèé Γ-ðîçêëàä íàä T i òà-

êîãî, ùî ïåðåñòàâëÿ¹ Kn+1(0) òà Kn+1(0, . . . , 0, 1), i ïðè öüîìó hn+1 = h−1
n+1,

hn+1x = γjx, x ∈ On+1,

hn+1x = γ−1
j x, x ∈ γjOn+1,

φ(x, hn+1x) ∈ Un+1g̃m äëÿ âñiõ x ∈ Kn(0).

Ïîêëàäåìî An+1 =
⋃

α∈{0,1}n+1

hα1
1 . . . h

αn+1

n+1 On+1.

Ìîæíà áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðèòè, ùî óñi ïîáóäîâàíi íàìè îá'¹êòè çà-

äîâîëüíÿþòü óìîâàì Ëåìè.

ßêùî n ïàðíå, ïîáóäîâà çäiéñíþ¹òüñÿ ó ïîäiáíèé ñïîñiá, àëå ìà¹ ïî-

÷èíàòèñÿ ç âèáîðó tm ∈ ∆, äå m � ïåðøèé íîìåð ó íóìåðàöi¨ ∆ òàêèé, ùî

tm /∈ {hα1
1 . . . hαnn t0 : α ∈ {0, 1}n}. �

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 2.7.13. Ðîçãëÿíåìî
⊕
N
Z2 ÿê ïiäïðîñòið êàíòî-

ðiâñüêîãî ïðîñòîðó
∏
N
Z2 ç iíäóêîâàíîþ òîïîëîãi¹þ. Íåõàé Θ1 � ãîìåîìîð-
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ôiçì ∆→
⊕
N
Z2:

Θ1 (hα1
1 . . . hαmm t0) = (α1, . . . , αm, 0, 0, . . .), α ∈ {0, 1}m

(äèâ. òåîðåìà 1.8 â [180]); äàëi, íåõàé Θ2 � ãîìåîìîðôiçì
⊕
N
Z2 → ∆̃:

Θ2(α1, . . . , αm, 0, 0, . . .) = h̃α1
1 . . . h̃αmm t̃0, α ∈ {0, 1}m.

Îòæå, ìà¹ìî ãîìåîìîðôiçì Θ = Θ2Θ1 ç ∆ íà ∆̃.

Âíàñëiäîê òåîðåìè Ëàâðåíò'¹âà [112] iñíóþòü (ùiëüíi) Gδ-ïiäìíîæèíè

Y1 ⊃ ∆ i Y2 ⊃ ∆̃ â T i T̃ âiäïîâiäíî, òà ðîçøèðåííÿ Θ äî ãîìåîìîðôi-

çìó ç Y1 íà Y2 (ÿêå ìè òàêîæ ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç Θ). Òåïåð çàçíà÷èìî, ùî

ó Ëåìi 2.7.14 ìîæíà ïîêëàñòè ∆ = ∆̃, t0 = t̃0. Îòæå, ç Y3 = Y1 ∩ Y2

îäåðæó¹ìî ãîìåîìîðôiçì Θ : Y3 → Y3. Î÷åâèäíî, ìîæíà ââàæàòè Y3 Γ-

iíâàðiàíòíèì, à òàêîæ hk, h̃k-iíâàðiàíòíèì äëÿ âñiõ k ∈ N. Ãîìåîìîðôiçì
Θhα1

1 . . . hαmm Θ−1 ñïiâïàäà¹ ç h̃α1
1 . . . h̃αmm íà ùiëüíié (ç÷èñëåííié) ïiäìíîæèíi

â Y3, çâiäêè ìà¹ìî Θhα1
1 . . . hαmm Θ−1y = h̃α1

1 . . . h̃αmm y äëÿ âñiõ y ∈ Y3. Ó òàêèé

æå ñïîñiá, ÿê öå áóëî çðîáëåíî â [180, òåîðåìà 1.8], âñòàíîâëþ¹ìî, ùî äiÿ

{ΘγΘ−1}γ∈Γ ãåíåðó¹ òå æ ñàìå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ùî é Γ, çâiäêè

ΘrΘ−1 ∈ [Γ] äëÿ êîæíîãî r ∈ [Γ], òîáòî Θ ∈ N [Γ]. Ðîçãëÿíåìî êîöèêë φ1

íà R|Y3
, φ1(x, y) = ψ(Θx,Θy), (x, y) ∈ R|Y3

. Çàçíà÷èìî, ùî Θ âiäîáðàæà¹

Kn(α) íà K̃n(α), α ∈ {0, 1}n, n ∈ N. Çâiäñè îäåðæó¹ìî, âíàñëiäîê Ëåìè

2.7.14 (óìîâà 8), ùî φ(δnx, x)−1φ1(δnx, x) ∈ Vn äëÿ âñiõ x ∈ Kn−1(0). Ç

íàøî¨ ïîáóäîâè âèïëèâà¹, ùî φ(δnx, x) ∈ Qn äëÿ âñiõ x ∈ An ∩ Y3. Çàñòî-

ñóâàâøè òîé æå ñàìèé àðãóìåíò, ùî é ó äîâåäåííi Ëåìè 2.7.12, äîõîäèìî

âèñíîâêó, ùî êîöèêëè φ i φ1 êîãîìîëîãi÷íi. �

Çàóâàæåííÿ. Ç Òåîðåìè 2.7.13, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî áóäü-ÿêèé

åðãîäè÷íèé êîöèêë ç òî÷íiñòþ äî ñëàáî¨ åêâiâàëåíòíîñòi çâîäèòüñÿ äî åð-

ãîäè÷íîãî êîöèêëó çi çíà÷åííÿìè ó äèñêðåòíié ç÷èñëåííié ãðóïi. Äiéñíî,

êîæåí åðãîäè÷íèé φ ∈ Z1(R,G) êîãîìîëîãi÷íèé åðãîäè÷íîìó êîöèêëó çi

çíà÷åííÿìè ó ùiëüíié ç÷èñëåííié ïiäãðóïi H. Íåõàé ψ � åðãîäè÷íèé êîöêë

ç Z1(R,H), äå H ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê äèñêðåòíà ãðóïà, ÿêèé òàêîæ ¹ åðãîäè-

÷íèì ÿê êîöèêë çi çíà÷åííÿìè â ãðóïi G. Âíàñëiäîê Òåîðåìè 2.7.13, φ i ψ
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ñëàáî åêâiâàëåíòíi, ùî é òðåáà áóëî âñòàíîâèòè.

Çàóâàæåííÿ. Ó âèïàäêó, êîëè ãðóïà G ¹ äèñêðåòíîþ i ç÷èñëåííîþ,

ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ êîöèêëàìè φ òà ψ ó ôîðìóëþâàííi Òåîðåìè 2.7.13 ìî-

æå áóòè çàïèñàíå ó áiëüø ïðîñòié ôîðìi: φ(γy, y) = ψ(Θ1γy,Θ1y), äå Θ1 ∈
N [Γ]. Àáè ïîáà÷èòè öå, ïîäà¹ìî òàêå ñïîñòåðåæåííÿ. ßêùî σ ∈ Z1(RΓ, G)

� åðãîäè÷íèé êîöèêë, i G ÿê çàçíà÷åíî âèùå, òî áóäü-ÿêà áîðåëiâñüêà ôóí-

êöiÿ f : Y → G ìà¹ ïðåäñòàâëåííÿ ó âèãëÿäi f(y) = σ(τy, y) äëÿ ïåâíîãî

τ ∈ [Γ]. Öåé ôàêò ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé áåçïîñåðåäíüî äî ôóíêöi¨ f ó

ôîðìóëþâàííi Òåîðåìè, îòæå çàãàëüíå ñïiââiäíîøåííÿ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà

òàêå: φ(γy, y) = ψ(Θ1γy,Θ1y), äå Θ1 = Θτ−1.

2.7.3 Çîâíiøíÿ ñïðÿæåíiñòü ïiäãðóï íîðìàëiçàòîðà ïîâíî¨

ãðóïè

Íåõàé Γ � ç÷èñëåííà ãðóïà ãîìåîìîðôiçìiâ ïðîñòîðó X. Íàñòóïíà Ëå-

ìà ñòâåðäæó¹, ùî ó âèïàäêó, êîëè äiÿ ãðóïè Γ åðãîäè÷íà, áóäü-ÿêèé åëå-

ìåíò ç N [Γ] ¹ àáî ÷èñòî çîâíiøíiì, àáî ÷èñòî âíóòðiøíiì.

Ëåìà 2.7.15. ßêùî äiÿ ãðóïè Γ åðãîäè÷íà, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòó

τ ∈ N [Γ] ìíîæèíà A =
⋃
γ∈Γ

{x ∈ X : τx = γx} ¹ àáî ìíîæèíîþ ïåðøî¨

êàòåãîði¨, àáî äîïîâíåííÿì òàêî¨ ìíîæèíè. �

Âèçíà÷åííÿ 2.7.16. Íåõàé a1, a2 � äi¨ ç÷èñëåííî¨ ãðóïè G ãîìåîìîðôi-

çìàìè ïðîñòîðó X òàêi, ùî a1(g), a2(g) ∈ N [Γ] äëÿ âñiõ g ∈ G. Öi äi¨ íà-
çèâàþòüñÿ çîâíiøíüî ñïðÿæåíèìè, ÿêùî iñíóþòü Γ-iíâàðiàíòíà ùiëüíà

Gδ-ïiäìíîæèíà Y â X òà ãîìåîìîðôiçì Θ íà Y òàêi, ùî

a1(g)y = Θ−1a2(g)τΘy,

äå Θ ∈ N [Γ], τ = τ(g) ∈ [Γ] äëÿ âñiõ g ∈ G, y ∈ Y .

Òåîðåìà 2.7.17. Íåõàé Γ � åðãîäè÷íà ãðóïà ãîìåîìîðôiçìiâ ïðîñòîðó X.

Äi¨ a1, a2 ç N [Γ] çîâíiøíüî ñïðÿæåíi òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè

{g ∈ G : a1(g) ∈ [Γ]} = {g ∈ G : a2(g) ∈ [Γ]}.



74

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü ¹ î÷åâèäíîþ, i ìè äîâåäåìî äîñòàòíiñòü.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåçHi ãðóïó ãîìåîìîðôiçìiâ, ãåíåðîâàíó ai(G) òà Γ (i = 1, 2).

Íåõàé R1 � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ãåíåðîâàíå H1. Îñêiëüêè ãðóïè

H1, H2 åðãîäè÷íi, ç [180, òåîðåìà 1.8] âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ Γ-iíâàðiàíòíî¨

ùiëüíî¨ Gδ-ìíîæèíè X1 ⊂ X i ãîìåîìîðôiçìó Q íà X1 iç âëàñòèâiñòþ

[H1] = Q[H2]Q
−1. ÐîçãëÿíåìîG0 = {g ∈ G : a1(g) ∈ [Γ]} = {g ∈ G : a2(g) ∈

[Γ]}. Òîäi G0 ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G. Íåõàé p : G → G/G0 �

ïðèðîäíà ïðîåêöiÿ. Âèçíà÷èìî êîöèêëè φ i ψ íà R1|X1×X1
çi çíà÷åííÿìè â

G/G0:

φ(a1(g)γx, x) = p(g),

ψ(Qa2(g)γQ−1x, x) = p(g), g ∈ G, γ ∈ Γ, x ∈ X1.

Öi âèçíà÷åííÿ ¹ êîðåêòíèìè ç îãëÿäó íà Ëåìó 2.7.15.

Íàñòóïíà Ëåìà ¹ ïðîñòèì íàñëiäêîì âèçíà÷åíü òà ëåìè 2.7.15.

Ëåìà 2.7.18. Íåõàé h ∈ [H1] i ψ(hx, x) = p(g) äëÿ âñiõ x ∈ X1. Òîäi

iñíó¹ ω ∈ [Γ] òàêå, ùî hx = Qa2(g)ωQ−1x äëÿ âñiõ x ç äåÿêî¨ ùiëüíî¨

Gδ-ïiäìíîæèíè X2 â X1. �

Çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ Òåîðåìè 2.7.17. Íåâàæêî ïîáà÷èòè, ùî

êîöèêëè φ, ψ åðãîäè÷íi. Ç Òåîðåìè 2.7.13 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ Γ-iíâàðiàíòíî¨

ùiëüíî¨ Gδ-ïiäìíîæèíè Y â X1 i ãîìåîìîðôiçìó F ∈ N [H1] íà Y iç âëàñòè-

âiñòþ φ(x, y) = ψ(Fx, Fy) äëÿ âñiõ (x, y) ∈ R1|Y×Y (äèâ. òàêîæ Çàóâàæåííÿ

âèùå). Òîäi äëÿ êîæíîãî γ̃ ∈ [Γ], y ∈ Y ìà¹ìî ψ(F γ̃F−1y, y) = p(e), äå e �

îäèíèöÿ ãðóïè G. Âíàñëiäîê Ëåìè 2.7.18, Q−1F γ̃F−1Qy = ωy äëÿ ïåâíîãî

ω ∈ [Γ]. Àðãóìåíò, ïîäiáíèé äî òàêîãî ç Ëåìè 2.7.18, çàñòîñîâàíèé äî êîöè-

êëó φ, äîçâîëÿ¹ âñòàíîâèòè, ùî F−1Qγ̃Q−1F ∈ [Γ] äëÿ áóäü-ÿêîãî γ̃ ∈ Γ, îò-

æå Q−1F ∈ N [Γ]. Êðiì òîãî, äëÿ âñiõ y ∈ Y ìà¹ìî ψ(Fa1(g)F−1y, y) = p(g),

çâiäêè Fa1(g)F−1y = Qa2(g)τQ−1y äëÿ τ ∈ [Γ]. Ïîêëàäàþ÷è Θ = Q−1F ,

îäåðæó¹ìî a1(g)y = Θ−1a2(g)τΘy, τ = τ(g) ∈ [Γ], ùî é ñòâåðäæóâàëîñÿ. �
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Â ðîáîòi îäåðæàíî îñòàòî÷íèé ðåçóëüòàò ùîäî ìîæëèâîñòi ïðåäñòàâ-

ëåííÿ àìåíàáåëüíî¨ äi¨ ëîêàëüíî êîìïàêòíî¨ ñåïàðàáåëüíî¨ (ë.ê.ñ.) ãðóïè

ó âèãëÿäi äi¨ Ìàêêi åðãîäè÷íîãî àâòîìîðôiçìó. Öåé ðåçóëüòàò, ðàíiøå âi-

äîìèé äëÿ âiëüíèõ ãðóïîâèõ äié, òóò âñòàíîâëåíî äëÿ äié (íå îáîâ'ÿçêîâî

àìåíàáåëüíî¨) ë.ê.ñ. ãðóïè ç íåòðèâiàëüíèìè ñòàáiëiçàòîðàìè. Àíàëîãi÷íèé

ðåçóëüòàò âñòàíîâëåíî òàêîæ äëÿ òàê çâàíèõ �ïîäâiéíèõ äié�, ùî ¹ äiÿìè

Ìàêêi �ïîäâiéíèõ êîöèêëiâ�. Âñòàíîâëåíî, ùî àìåíàáåëüíiñòü ãðóïîâî¨ äi¨

åêâiâàëåíòíà àìåíàáåëüíîñòi âiäïîâiäíîãî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ðà-

çîì iç àìåíàáåëüíiñòþ ñòàáiëiçàòîðiâ.

Àëå áiëüø çìiñòîâíèì (ïðèíàéìíi, ç òî÷êè çîðó çàñòîñóâàíü) ¹ òàê

çâàíà òåîðåìà ¹äèíîñòi äëÿ êîöèêëiâ, ÿêà âñòàíîâëþ¹ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íó

âiäïîâiäíiñòü ìiæ êëàñàìè ñëàáî¨ åêâiâàëåíòíîñòi êîöèêëiâ i êëàñàìè ñïðÿ-

æåíîñòi ¨õ äié Ìàêêi. Öåé ðåçóëüòàò âñòàíîâëåíî íà íàéáiëüø çàãàëüíîìó

ðiâíi. Ó ðîáîòi ðîçãëÿíóòî îêðåìî âèïàäêè òðàíçèòíèõ òà íåòðàíçèòíèõ

(ðåêóðåíòíèõ) êîöèêëiâ.

Ó áiëüø ïðîñòîìó âèïàäêó òðàíçèòíèõ êîöèêëiâ âçàãàëi íå éäåòüñÿ

ïðî âëàñòèâîñòi àìåíàáåëüíîñòi ãðóï ÷è ãðóïîâèõ äié, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ.

Ó âèïàäêó íåòðàíçèòíèõ êîöèêëiâ, ïîðÿä iç ïðèïóùåííÿì ïðî àìåíà-

áåëüíiñòü ãðóïîâèõ äié, äîâåëîñÿ çàìiíèòè êîöèêë íà âiäïîâiäíèé ïîäâiéíèé

êîöèêë, ùî âðàõîâó¹ âëàñòèâîñòi êëàñó ìið ùîäî ïåðåòâîðåííÿ, íà ÿêîìó

çàäàíèé êîöèêë.

ßê çàñòîñóâàííÿ, äîâåäåíî òðèâiàëüíiñòü ôóíäàìåíòàëüíî¨ ãðóïè äëÿ

íåïðèâîäèìèõ åðãîäè÷íèõ äié çâ'ÿçíèõ íàïiâïðîñòèõ äiéñíèõ ãðóï Ëi çi

ñêií÷åííèì öåíòðîì i äiéñíèì ðàíãîì íå ìåíøèì äâîõ; àíàëîãi÷íèé ðå-

çóëüòàò âñòàíîâëåíî äëÿ äié ðåøiòîê ó ïîäiáíèõ ãðóïàõ.

Ùå îäíå çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè ¹äèíîñòi äëÿ êîöèêëiâ ïîëÿãà¹ â äîâå-

äåííi âiäñóòíîñòi ñêií÷åííî¨ iíâàðiàíòíî¨ ìiðè äëÿ ïîòîêiâ Ìàêêi äiñíîçíà-

÷íèõ êîöèêëiâ ç íåîáìåæåíèìè ëàêóíàìè.

Îòæå, ïðîäåìîíñòðîâàíà ìîæëèâiñòü çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè åäèíîñòi
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êîöèêëiâ äî âèðiøåííÿ ðiçíîìàíiòíèõ ïðîáëåì åðãîäè÷íî¨ òåîði¨.

Ó ðîáîòi âèðiøåíî ïðîáëåìó ðåãóëÿðèçàöi¨ äié ë.ê.ñ. ãðóï àâòîìîðôi-

çìàìè âèìiðíèõ âiäíîøåíü åêâiâàëåíòíîñòi. Ìîâà éäå ïðî óñóíåííÿ åëåìåí-

òiâ íåêîðåêòíî¨ ïîâåäiíêè àâòîìîðôiçìiâ ãðóïè ïåðåòâîðåíü íà ìíîæèíàõ

íóëüîâî¨ ìiðè; öå çäiéñíþ¹òüñÿ øëÿõîì çìiíè âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

íà ìíîæèíi ìiðè íóëü. Öåé ðåçóëüòàò óçàãàëüíåíî íà âèïàäîê äié ãðóïî¨äiâ.

Âèÿâèëîñÿ, ùî êîíöåïöiÿ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi êîöèêëiâ çáåðiãàþòü

êîðåêòíî âèçíà÷åíi àíàëîãè ïðè ïåðåõîäi âiä âèìiðíî¨ åðãîäè÷íî¨ òåîði¨

äî òåîði¨ ãðóï ïñåâäî-ãîìåîìîðôiçìiâ äîñêîíàëîãî ïîëüñüêîãî ïðîñòîðó. Ó

òàêîìó êîíòåêñòi â ðîáîòi äîâåäåíî òåîðåìè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi äëÿ åð-

ãîäè÷íèõ êîöèêëiâ. Ó ÿêîñòi çàñòîñóâàííÿ äîâåäåíî òåîðåìó ïðî çîâíiøíþ

ñïðÿæåíiñòü ç÷èñëåííèõ ïiäãðóï íîðìàëiçàòîðà ïîâíî¨ ãðóïè. Öi îñòàííi

ðåçóëüòàòè íå ìiñòÿòü æîäíèõ ïîñèëàíü íà âëàñòèâîñòi àìåíàáåëüíîñòi ÷è

àïðîêñèìàòèâíî¨ ñêií÷åííîñòi îá'¹êòiâ ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ. Äî òîãî æ, çàëè-

øàþòüñÿ âiäêðèòèìè íèçêà ïðîáëåì, ïîâ'ÿçàíèõ ç ïåðåíåñåííÿì äî äàíîãî

êîíòåêñòó áiëüø çàãàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ iç êðèòåði¨â ñëàáî¨ åêâiâàëåíòíîñòi

êîöèêëiâ, çîâíiøíüî¨ ñïðÿæåíîñòi òîùî, ÿêi iñíóþòü ó ìåæàõ âèìiðíî¨ åð-

ãîäè÷íî¨ òåîði¨.
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ÐÎÇÄIË 3

ÏÐÎÁËÅÌÈ ÑÏÐßÆÅÍÎÑÒI ÒÀ IÇÎÌÎÐÔIÇÌÓ

ÑÒÀÁIËIÇÀÒÎÐIÂ ÃÐÓÏÎÂÈÕ ÄIÉ

Íà âiäìiíó âiä âiëüíèõ ãðóïîâèõ äié, äå iñíó¹ äîñèòü ðîçãàëóæåíà òåî-

ðiÿ, çîêðåìà òðà¹êòîðíà, ïðî íåâiëüíi äi¨ ãðóï âiäîìî íàáàãàòî ìåíøå. Ìè

âèâ÷à¹ìî îäíå ç íàéïåðøèõ ïèòàíü ç öüîãî êîëà: çà ÿêèõ óìîâ ñòàáiëiçà-

òîðè åðãîäè÷íî¨ ãðóïîâî¨ äi¨ ¹ ñïðÿæåíèìè àáî ïðèíàéìíi içîìîðôíèìè?

Çâè÷àéíî, òàêà ñïðÿæåíiñòü ìà¹ ìiñöå äëÿ äié àáåëåâèõ ãðóï ÷è òðàíçè-

òèâíèõ äié, àëå ÿêùî ìà¹ìî âëàñíå åðãîäè÷íó äiþ íåêîìóòàòèâíî¨ ãðóïè,

ïèòàííÿ ñòà¹ íåòðèâiàëüíèì. Ìè ïîäà¹ìî äîñòàòíi óìîâè, çà ÿêèõ ìà¹ ìi-

ñöå ñïðÿæåíiñòü àáî içîìîðôiçì ñòàáiëiçàòîðiâ, à òàêîæ íàâîäèìî çìiñòîâíi

êîíòðïðèêëàäè (äèâ. [66]).

3.1 Ñïðÿæåíiñòü êîìïàêòíèõ ñòàáiëiçàòîðiâ äëÿ åð-

ãîäè÷íèõ äié ãðóï Ëi

3.1.1 Ïîçíà÷åííÿ òà òåðìiíîëîãiÿ

Íåõàé G � ë.ê.ñ. ãðóïà i X � ñòàíäàðòíèé áîðåëiâñüêèé G-ïðîñòið ç

åðãîäè÷íîþ êâàçi-iíâàðiàíòíîþ ìiðîþ µ. Ñòàáiëiçàòîðîì öi¹¨ äi¨ ó òî÷öi

x ∈ X íàçèâàþòü ïiäãðóïó Gx = {g ∈ G : gx = x} ãðóïè G. Ç ðåçóëüòàòiâ

[122, 188] âèïëèâà¹, ùî Gx ¹ çàìêíóòîþ ïiäãðóïîþ äëÿ ì.â. x ∈ X. ßêùî

Gx = {e} äëÿ ì.â. x ∈ X, äiÿ ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ âiëüíîþ. Ó çàãàëüíîìó

âèïàäêó î÷åâèäíå ñïiââiäíîøåííÿ Ggx = gGg−1 îçíà÷à¹ ñïðÿæåíiñòü ñòàái-

ëiçàòîðiâ íàä êîæíîþ òðà¹êòîði¹þ; çîêðåìà, äëÿ ñóòò¹âî òðàíçèòèâíèõ äié

ì.â. ñòàáiëiçàòîðè ñïðÿæåíi.

Çà íàÿâíîñòi âiäîáðàæåííÿ F : X → Y ìiæ äâîìà íåñèíãóëÿðíè-

ìè G-ïðîñòîðàìè (X,µ) i (Y, ν) i çà óìîâ åêâiâàëåíòíîñòi ìið F∗µ i ν, à

òàêîæ F (gx) = gF (x) äëÿ âñiõ g ∈ G ó ì.â. x ∈ X, ïðîñòið (Y, ν) íàçè-

âà¹òüñÿ ôàêòîðîì (ôàêòîð-G-ïðîñòîðîì) ïðîñòîðó (X,µ), à (X,µ) � ðîç-
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øèðåííÿì ïðîñòîðó (Y, ν). Çâè÷àéíî æ, åðãîäè÷íiñòü G-ïðîñòîðó îçíà÷à¹

åðãîäè÷íiñòü áóäü-ÿêîãî éîãî ôàêòîðó.

Ìè ðîçãëÿäàòèìåìî ïðîñòið S = S(G) çàìêíóòèõ ïiäãðóï ãðóïè G. Ó

òîïîëîãi¨, çàïðîâàäæåíî¨ Äæ. Ôåëëîì [50], öå ¹ çàìêíóòîþ ïiäìíîæèíîþ

êîìïàêòíîãî õàóñäîðôîâîãî ïðîñòîðó C(G) çàìêíóòèõ ïiäìíîæèí ãðóïè

G. Çàçíà÷åíà òîïîëîãiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ áàçîþ âiäêðèòèõ ìíîæèí U(C,F) =

{K ∈ C(G) : K ∩ C = ∅ i K ∩ A 6= ∅ äëÿ áóäü-ÿêîãî A ∈ F}, äå C �

êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà â G i F � ñêií÷åííå ñiìåéñòâî âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí

â G.

Çà íàøèõ óìîâ íà ãðóïó G, S = S(G) ¹ êîìïàêòíèì ìåòðè÷íèì

ïðîñòîðîì [50], îòæå é ñòàíäàðòíèì áîðåëiâñüêèì G-ïðîñòîðîì, íà ÿêîìó

ãðóïà G äi¹ ñïðÿæåííÿìè. Êðiì òîãî, áîðåëiâñüêå âiäîáðàæåííÿ X → S,
x 7→ Gx [5, 144] ¹ G-ôàêòîð âiäîáðàæåííÿì, ÿêùî S óñòàòêîâàíå îáðàçîì

ìiðè µ. Îòæå, äëÿ çàäàíîãî G-ïðîñòîðó (X,µ) ìè íàçèâà¹ìî S ôàêòîðîì

Ôåëëà.

Ëåìà 3.1.1. Íåõàé G � ë.ê.ñ. ãðóïà, H � çàìêíóòà íîðìàëüíà ïiäãðóïà,

π : G → G/H � âiäïîâiäíà ïðîåêöiÿ. Òîäi àñîöiéîâàíå âiäîáðàæåííÿ π :

S(G)→ S(G/H) ¹ áîðåëiâñüêèì âiäíîñíî òîïîëîãié Ôåëëà.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çàçíà÷èìî, ùî

U(C; U1, . . . , Un) = U(C;∅) ∩ U(∅;U1) ∩ . . . ∩ U(∅;Un)

äå C � êîìïàêòíå, à U1, . . . , Un � âiäêðèòi ïiäìíîæèíè â G. Êðiì òîãî,

ÿêùî U � âiäêðèòà ìíîæèíà, ìîæíà çíàéòè êîìïàêòíi ìíîæèíè C1, C2, . . .

ç îá'¹äíàííÿì U , òîìó U(∅;U) =
⋃∞
n=1(S(G) \ U(Cn;∅)). Îòæå, ìíîæèíè

U(C;∅) ãåíåðóþòü áîðåëiâñüêó σ-àëãåáðó â S(G), âíàñëiäîê ÷îãî, ìà¹ìî,

çâè÷àéíî, àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ äëÿ S(G/H). Òàêèì ÷èíîì, ìè ïîòðåáó-

¹ìî ëèøå äîâåäåííÿ áîðåëåâîñòi ìíîæèíè π−1(U(C;∅)) â S(G).

Íåõàé Qn � ïîñëiäîâíiñòü êîìïàêòíèõ ìíîæèí â G ùî çðîñòà¹, ïðè÷î-

ìó G =
⋃∞
n=1Qn, òîäi π−1(U(C;∅)) =

⋂∞
n=1 U(π−1(C) ∩Qn;∅). �

Ëåìà 3.1.2. Íåõàé G � ë.ê.ñ. ãðóïà i Sc(G) � ñiìåéñòâî êîìïàêòíèõ ïiä-
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ãðóï ãðóïè G. Òîäi Sc(G) � áîðåëiâñüêà ïiäìíîæèíà â S(G) âiäíîñíî òî-

ïîëîãi¨ Ôåëëà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Qn ⊂ G � ïîñëiäîâíiñòü êîìïàêòiâ ùî çðîñòà¹, i

ïðè öüîìó G =
⋃∞
n=1Qn. Òîäi Sc(G) = S(G) \

⋂∞
n=1 U(∅;G \Qn). �

Ëåìà 3.1.3. Ïðèïóñòèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü ïiäìíîæèí Hn ∈ C(G) çái-

ãà¹òüñÿ â òîïîëîãi¨ Ôåëëà äî ïiäìíîæèíè H, à ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê

xn ∈ Hn çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè x. Òîäi x ∈ H.

Äîâåäåííÿ. ßêùî x /∈ H, òî iñíó¹ êîìïàêòíèé îêië Ux òî÷êè x òàêèé,

ùî Ux ∩H = ∅, çâiäêè U(Ux,∅) � âiäêðèòèé îêië ìíîæèíè H ó òîïîëîãi¨

Ôåëëà. Îñêiëüêè xn → x (n → ∞), ìà¹ìî xn ∈ Ux äëÿ äîñèòü âåëèêèõ

n, ùî ñóïåðå÷èòü çáiæíîñòi Hn → H ó òîïîëîãi¨ Ôåëëà òà âèáîðó îêîëó

U(Ux,∅). �

Íèæ÷å ïîäàíî äâà òðèâiàëüíi âèïàäêè, êîëè ñòàáiëiçàòîðè ¹ ñïðÿæå-

íèìè.

Òâåðäæåííÿ 3.1.4. Äëÿ åðãîäè÷íî¨ äi¨ àáåëåâî¨ ãðóïè G íà ïðîñòîði X

iñíó¹ ëèøå îäèí ñòàáiëiçàòîð íàä êîíóëüîâîþ ìíîæèíîþ.

Äîâåäåííÿ. Ó öüîìó âèïàäêó áîðåëiâñüêå âiäîáðàæåííÿ x 7→ Gx ¹

êîíñòàíòîþ íàä êîæíîþ òðà¹êòîði¹þ, i îòæå ¹ êîíñòàíòîþ ì.â. �

Òâåðäæåííÿ 3.1.5. Äëÿ åðãîäè÷íî¨ äi¨ ç÷èñëåííî¨ ãðóïè G íà ïðîñòî-

ði X çi ñêií÷åííèìè ñòàáiëiçàòîðàìè, ñòàáiëiçàòîðè ¹ ñïðÿæåíèìè íàä

êîíóëüîâîþ ìíîæèíîþ.

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî áîðåëiâñüêå âiäîáðàæåííÿ

x 7→ (êëàñ ñïðÿæåíîñòi ñòàáiëiçàòîðà Gx)

çi çíà÷åííÿìè ó íå áiëüø íiæ ç÷èñëåííié ìíîæèíi. Îñêiëüêè öå âiäîáðàæå-

ííÿ ¹ êîíñòàíòîþ íàä êîæíîþ òðà¹êòîði¹þ, âîíî ¹ êîíñòàíòîþ ì.â. �
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3.1.2 Ïðîñòîðè ïiäàëãåáð àëãåáðè Ëi

Íåõàé G � äiéñíà àëãåáðà Ëi. Ðîçãëÿäàþ÷è G ÿê âåêòîðíó ãðóïó, ìà¹ìî,
ùî ñiìåéñòâî ¨¨ çàìêíóòèõ ïiäãðóï S(G) çàìêíóòå â òîïîëîãi¨ Ôåëëà. Ìè

òàêîæ çàöiêàâëåíi ó ðîçãëÿäi ïiäñiìåéñòâà LA(G) ïiäàëãåáð Ëi â G. Äëÿ
öüîãî íàì ñïåðøó ïîòðiáíà

Ëåìà 3.1.6. Ñiìåéñòâî âåêòîðíèõ ïiäïðîñòîðiâ L(G) ¹ çàìêíóòèì â òî-

ïîëîãi¨ Ôåëëà.

Äîâåäåííÿ. Çàçíà÷èìî, ùî âåêòîðíi ïiäïðîñòîðè ¹ òàêèìè ç ïiäãðóï ç

S(G), ùî iíâàðiàíòíi âiäíîñíî ìíîæåíü ¨õ åëåìåíòiâ íà ñêàëÿðíi ìíîæíèêè.

Íåõàé Hn � çáiæíà â òîïîëîãi¨ Ôåëëà ïîñëiäîâíiñòü ïiäïðîñòîðiâ ç G, ÷è¹þ
ãðàíèöåþ ¹ ïiäãðóïà H. Ïðèïóñòèìî çàäàíèìè v ∈ H i λ ∈ R. Îñêiëüêè Hn

çáiãà¹òüñÿ äî H, ìîæíà ðîçãëÿíóòè ïîñëiäîâíiñòü Un îêîëiâ v ùî ñïàäà¹,

ðàçîì iç âiäïîâiäíèìè îêîëàìè U(∅, Un) ïiäãðóïè H, äëÿ çíàõîäæåííÿ ïî-
ñëiäîâíîñòi vn ∈ Hn òàêî¨, ùî vn → v. Çâiäñè ìà¹ìî, ùî λvn çáiãà¹òüñÿ äî

λv, ùî ìiñòèòüñÿ â H âíàñëiäîê Ëåìè 3.1.3 �

Ëåìà 3.1.7. Ñiìåéñòâî LA(G) ïiäàëãåáð Ëi â G ¹ çàìêíóòèì â S(G) â

òîïîëîãi¨ Ôåëëà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Hn � çáiæíà â òîïîëîãi¨ Ôåëëà ïîñëiäîâíiñòü ïiä-

àëãåáð àëãåáðè Ëi G ç ãðàíè÷íèì ïiäïðîñòîðîì H. Iç çàäàíèìè u, v ∈ H,
âíàñëiäîê çáiæíîñòi â òîïîëîãi¨ Ôåëëà Hn → H çíàõîäèìî un, vn ∈ Hn

òàêi, ùî un → u, vn → v, çâiäêè ìà¹ìî, ùî [un, vn] çáiãà¹òüñÿ äî [u, v].

Çàñòîñóâàííÿ Ëåìè 3.1.3 äà¹ [u, v] ∈ H. �

Ëåìà 3.1.8. Ñiìåéñòâî LAn(G) óñiõ n-âèìiðíèõ ïiäàëãåáð Ëi àëãåáðè Ëi

G çàìêíóòå â òîïîëîãi¨ Ôåëëà äëÿ êîæíîãî n.

Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê ïîïåðåäíüî¨ Ëåìè, äîñèòü äîâåñòè íàøå òâåð-

äæåííÿ äëÿ âåêòîðíèõ ïiäïðîñòîðiâ G. Íåõàé Hk � ïîñëiäîâíiñòü n-

âèìiðíèõ ïiäïðîñòîðiâ ó G, ùî çáiãà¹òüñÿ â òîïîëîãi¨ Ôåëëà äî p-âèìiðíîãî
ïiäïðîñòîðà H.
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Çàçíà÷èìî, ùî çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi vk ∈ Hk äî ïåâíîãî v íàðàçi

îçíà÷à¹, ùî v ∈ H. Äiéñíî, ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî v /∈ H, òî iñíó¹ òà-

êèé êîìïàêòíèé îêië Uv òî÷êè v, ùî Uv ∩ H = ∅, i ïðè öüîìó U(Ux,∅) ¹

îêîëîì H, ùî ñóïåðå÷èòü çáiæíîñòi Hk → H. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé ñêà-

ëÿðíèé äîáóòîê â G, i íåõàé {ek1, . . . , ekn} � îðòîíîðìîâàíà áàçà â Hk. Ïiñëÿ

âiäîêðåìëåííÿ ïåâíî¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî eki → ei ∈ H
äëÿ k →∞. Çðîçóìiëî, ùî {ei}ni=1 � áàçà ïiäïðîñòîðó â H, i òîìó p > n.

Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî {ei}pi=1 � äîâiëüíà îðòîíîðìîâàíà áàçà â H, òî ìî-
æíà çíàéòè îêîëè U1, . . . , Up âiäïîâiäíî äëÿ e1, . . . , ep, äîñèòü ìàëi äëÿ òîãî,

àáè ìàòðèöÿ Ãðàìà áóäü-ÿêîãî ñiìåéñòâà âåêòîðiâ v1, . . . , vp, vi ∈ Ui, áóëà
íåâèðîäæåíîþ. Óòâîðèìî îêië U(∅, U1, . . . , Up); âií ìiñòèòü Hk äëÿ äîñèòü

âåëèêèõ k, i òîìó â Hk ìîæíà çíàéòè ñiìåéñòâî v1, . . . , vp iç çàçíà÷åíèìè

âèùå âëàñòèâîñòÿìè, çâiäêè ìà¹ìî p ≤ n. �

Ëåìà 3.1.9. Ñiìåéñòâî Ln(G) n-âèìiðíèõ ïiäïðîñòîðiâ âåêòîðíîãî ïðî-

ñòîðó G, óñòàòêîâàíå òîïîëîãi¹þ Ôåëëà, ãîìåîìîðôíå ìíîãîâèäó Ãðàñ-

ñìàíà Gn+k
n .

Äîâåäåííÿ. Ìíîãîâèä Ãðàññìàíà Gn+k
n ïðèïóñêà¹ ïðèðîäíå âêëàäå-

ííÿ ó âèãëÿäi çàìêíóòîãî çà Çàðèñüêèì ïiäìíîãîâèäà ïðîåêòèâíîãî ïðî-

ñòîðó P1(
∧nRn+k) íàä n-ì çîâíiøíiì ñòóïåíåì ïðîñòîðó Rn+k, ùî çàäà¹-

òüñÿ ÿê (ëiíiéíà îáîëîíêà âåêòîðiâ e1, . . . , en) 7→ (ïðÿìà, ùî ìiñòèòü âåêòîð

e1∧ . . .∧en) äëÿ êîæíî¨ ëiíiéíî íåçàëåæíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ e1, . . . , en [82].

Öå âêëàäåííÿ óñòàòêîâó¹ Gn+k
n òîïîëîãi¹þ, ùî iíäóêîâàíà ïðèðîäíîþ òî-

ïîëîãi¹þ ïðîåêòèâíîãî ïðîñòîðó ÿê äiéñíîãî ìíîãîâèäó. Îñêiëüêè öÿ òî-

ïîëîãiÿ ¹ î÷åâèäíî ìåòðèçîâàíîþ, ÿê i òîïîëîãiÿ Ôåëëà, âñå ìîæå áóòè

çðîáëåíî øëÿõîì ðîçãëÿäó çáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé. Íàãàäà¹ìî òàêîæ, ùî

v1∧ . . .∧ vn = λe1∧ . . .∧ en äëÿ ïåâíî¨ êîíñòàíòè λ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè
êîæåí vi íàëåæèòü ëiíiéíié îáîëîíöi âåêòîðiâ e1, . . . , en.

Ïðèïóñòèìî, ùî ìà¹ìî çáiæíiñòü n-âèìiðíèõ ïiäïðîñòîðiâ Hk → H â

òîïîëîãi¨ Ôåëëà. Íåõàé {e1, . . . , en} � îðòîíîðìîâàíà áàçà â H, òîäi âíàñëi-

äîê çáiæíîñòi çà Ôåëëîì ïiäïðîñòîðiâ Hk, äëÿ áóäü-ÿêèõ îêîëiâ U1, . . . , Un
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âiäïîâiäíî âåêòîðiâ e1, . . . , en, iñíóþòü ek1, . . . , e
k
n ∈ Hk òàêi, ùî eki ∈ Ui äëÿ

äîñèòü âåëèêèõ k. Çìåíøóþ÷è Ui, ìîæíà çðîáèòè òàê, ùî eki → ei äëÿ

k → ∞. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî ek1 ∧ . . . ∧ ekn → e1 ∧ . . . ∧ en, çâiäêè òàêîæ

ìà¹ìî áàæàíó çáiæíiñòü ó ïðîåêòèâíîìó ïðîñòîði.

Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî çàäàíèìè n-âèìiðíi ïiäïðîñòîðè Hk, H ç îð-

òîíîðìîâàíèìè áàçàìè {ek1, . . . , ekn} i {e1, . . . , en}, âiäïîâiäíî, i òàêèìè,
ùî ïðÿìi, ÿêi ìiñòÿòü ek1 ∧ . . . ∧ ekn, çáiãàþòüñÿ ó ïðîåêòèâíîìó ïðîñòîði

P1(
∧nRn+k) äî ïðÿìî¨, ùî ìiñòèòü e1∧ . . .∧en. Îòæå, äîìíîæàþ÷è çà íåîá-

õiäíîñòi ek1 íà ±1, ìà¹ìî ek1∧. . .∧ekn → e1∧. . .∧en äëÿ k →∞. Çàìiíèìî êî-

æíèé eki ïåâíèì âåêòîðîì v
k
i çHk ó òàêèé ñïîñiá, ùî vk1∧. . .∧vkn = ek1∧. . .∧ekn,

i ïðè öüîìó vki çáiãàþòüñÿ äî ei (k →∞).

Íåõàé U(C; U1, . . . , Up) � îêië ïiäïðîñòîðó H ó òîïîëîãi¨ Ôåëëà. ßêùî

u =
∑

i αiei ∈ Um äëÿ ïåâíîãî 1 ≤ m ≤ p, òîäi, îñêiëüêè vki → ei äëÿ

k → ∞, uk =
∑

i αiv
k
i òàêîæ ìiñòèòüñÿ â Um äëÿ äîñèòü âåëèêèõ k, òîáòî

Hk ∩ Um 6= ∅.
Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ukj ∈ Hkj òàêà, ùî ukj ∈ C.

Ïiñëÿ âiäîêðåìëåííÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî ukj çáiãàþòüñÿ

äî ïåâíîãî u ∈ C äëÿ j → ∞. Ç iíøîãî áîêó, âíàñëiäîê Ëåìè 3.1.3 ìà¹ìî

u ∈ H. Öå ñóïåðå÷èòü âèçíà÷åííþ U(C; U1, . . . , Up) ÿê îêîëó ïiäïðîñòîðó

H, i òîìó Hk ∩ C = ∅ äëÿ äîñèòü âåëèêèõ k. �

Àëãåáðà¨÷íîþ ãðóïîþ ìè íàçèâà¹ìî çàìêíóòó çà Çàðèñüêèì ïiäãðóïó

ãðóïè GL(n,R). Íåõàé G � òàêà ãðóïà. �¨ àëãåáðà Ëi G ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ

ÿê ïiäàëãåáðà ìàòðè÷íî¨ àëãåáðè Mat(n,R), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ äîòè-

÷íèõ âåêòîðiâ äî G â ¨¨ îäèíèöi. Ïðè¹äíàíå çîáðàæåííÿ Ad : G → AutG
çàäà¹òüñÿ ñïðÿæåííÿì ìàòðèöü: (Ad g)(x) = gxg−1, g ∈ G, x ∈ G; âîíî
çðîçóìiëèì ÷èíîì ¹ àëãåáðà¨÷íî ðåãóëÿðíèì. Öå çîáðàæåííÿ ó ïðèðîäíèé

ñïîñiá ãåíåðó¹ äiþ ãðóïè G íà LA(G). Ìè ìà¹ìî íà ìåòi äîâåñòè, ùî öå �

àëãåáðà¨÷íî ðåãóëÿðíà äiÿ íà àëãåáðà¨÷íîìó ìíîãîâèäi.

Íàãàäà¹ìî, ùî LAn(G) ÿê ïiäìíîæèíà ìíîãîâèäó Ãðàññìàíà Gn+k
n ¹

òàêîæ ïiäìíîæèíîþ ïðîåêòèâíîãî ïðîñòîðó P1(
∧n G) [82].
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Ëåìà 3.1.10. LA(G) ¹ çàìêíóòîþ çà Çàðèñüêèì ïiäìíîæèíîþ â P1(
∧
G)

i, çîêðåìà, àëãåáðà¨÷íèì ìíîãîâèäîì.

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü äîâåñòè, ùî LAn(G) äëÿ êîæíîãî n ¹ çàìêíóòèì

çà Çàðèñüêèì â P1(
∧n G).

Íåõàé e1, . . . , em � áàçà â G, òîäi âåêòîðè ei1 ∧ . . . ∧ ein, i1 < . . . < in,

óòâîðþþòü áàçó â ∧nG. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç U àôiííó êàðòó â P1(
∧n G), ùî

âèçíà÷à¹òüñÿ íåíóëüîâîþ îäíîðiäíîþ êîîðäèíàòîþ âiäïîâiäíî äî âåêòîðó

e1 ∧ . . . ∧ en, à ÷åðåç D0 � ëiíiéíó îáîëîíêó âåêòîðiâ e1, . . . , en. Òîäi n-

âèìiðíèé ïiäïðîñòið D ìiñòèòüñÿ â U òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ïðèðîäíà

ïðîåêöiÿ G íàD0, îáìåæåíà íàD, ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íîþ, i çâîðîòíi îáðàçè

vi = ei +
∑

j>n aijvj âåêòîðiâ ei, i = 1, . . . , n, ùîäî òi¹¨ îáìåæåíî¨ ïðîåêöi¨

óòâîðþþòü áàçó â D.

Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ φi : U → G, φi(D) = vi; âîíè ¹ ðåãóëÿð-

íèìè, îñêiëüêè aij ¹ êîîðäèíàòîþ D, âiäïîâiäíîþ âåêòîðó v1 ∧ . . . ∧ vj ∧
. . . ∧ vn, äå vj (j > n) çàìiíþ¹ ó çàçíà÷åíîìó âèøå çîâíiøíüîìó äîáó-

òêó i-é ìíîæíèê vi. Ðîçãëÿíåìî òàêîæ âiäîáðàæåííÿ Φij : U → ∧n+1G,
Φij(D) = [φi(D), φj(D)] ∧ φ1(D) ∧ . . . ∧ φn(D). Âîíè òàêîæ ðåãóëÿðíi, i

òîìó LAn(G)∩U =
⋂
i,j

(
Φ−1
ij ({0}) ∩Gn+k

n

)
¹ çàìêíóòîþ çà Çàðèñüêèì ïiä-

ìíîæèíîþ â U . Îñêiëüêè P1(
∧n G) ïîêðèòå ëèøå ñêií÷åííèì ñiìåéñòâîì

àôiííèõ êàðò, ïîäiáíèõ äî U , ìíîæèíà LAn(G) ¹ çàìêíóòîþ çà Çàðèñüêèì

âiäïîâiäíî äî àôiííîãî êðèòåðiþ çàìêíóòîñòi [82]. �

Ëåìà 3.1.11. Íåõàé G � àëãåáðà¨÷íà ãðóïà. Äiÿ G íà LA(G) ìà¹ òèï I.

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü âñòàíîâèòè, ùî òàêà äiÿ ìà¹ òèï I ïðè îáìåæåííi

íà êîæíå LAn(G). Àëå æ îñêiëüêè öå îñòàíí¹ ¹ G-iíâàðiàíòíèì àëãåáðà¨-

÷íèì ïiäìíîãîâèäîì ó P1(
∧n G) (Ëåìà 3.1.8) âiäíîñíî ïðèðîäíî¨ äi¨ ãðóïè

G, ùî çàäà¹òüñÿ g(Rv1 ∧ . . . ∧ vn) = Rgv1g
−1 ∧ . . . ∧ gvng−1, âñå çâîäèòüñÿ

äî ïåðåâiðêè àëãåáðà¨÷íî¨ ðåãóëÿðíîñòi îñòàííüî¨ äi¨, ùî ¹ î÷åâèäíèì.

Íàãàäà¹ìî, ùî òðà¹êòîði¨ ðåãóëÿðíèõ äi¨ àëãåáðà¨÷íèõ ãðóï íà àëãå-

áðà¨÷íèõ ìíîãîâèäàõ ëîêàëüíî çàìêíóòi â òîïîëîãi¨ Çàðèñüêîãî [82], îòæå
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ëîêàëüíî çàìêíóòi òàêîæ i â òîïîëîãi¨ Ôåëëà (äèâ. Ëåìè 3.1.7 � 3.1.9), çâiä-

êè ìà¹ìî òèï I äëÿ ãðóïîâî¨ äi¨ [148]. �

3.1.3 Ïðîñòîðè êîìïàêòíèõ ïiäãðóï ãðóï Ëi

Òâåðäæåííÿ 3.1.12. Íåõàé G � äiéñíà àëãåáðà¨÷íà ãðóïà. Äiÿ G íà ïðî-

ñòîði Sf(G) ñêií÷åííèõ ïiäãðóï ñïðÿæåííÿìè ìà¹ òèï I.

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü äîâåñòè, ùî öÿ äiÿ ìà¹ òèï I, ÿêùî ¨¨ îáìåæèòè

íà ïðîñòið Sn(G) n-åëåìåíòíèõ ïiäãðóï.

Ðîçãëÿíåìî ïðÿìèé äîáóòîê Gn óñòàòêîâàíèé òàêîþ äi¹þ ãðóïè G:

h(g1, . . . , gn) =
(
hg1h

−1, . . . , hgnh
−1
)
,

à òàêîæ äi¹þ ãðóïè ïåðåñòàâëåíü Sn:

σ(g1, . . . , gn) =
(
gσ(1), . . . , gσ(n)

)
;

ëåãêî áà÷èòè, ùî öi äi¨ êîìóòóþòü, îòæå ìà¹ìî äiþ ãðóïè G × Sn. Çàïðî-
âàäèìî òàêîæ àëãåáðà¨÷íî ðåãóëÿðíi âiäîáðàæåííÿ πk, ik, pjk : Gn → G:

πk(g1, . . . , gn) = gk (ïðîåêöiÿ),

ik(g1, . . . , gn) = g−1
k ,

pjk(g1, . . . , gn) = gjgk.

Íåõàé

A =
n⋃
k=1

{(g1, . . . , gn) ∈ Gn : πk(g1, . . . , gn) = e},

B =
n⋂
k=1

n⋃
j=1

{(g1, . . . , gn) ∈ Gn : ik(g1, . . . , gn) = πj(g1, . . . , gn)},

C =
n⋂
j=1

n⋂
k=1

n⋃
r=1

{(g1, . . . , gn) ∈ Gn : pjk(g1, . . . , gn) = πr(g1, . . . , gn)},

òîäi çàìêíóòà â òîïîëîãi¨ Çàðèñüêîãî ìíîæèíà Q = A∩B ∩C iíâàðiàíòíà

âiäíîñíî äi¨ (äiéñíî¨ àëãåáðà¨÷íî¨ ãðóïè) G × Sn. Öÿ äiÿ ìà¹ ëîêàëüíî çà-

ìêíóòi òðà¹êòîði¨, i òîìó ìà¹ òèï I. Êðiì òîãî, âèêëþ÷èâøè ç Q çàìêíóòó
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çà Çàðèñüêèì G×Sn-iíâàðiàíòíó ìíîæèíó, ìè îäåðæó¹ìî âiäêðèòó ìíîæè-
íó Q̃, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ (g1, . . . , gn), ùî óñi gi ðiçíi. Äiÿ ãðóïè G×Sn
íà Q̃ òàêîæ ìà¹ òèï I.

Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî äiÿ ãðóïè G íà ôàêòîð-ïðîñòîði Q̃/Sn òàêîæ

ìà¹ òèï I. Äiéñíî, íåõàé T ⊂ Q̃ � áîðåëiâñüêèé ïåðåðiç âiäíîñíî äi¨ ãðó-

ïè G × Sn (òîáòî áîðåëiâñüêà ìíîæèíà, ùî ïåðåòèíà¹ êîæíó òðà¹êòîðiþ

ðiâíî îäèí ðàç), i q : Q̃ → Q̃/Sn � ïðèðîäíà ïðîåêöiÿ. Ëåãêî ïåðåâiðèòè,

ùî Gq(T ) = Q̃/Sn, i ïðè öüîìó êîæíà G-òðà¹êòîðiÿ ïåðåòèíà¹ áîðåëiâñüêó

ìíîæèíó q(T ) ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü ðàçiâ, îòæå äiÿ ãðóïè G iíäóêó¹

íà q(T ) ñêií÷åííå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi. Öå îñòàíí¹ çíîâ ìà¹ áîðå-

ëiâñüêèé ïåðåðiç T1 ⊂ q(T ), ÿêèé ¹ òàêîæ áîðåëiâñüêèì ïåðåðiçîì äëÿ äi¨

ãðóïè G íà Q̃/Sn. Îòæå, öÿ äiÿ ìà¹ òèï I. Ç iíøîãî áîêó, âiäîáðàæåííÿ

Sn(g1, . . . , gn) 7→ (ïiäãðóïà, óòâîðåíà åëåìåíòàìè g1, . . . , gn) çàäà¹ áîðåëiâ-

ñüêèé G-åêâiâàðiàíòíèé içîìîðôiçì ìiæ ôàêòîð-ïðîñòîðîì Q̃/Sn i ïðîñòî-

ðîì Sn(G) n-åëåìåíòíèõ ïiäãðóï, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. �

Íàñòóïíà Ëåìà ¹ êîðèñíîþ äëÿ ïåðåâiðêè òèïó I äëÿ ðîçøèðåíü ãðó-

ïîâèõ äié òèïó I.

Ëåìà 3.1.13. Íåõàé G � ë.ê.ñ. ãðóïà, X i Y � ëîêàëüíî êîìïàêòíi õàóñ-

äîðôîâi òîïîëîãi÷íi G-ïðîñòîðè, F : X → Y � áîðåëiâñêå G-åêâiâàðiàíòíå

âiäîáðàæåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äiÿ ãðóïè G íà Y ìà¹ òèï I, i äëÿ êîæíî-

ãî y ∈ F (X) îáìåæåííÿ âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà X, ãåíåðîâàíîãî

äi¹þ ãðóïè G, íà F−1(y) ìà¹ òèï I. Òîäi äiÿ ãðóïè G íà X ìà¹ òèï I.

Äîâåäåííÿ. Ìè çíàõîäèìîñÿ â óìîâàõ òåîðåìè Ãëiìà [58]; îòæå, äëÿ

äîâåäåííÿ òèïó I äëÿ äi¨ ãðóïè G íà ïðîñòîði X äîñèòü ïåðåâiðèòè, ùî

áóäü-ÿêà åðãîäè÷íà êâàçiiíâàðiàíòíà éìîâiðíiñíà ìiðà çîñåðåäæåíà íà ¹äè-

íié òðà¹êòîði¨. Íåõàé µ � òàêà ìiðà íà X. Òîäi F∗µ � åðãîäè÷íà êâàçiiíâà-

ðiàíòíà ìiðà äëÿ ôàêòîð-G-ïðîñòîðó Y , i îñêiëüêè öåé îñòàííié ìà¹ òèï I,

âií ìiñòèòü êîíóëüîâó òðà¹êòîðiþ.

Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî â F∗µ-ì.â. y ∈ Y iíäóêîâàíå âiäíîøåííÿ åêâi-

âàëåíòíîñòi íà F−1(y) (ÿêå íàñïðàâäi çàäà¹òüñÿ äi¹þ ñòàáiëiçàòîðà Gy) åð-
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ãîäè÷íå âiäíîñíî âiäïîâiäíî¨ óìîâíî¨ ìiðè. Äëÿ âñòàíîâëåííÿ öüîãî, ðîç-

ãëÿíåìî äåçiíòåãðàöiþ µ =

∫
Y

µydν(y) ìiðè µ âiäíîñíî âiäîáðàæåííÿ F ;

âíàñëiäîê [145, ëåìà 3.1], ñiìåéñòâî óìîâíèõ éìîâiðíiñíèõ ìið µy ìîæå áó-

òè âèáðàíî ó òàêèé ñïîñiá, ùî µy ◦ g−1 ∼ µgy äëÿ âñiõ g ∈ G, y ∈ F (X).

ßêùî äiÿ ñòàáiëiçàòîðà Gy íà F−1(y) äëÿ äåÿêîãî y íå åðãîäè÷íà, ìî-

æíà çíàéòè Gy-iíâàðiàíòíó áîðåëiâñüêó ïiäìíîæèíó B ⊂ F−1(y) òàêó, ùî

0 < µy(B) < 1 (íàñïðàâäi B ìîæå áóòè îáðàíà ñòðîãî iíâàðiàíòíîþ âiä-

íîñíî êîæíîãî g ∈ Gy). Òîäi ¨¨ íàñè÷åííÿ GB ¹ àíàëiòè÷íîþ (íàñïðàâäi

áîðåëiâñüêîþ) iíâàðiàíòíîþ ìíîæèíîþ âX, îòæå ìîæíà âèêîðèñòàòè òðàí-

çèòèâíiñòü ôàêòîð-G-ïðîñòîðó Y i âñòàíîâëåíó âèùå âëàñòèâiñòü óìîâíèõ

ìið, àáè äîâåñòè, ùî 0 < µ(GB) < 1. Öå ñóïåðå÷èòü åðãîäè÷íîñòi äi¨ ãðóïè

G íà ïðîñòîði X, ÷èì äîâåäåíî, ùî µy ¹ Gy-åðãîäè÷íîþ.

Îñêiëüêè âîíà ó òîé æå ÷àñ ìà¹ òèï I, âîíà ñóòò¹âî òðàíçèòèâíà. Çàëè-

øà¹òüñÿ çàçíà÷èòè, ùî, âíàñëiäîê êâàçiiíâàðiàíòíîñòi ìiðè µ, êëàñè åêâiâà-

ëåíòíîñòi óìîâíèõ ìið íàä êîíóëüîâîþ òðà¹êòîði¹þ â Y ñïëiòàþòüñÿ äi¹þ

ãðóïè G, îòæå µ ñàìà çîñåðåäæåíà íà ¹äèíié òðà¹êòîði¨. �

Ó ïîäàëüøîìó ìè ïîòðåáó¹ìî äåÿêi ôàêòè ñòîñîâíî ïðîñòîðó LA(G)

ïiäàëãåáð Ëi àëãåáðè Ëi G äiéñíî¨ ãðóïè Ëi G. Âèçíà÷èìî G-åêâiâàðiàíòíå

âiäîáðàæåííÿ L : Sc(G) → LA(G) ó òàêèé ñïîñiá: L(H) � ïiäàëãåáðà Ëi â

G, ùî âiäïîâiäà¹ ïiäãðóïi H.

Òâåðäæåííÿ 3.1.14. Âiäîáðàæåííÿ L : S(G) → LA(G) ¹ áîðåëiâñüêèì

âiäíîñíî òîïîëîãié Ôåëëà.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ìíîæèíè U(C;∅) ãåíåðóþòü áîðåëiâñüêó σ-

àëãåáðó â S(G) (äèâ. äîâåäåííÿ Ëåìè 3.1.1), íàì äîñèòü äîâåñòè, ùî

Φ−1(U(C;∅)) =
∞⋃
k=1

U
(

(expC)1/k,∅
)
,

äå C ⊂ G � êîìïàêò, à (expC)1/k =
{

exp( tk · v) : exp(tv) ∈ expC
}
.

Ïðèïóñòèìî, ùî ïiäãðóïà H ⊂ G ìiñòèòüñÿ â L−1(U(C;∅)), òîäi äëÿ

áóäü-ÿêîãî âåêòîðà v ∈ C îäíîïàðàìåòðè÷íà ãðóïà {exp(tv) : t ∈ R} íå
ìiñòèòüñÿ â H, çâiäêè (U \ {e}) ∩ {exp(tv) : t ∈ R} ∩ H = ∅ äëÿ äîñèòü
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ìàëîãî îêîëó U îäèíèöi e â G. Ç iíøîãî áîêó, (expC)1/k ⊂ U äëÿ äîñèòü

âåëèêèõ k. Öå ìà¹ íàñëiäêîì H ∈ U
(
(expC)1/k;∅

)
.

Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî H ∈ U
(
(expC)1/k;∅

)
äëÿ ïåâíîãî k. Öå

çâiñíî ìà¹ íàñëiäêîì òå, ùîH íå ìiñòèòü öiëî¨ îäíîïàðàìåòðè÷íî¨ ïiäãðóïè

{exp(tv) : t ∈ R} äëÿ áóäü-ÿêîãî v ∈ C, çâiäêè ¨¨ àëãåáðà Ëi íå ìîæå ìiñòèòè
âåêòîð v. Òîáòî, H ∈ L−1(U(C;∅)). �

Òåîðåìà 3.1.15. Íåõàé G � äiéñíà ãðóïà Ëi. Äiÿ ãðóïè G íà ïðîñòîði

Sc(G) êîìïàêòíèõ ïiäãðóï ñïðÿæåííÿìè ìà¹ òèï I.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G0 � çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà îäèíèöi ãðóïè G i R ⊂ G

� ðàäèêàë. Òîäi R � çâ'ÿçíà ðîçâ'ÿçíà ãðóïà Ëi, à ôàêòîð-ãðóïà G/R �

íàïiâïðîñòà ãðóïà Ëi.

Ìè ïî÷íåìî ç äîâåäåííÿ òèïó I äëÿ äi¨ ïiäãðóïè R íà Sc(G). Öå ìîæíà

çðîáèòè iíäóêöi¹þ çà âèìiðíiñòþR. ßêùîR íóëü-âèìiðíà (òîáòî îäèíè÷íà)

ãðóïà, íàøå òâåðäæåííÿ ¹ òðèâiàëüíèì.

Ó iíøîìó ðàçi R ìà¹ ïîñëiäîâíiñòü íîðìàëüíèõ ïiäãðóï R = R0 ⊃
R1 ⊃ . . . ⊃ Rp ⊃ Rp+1 = {0}, äå óñi ôàêòîðè Ri/Ri+1 ¹ çâ'ÿçíèìè àáå-

ëåâèìè ãðóïàìè Ëi. Îñêiëüêè âñi òàêi ãðóïè içîìîðôíi ïðÿìîìó äîáóòêîâi

âèãëÿäó Rm×Tn, i ïðè öüîìó Tn ¹ íîðìàëüíîþ (âiäòàê, öåíòðàëüíîþ) ïiä-

ãðóïîþ â R/Ri+1, ìîæíà ââàæàòè, ùî êîæåí ôàêòîð Ri/Ri+1 içîìîðôíèé

àáî âåêòîðíîìó ïðîñòîðó Rm, àáî òîðó Tn.
Âíàñëiäîê ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ äiÿ ôàêòîð-ãðóïè R/Rp íà Sc(G/Rp)

ìà¹ òèï I, òîáòî iñíó¹ ç÷èñëåííå ñiìåéñòâî R/Rp-iíâàðiàíòíèõ áîðåëiâñüêèõ

ìíîæèí Bj ⊂ Sc(G/Rp), ùî ðîçäiëÿþòü R/Rp-òðà¹êòîði¨. Çðîçóìiëî, ùî öÿ

R/Rp-äiÿ ìîæå òàêîæ ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê äiÿ ãðóïè R, ÿêà ìà¹ ïðèðîäíå ïiä-

íÿòòÿ äî äi¨ íà Sc(G). Ìè ïîçíà÷èìî öå ðîçøèðåííÿ p : Sc(G)→ Sc(G/Rp)

(öå âiäîáðàæåííÿ áîðåëiâñüêå âíàñëiäîê Ëåìè 3.1.1; âîíî àñîöiéîâàíå ç ïðè-

ðîäíîþ ïðîåêöi¹þ p : G→ G/Rp).

Ç ïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê Rp
∼= Rm. Íåõàé K0, K ⊂ G � äâi

êîìïàêòíi ïiäãðóïè, äëÿ ÿêèõ p(K0) = p(K). Îñêiëüêè K0 ∩ Rm = K ∩
Rm = {0}, äëÿ êîæíîãî k ∈ K0 iñíó¹ ¹äèíèé åëåìåíò σ(k) ∈ Rm òàêèé,
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ùî kσ(k) ∈ K. Ìîæíà òàêîæ ïåðåâiðèòè, ùî σ : K0 → Rm � áîðåëiâñüêèé

(íàñïðàâäi íåïåðåðâíèé) 1-êîöèêë (òîáòî σ(k1k2) = k−1
2 σ(k1)k2σ(k2)) [131].

Âíàñëiäîê [131, òåîðåìà 2.3], áóäü-ÿêèé òàêîãî âèãëÿäó êîöèêë òðèâiàëüíèé,

çâiäêè ëåãêî âèâåñòè, ùî ïiäãðóïèK iK0 ñïðÿæåíi. Ó çàïðîâàäæåíèõ âèùå

òåðìiíàõ p−1(Bj) ¹ ïîñëiäîâíiñòþ R-iíâàðiàíòíèõ áîðåëiâñüêèõ ïiäìíîæèí

ó Sc(G), ÿêi ðîçäiëÿþòü R-òðà¹êòîði¨, îòæå R-ïðîñòið Sc(G) ìà¹ òèï I.

Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó âèïàäêó Rp
∼= Tn. Íåõàé K0, K ⊂ G � äâi

êîìïàêòíi ïiäãðóïè, äëÿ ÿêèõ p(K0) = p(K) i K0 ∩ Tn = K ∩ Tn = C. Çðî-

çóìiëî, ùî C � íîðìàëüíà ïiäãðóïà â îáèäâîõ ãðóïàõ K i K0. Âíàñëiäîê

p(K0) = p(K), äëÿ êîæíîãî k ∈ K0/C iñíó¹ ¹äèíèé åëåìåíò σ(k) ∈ Tn/C
òàêèé, ùî kσ(k) ∈ K/C. ßê i âèùå, ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî σ : K/C → Tn/C
� íåïåðåðâíèé 1-êîöèêë, ïðè÷îìó êîãîìîëîãi÷íi òàêi êîöèêëè σ1 i σ2 âèçíà-

÷àþòü ñïðÿæåíi ïiäãðóïè K1/C i K2/C ãðóïè N(C)/C. Íàñïðàâäi ìè ìà-

¹ìî ñïðÿæåíiñòü ïiäãðóï K1 i K2 â N(C). Âíàñëiäîê [131, òåîðåìà 2.2],

ïåðøà ãðóïà êîãîìîëîãié H1(K0/C,Tn/C) ç÷èñëåííà. Öå, ðàçîì iç ç÷è-

ñëåííiñòþ ìíîæèíè çàìêíóòèõ ïiäãðóï ãðóïè Tn, ìà¹ íàñëiäêîì òå, ùî

äëÿ áóäü-ÿêî¨ êîìïàêòíî¨ ïiäãðóïè F ⊂ G, p−1(p(K)) (îòæå, òàêîæ i

p−1(p({g−1Kg : g ∈ G}))) ïåðåòèíà¹ íå áiëüøå íiæ ç÷èñëåííó êiëüêiñòü

êëàñiâ ñïðÿæåíîñòi êîìïàêòíèõ ïiäãðóï ãðóïè G. Öå îçíà÷à¹, ùî ìè çíàõî-

äèìîñÿ â óìîâàõ Ëåìè 3.1.13, çàñòîñóâàííÿ ÿêî¨ äà¹ òèï I äëÿ R-ïðîñòîðó

Sc(G) òàêîæ i â öüîìó âèïàäêó.

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ ïîïåðåäíüî¨ ÷àñòèíè äîâåäåííÿ íå ¹ ñóòò¹âèìè âëà-

ñòèâîñòi ðîçâ'ÿçíîñòi ôàêòîð-ãðóïè R/Rp; âèêîðèñòàíî ëèøå òîé ôàêò, ùî

äiÿ R/Rp íà Sc(G/Rp) ìà¹ òèï I. Îòæå, íàì äîñèòü âñòàíîâèòè, ùî G/R-

ïðîñòið Sc(G/R) ìà¹ òèï I. Öå ¹ ïðåäìåòîì íàñòóïíîãî

Òâåðäæåííÿ 3.1.16. Íåõàé G � äiéñíà ãðóïà Ëi ç íàïiâïðîñòîþ çâ'ÿ-

çíîþ êîìïîíåíòîþ îäèíèöi G0. Äiÿ ãðóïè G íà ïðîñòîði êîìïàêòíèõ

ïiäãðóï Sc(G) ñïðÿæåííÿìè ìà¹ òèï I.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé C(G0) � öåíòðàëiçàòîð G0. Çðîçóìiëî, ùî öå ¹ íîð-

ìàëüíà ïiäãðóïà. Âîíà òàêîæ äèñêðåòíà òà ç÷èñëåííà, îñêiëüêè ¨¨ çâ'ÿçíà
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êîìïîíåíòà îäèíèöi, î÷åâèäíî, ìiñòèòüñÿ â G0, îòæå ¹ ïiäãðóïîþ öåíòðà

ãðóïè G0; öåé öåíòð ¹ äèñêðåòíèì âíàñëiäîê íàøèõ ïðèïóùåíü ùîäî G0.

Íåõàé G � àëãåáðà Ëi ãðóïè G = G/C(G0). Çðîçóìiëî, ùî ãðóïà

AutG àëãåáðà¨÷íà, îòæå ¨¨ äiÿ íà LA(G) ìà¹ òèï I [82]. Ç iíøîãî áîêó,

îñêiëüêè G0 = G0/C(G0) ∼= AdG0 íàïiâïðîñòà òà ìà¹ òðèâiàëüíèé öåíòð,

G0 = AdG0 ¹ çâ'ÿçíîþ êîìïîíåíòîþ îäèíèöi ãðóïè AutG [76]. Çîêðåìà,

G0 ¹ ïiäãðóïîþ ñêií÷åííîãî iíäåêñó â AutG [82], îòæå ãðóïà G òåæ ìà¹ öþ

âëàñòèâiñòü. Òàêèì ÷èíîì, âíàñëiäîê [196, ëåìà 5.6], äiÿ ãðóïè G ÷åðåç Ad

íà LA(G) ìà¹ òèï I.

Ðîçãëÿíåìî G-åêâiâàðiàíòíå âiäîáðàæåííÿ L : Sc(G)→ LA(G), ïîêëà-

äàþ÷è L(H) ïiäàëãåáðîþ Ëi â G, ùî âiäïîâiäà¹ ïiäãðóïi H. Öå âiäîáðàæå-

ííÿ ¹ áîðåëiâñüêèì âíàñëiäîê Òâåðäæåííÿ 3.1.14, îòæå LA(G) ¹ ôàêòîð-

ïðîñòîðîì òèïó I G-ïðîñòîðó Sc(G).

Âíàñëiäîê âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íî¨ âiäïîâiäíîñòi ìiæ ïiäàëãåáðàìè Ëi â G
i çâ'ÿçíèìè ïiäãðóïàìè ãðóïè G, L(H) ¹ ïîâíèì iíâàðiàíòîì H0; çîêðåìà,

çâ'ÿçíi êîìïîíåíòè îäèíèöi ïiäãðóï ç L−1(H) ¹ îäíàêîâèìè äëÿ êîæíî¨

ïiäàëãåáðè Ëi H ⊂ G.
Çàçíà÷èìî, ùî NG(H0) ñïiâïàäà¹ ç (çàìêíóòîþ) ïiäãðóïîþ â G, ÷èÿ

äiÿ çàëèøà¹ L−1(H) iíâàðiàíòíèì. Êðiì òîãî, îñêiëüêèG0 ¹ ïiäãðóïîþ ñêií-

÷åííîãî iíäåêñó â AutG, ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî NG(H0) ¹ òàêîæ ïiäãðóïîþ

ñêií÷åííîãî iíäåêñó â NAutG(H0). Ãðóïà NAutG(H0) ¹ çðîçóìiëèì ÷èíîì àë-

ãåáðà¨÷íîþ ç îãëÿäó íà êîìïàêòíiñòü H0.

Îñêiëüêè âñi ïiäãðóïè ç L−1(H) ìiñòÿòü H0 ÿê çâ'ÿçíó êîìïîíåíòó

îäèíèöi, ìà¹ìî íàñïðàâäi äiþ àëãåáðà¨÷íî¨ ôàêòîð-ãðóïè NAutG(H0)/H0 íà

L−1(H), ïðè÷îìó öåé îñòàííié ïðîñòið ìîæå áóòè îòîòîæíåíèé ç ïiäñiìåé-

ñòâîì Sf(NAutG(H0)/H0) ñêií÷åííèõ ïiäãðóï ãðóïèNAutG(H0)/H0. Çðîçóìi-

ëî, ùî òàêå îòîòîæíåííÿ ¹ áîðåëiâñüêèì âiäîáðàæåííÿì, çâiäêè äiÿ ãðóïè

NAutG(H0)/H0 íà L−1(H) ìà¹ òèï I âíàñëiäîê Òâåðäæåííÿ 3.1.12. Çàçíà-

÷åíà âèùå äiÿ ìîæå òàêîæ ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê äiÿ ãðóïè NAutG(H0), îòæå

ç [196, ëåìà 5.6] ìà¹ìî, ùî äiÿ ïiäãðóïè ñêií÷åííîãî iíäåêñó NG(H0) íà

L−1(H) òàêîæ ìà¹ òèï I. Ç iíøîãî áîêó, âiäïîâiäíå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåí-
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òíîñòi ñïiâïàäà¹ ç òàêèì, ùî çàäà¹òüñÿ îáìåæåííÿì íà L−1(H) âiäíîøåííÿ

åêâiâàëåíòíîñòi, ãåíåðîâàíîãî äi¹þ ãðóïè G íà Sc(G). Îòæå, çàñòîñóâàííÿ

Ëåìè 3.1.13 âñòàíîâëþ¹ òèï I äëÿ äi¨ ãðóïè G íà Sc(G).

Íåõàé p : G→ G � ïðèðîäíà ïðîåêöiÿ, i p : Sc(G)→ Sc(G) � âiäïîâiäíå

áîðåëiâñüêå âiäîáðàæåííÿ (Ëåìà 3.1.1), ùî ¹ G-åêâiâàðiàíòíèì. Ìè ñòâåð-

äæó¹ìî, ùî p ìà¹ ç÷èñëåííi ïðîîáðàçè òî÷îê. Äiéñíî, îñêiëüêè p ¹ ëîêàëü-

íèì äiôôåîìîðôiçìîì, äëÿ ïiäãðóïè Q ∈ Sc(G), âñi ïiäãðóïè K ∈ p−1(Q)

ìàþòü îäíó é òó ñàìó (ïiä)àëãåáðó Ëi â G, îòæå é îäíó é òó ñàìó çâ'ÿçíó

êîìïîíåíòó îäèíèöi, ñêàæiìîK0. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ çàäàíî¨ çâ'ÿçíî¨ êîìïî-

íåíòè qQ0 ãðóïè Q, áóäü-ÿêi äâi âiäïîâiäíi çâ'ÿçíi êîìïîíåíòè g1K0 òà g2K0

(ìîæëèâî ðiçíèõ) ïiäãðóï iç p−1(Q) ìîæóòü âiäðiçíÿòèñÿ ëèøå ìíîæåííÿì

íà åëåìåíò ç÷èñëåííî¨ ãðóïè C(G0), i îòæå ìîæå iñíóâàòè ëèøå ç÷èñëåííå

ñiìåéñòâî òàêèõ êîìïîíåíò. Îñêiëüêè, êðiì òîãî, êîìïàêòíà ãðóïà Q ìà¹

ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò, ìè äîõîäèìî âèñíîâêó ïðî

òå, ùî p−1(Q) ¹ íå áiëüø íiæ ç÷èñëåííèì. Çîêðåìà, äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïiäãðóïè

Q ∈ Sc(G), îáìåæåííÿ âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ãåíåðîâàíîãî äi¹þ ãðó-

ïè G íà Sc(G), íà p−1(Q) ìà¹ òèï I. Íàðàçi íàøå òâåðäæåííÿ ¹ íàñëiäêîì

Ëåìè 3.1.13. �

Â ÿêîñòi íàñëiäêà îäåðæó¹ìî òàêå.

Òåîðåìà 3.1.17. Íåõàé G � äiéñíà ãðóïà Ëi, à (X,µ) � åðãîäè÷íèé G-

ïðîñòið, óñi ñòàáiëiçàòîðè ÿêîãî êîìïàêòíi. Òîäi âñi ñòàáiëiçàòîðè ¹

ñïðÿæåíèìè â G. �

Ó Äîäàòêó A.1 ïîäàíî ïðèêëàäè åðãîäè÷íèõ ãðóïîâèõ äié iç íåñïðÿ-

æåíèìè ñòàáiëiçàòîðàìè.

3.2 Içîìîðôiçì ñêií÷åííèõ ñòàáiëiçàòîðiâ äëÿ åðãî-

äè÷íèõ ãðóïîâèõ äié.

Ïåðåéäåìî äî ïðîáëåìè içîìîðôiçìó ñòàáiëiçàòîðiâ åðãîäè÷íèõ äié.

Ðîçïî÷íåìî ç âèïàäêó ñêií÷åííèõ ñòàáiëiçàòîðiâ. Ðîçãëÿíåìî âëàñòèâîñòi
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çáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ñêií÷åííèõ ïiäãðóï ë.ê.ñ. ãðóïè G âiäíîñíî òîïî-

ëîãi¨ Ôåëëà. ßêùî êîæíà ç ïiäãðóï Kn ìà¹ m åëåìåíòiâ, i Kn → K, òîäi

ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî K ìà¹ íå áiëüøå íiæ m åëåìåíòiâ. Äëÿ öüîãî äîñèòü

ðîçãëÿíóòè îêië ïiäãðóïè K âèãëÿäó U(∅,F), äå F = {kV : k ∈ K}, à
V � äîñèòü ìàëèé îêië îäèíèöi â G. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà m-

åëåìåíòíèõ ïiäãðóï Sm ¹ ëîêàëüíî çàìêíóòîþ, çîêðåìà áîðåëiâñüêîþ â S.
Êðiì òîãî, âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ãðàíè÷íà ïiäãðóïà K óñïàäêîâó¹ ñóòò¹âó ií-

ôîðìàöiþ ïðî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ â Kn.

Ëåìà 3.2.1. Íåõàé Kn, K � m-åëåìåíòíi ïiäãðóïè ë.ê.ñ. ãðóïè G, i ïðè

öüîìó Kn → K â òîïîëîãi¨ Ôåëëà. ßêùî âñi Kn içîìîðôíi, òî K içîìîð-

ôíà êîæíié ç Kn.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé U � îêië îäèíèöi â G äîñèòü ìàëèé, àáè k1U ∩
k2U = ∅ äëÿ áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ k1, k2 ∈ K. Òîäi ìîæíà âèáðàòè îêië V

îäèíèöi â G òàêèé, ùî V · k−1V k ⊆ U äëÿ âñiõ k ∈ K. Òåïåð ðîçãëÿíåìî

îêië ïiäãðóïè K âèãëÿäó U(∅,F), äå F = {kV : k ∈ K}. Çi çáiæíîñòi
Kn → K â òîïîëîãi¨ Ôåëëà âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîñèòü âåëèêèõ n i êîæíîãî

k ∈ K iñíó¹ ëèøå îäèí åëåìåíò k′ ∈ Kn òàêèé, ùî k′ ∈ kV , ÷èì óñòàíîâëþ-

¹òüñÿ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ Kn i K. Ìîæíà ëåãêî âèâåñòè

ç âëàñòèâîñòåé îêîëiâ U i V , ùî çàçíà÷åíà âèùå âiäïîâiäíiñòü ôàêòè÷íî ¹

içîìîðôiçìîì ìiæ Kn i K. �

Òåîðåìà 3.2.2. Íåõàé (X,µ) � åðãîäè÷íèé ëåáåãiâñüêèé G-ïðîñòið äëÿ

ë.ê.ñ. ãðóïè G çi ñêií÷åííèìè ñòàáiëiçàòîðàìè. Òîäi âñi ñòàáiëiçàòîðè

íàä êîíóëüîâîþ ïiäìíîæèíîþ â X ¹ içîìîðôíèìè.

Äîâåäåííÿ. Íà ïî÷àòêó âiäçíà÷èìî, ùî êiëüêiñòü åëåìåíòiâ m ñòà-

áiëiçàòîðà ¹ êîíñòàíòîþ ì.â. Öå ìîæíà äîâåñòè çàñòîñóâàííÿì ïðîöåäóðè

�âè÷åðïóâàííÿ� äî áîðåëiâñüêî¨ ïiäìíîæèíè {(g, x) : g ∈ Gx} ⊂ G × X,

âèêîðèñòîâóþ÷è òàêîæ î÷åâèäíó ïîñòiéíiñòü m íà êîæíié G-òðà¹êòîði¨ i

åðãîäè÷íiñòü äi¨ ãðóïè G íà ïðîñòîði X. Îòæå, ìiðà íà ôàêòîði Ôåëëà

S = S(G) çîñåðåäæåíà íà ïiäìíîæèíi Sm, óòâîðåíié m-åëåìåíòíèìè ïiä-

ãðóïàìè.
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Ðîçãëÿíåìî ðîçáèòòÿ Sm íà çàìêíåííÿ êëàñiâ ñïðÿæåíîñòi ïiäãðóï â

òîïîëîãi¨ Ôåëëà. Äëÿ ïåðåâiðêè êîðåêòíîñòi âèçíà÷åííÿ öüîãî ðîçáèòòÿ äî-

ñèòü ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêi äâà òàêi çàìêíåííÿ àáî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, àáî

ñïiâïàäàþòü. ßêùî K � ãðàíè÷íà ïiäãðóïà êëàñó ñïðÿæåíîñòi ïiäãðóïè

K1, òî, çðîçóìiëèì ÷èíîì, K1 � òàêîæ ãðàíè÷íà ïiäãðóïà äëÿ ïîñëiäîâíî-

ñòi ñïðÿæåíèõ äî K ïiäãðóï. Îòæå, ÿêùî K íàëåæèòü òàêîæ äî çàìêíåííÿ

êëàñó ñïðÿæåíîñòi äåÿêî¨ iíøî¨ ïiäãðóïè K2, òî ç íàâåäåíèõ âèùå ìiðêó-

âàíü îäåðæó¹ìî, ùî îáèäâà êëàñè ñïðÿæåíîñòi äëÿ K1 i äëÿ K2 ìàþòü òå

æ ñàìå çàìêíåííÿ.

Çðîçóìiëî, ùî ìè îäåðæàëè âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi òèïó I íà ôà-

êòîði Ôåëëà, îñêiëüêè êîæåí êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi çàìêíóòèé [148]. Ç ií-

øîãî áîêó, êîæåí êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî äi¨ ãðóïè G

íà S. Îòæå, ìà¹ìî G-iíâàðiàíòíå áîðåëiâñüêå âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðó X äî

(ñòàíäàðòíîãî áîðåëiâñüêîãî) ôàêòîð-ïðîñòîðó äëÿ ïðîñòîðó Sm âiäíîñíî

ïîäàíîãî âèùå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi. Âíàñëiäîê åðãîäè÷íîñòi äi¨ ãðó-

ïè G, öå âiäáðàæåííÿ ¹ êîíñòàíòîþ ì.â., òîáòî ñiìåéñòâî ñòàáiëiçàòîðiâ íàä

êîíóëüîâîþ ïiäìíîæèíîþ â X ¹ çàìêíóòèì. Íàðàçi òâåðäæåííÿ Òåîðåìè

âèïëèâà¹ ç Ëåìè 3.2.1. �

Ó Äîäàòêó A.2 íàâåäåíî ïðèêëàäè åðãîäè÷íèõ ãðóïîâèõ äié iç íåiçî-

ìîðôíèìè ñòàáiëiçàòîðàìè.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Äëÿ íåâiëüíèõ ãðóïîâèõ äié âàæëèâèì iíâàðiàíòîì ¹ òàê çâàíèé ôà-

êòîð Ôåëëà, ùî ¹ ïðîñòîðîì çàìêíóòèõ ïiäãðóï ãðóïè ùî äi¹. Ó âèïàäêó

ë.ê.ñ. ãðóïè öå ¹ ñòàíäàðòíèé áîðåëiâñüêèé ïðîñòið, ùî óñòàòêîâàíèé ïðî-

åêöi¹þ ìiðè ç ïðîñòîðó, íà ÿêîìó äi¹ ãðóïà. Çðîçóìiëî, ùî iñòîòíà òðàí-

çèòèâíiñòü òàêîãî ôàêòîðó ¹ åêâiâàëåíòîì ñïðÿæåíîñòi ì.â. ñòàáiëiçàòîðiâ

ãðóïîâî¨ äi¨. Â ñâîþ ÷åðãó, òàêà òðàíçèòèâíiñòü ìîæå áóòè íàñëiäêîì ïåâ-

íèõ âëàñòèâîñòåé ðåãóëÿðíîñòi ôàêòîðà Ôåëëà ÿê äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè, ÿêi

ìîæóòü áóòè âèÿâëåíi øëÿõîì ðîçãëÿäó íà âiäïîâiäíèõ îá'¹êòàõ äîäàòêî-
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âèõ ñòðóêòóð.

Îòæå, ôàêòîðè Ôåëëà ¹ âàæëèâèì çíàðÿääÿì äîñëiäæåííÿ ïðîáëåìè

ñïðÿæåíîñòi i içîìîðôiçìó ñòàáiëiçàòîðiâ åðãîäè÷íèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì.

Ó ðîáîòi, ó âèïàäêó äi¨ äiéñíî¨ ãðóïè Ëi, ïîðÿä ç âëàñíå ôàêòîðîì Ôåëëà

ðîçãëÿíóòî ôàêòîðïðîñòið ïiäàëãåáð Ëi, ùî âiäïîâiäàþòü ñòàáiëiçàòîðàì.

Äîâåäåíî, ùî ïðîñòið ïiäàëãåáð Ëi âêëàäà¹òüñÿ ó (àëãåáðà¨÷íèé) ìíîãîâèä

Ãðàññìàíà, i òîìó ó âèïàäêó, êîëè ãðóïà Ëi ¹ àëãåáðà¨÷íîþ, ñòà¹ àëãå-

áðà¨÷íî ðåãóëÿðíîþ äèíàìi÷íîþ ñèñòåìîþ. Äëÿ òàêî¨ ñèñòåìè ðîçáèòòÿ íà

òðà¹êòîði¨ ìà¹ òèï I, çâiäêè iñòîòíà òðàíçèòèâíiñòü âiäïîâiäíî¨ ôàêòîð-äi¨.

Iíøå êëþ÷îâå ñïîñòåðåæåííÿ, ùî ìiñòèòüñÿ ó ðîáîòi, ïîëÿãà¹ â ðîçãëÿ-

äi äié äiéñíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ãðóï çi ñêií÷åííèìè ñòàáiëiçàòîðàìè. Âèÿâëåíî,

ùî âiäïîâiäíèé ôàêòîð Ôåëëà âêëàäà¹òüñÿ â àëãåáðà¨÷íèé ìíîãîâèä ç äi¹þ

çàçíà÷åíî¨ âèùå àëãåáðà¨÷íî¨ ãðóïè, ùî ¹ àëãåáðà¨÷íî ðåãóëÿðíîþ.

Ç îãëÿäó íà íàâåäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ, â ðîáîòi äîâåäåíî, ùî äiÿ äié-

ñíî¨ ãðóïè Ëi ñïðÿæåííÿìè íà ïðîñòîði êîìïàêòíèõ ïiäãðóï ìà¹ òèï I.

Âíàñëiäîê öüîãî, åðãîäè÷íà äiÿ äiéñíî¨ ãðóïè Ëi ç êîìïàêòíèìè ñòàáiëi-

çàòîðàìè ìà¹ âñi ñòàáiëiçàòîðè ñïðÿæåíèìè. Íàâåäåíî êîíòðïðèêëàäè, ùî

äåìîíñòðóþòü ñóòò¹âiñòü ïðèïóùåíü öi¹¨ òåîðåìè.

Ùå îäèí ðåçóëüòàò ðîáîòè � öå içîìîðôiçì ñêií÷åííèõ ñòàáiëiçàòîðiâ

äëÿ åðãîäè÷íèõ äié ë.ê.ñ. ãðóïè.

Ïîäàíî çìiñòîâíi êîíòðïðèêëàäè, â ÿêèõ åðãîäè÷íi äi¨ ãðóï Ëi ìàþòü

íåiçîìîðôíi ñòàáiëiçàòîðè.

Ïðè öüîìó çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì ïèòàííÿ ïðî ñïðÿæåíiñòü òà/àáî

içîìîðôiçì ñòàáiëiçàòîðiâ åðãîäè÷íèõ ãðóïîâèõ äié çà áiëüø çàãàëüíèõ ïðè-

ïóùåíü, íàïðèêëàä äëÿ äié ç÷èñëåííèõ ãðóï ç íåñêií÷åííèìè ñòàáiëiçàòî-

ðàìè.
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ÐÎÇÄIË 4

ÅÍÒÐÎÏIß ÄËß ÄIÉ ÀÌÅÍÀÁÅËÜÍÈÕ ÃÐÓÏ

4.1 Åíòðîïiéíà òåîðiÿ äëÿ äié ñêií÷åííî-ãåíåðîâà-

íèõ íiëüïîòåíòíèõ ãðóï

Äëÿ äié çàçíà÷åíîãî òóò êëàñó ãðóï ìè ïîäà¹ìî ÿâíèé îïèñ àëãåáð Ïií-

ñêåðà, âëàñòèâîñòåé iíâàðiàíòíîñòi äëÿ âèìiðíèõ ðîçáèòòiâ, à òàêîæ ïîâíó

ñïåêòðàëüíó õàðàêòåðèçàöiþ K-ñèñòåì (äèâ. [68]).

Íàãàäà¹ìî áàçîâi âèçíà÷åííÿ, ôàêòè òà ïîçíà÷åííÿ. Äëÿ ðîçáèòòÿ α ç

íå áiëüøå íiæ ç÷èñëåííîþ êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ íà ïðîñòîði Ëåáåãà (X,A, µ)

âèçíà÷èìî åíòðîïiþ:

H(α) = −
∑
i

µ(Ai) log µ(Ai).

Íåõàé L ïîçíà÷à¹ ñiìåéñòâî ðîçáèòòiâ α ÿê âèùå, äëÿ ÿêèõ H(α) <∞.

Äëÿ áóäü-ÿêîãî âèìiðíîãî ðîçáèòòÿ β óìîâíà åíòðîïiÿ H(α|β) âèçíà÷à-

¹òüñÿ ó ñòàíäàðòíèé ñïîñiá. Çîêðåìà, H(α|β) = 0 åêâiâàëåíòíå α ≤ β;

H(α|β) ¹ çðîñòàþ÷îþ ôóíêöi¹þ α i ñïàäàþ÷îþ ôóíêöi¹þ β. Ìåòðèêà d íà

L çàäà¹òüñÿ òàê:

d(α, β) = H(α|β) +H(β|α).

L, óñòàòêîâàíå ìåòðèêîþ d, ¹ ïîâíèì ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì. Îñíîâíîþ

âëàñòèâiñòþ åíòðîïi¨ ðîçáèòòiâ ¹ òàêå:

∀α, β ∈ L, ∀γ H(αβ|γ) = H(α|γ) +H(β|α ∨ γ), (4.1.1)

çâiäêè ìà¹ìî ñóáàäèòèâíiñòü äëÿ H:

∀α, β ∈ L, ∀γ, H(α ∨ β|γ) ≤ H(α|γ) +H(β|γ).

ßêùî {γn} � çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü ðîçáèòòiâ i γ =
∨
n
γn, òî äëÿ âñiõ

α ∈ L ìà¹ìî

lim
n
H(α|γn) = H(α|γ).
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Ó ïîäiáíèé ñïîñiá, äëÿ ñïàäàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi ðîçáèòòiâ {γn} iç γ =∧
n
γn ìà¹ìî äëÿ âñiõ α ∈ L

lim
n
H(α|γn) = H(α|γ).

Íåõàé T � àâòîìîðôiçì ïðîñòîðó (X,A, µ). Äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçáèòòÿ

α ìè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ

αnT =
n−1∨

0

T kα, α−T =
∞∨
1

T−kα, αT =
∞∨
−∞

T kα.

Ïîñëiäîâíiñòü 1
nH (αnT ) ìà¹ ãðàíèöþ, ÿêó ïîçíà÷àþòü h(α, T ); âî-

íà òàêîæ ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ÷åðåç óìîâíó åíòðîïiþ H
(
α
∣∣α−T ).

Áiëüø çàãàëüíî, ÿêùî γ � T -iíâàðiàíòíå âèìiðíå ðîçáèòòÿ, ïîñëiäîâíiñòü
1
nH (αnT |γ ) ìà¹ ãðàíèöþ H

(
α
∣∣α−T ∨ γ ), ÿêà ïîçíà÷à¹òüñÿ h(α, T, γ). Çîêðå-

ìà, h(α, T ) = h(α, T, ν), äå ν � òðèâiàëüíå ðîçáèòòÿ.

Åíòðîïiÿ àâòîìîðôiçìó T âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

h(T ) = sup
α∈L

h(α, T ).

Íàãàäà¹ìî äóæå âàæëèâó ôîðìóëó Ïiíñêåðà:

h(α ∨ β, T ) = h(α, T ) +H
(
β
∣∣αT ∨ β−T ) ,

i, áiëüø çàãàëüíî,

h(α ∨ β, T, γ) = h(α, T, γ) +H
(
β
∣∣αT ∨ β−T ∨ γ )

äëÿ áóäü-ÿêîãî T -iíâàðiàíòíîãî âèìiðíîãî ðîçáèòòÿ γ.

4.1.1 Åíòðîïiÿ òà àëãåáðè Ïiíñêåðà äëÿ ìàòðè÷íèõ íiëüïî-

òåíòíèõ ãðóï

Ðîçïî÷íåìî íàøi ðîçãëÿäè ç íàéïðîñòiøîãî âèïàäêó ãðóïè Ãåéçåíáåð-

ãà, ìàþ÷è íà ìåòi ïîäàëüøå ïåðåíåñåííÿ íà áiëüø øèðîêèé êëàñ íiëüïîòåí-

òíèõ ãðóï. Íåõàé G � íiëüïîòåíòíà ïîðÿäêó 2 ç÷èñëåííà ìàòðè÷íà ãðóïà

G =




1 n3 n1

0 1 n2

0 0 1

 : ni ∈ Z

 .
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Çàôiêñó¹ìî òâiðíi

T1 =


1 0 1

0 1 0

0 0 1

 ; T2 =


1 0 0

0 1 1

0 0 1

 ; T3 =


1 1 0

0 1 0

0 0 1

 .

Òóò T1 ãåíåðó¹ öåíòð Z ãðóïèG. Âèçíà÷èìî ëiíiéíå âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó íà

öèõ ãåíåðàòîðàõ ÿê T3 > T2 > T1, ðàçîì iç âiäïîâiäíèì ëåêñèêîãðàôi÷íèì

óïîðÿäêóâàííÿì íà G: T j33 T
j2
2 T

j1
1 < T k3

3 T
k2
2 T

k1
1 ó òîìó é òiëüêè òîìó âèïàä-

êó, êîëè (j3, j2, j1) ëåêñèêîãðàôi÷íî ìåíøå, íiæ (k3, k2, k1). Öå âiäíîøåííÿ

ïîðÿäêó ¹ iíâàðiàíòíèì ùîäî ëiâèõ çñóâiâ íà ãðóïi G, îòæå ìà¹ìî ïîíÿò-

òÿ �ìèíóëîãî� íà G, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ïiäìíîæèíà åëåìåíòiâ ãðóïè G,

ÿêi ìåíøi âiä îäèíèöi.

Ñåðåä ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí â G ìè âiäîêðåìëþ¹ìî ïðÿìîêóòíèêè

{T i33 T
i2
2 T

i1
1 : m1 ≤ i1 ≤ M1, m2 ≤ i2 ≤ M2, m3 ≤ i3 ≤ M3}. Íåõàé çàäàíà

ïîñëiäîâíiñòü ïðÿìîêóòíèêiâ {ρn}; ìè êàçàòèìåìî, ùî ìîäóëü ρn ïðÿìó¹

äî íåñêií÷åííîñòi, ÿêùî min
k=1,2,3

(Mk(n) − mk(n)) → ∞, M1(n)−m1(n)
M2(n)−m2(n) → ∞,

M1(n)−m1(n)
M3(n)−m3(n) →∞ äëÿ n→∞.

Òâåðäæåííÿ 4.1.1. Íåõàé {ρn} � ïîñëiäîâíiñòü ïðÿìîêóòíèêiâ â ãðóïi

G iç ìîäóëåì, ùî ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi. Òîäi {ρn} óòâîðþþòü ñè-

ñòåìó ìíîæèí Ôüîëíåðà â ãðóïi G.

Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê ñïiââiäíîøåííÿ(
T i33 T

i2
2 T

i1
1

)−1
T k3

3 T
k2
2 T

k1
1 = T k3−i3

3 T k2−i2
2 T

k1+i2(k3−i3)−i1
1 ,

äëÿ áóäü-ÿêîãî g =
(
T i33 T

i2
2 T

i1
1

)−1
i ïðÿìîêóòíèêà ρ, çàäàíîãî ÷åðåç 0 ≤

kj ≤ pj, j = 1, 2, 3, ìà¹ìî

S(gρn∆ρn) ≤ 2|i3|p1p2 + 2|i2|p1p3 + 2(|i1|+ |i2i3|+ |i2|p3)p2p3,

çâiäêè

S(gρn∆ρn)

S(ρn)
≤ 2|i3|

p3
+

2|i2|
p2

+
2(|i1|+ |i2i3|+ |i1|p3)

p1
→ 0

äëÿ n→∞. �
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Íåõàé ãðóïà G äi¹ íà ïðîñòîði (X,A, µ). Ç Òâåðäæåííÿ 4.1.1 òà [142,

Òåîðåìà 1] âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi ïðÿìîêóòíèêiâ {ρn} â
G, ÷èé ìîäóëü ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi, i áóäü-ÿêîãî α ∈ L iñíó¹ ãðàíèöÿ

1
S(ρn)H (αρn). Öÿ ãðàíèöÿ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ρn. Âîíà íàçèâà¹òüñÿ ñåðå-

äíüîþ åíòðîïi¹þ ðîçáèòòÿ α âiäíîñíî ãðóïè ïåðåòâîðåíü G i ïîçíà÷à¹òüñÿ

h(α,G). Ïðîòå âîíà ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà iíøèìè ôîðìóëàìè.

Çàïðîâàäèìî ïîíÿòòÿ ìèíóëîãî äëÿ ðîçáèòòÿ α âiäíîñíî äi¨ ãðóïè

G, ïîêëàâøè α−G =
∨
T k3

3 T
k2
2 T

k1
1 α, äå ïåðåòèí áåðåòüñÿ ïî âñiõ òðiéöÿõ

(k3, k2, k1) ∈ Z3, ùî ëåêñèêîãðàôi÷íî ìåíøi âiä (0, 0, 0). Áiëüø ðîçëîãî,

α−G = α−T1
(αT1

)−T2
(αT1T2

)−T3
. ßê âiäîìî ç [142, 158], äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçáèòòÿ

α ∈ L, h(α,G) = H
(
α
∣∣α−G).

Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó áiëüø çàãàëüíîãî âèïàäêó ãðóïè UTn(Z) íiëü-

ïîòåíòíèõ âåðõíüî-òðèêóòíèõ ìàòðèöü ç öiëèìè åëåìåíòàìè. Âèÿâëÿ¹òüñÿ

i áóäå âèêîðèñòàíî ó ïîäàëüøîìó, ùî öÿ ãðóïà ìà¹ ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí

Ôüîëíåðà, ÿêi ¹ òàêîæ ôóíäàìåíòàëüíèìè îáëàñòÿìè äëÿ ñïàäàþ÷î¨ ïîñëi-

äîâíîñòi ïiäãðóï ñêií÷åííîãî iíäåêñó ç òðèâiàëüíèì ïåðåòèíîì.

Íåõàé I � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ, à uij - ìàòðè÷íà îäèíè÷êà (ìàòðèöÿ, ÷èé

åëåìåíò ç iíäåêñàìè k, p äîðiâíþ¹ δikδjp). Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó òâiðíèõ äëÿ

UTn(Z), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ìàòðèöü Tij = I + uij, i < j, 1 ≤ i, j ≤ n. Çàïðî-

âàäèìî ëiíiéíå âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó íà öèõ òâiðíèõ, ïîêëàäàþ÷è Tij < Ti′j′

äëÿ j − i > j′ − i′ àáî j − i = j′ − i′ i i < i′. Äàëi öå âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó

ïîøèðþ¹òüñÿ íà âñþ ãðóïó UTn(Z) çà ëåêñèêîãðàôi÷íèì ïðàâèëîì. Ó òà-

êèé ñïîñiá, UTn(Z) ñòà¹ âïîðÿäêîâàíîþ ãðóïîþ [158]. Äiéñíî, Tij âiäiãðàþòü

ðîëü áàçè Ìàëüöåâà [97] äëÿ UTn(Z).

Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî. Äëÿ êîæíîãî m ∈ N ðîçãëÿíåìî ïiäãðóïó

Γm, ãåíåðîâàíó åëåìåíòàìè T p
m(j−i)

ij . Çðîçóìiëî, ùî êîæíà Γm ¹ ïiäãðóïîþ

ñêií÷åííîãî iíäåêñó â UTn(Z), Γm+1 ⊂ Γm, i ïðè öüîìó
⋂
m

Γm = {I}.
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Êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ â UTn(Z) ìàþòü âèãëÿä:

TijTi′j′T
−1
ij T

−1
i′j′ =


Tij′, ÿêùî j = i′,

T−1
ji′ , ÿêùî i = j′,

I, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Ç öèõ ñïiââiäíîøåíü âèïëèâà¹, ùî ôóíäàìåíòàëüíà îáëàñòü äëÿ Γm ìîæå

áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi ïðÿìîêóòíèêà

ρm =
{
T
kn−1,n

n−1,n · . . . · T
k1n
1n :

ln−1,n(m) ≤ kn−1,n ≤ Ln−1,n(m), . . . , l1n(m) ≤ k1n ≤ L1n(m)
}
,

äå lij(m) = −
[
pm(j−i)

2

]
, Lij(m) =

[
pm(j−i)+1

2

]
, à [x] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà x.

Âíàñëiäîê âèáîðó òâiðíèõ, ìíîæåííÿ â ãðóïi UTn(Z) ìà¹ âèãëÿä:

T
kn−1,n

n−1,n · · · · · T
k1n
1n · T

qn−1,n

n−1,n · · · · · T
q1n

1n = T
kn−1,n+qn−1,n+fn−1,n

n−1,n · · · · · T k1n+q1n+f1n

1n ,

äå fn−1,n = 0, à äëÿ 1 ≤ i < j ≤ n öiëîçíà÷íà ïîëiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ (äèâ.

[97]) fij = fij(ki,′j′; qi′′,j′′| Ti′,j′, Ti′′,j′′ ≥ Ti,j) íå çàëåæèòü âiä ki,′j′, qi′′,j′′ äëÿ

Ti′,j′, Ti′′,j′′ ≤ Ti,j.

Íåõàé

Fi,j(m) = max{|fi,j(k1,n, . . . , kn−1,n; q1,n, . . . , qn−1,n)| :

li,j(m) ≤ ki,j ≤ Li,j(m); −m ≤ qi,j ≤ m},

äëÿ 1 ≤ i < j ≤ n. Ïðîñòà ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî

Fij(m) ≤ const(i, j)mpm(j−i−1),

çâiäêè
Fi,j(m)

Li,j(m)− li,j(m)
→ 0 (4.1.2)

äëÿ m→∞.

Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü ïðÿìîêóòíèêiâ ρm óòâîðþ¹ ïðàâó

ïîñëiäîâíiñòü Ôüîëíåðà. Çàôiêñó¹ìî g = T
qn−1,n

n−1,n · · · · · T
q1,n

1,n . Äëÿ ïåðåâið-

êè çáiæíîñòi #(ρng∆ρn)
#(ρn) → 0 äîñèòü çàçíà÷èòè, ùî T kn−1,n

n−1,n · . . . · T
k1,n

1,n · g =
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T
kn−1,n+qn−1,n+ξn−1,n(k1,n,...,kn−1,n)
n−1,n · . . . · T k1,n+q1,n+ξ1,n(k1,...,kM )

1,n , äå ξi,j ïîõîäèòü âiä

fi,j øëÿõîì ôiêñàöi¨ q1,n, . . . , qn−1,n (çîêðåìà, ξi,j íå çàëåæèòü âiä ki′,j′ äëÿ

Ti′,j′ ≤ Ti,j). Íàðàçi íàøå òâåðäæåííÿ ¹ î÷åâèäíèì íàñëiäêîì óìîâè (4.1.2),

íàâåäåíî¨ âèùå. Ïîäiáíèé àðãóìåíò ïîêàçó¹, ùî ρm óòâîðþþòü òàêîæ i ëiâó

ïîñëiäîâíiñòü Ôüîëíåðà.

Íåõàé G � äîâiëüíà ç÷èñëåííà àìåíàáåëüíà ãðóïà, (X,µ) � G-ïðîñòið

ç iíâàðiàíòíîþ éìîâiðíiñíîþ ìiðîþ µ, i α � ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó X çi ñêií-

÷åííîþ åíòðîïi¹þ. Ñåðåäíÿ åíòðîïiÿ h(α,G) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

h(α,G) = lim
n→∞

1

#(ρn)
H

(∨
g∈ρn

gα

)
,

äå ρn � ïðàâà ïîñëiäîâíiñòü Ôüîëíåðà â ãðóïi G. Ç ðåçóëüòàòiâ ðîáiò

[142, 158] âèïëèâà¹, ùî ó âèïàäêó G = UTn(Z), h(α, UTn(Z)) ìîæå áóòè

çàïèñàíå ó òåðìiíàõ �ìèíóëîãî� â ãðóïi UTn(Z) âiäíîñíî ëiâîiíâàðiàíòíîãî

âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó:

h(α, UTn(Z)) = H
(
α
∣∣∣α−UTn(Z)

)
,

äå α−UTn(Z) =
∨
g<e

gα.

Íàñòóïíi Ëåìà 4.1.2, Òâåðäæåííÿ 4.1.3 i Íàñëiäîê 4.1.4 íåçàëåæíi âiä

ëîêàëüíîãî êîíòåêñòó i ¹ ÷èííèìè äëÿ äîâiëüíî¨ ç÷èñëåííî¨ àìåíàáåëüíî¨

ãðóïè G, ùî áóäå çàñòîñîâàíî ó ïîäàëüøîìó.

Äëÿ ïiäìíîæèíè E ⊂ G i ðîçáèòòÿ α, ìè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîçíà-

÷åííÿ αE äëÿ ðîçáèòòÿ
∨
g∈E

gα.

Ëåìà 4.1.2. [67, Ëåìà 4] Íåõàé Gr � ïiäãðóïà ãðóïè G ñêií÷åííîãî iíäåêñó

r, δr � (ñêií÷åííà) ïiäìíîæèíà â G, ùî ïåðåòèíà¹ êîæåí êëàñ ñóìiæíî-

ñòi ïiäãðóïè Gr ðiâíî îäèí ðàç, i αr = αδr. Òîäi

h(αr, Gr) = rh(α,G).

Òâåðäæåííÿ 4.1.3. Äëÿ α, β ∈ L,

h(β,G) ≤ h(α,G) +H(β|αG).
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé ρn � ïðàâà ïîñëiäîâíiñòü Ôüîëíåðà â ãðóïi G. Ìà-

¹ìî:

H(βρn) ≤ H
(
βρnαρnρp

)
= H

(
αρnρp

)
+H

(
βρn
∣∣αρnρp ) ≤

≤ H
(
αρnρp

)
+
∑
f∈ρn

H
(
fβ
∣∣αρnρp ) ≤ H

(
αρnρp

)
+
∑
f∈ρn

H
(
fβ
∣∣αfρp ) =

= H
(
αρnρp

)
+ #(ρn)H

(
β
∣∣αρp ) .

Âíàñëiäîê âëàñòèâîñòi Ôüîëíåðà #(ρnρp)
#(ρn) → 1 äëÿ n → ∞. Îòæå, äi-

ëÿ÷è ïîïåðåäíþ íåðiâíiñòü íà #(ρn) òà ñïðÿìîâóþ÷è n äî íåñêií÷åííîñòi,

îäåðæó¹ìî äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî p

h(β,G) ≤ h(α,G) +H
(
β
∣∣αρp ) .

Çàëèøà¹òüñÿ ñïðÿìóâàòè p äî íåñêií÷åííîñòi i çàçíà÷èòè, ùî H
(
β
∣∣αρp )→

H(β|αG) äëÿ îäåðæàííÿ áàæàíîãî ñïiââiäíîøåííÿ. �

Íàñëiäîê 4.1.4. Äëÿ α, β ∈ L

h(α ∨ β,G) ≤ h(α,G) +H(β|αG).

Äîâåäåííÿ. Öå ëåãêî âèâîäèòüñÿ ç Òâåðäæåííÿ 4.1.3 øëÿõîì çàìiíè

òàì β íà α ∨ β, ç ïîäàëüøèì çàñòîñóâàííÿì (4.1.1). �

Çíîâó îáìåæèìîñÿ âèïàäêîì G = UTn(Z).

Òåîðåìà 4.1.5. (Ôîðìóëà Ïiíñêåðà) ßêùî α, β ∈ L, òî

h(α ∨ β, UTn(Z)) = h(α, UTn(Z)) +H
(
β
∣∣∣β−UTn(Z) ∨ αUTn(Z)

)
. (4.1.3)

Äîâåäåííÿ. Çàçíà÷èìî, ùî â îêðåìîìó âèïàäêó ãðóïè Ãåéçåíáåðãà

äîâåäåííÿ öi¹¨ ôîðìóëè ¹ òàêèì æå, ÿê i â [26]. Âîíî áàçó¹òüñÿ íà Ëåìi

4.1.2 òà Íàñëiäêó 4.1.4. Ìè ïðîäåìîíñòðó¹ìî ïåðåíåñåííÿ öüîãî àðãóìåíòó

íà âèïàäîê ãðóïè UTn(Z). Ïîñëiäîâíiñòü Ôüîëíåðà δm ⊂ UTn(Z) ñêëà-

äà¹òüñÿ ç ôóíäàìåíòàëüíèõ îáëàñòåé äëÿ ñïàäàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi ïiäãðóï

ñêií÷åííîãî iíäåêñó Γm ç òðèâiàëüíèì ïåðåòèíîì. Çàñòîñîâóþ÷è Ëåìó 4.1.2

i Íàñëiäîê 4.1.4, ìà¹ìî:
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h(α ∨ β, UTn(Z)) =
1

#δm
h(αδm ∨ βδm,Γm) ≤

≤ 1

#δm
h(αδm,Γm) +

1

#δm
H(βδm|(αδm)Γm) =

= h(α, UTn(Z)) +
1

#δm
H
(
βδm|αUTn(Z)

)
.

Çàñòîñó¹ìî óìîâíó âåðñiþ âèçíà÷åííÿ ñåðåäíüî¨ åíòðîïi¨ äëÿ îäåðæàí-

íÿ 1
#δm

H
(
βδm|αUTn(Z)

)
→ h(β, UTn(Z), αUTn(Z)) = H

(
β
∣∣∣β−UTn(Z) ∨ αUTn(Z)

)
.

Îòæå, ìà¹ìî

h(α ∨ β, UTn(Z)) ≤ h(α, UTn(Z)) +H
(
β
∣∣∣β−UTn(Z) ∨ αUTn(Z)

)
.

Äëÿ îäåðæàííÿ çâîðîòíî¨ íåðiâíîñòi ðîçãëÿíåìî ñïiââiäíîøåííÿ

1

#δm
H(αδm ∨ βδm) =

1

#δm
H(αδm) +

1

#δm
H(βδm|αδm) ≥

≥ 1

#δm
H(αδm) +

1

#δm
H
(
βδm|αUTn(Z)

)
òà ñïðÿìó¹ìî m äî íåñêií÷åííîñòi, ÷èì çàâåðøó¹ìî äîâåäåííÿ. �

Ïåðåõîäèìî äî îïèñó àëãåáð Ïiíñêåðà â îêðåìîìó âèïàäêó ãðóïè Ãåé-

çåíáåðãà G. Íàø àðãóìåíò ïðèïóñêà¹ ïðèðîäíå ïîøèðåííÿ, ùî áóäå ïîäàíî

ó ïîäàëüøîìó.

Íåõàé G äi¹ íà ïðîñòîði Ëåáåãà (X,A, µ) çi ñêií÷åííîþ iíâàðiàíòíîþ

ìiðîþ µ. Êîæíîìó âèìiðíîìó ðîçáèòòþ α ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ðîç-

áèòòÿ π(α), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê íàéìåíøà âåðõíÿ ãðàíèöÿ âñiõ òèõ ðîç-

áèòòiâ β ∈ L, äëÿ ÿêèõ β ≤ αG i h(β,G) = 0. Çîêðåìà, äëÿ α = ε ìà¹ìî

π(ε) = π(G), ðîçáèòòÿ Ïiíñêåðà äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (X,G). Ìè ìà¹ìî íà

ìåòi ïîäàííÿ ÿâíîãî îïèñó ðîçáèòòÿ π(α).

Äëÿ α ∈ L ðîçãëÿíåìî

α̂ =
∧
n

(
T−n1 α−T1

∨ T−n2 (αT1
)−T2
∨ T−n3 (αT1T2

)−T3

)
.

Àáè çðîáèòè öå ðîçáèòòÿ iíâàðiàíòíèì, ïîêëàäåìî α∞ =
∨
n
α̂ρn, äå ρn �

ïîñëiäîâíiñòü ïðÿìîêóòíèêiâ â ãðóïi G ÿê ó íàøèõ ïîïåðåäíiõ ðîçãëÿäàõ,

îòæå âîíè óòâîðþþòü ïðàâó ïîñëiäîâíiñòü Ôüîëíåðà â G.
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Òåîðåìà 4.1.6. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçáèòòÿ α ∈ L ìà¹ìî π(α) = α∞.

Ëåìà 4.1.7. ßêùî α, β ∈ L, òî

lim
n→∞

H
(
α
∣∣T−n3 (β−G)α−G

)
= H(α|α−G).

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó Ïiíñêåðà (4.1.3) äî α i T−n3 β:

h(α ∨ T−n3 β,G) = h(α,G) +H
(
T−n3 β

∣∣(T−n3 β)−G ∨ αG
)

=

= h(α,G) +H
(
β
∣∣β−G ∨ αG) ,

äå îñòàííÿ ðiâíiñòü ¹ íàñëiäêîì î÷åâèäíîãî ñïiââiäíîøåííÿ (T−n3 β)−G =

T−n3

(
β−G
)
.

Ç iíøîãî áîêó, çàñòîñóâàííÿ (4.1.1) äà¹

h(α ∨ T−n3 β,G) = H
(
α ∨ T−n3 β

∣∣α−G ∨ (T−n3 β)−G
)

=

= H
(
α
∣∣α−G ∨ T−n3

(
β−G
))

+H
(
T−n3 β

∣∣α ∨ α−G ∨ T−n3

(
β−G
))

=

= H
(
α
∣∣α−G ∨ T−n3

(
β−G
))

+H
(
β
∣∣T n3 (α ∨ α−G) ∨ β−G )

Ëåãêî áà÷èòè, ùî T n3
(
α ∨ α−G

)
� çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü ðîçáèòòiâ, ÷èé ïå-

ðåòèí ¹ αG, çâiäêè H
(
β
∣∣T n3 (α ∨ α−G) ∨ β−G )→ H

(
β
∣∣αG ∨ β−G ). Ïîðiâíÿííÿ

öèõ äâîõ ïðåäñòàâëåíü äëÿ h(α ∨ T−n3 β,G) äîâîäèòü íàøå òâåðäæåííÿ. �

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 4.1.6. Íà ïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî β ∈ L, i
β ≤ α∞. Çàçíà÷èìî, ùî ìíîæèíà ðîçáèòòiâ, ÿêi ìåíøi âiä ÿêîãîñü α̂ρn, ¹

ùiëüíîþ â ìíîæèíi ðîçáèòòiâ, ÿêi ìåíøi âiä α∞. Ó öüîìó êîíòåêñòi äîñèòü

ïîêàçàòè, ùî h(β,G) = 0 äëÿ β ∈ L, β ≤ α̂ρn. Íàñïðàâäi ìè òóò ðîçãëÿ-

äà¹ìî âèïàäîê β ≤ α̂; çàãàëüíèé âèïàäîê ìîæíà ðîçãëÿíóòè ó ïîäiáíèé

ñïîñiá. Äëÿ âñiõ k1, k2, k3 ìà¹ìî

H
(
β
∣∣∣T−k1

1 α−
T1
∨ T−k2

2 (αT1
)−T2
∨ T−k3

3 (αT1T2
)−T3
∨ β−T1

∨ (βT1
)−T2
∨ (βT1T2

)−T3

)
= 0.

Íåõàé k1 →∞, òîäi çàñòîñóâàííÿ ãðàíè÷íîãî ñïiââiäíîøåííÿ [26, (21')] äëÿ

¹äèíîãî ïåðåòâîðåííÿ T1 òà T1-iíâàðiàíòíîãî ðîçáèòòÿ σ = T−k2
2 (αT1

)−T2
∨

T−k3
3 (αT1T2

)−T3
∨ (βT1

)−T2
∨ (βT1T2

)−T3
äà¹

H
(
β
∣∣∣T−k2

2 (αT1
)−T2
∨ T−k3

3 (αT1T2
)−T3
∨ β−T1

∨ (βT1
)−T2
∨ (βT1T2

)−T3

)
= 0,
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çâiäêè

H
(
β
∣∣∣T−k2

2 (α−T1
∨ (αT1

)−T2
) ∨ T−k3

3 (αT1T2
)−T3
∨ β−T1

∨ (βT1
)−T2
∨ (βT1T2

)−T3

)
= 0.

Çíîâó çàñòîñó¹ìî àíàëîã Ëåìè 4.1.7 äëÿ G = Z2 [26] iç σ = T−k3
3 (αT1T2

)−T3
∨

(βT1T2
)−T3

i òâiðíèìè T1, T2 àáè îäåðæàòè

H
(
β
∣∣∣T−k3

3 (αT1T2
)−T3
∨ β−T1

∨ (βT1
)−T2
∨ (βT1T2

)−T3

)
= 0,

çâiäêè òàêîæ ìà¹ìî

H
(
β
∣∣∣T−k3

3 (α−T1
∨ (αT1

)−T2
∨ (αT1T2

)−T3
) ∨ β−T1

∨ (βT1
)−T2
∨ (βT1T2

)−T3

)
= 0.

Îòæå, âíàñëiäîê Ëåìè 4.1.7 ìà¹ìî H(β|β−G) = 0, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Íàâïàêè, íåõàé β ∈ L, β ≤ αG, i h(β,G) = 0. Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ áóäü-

ÿêî¨ ïiäãðóïè Gp ñêií÷åííîãî iíäåêñó p, h(β,Gp) ≤ h(βp, Gp) = ph(β,G) =

0. Äëÿ çàäàíîãî ðîçáèòòÿ γ ∈ L, ïîäâiéíå çàñòîñóâàííÿ ôîðìóëè Ïiíñêåðà
(4.1.3) äà¹

H
(
γ
∣∣∣γ−Gp)+H

(
β
∣∣∣β−Gp ∨ γGp) = H

(
β
∣∣∣β−Gp)+H

(
γ
∣∣∣γ−Gp ∨ βGp) ,

i îñêiëüêè H
(
β
∣∣∣β−Gp ∨ γGp) = H

(
β
∣∣∣β−Gp) = 0, îäåðæó¹ìî

H
(
γ
∣∣∣γ−Gp) = H

(
γ
∣∣∣γ−Gp ∨ βGp) ,

çâiäêè H
(
γ
∣∣∣γ−Gp) = H

(
γ
∣∣∣γ−Gp ∨ β).

Íåõàé Gp ãåíåðîâàíà T n1 , T
n
2 , T

n
3 , òîäi γ

−
Gp
≤ T−n1 γ−T1

∨ T−n2 (γT1
)−T2
∨

T−n3 (γT1T2
)−T3
. Îòæå, ìà¹ìî

H(γ|β) ≥ H
(
γ
∣∣∣γ−Gp ∨ β) = H

(
γ
∣∣∣γ−Gp) ≥

≥ H
(
γ
∣∣T−n1 γ−T1

∨ T−n2 (γT1
)−T2
∨ T−n3 (γT1T2

)−T3

)
.

Ïåðåéäåìî ó öüîìó ñïiââiäíîøåííi äî ãðàíèöi ç n → ∞, îäåðæóþ÷è

H(γ|β) ≥ H(γ|γ̂). Ó âèïàäêó, êîëè γ ≤ αρ äëÿ ïåâíîãî ïðÿìîêóòíèêà

ρ, çàçíà÷èìî òàêå:

H(γ|β) ≥ H(γ|γ̂) ≥ H(γ|α̂ρ) ≥ H(γ|α∞).
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Âíàñëiäîê óìîâè β ≤ αG, β ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíå ÿê ãðàíèöÿ ó ìåòðèöi

d ïîñëiäîâíîñòi ðîçáèòòiâ γn iç γn ≤ αρn äëÿ ïåâíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ïðÿìî-

êóòíèêiâ ρn, ÷è¨ì îá'¹äíàííÿì ¹ G. Îòæå, ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ó ïîïåðåäíié

íåðiâíîñòi äà¹ 0 = H(β|β) = H(β|α∞), òîáòî β ≤ α∞, çâiäêè π(α) ≤ α∞. �

Âèçíà÷åííÿ A. Êàæóòü, ùî äèíàìi÷íà ñèñòåìà (X,G) ìà¹ öiëêîì

ïîçèòèâíó åíòðîïiþ (ö.ï.å.), ÿêùî π(G) = π(ε) = ν; åêâiâàëåíòíèì ÷èíîì,

äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçáèòòÿ β ∈ L, ç h(β,G) = 0 âèïëèâà¹ β = ν.

Çàôiêñó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü ïiäãðóï ñêií÷åííîãî iíäåêñó ãðóïè G, çãàäà-

íó ó äîâåäåííi Òåîðåìè 4.1.6: äëÿ êîæíîãî n ∈ N, ïiäãðóïà Γn ãåíåðîâàíà

åëåìåíòàìè T n1 , T
n
2 , T

n
3 . Öå âèêîðèñòàíî ó ôîðìóëþâàííi íàñòóïíîãî

Òâåðäæåííÿ 4.1.8. Äèíàìi÷íà ñèñòåìà (X,G) ìà¹ ö.ï.å. òîäi é òiëüêè

òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçáèòòÿ α ∈ L ìà¹ ìiñöå H(α) = sup
Γn

h(α,Γn).

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî (X,G) ìà¹ ö.ï.å. i çàäàíî ñêií÷åííå

ðîçáèòòÿ α. Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî
∧
Γn

α−Γn ≤ π(G), òîáòî çà íàøèõ ïðè-

ïóùåíü, α−Γn → ν. Äiéñíî, íåõàé γ ≤
∧
Γn

α−Γn, òîáòî H

(
γ

∣∣∣∣∣∧Γn α−Γn
)

=

0. Îñêiëüêè
∧
Γn

α−Γn ≤ T−n1 α−T1
∨ T−n2 (αT1

)−T2
∨ T−n3 (αT1T2

)−T3
, ìà¹ìî òàêîæ

H
(
γ
∣∣T−n1 α−T1

∨ T−n2 (αT1
)−T2
∨ T−n3 (αT1T2

)−T3

)
= 0. Çäiéñíþþ÷è ãðàíè÷íèé ïå-

ðåõiä iç n→∞, îäåðæó¹ìî H (γ|α̂) = 0, òîáòî γ ≤ α̂ ≤ α∞ ≤ π(α) ≤ π(G),

÷èì äîâåäåíî íàøå òâåðäæåííÿ. Ç öüîãî âèïëèâà¹

H(α) ≥ h(α,Γn) = H
(
α
∣∣α−Γn )→ H(α),

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Íàâïàêè, ÿêùî h(α,G) = 0, âíàñëiäîê Ëåìè 4.1.2 ìà¹ìî h(α,Gp) = 0

äëÿ âñiõ ïiäãðóï ñêií÷åííîãî iíäåêñó Gp, òîáòîH(α) = 0, çâiäêè îäåðæó¹ìî

ö.ï.å. �

4.1.2 K-ñèñòåìè òà iíâàðiàíòíi ðîçáèòòÿ äëÿ ãðóïè Ãåéçåíáåð-

ãà
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Ìè ìà¹ìî íà ìåòi âiäòâîðèòè ó íàëåæíîìó âèãëÿäi òåîðiþ Äæ. Êîíöà

[26] i Á. Êàìiíñüêîãî [93] ó âèïàäêó ñêií÷åííî-ãåíåðîâàíî¨ íiëüïîòåíòíî¨

ãðóïè áåç êðó÷åíü. Äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó ìè íàâîäèìî íàøi ïîáóäîâè ó

âèïàäêó ãðóïè Ãåéçåíáåðãà. ßê i âèùå, î÷åâèäíà ìîäèôiêàöiÿ íàøî¨ òåõíiêè

ïðàöþ¹ òàêîæ ó çàãàëüíîìó êîíòåêñòi.

Íåõàé G � ãðóïà Ãåéçåíáåðãà. Ìè ïîòðåáó¹ìî ïîíÿòòÿ σ-óìîâíî¨ åí-

òðîïi¨ äëÿ G-iíâàðiàíòíîãî âèìiðíîãî ðîçáèòòÿ σ, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

hσ(G) = sup
α∈L

h(α,G, σ). Òóò

h(α,G, σ) = lim
n→∞

1

#(ρn)
H

( ∨
g∈ρn

gα

∣∣∣∣∣σ
)

� óìîâíà ñåðåäíÿ åíòðîïiÿ ðîçáèòòÿ α. Ó íàøîìó âèïàäêó âïîðÿäêîâàíî¨

ãðóïè G ìà¹ìî h(α,G, σ) = H
(
α
∣∣α−G ∨ σ).

Ïiä çàìêíåííÿì Ïiíñêåðà σ ðîçáèòòÿ σ âiäíîñíîG ìàòèìåòüñÿ íà óâàçi

ïåðåòèí óñiõ ðîçáèòòiâ α ∈ L, äëÿ ÿêèõ h(α,G, σ) = 0. Çðîçóìiëî, øî äëÿ

σ = ν ìà¹ìî σ = π(G). Íèæ÷å ïîäàíî íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi σ:

(1) σ ≤ σ,

(2) σ ¹ G-iíâàðiàíòíèì,

(3) σ = σ,

(4) äëÿ áóäü-ÿêîãî àâòîìîðôiçìó T , ùî êîìóòó¹ ç äi¹þ ãðóïè G, ìà¹ìî

Tσ = Tσ.

Iñíó¹ σ-óìîâíà âåðñiÿ òåîðåìè Ðîõëiíà-Ñiíàÿ ñòîñîâíî iñíóâàííÿ äî-

ñêîíàëèõ ðîçáèòòiâ äëÿ ¹äèíîãî àâòîìîðôiçìó S [152], ÷è¹ óçàãàëüíåííÿ

ïîäàíî íèæ÷å. À ñàìå, ìà¹ìî (äèâ. [93, ëåìà 1]):

Ëåìà 4.1.9. Iñíó¹ âèìiðíå ðîçáèòòÿ ζ, äëÿ ÿêîãî

(i) σ ≤ S−1ζ ≤ ζ,

(ii)
∞∨
n=0

Snζ = ε,

(iii)
∞∧
n=0

S−nζ = σ,

(iv) h(ζ, S, σ) = h(S, σ).
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Ëåìà 4.1.10. Äëÿ êîæíîãî ðîçáèòòÿ α ∈ L i G-iíâàðiàíòíèõ âèìiðíèõ

ðîçáèòòiâ σ1, σ2 ìà¹ ìiñöå h(α,G, σ1 ∨ σ2) = h(α,G, σ1 ∨ σ2).

Äîâåäåííÿ ìàéæå ñïiâïàäà¹ ç äîâåäåííÿì [93, ëåìà 2]. �

Ìè ìà¹ìî íà ìåòi âèçíà÷èòè ñïåöiàëüíi âëàñòèâîñòi iíâàðiàíòíîñòi,

ïîâ'ÿçàíi ç ëåêñèêîãðàôi÷íèì óïîðÿäêóâàííÿì â G. Ç öüîãî ìîìåíòà ìè

çàìiíÿ¹ìî çâè÷àéíèé òåðìií �G-iíâàðiàíòíiñòü� (gζ = ζ äëÿ âñiõ g ∈ G)

òåðìiíîì �òîòàëüíà iíâàðiàíòíiñòü�.

Âèìiðíå ðîçáèòòÿ ζ íàçèâà¹òüñÿ G-iíâàðiàíòíèì, ÿêùî T−1
1 ζ ≤ ζ,

T−1
2 ζT1

≤ ζ, i T−1
3 ζT1T2

≤ ζ. Çàçíà÷èìî, ùî ζ ¹ G-iíâàðiàíòíèì òîäi é òiëüêè

òîäi, êîëè T k3
3 T

k2
2 T

k1
1 ζ ≤ ζ äëÿ òèõ òðiéîê (k1, k2, k3), ÿêi ëåêñèêîãðàôi÷íî

ìåíøi âiä (0, 0, 0). Iíøå âàæëèâå ñïîñòåðåæåííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî äëÿ

G-iíâàðiàíòíîãî ðîçáèòòÿ ζ ìà¹ ìiñöå ζ−G = T−1
1 ζ.

Âèìiðíå ðîçáèòòÿ ζ íàçèâà¹òüñÿ ñèëüíî iíâàðiàíòíèì, ÿêùî T−1
1 ζ ≤ ζ,

∞∧
n=0

T−n1 ζ = T−1
2 ζT1

i
∞∧
n=0

T−n2 ζT1
= T−1

3 ζT1T2
. Çðîçóìiëî, ùî öÿ âëàñòèâiñòü

ñèëüíiøà çà iíâàðiàíòíiñòü.

Âèìiðíå ðîçáèòòÿ ζ íàçèâà¹òüñÿ G-âè÷åðïíèì, ÿêùî ζ ñèëüíî iíâàði-

àíòíå i ζG = ε.

Ëåìà 4.1.11. Ïðèïóñòèìî, ùî âèìiðíå ðîçáèòòÿ ζ ñèëüíî iíâàðiàíòíå,

α ∈ L, α ≤ T p3 ζT1T2
äëÿ ïåâíîãî äîäàòíîãî öiëîãî p, i h(α,G) = 0. Òîäi

α ≤
∞∧
n=0

T−n3 ζT1T2
.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî íàøå òâåðäæåííÿ çà óìîâè α ∈ L,
α ≤ T p3 T

q
2 ζT1

äëÿ ïåâíîãî öiëîãî q. Âíàñëiäîê h(α,G) = 0 i Ëåìè 4.1.2, äëÿ

ïiäãðóïè ñêií÷åííîãî iíäåêñó Gk, ãåíåðîâàíî¨ T k1 , T
k
2 , T3, ìà¹ìî h(α,Gk) =

0. Çàñòîñóâàííÿ óìîâíî¨ âåðñi¨ ôîðìóëè Ïiíñêåðà (4.1.3) ó âèïàäêó G = Z,
ãåíåðîâàíî¨ T k1 [26], äà¹ äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçáèòòÿ γ ∈ L
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H

(
α ∨ γ

∣∣∣∣α−T k1 ∨ γ−T k1 ∨ (αT k1 )−T k2 ∨
(
γT k1

)−
T k2

∨ T p−1
3 ζT1T2

)
=

= H

(
α

∣∣∣∣α−T k1 ∨ (αT k1 )−T k2 ∨
(
γT k1

)−
T k2

∨ T p−1
3 ζT1T2

)
+

+H

(
γ

∣∣∣∣γ−T k1 ∨ αT k1 ∨ (αT k1 )−T k2 ∨
(
γT k1

)−
T k2

∨ T p−1
3 ζT1T2

)
= H

(
γ

∣∣∣∣γ−T k1 ∨ (αT k1 )−T k2 ∨
(
γT k1

)−
T k2

∨ T p−1
3 ζT1T2

)
+

+H

(
α

∣∣∣∣α−T k1 ∨ γT k1 ∨ (αT k1 )−T k2 ∨
(
γT k1

)−
T k2

∨ T p−1
3 ζT1T2

)
Ç íàøèõ ïðèïóùåíü ùîäî α i ñèëüíî¨ iíâàðiàíòíîñòi ζ âèïëèâà¹, ùî

(αT1T2
)−T3
≤ T p−1

3 ζT1T2
, îòæå

H

(
α

∣∣∣∣α−T k1 ∨ (αT k1 )−T k2 ∨
(
γT k1

)−
T k2

∨ T p−1
3 ζT1T2

)
=

= H

(
α

∣∣∣∣α−T k1 ∨ γT k1 ∨ (αT k1 )−T k2 ∨
(
γT k1

)−
T k2

∨ T p−1
3 ζT1T2

)
= 0,

çâiäêè

H

(
γ

∣∣∣∣γ−T k1 ∨ αT k1 ∨ (αT k1 )−T k2 ∨
(
γT k1

)−
T k2

∨ T p−1
3 ζT1T2

)
=

= H

(
γ

∣∣∣∣γ−T k1 ∨ (αT k1 )−T k2 ∨
(
γT k1

)−
T k2

∨ T p−1
3 ζT1T2

)
äëÿ âñiõ k. ßêùî ïðèïóñòèòè γ ≤ T p3 T

q
2T

r
1 ζ äëÿ ïåâíîãî öiëîãî r, ìà¹ìî

H
(
γ
∣∣∣α ∨ T p−1

3 ζT1T2

)
≥

≥ H

(
γ

∣∣∣∣γ−T k1 ∨ αT k1 ∨ (αT k1 )−T k2 ∨
(
γT k1

)−
T k2

∨ T p−1
3 ζT1T2

)
=

= H

(
γ

∣∣∣∣γ−T k1 ∨ (αT k1 )−T k2 ∨
(
γT k1

)−
T k2

∨ T p−1
3 ζT1T2

)
≥

≥ H
(
γ
∣∣∣T p3 T q2T r−k1 ζ ∨ T p3 T

q−k
2 ζT1

∨ T p−1
3 ζT1T2

)
.

ßêùî ó öüîìó ñïiââiäíîøåííi ñïðÿìóâàòè k äî íåñêií÷åííîñòi òà çà-
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ñòîñóâàòè ñèëüíó iíâàðiàíòíiñòü ζ, îäåðæèìî

H
(
γ
∣∣∣α ∨ T p−1

3 ζT1T2

)
≥ H

(
γ
∣∣∣T p3 T q−1

2 ζT1
∨ T p−1

3 ζT1T2

)
= H

(
γ
∣∣∣T p3 T q−1

2 ζT1

)
.

Îñêiëüêè öå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êëàñó ðîçáèòòiâ γ, ùî ¹ d-ùiëüíèì ó êëàñi

ðîçáèòòiâ α ∈ L, α ≤ T p3 T
q
2 ζT1

, ìè ìîæåìî çàìiíèòè γ íà α â îñòàííié

íåðiâíîñòi, îäåðæóþ÷è

H
(
α
∣∣∣T p3 T q−1

2 ζT1

)
= 0,

i îòæå ìè âèâåëè α ≤ T p3 T
q−1
2 ζT1

ç α ≤ T p3 T
q
2 ζT1

. Ïîâòîðþþ÷è öå íåñêií-

÷åííó êiëüêiñòü ðàçiâ, îäåðæó¹ìî α ≤
∧
q
T p3 T

q
2 ζT1

= T p−1
3 ζT1T2

. Íàðàçi ìè

ìîæåìî ïîçáàâèòèñü âiä áiëüø òîíêîãî ïðèïóùåííÿ α ≤ T p3 T
q
2 ζT1

ïîðiâíÿ-

íî ç òèì, ÿêå ìiñòèòüñÿ ó òâåðäæåííi Ëåìè, øëÿõîì àïðîêñèìàöi¨, îñêiëüêè∨
q
T p3 T

q
2 ζT1

= T p3 ζT1T2
.

Îòæå, ìè âèâåëè α ≤ T p−1
3 ζT1T2

ç α ≤ T p3 ζT1T2
. Çàñòîñóâàííÿ iíäóêöi¨

çà p äîçâîëÿ¹ îäåðæàòè áàæàíå òâåðäæåííÿ. �

Óìîâíà âåðñiÿ Ëåìè 4.1.11 òàêîæ ñïðàâåäëèâà. À ñàìå, ìà¹ìî

Ëåìà 4.1.12. Íåõàé σ � G-òîòàëüíî iíâàðiàíòíå ðîçáèòòÿ. Ïðèïóñòè-

ìî òàêîæ, ùî âèìiðíå ðîçáèòòÿ ζ ñèëüíî iíâàðiàíòíå, ζ ≥ σ, α ∈ L,
σ ≤ α ≤ T p3 ζT1T2

äëÿ ïåâíîãî äîäàòíîãî öiëîãî p i hσ(α,G) = 0. Òîäi

α ≤
∞∧
n=0

T−n3 ζT1T2
.

Äîâåäåííÿ. Ìîæíà âiäòâîðèòè äîâåäåííÿ Ëåìè 4.1.11, çàìiíèâøè

ôóíêöiîíàëè âèãëÿäó H(·|·) íà H(·| · ∨σ) i π(G) íà σ. �

Ëåìà 4.1.13. Äëÿ êîæíîãî G-âè÷åðïíîãî ðîçáèòòÿ ζ,
∞∧
n=0

T−n3 ζT1T2
≥

π(G).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé α ∈ L i α ≤ π(G), òîáòî h(α,G) = 0. Ïðèïóñòèìî

òàêîæ, ùî β ∈ L i ïðè öüîìó β ≤ T p3 ζT1T2
äëÿ ïåâíîãî öiëîãî p. Ïîçíà÷èìî

÷åðåç Gk ïiäãðóïó ñêií÷åííîãî iíäåêñó, ãåíåðîâàíó T k1 , T
k
2 , T

k
3 , òîäi ìà¹ìî

h(α,Gk) = 0. Îñêiëüêè öÿ ïiäãðóïà ìà¹ ìàéæå òó æ ñàìó ñòðóêòóðó, ùî é
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G, ìîæåìî çàñòîñóâàòè ôîðìóëó Ïiíñêåðà (4.1.3) ó òàêèé ñïîñiá:

h(α ∨ β,Gk) = h(α,Gk) +H
(
β
∣∣β−Gk ∨ αGk ) = h(β,Gk) +H

(
α
∣∣α−Gk ∨ βGk ) .

Ç îãëÿäó íà òå, ùî h(α,Gk) = H
(
α
∣∣α−Gk ∨ βGk ) = 0, äîõîäèìî âèñíîâêó

ïðî òàêå: h(β,Gk) = H
(
β
∣∣β−Gk ∨ αGk ) äëÿ âñiõ k, çâiäêè

H(β|α) ≥ H
(
β
∣∣β−Gk ∨ αGk ) = h(β,Gk) ≥

≥ H
(
β
∣∣T−k+1

1 β−T1
∨ T−k+1

2 (βT1
)−T2
∨ T−k+1

3 (βT1T2
)−T3

)
.

ßêùî òóò ñïðÿìóâàòè k äî íåñêií÷åííîñòi, îäåðæèìî H(β|α) ≥ H
(
β
∣∣∣β̂),

äå β̂ � òå æ ñàìå, ùî é ó âèçíà÷åííi π(β). Íàðàçi íàøîþ ìåòîþ ¹ äîâåñòè,

ùî β̂ ≤
∞∧
n=0

T−n3 ζT1T2
.

Íåõàé γ ∈ L, i γ ≤ β̂. Ó äîâåäåííi Òåîðåìè 4.1.6 áóëî ïðîäåìîí-

ñòðîâàíî, ùî β̂ ≤ π(G), òîáòî h(γ,G) = 0. Îñêiëüêè β ≤ T p3 ζT1T2
, i ζ ¹

G-iíâàðiàíòíèì, ìà¹ìî β̂ ≤ T p3 ζT1T2
, çâiäêè γ ≤ T p3 ζT1T2

. Çà Ëåìîþ 4.1.11

äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî γ ≤
∞∧
n=0

T−n3 ζT1T2
, ùî é äîâîäèòü íàøå òâåðäæåííÿ.

Öå, ðàçîì ç íàøèìè ïîïåðåäíiìè ðîçãëÿäàìè, äà¹

H(β|α) ≥ H

(
β

∣∣∣∣∣
∞∧
n=0

T−n3 ζT1T2

)
.

Îñêiëüêè ζG = ε, ìè ìà¹ìî çàçíà÷èòè, ùî îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèêîíàíà

äëÿ β ç ùiëüíî¨ ïiäìíîæèíè â L, i òîìó âîíà òàêîæ âèêîíàíà äëÿ α. Îòæå,

îäåðæó¹ìî

0 = H(α|α) ≥ H

(
α

∣∣∣∣∣
∞∧
n=0

T−n3 ζT1T2

)
,

òîáòî α ≤
∞∧
n=0

T−n3 ζT1T2
, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. �

Ìè òàêîæ ïîòðåáó¹ìî óìîâíó âåðñiþ Ëåìè 4.1.13.

Ëåìà 4.1.14. Íåõàé σ � G-òîòàëüíî iíâàðiàíòíå ðîçáèòòÿ. Äëÿ êîæíî-

ãî G-âè÷åðïíîãî ðîçáèòòÿ ζ, ζ ≥ σ, ìà¹ìî
∞∧
n=0

T−n3 ζT1T2
≥ σ.

Äîâåäåííÿ ìàéæå òå æ ñàìå, ùî é òàêå äëÿ Ëåìè 4.1.13, ç ìiíiìàëü-

íèìè çìiíàìè, çàçíà÷åíèìè ó äîâåäåííi Ëåìè 4.1.12. �
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Ëåìà 4.1.15. Iñíó¹ âèìiðíå ðîçáèòòÿ η iç âëàñòèâîñòÿìè:

(a) T−1
1 η ≤ η, T−1

2 ηT1
≤ η, T−1

3 ηT1T2
≤ η,

(b) ηG = ε,

(c)
∞∧
n=0

T−n3 ηT1T2
≤ π(G),

(d) h(G) = H
(
η
∣∣η−G ) = H

(
η
∣∣T−1

1 η
)
.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé αk ∈ L � çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü, ÷èé ïåðåòèí

¹ ε. Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî iñíó¹ çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ öiëèõ

n1 < n2 < . . . òàêà, ùî äëÿ ξp =
p∨

k=1

T−nk3 αk ìà¹ ìiñöå

H
(
ξp
∣∣(ξp)−G)−H (ξp ∣∣(ξp+s+1)

−
G

)
≤ 1

p
, s ≥ 0. (4.1.4)

Äëÿ ôîðìóâàííÿ òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòi nk äîñèòü äîâåñòè, ùî

H
(
ξp
∣∣(ξq−1)

−
G

)
−H

(
ξp
∣∣(ξq)−G) < 1

p

1

2q−p
, p < q. (4.1.5)

Äiéñíî, áåðó÷è ñóìó â (4.1.5) çà q, îäåðæó¹ìîH
(
ξp
∣∣(ξp)−G)−H (ξp ∣∣(ξq)−G) <

1
p , ùî é òðåáà. Äëÿ îäåðæàííÿ (4.1.5) çàñòîñîâó¹ìî iíäóêöiþ. À ñàìå, ïðè-

ïóñòèìî, ùî n1, . . . , nq−1 âæå âèáðàíî, òîäi nq ìà¹ áóòè íàñòiëüêè âåëèêèì,

ùî (4.1.5) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ p = 1, . . . , q − 1. Öå ìîæëèâî ç îãëÿäó íà Ëåìó

4.1.7.

Íåõàé ξ =
∞∨
p=1

ξp i η = ξ ∨ ξ−G. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî (a) i (b) âèêîíàíi
äëÿ η.

Äîâåäåìî, ùî (c) âèêîíàíî äëÿ η. Îñêiëüêè (ξp)
−
G � çðîñòàþ÷à ïîñëi-

äîâíiñòü ðîçáèòòiâ, ÷èé ïåðåòèí ¹ ξ−G = η−G, ìè ìîæåìî ïåðåéòè äî ãðàíèöi

â (4.1.4) äëÿ s→∞ i îäåðæàòè

H
(
ξp
∣∣(ξp)−G)−H (ξp ∣∣η−G ) ≤ 1

p
, p ≥ 1. (4.1.6)

Íåõàé α ∈ L i α ≤
∞∧
n=0

T−n3 ηT1T2
. Îñêiëüêè îñòàíí¹ ðîçáèòòÿ ¹ òîòàëüíî

iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî G, ìà¹ìî αG ≤
∞∧
n=0

T−n3 ηT1T2
=

∞∧
n=0

T−n3 ηT1T2
. Òîìó

αG ≤ T−n3 ηT1T2
äëÿ âñiõ n ≥ 1, i îòæå αG ≤ (ηT1T2

)−T3
.
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Ç ôîðìóëè Ïiíñêåðà (4.1.3) âèïëèâà¹, ùî

h(α ∨ ξp, G) = h(ξp, G) +H
(
α
∣∣α−G ∨ (ξp)G

)
= h(α,G) +H

(
ξp
∣∣(ξp)−G ∨ αG) ,

çâiäêè

h(α,G) = h(ξp, G)−H
(
ξp
∣∣(ξp)−G ∨ αG)+H

(
α
∣∣α−G ∨ (ξp)G

)
. (4.1.7)

Âíàñëiäîê Ëåìè 4.1.10

H
(
ξp
∣∣(ξp)−G ∨ αG) ≥ H

(
ξp

∣∣∣(ξp)−G ∨ (ηT1T2
)−T3

)
=

= H
(
ξp
∣∣(ξp)−G ∨ (ηT1T2

)−T3

)
≥ H

(
ξp
∣∣(ξp)−G ∨ η−G ) = H

(
ξp
∣∣η−G ) ,

îòæå ç (4.1.7) âèïëèâà¹

h(α,G) ≤ h(ξp, G)−H
(
ξp
∣∣η−G )+H

(
α
∣∣α−G ∨ (ξp)G

)
≤

≤ 1

p
+H

(
α
∣∣α−G ∨ (ξp)G

)
.

Îñêiëüêè
∞∨
p=1

(ξp)G = ε, ìè ìîæåìî ïåðåéòè äî ãðàíèöi â îñòàííié íå-

ðiâíîñòi äëÿ p→∞ i îäåðæàòè h(α,G) = 0, òîáòî α ≤ π(G).

Äëÿ äîâåäåííÿ (d) çàçíà÷èìî, ùî, îñêiëüêè αk çðîñòà¹ äî ε,

H
(
ξp
∣∣(ξp)−G) = h(ξp, G) = h(αp, G) → h(G). Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè

ξp çðîñòà¹ äî ξ, ìà¹ìî òàêîæ H
(
ξp
∣∣ξ−G ) → H

(
ξ
∣∣ξ−G ). Âíàñëiäîê (4.1.6),

H
(
ξp
∣∣(ξp)−G) i H (ξp ∣∣ξ−G ) = H

(
ξp
∣∣η−G ) ìàþòü îäíó é òó ñàìó ãðàíèöþ, i

òîìó h(G) = H
(
ξ
∣∣ξ−G ) = H

(
η
∣∣ξ−G ) = H

(
η
∣∣η−G ) = H

(
η
∣∣T−1

1 η
)
. �

Âèçíà÷åííÿ B. Âèìiðíå ðîçáèòòÿ ζ íàçèâà¹òüñÿG-äîñêîíàëèì, ÿêùî

(i) T−1
1 ζ ≤ ζ, T−1

2 ζT1
≤ ζ, T−1

3 ζT1T2
≤ ζ,

(ii) ζG = ε,

(iii)
∞∧
n=0

T−n1 ζ = T−1
2 ζT1

,
∞∧
n=0

T−n2 ζT1
= T−1

3 ζT1T2
,

(iv)
∞∧
n=0

T−n3 ζT1T2
= π(G),

(v) h(G) = H
(
ζ
∣∣ζ−G ) = H

(
ζ
∣∣T−1

1 ζ
)
.
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Òåîðåìà 4.1.16. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ äi¨ ãðóïè G iñíó¹ G-äîñêîíàëå ðîçáèòòÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé η � âèìiðíå ðîçáèòòÿ, ùî ìà¹ âëàñòèâîñòi (a) � (d)

ç Ëåìè 4.1.15. Ç âëàñòèâîñòi (a) âèïëèâà¹ T−1
3 ηT1T2

≤ ηT1T2
. Ç óìîâíî¨ âåðñi¨

öi¹¨ Òåîðåìè äëÿ âèïàäêó Z2 ãåíåðîâàíî¨ T1, T2 íà ôîêòîð-ïðîñòîði X/ηT1T2

âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ âèìiðíîãî ðîçáèòòÿ ζ ç âëàñòèâîñòÿìè:

T−1
3 ηT1T2

≤ ζ ≤ ηT1T2
, (4.1.8)

T−1
1 ζ ≤ ζ, T−1

2 ζT1
≤ ζ, (4.1.9)

ζT1T2
= ηT1T2

, (4.1.10)
∞∧
n=0

T−n1 ζ = T−1
2 ζT1

,
∞∧
n=0

T−n2 ζT1
= T−1

3 ηT1T2
= T−1

3 ηT1T2
, (4.1.11)

hT−1
3 ηT1T2

(ζ, (T1, T2)) = hT−1
3 ηT1T2

(T1, T2) = H
(
ζ
∣∣T−1

1 ζ ∨ T−1
3 ηT1T2

)
. (4.1.12)

Äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî íåîáõiäíî âiäòâîðèòè äîâåäåííÿ [93, òåîðåìà 4], ç

çàïðîâàäæåííÿì íåâåëèêèõ çìií, ïîäiáíèõ äî òèõ, ùî ââåäåíi äî äîâåäåííÿ

Ëåìè 4.1.12 iç σ = T−1
3 ηT1T2

.

Âíàñëiäîê (4.1.8) ìà¹ìî T−1
3 ζT1T2

≤ T−1
3 ηT1T2

≤ ζ; öå ðàçîì iç (4.1.9)

äà¹ (i). Çàñòîñóâàííÿ (4.1.8), (4.1.10) i (b) äîçâîëÿ¹ îäåðæàòè
∞∨
n=0

T n3 ζT1T2
≥

∞∨
n=0

T n3 ηT1T2
≥
∞∨
n=0

T n3 ηT1T2
= ε, òîáòî (ii) âèêîíàíî. Ç (4.1.10), (4.1.11) âèïëè-

âà¹ (iii). Îòæå, ìè ïåðåâiðèëè, ùî ζ ¹ G-âè÷åðïíèì, i òåïåð ç Ëåìè 4.1.13

ìà¹ìî
∞∧
n=0

T−n3 ζT1T2
≥ π(G). Êðiì òîãî, ç (c) âèïëèâà¹

∞∧
n=0

T−n3 ηT1T2
≤ π(G),

îòæå, ç îãëÿäó íà (4.1.10) îäåðæó¹ìî (iv). Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè (v).

Íåõàé αk ∈ L � çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü ðîçáèòòiâ iç
∨
k

αk = ζ. Òîäi(∨
k

αk

)−
G

= ζ−G = T−1
1 ζ, îòæå

H
(
αk
∣∣T−1

1 ζ
)
≤ H

(
αk
∣∣(αk)−G) = h(αk, G) ≤ h(G), k ≥ 1.

Ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi äëÿ k →∞, îäåðæóþ÷è H
(
ζ
∣∣T−1

1 ζ
)
≤ h(G). Ïåðå-

ïèøåìî (4.1.12) ó âèãëÿäi

H
(
ζ
∣∣∣ζ−(T1T2) ∨ T

−1
3 ηT1T2

)
= sup

α∈L
H
(
α
∣∣∣α−(T1T2) ∨ T

−1
3 ηT1T2

)
. (4.1.13)
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Ç îãëÿäó íà (4.1.8) ìà¹ìî T−1
3 ηT1T2

≤ ζ−(T1T2) ≤ ηT1T2
, i òîìó

H
(
ζ
∣∣∣ζ−(T1T2) ∨ T

−1
3 ηT1T2

)
= H

(
ζ
∣∣∣ζ−(T1T2)

)
= H

(
ζ
∣∣T−1

1 ζ
)
. (4.1.14)

Âíàñëiäîê Ëåìè 4.1.10

H
(
α
∣∣∣α−(T1T2) ∨ T

−1
3 ηT1T2

)
= H

(
α
∣∣∣α−(T1T2) ∨ T

−1
3 ηT1T2

)
,

i òîìó

sup
α∈L

H
(
α
∣∣∣α−(T1T2) ∨ T

−1
3 ηT1T2

)
≥ sup

α∈L
α≤η

H
(
α
∣∣∣α−(T1T2) ∨ T

−1
3 ηT1T2

)
≥

≥ sup
α∈L
α≤η

H
(
α
∣∣∣η−(T1T2) ∨ T

−1
3 ηT1T2

)
= sup

α∈L
α≤η

H
(
α
∣∣T−1

1 η
)

= H
(
η
∣∣T−1

1 η
)
.

Ïîðiâíÿííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó ç (d), (4.1.13), (4.1.14) äà¹ h(G) =

H
(
η
∣∣T−1

1 η
)
≤ H

(
ζ
∣∣T−1

1 ζ
)
, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ. �

Ëåìà 4.1.17. Íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(a) h(G) = 0,

(b) ¹äèíèì G-âè÷åðïíèì ðîçáèòòÿì ¹ ε,

(c) êîæíå G-ñèëüíî iíâàðiàíòíå ðîçáèòòÿ ¹ òîòàëüíî iíâàðiàíòíèì.

Äîâåäåííÿ ¹ âiäòâîðåííÿì òàêîãî ç [93, òåîðåìà 5]. �

Âèçíà÷åííÿ C. Äiÿ ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ K-ñèñòåìîþ (àáî ïðîñòî G

íàçèâà¹òüñÿ K-ãðóïîþ, ÿêùî çðîçóìiëî, ÿêà ñàìå äiÿ ãðóïè G ìà¹òüñÿ íà

óâàçi), ÿêùî iñíó¹ âèìiðíå ðîçáèòòÿ ζ òàêå, ùî

(i) T−1
1 ζ ≤ ζ, T−1

2 ζT1
≤ ζ, T−1

3 ζT1T2
≤ ζ,

(ii) ζG = ε,

(iii)
∞∧
n=0

T−n1 ζ = T−1
2 ζT1

,
∞∧
n=0

T−n2 ζT1
= T−1

3 ζT1T2
,

(iv)
∞∧
n=0

T−n3 ζT1T2
= ν.

Òåîðåìà 4.1.18. G ¹ K-ãðóïîþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ìà¹ ö.ï.å.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � K-ãðóïà i ζ � âiäïîâiäíå ðîçáèòòÿ ÿê ó Âèçíà-

÷åííi C. Çîêðåìà ζ ¹ G-âè÷åðïíèì, îòæå çà Ëåìîþ 4.1.13 π(G) = ν, òîáòî

G ìà¹ ö.ï.å. Çâîðîòíå òâåðäæåííÿ ¹ ëåãêèì íàñëiäêîì Òåîðåìè 4.1.16. �
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4.1.3 Åíòðîïiÿ òà àëãåáðè Ïiíñêåðà äëÿ çàãàëüíèõ íiëüïîòåí-

òíèõ ãðóï áåç êðó÷åíü

Ïåðåéäåìî äî îïèñó øëÿõiâ ïîøèðåííÿ ïîïåðåäíiõ ðåçóëüòàòiâ íà çà-

ãàëüíi íiëüïîòåíòíi ñêií÷åííî-ãåíåðîâàíi ãðóïè áåç êðó÷åíü. Íåõàé òåïåð

G � òàêà ãðóïà. Ðîçãëÿíåìî âåðõíié öåíòðàëüíèé ðÿä ãðóïè G. À ñàìå,

íåõàé Z1 � öåíòð ãðóïè G. Âèçíà÷èìî ïiäãðóïó Z2 ó òàêèé ñïîñiá, ùî

Z2/Z1 = center(G/Z1). Ïðîäîâæèìî öþ ïðîöåäóðó, âèáèðàþ÷è íà i-ìó êðî-

öi ïiäãðóïó Zi òàê, ùî Zi/Zi−1 = center(G/Zi−1). Ïiñëÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi

êðîêiâ îäåðæó¹ìî ZN = G, äå N � ïîðÿäîê íiëüïîòåíòíîñòi [113]. Îòæå,

ìà¹ìî ñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü ïiäãðóï

G = ZN ⊃ ZN−1 ⊃ ZN−2 ⊃ · · · ⊃ Z2 ⊃ Z1 ⊃ Z0 = {e}.

ßê ïîêàçàíî ó [97], iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü òâiðíèõ ãðóïè G ç ïåâíèìè âëà-

ñòèâîñòÿìè, ùî íàçèâàþòüñÿ áàçîþ Ìàëüöåâà. À ñàìå, öÿ ïîñëiäîâíiñòü

òâiðíèõ

T1, . . . , Tn1
, Tn1+1, . . . , Tn2

, Tn2+1, . . . , TnN−1
, TnN−1+1, . . . , TnN

âèáèðà¹òüñÿ ó òàêèé ñïîñiá, ùî n0 = 0, Tni+1, . . . , Tni+1
∈ Zi+1, i T

j
k /∈ Zi äëÿ

k > ni, j ∈ Z \ {0}.
Âèçíà÷èìî ëiíiéíå âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó íà çàçíà÷åíèõ âèùå òâiðíèõ,

ïîêëàäàþ÷è T1 < T2 < · · · < TM , (nN = M), ðàçîì iç âiäïîâiäíèì ëå-

êñèêîãðàôi÷íèì ëiíiéíèì âïîðÿäêóâàííÿì íà ãðóïi G: T jMM · · · · · T j11 <

T kMM · · · · · T k1
1 òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè (jM , . . . , j1) ëåêñèêîãðàôi÷íî ìåí-

øå âiä (kM , . . . , k1). Ëåãêà ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî öå âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó ¹

iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî ëiâèõ òðàíñëÿöié íà G. Îòæå, ìà¹ìî ïîíÿòòÿ �ìèíó-

ëîãî� íà ãðóïi G ÿê ìíîæèíè òèõ åëåìåíòiâ ãðóïè G, ùî ìåíøi âiä îäèíè-

öi. Áàçó Ìàëüöåâà âèêîðèñòàíî â [97] äëÿ âñòàíîâëåííÿ òîãî, ùî áóäü-ÿêà

ñêií÷åííî-ãåíåðîâàíà íiëüïîòåíòíà ãðóïà áåç êðó÷åíü âêëàäà¹òüñÿ â ãðóïó

UTn(Z) òðèêóòíèõ óíiïîòåíòíèõ ìàòðèöü ç öiëèìè åëåìåíòàìè.

Âíàñëiäîê âèáîðó òâiðíèõ ìíîæåííÿ â G ìîæå áóòè ïîäàíî òàêèìè

ñïiââiäíîøåííÿìè:

T kMM · · · · · T k1
1 · T

qM
M · · · · · T

q1

1 = T kM+qM+fM
M · · · · · T k1+q1+f1

1 ,
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äå fM = 0 i äëÿ j = 1, . . . ,M − 1, öiëîçíà÷íà ïîëiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ (äèâ.

[97]) fj = fj(kj+1, . . . , kM ; qj+1, . . . , qM) íå çàëåæèòü âiä k1, . . . , kj, q1, . . . , qj.

Íåõàé Gp � ïiäãðóïà â G iíäåêñó p. Ìè ðîçãëÿäàòèìåìî ëèøå ïiäãðó-

ïè, ãåíåðîâàíi T p1

1 , . . . , T
pM
M ç ïîêàçíèêàìè pi âèáðàíèìè ó òàêèé ñïîñiá, ùî

T
p′1
1 , . . . , T

p′M
M íiêîëè íå ãåíåðóþòü îäíàêîâi ïiäãðóïè çà óìîâè p′i < pi õî÷à

á äëÿ îäíîãî i. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Gp\G ëiâèõ êëàñiâ ñóìiæíîñòi äëÿ ïiä-

ãðóïè Gp. Íåõàé δp ⊂ G � �ôóíäàìåíòàëüíà îáëàñòü� (ïåðåðiç) äëÿ öüîãî

îäíîðiäíîãî ïðîñòîðó, ùî ìiñòèòü îäèíèöþ ãðóïè G. Öÿ �ôóíäàìåíòàëüíà

îáëàñòü� δp ìîæå áóòè âèáðàíà ó âèãëÿäi ïðÿìîêóòíèêà i âèïèñàíà ÿâíî

ÿê {T qMM · · · · · T q1

1 : 0 ≤ q1 < p1, . . . , 0 ≤ qM < pM}. Ó öüîìó âèïàäêó

iíäåêñ ïiäãðóïè Gp äîðiâíþ¹ p = p1 · · · · · pM . Ìîæíà òàêîæ ïåðåâiðèòè,

ùî δp ¹ òàêîæ ïåðåðiçîì äëÿ ïðîñòîðó G/Gp ïðàâèõ êëàñiâ ñóìiæíîñòi äëÿ

ïiäãðóïè Gp. ßê i âèùå, äëÿ çàäàíîãî ðîçáèòòÿ α ìè ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç αp

ðîçáèòòÿ αδp =
∨
g∈δp

gα.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ çàäàíî¨ ñêií÷åííî-ãåíåðîâàíî¨ íiëüïîòåíòíî¨ ãðóïè

G áåç êðó÷åíü, ¨¨ áàçà Ìàëüöåâà âèçíà÷à¹ ëiâî-iíâàðiàíòíå âiäíîøåííÿ ïî-

ðÿäêó íà G. Îòæå, ÿêùî (X,µ) � G-ïðîñòið ç iíâàðiàíòíîþ éìîâiðíiñíîþ

ìiðîþ µ, i α � ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó X çi ñêií÷åííîþ åíòðîïi¹þ, ìè ìîæåìî

çàñòîñóâàòè ðåçóëüòàòè [142, 158] òàê. Ñåðåäíÿ åíòðîïiÿ h(α,G) ìîæå áóòè

çàïèñàíà ó òåðìiíàõ �ìèíóëîãî� â G ùîäî ëiâî-iíâàðiàíòíîãî âïîðÿäêóâàí-

íÿ:

h(α,G) = H(α|α−G),

äå α−G =
∨
g<e

gα. Î÷åâèäíà ìîäèôiêàöiÿ öèõ âèçíà÷åíü ïðèçâîäèòü äî ïî-

íÿòòÿ óìîâíî¨ åíòðîïi¨ h(α,G, σ), äå σ � G-òîòàëüíî iíâàðiàíòíå âèìiðíå

ðîçáèòòÿ.

Ïåðåéäåìî äî ïîøèðåííÿ ôîðìóëè Ïiíñêåðà (4.1.3) íà çàãàëüíi íiëüïî-

òåíòíi ñêií÷åííî-ãåíåðîâàíi ãðóïè, ìàþ÷è íà ìåòi ïîäàëüøå çàñòîñóâàííÿ

äëÿ îïèñó àëãåáð Ïiíñêåðà.

Òåîðåìà 4.1.19. ßêùî α, β ∈ L i G � ñêií÷åííî-ãåíåðîâàíà íiëüïîòåí-



116

òíà ãðóïà, òî

h(α ∨ β,G) = h(α,G) +H
(
β
∣∣β−G ∨ αG) . (4.1.15)

Òâåðäæåííÿ 4.1.20. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ àìåíàáåëüíî¨ ãðóïè G ç

�ìèíóëèì� (4.1.15) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ïåâíîãî âèáîðó �ìèíóëîãî� â G

(åêâiâàëåíòíî, äëÿ êîíêðåòíîãî ëiâî-iíâàðiàíòíîãî âïîðÿäêóâàííÿ), òî-

äi (4.1.15) òàêîæ ìà¹ ìiñöå äëÿ áóäü-ÿêîãî iíøîãî �ìèíóëîãî� â G.

Äîâåäåííÿ. Çàçíà÷èìî, ùî äâà ç òðüîõ ÷ëåíiâ, ÿêi ñêëàäàþòü (4.1.15),

à ñàìå, h(α∨β,G) i h(α,G), íå çàëåæàòü âiä ïîíÿòòÿ �ìèíóëîãî�. ßêùî ïî-

äèâèòèñü íà îñòàííié ÷ëåí H
(
β
∣∣β−G ∨ αG), ëåãêî ïîìiòèòè, ùî óìîâíà âåð-

ñiÿ ðåçóëüòàòiâ [142, 158] äîçâîëÿ¹ äèâèòèñÿ íà íüîãî ÿê íà óìîâíó ñåðåäíþ

åíòðîïiþ h(β,G, αG) = lim
n→∞

1
#Fn

H (βFn|αG) âiäíîñíî G-òîòàëüíî iíâàðiàí-

òíîãî ðîçáèòòÿ αG (òóò Fn � ïðàâà ïîñëiäîâíiñòü Ôüîëíåðà). Öå ðîáèòü

î÷åâèäíèì íåçàëåæíiñòü âiä âèáîðó �ìèíóëîãî�. �

Ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ ôîðìóëè (4.1.15) ó âèïàäêó çàãàëüíî¨

ñêií÷åííî-ãåíåðîâàíî¨ íiëüïîòåíòíî¨ ãðóïè G áåç êðó÷åíü. Çàçíà÷èìî, ùî

òàêà ãðóïà ïðèïóñêà¹ âêëàäåííÿ G ↪→ UTn(Z) [97], îòæå ìîæíà ðîçãëÿäàòè

G ÿê ïiäãðóïó â UTn(Z).

Íåõàé (X,µ) � ïðîñòið äi¨ ãðóïè G. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç σ : G\UTn(Z)→
UTn(Z) ïåðåðiç äëÿ (ïðàâîãî) îäíîðiäíîãî ïðîñòîðó âiäíîñíî ïiäãðóïè G,

ùî ìà¹ âëàñòèâiñòü σ([I]) = I. Ïîáóäó¹ìî ïðîñòið Y = XG\UTn(Z) ç âiäïî-

âiäíîþ ïðîäàêò-ìiðîþ ν i ðîçãëÿíåìî äiþ ãðóïè UTn(Z) íà Y :

(gy)γ = σ(γ)gσ(γg)−1yγg, y = (yγ) ∈ Y, γ ∈ G\UTn(Z), g ∈ UTn(Z).

Ïðîñòà ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî öÿ äiÿ ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíîþ (çîêðåìà,

σ(γ)gσ(γg)−1 ∈ G i (gy)[I] = gy[I] äëÿ g ∈ G).
Äëÿ çàäàíèõ ðîçáèòòiâ α i β íà X çi ñêií÷åííîþ åíòðîïi¹þ, ïîáóäó¹ìî

ðîçáèòòÿ α i β íà Y . À ñàìå, áóäåìî êàçàòè, ùî y′ = (y′γ) i y
′′ = (y′′γ) ëåæàòü

ó òîìó æ ñàìîìó åëåìåíòi ðîçáèòòÿ α, ÿêùî y′[I] i y
′′
[I] ìiñòÿòüñÿ ó òîìó æ

ñàìîìó åëåìåíòi ðîçáèòòÿ α; ðîçáèòòÿ β âèçíà÷à¹òüñÿ ó ïîäiáíèé ñïîñiá.
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Çàñòîñóâàííÿ Òåîðåìè 4.1.5 òà Òâåðäæåííÿ 4.1.20 äî α, β i UTn(Z)-äi¨

íà Y äà¹

h
(
α ∨ β, UTn(Z)

)
= h(α, UTn(Z)) +H

(
β
∣∣∣β−UTn(Z)αUTn(Z)

)
,

äå ìèíóëå â UTn(Z) âèçíà÷åíå ÿê âèùå. Òî÷íiøå, ìà¹ìî

H

α ∨ β
∣∣∣∣∣∣∣
∨
g∈G
g<I

gα ∨
∨

g∈UTn(Z)\G
g<I

gα ∨
∨
g∈G
g<I

gβ ∨
∨

g∈UTn(Z)\G
g<I

gβ

 =

= H

α
∣∣∣∣∣∣∣
∨
g∈G
g<I

gα ∨
∨

g∈UTn(Z)\G
g<I

gα

+

+H

β
∣∣∣∣∣∣∣
∨
g∈G
g<I

gβ ∨
∨

g∈UTn(Z)\G
g<I

gβ ∨ αG ∨ αUTn(Z)\G

 .

Âàæëèâå ñïîñòåðåæåííÿ, ùî âèïëèâà¹ ç íàøî¨ ïîáóäîâè, ïîëÿãà¹ â

òîìó, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ïiäìíîæèí A,B ⊂ G, C,D ⊂ UTn(Z) \G ðîçáèòòÿ

αA∨βB i αC∨βD ¹ íåçàëåæíèìè. Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî ïåðåòèí �ìèíóëîãî�

â UTn(Z) ç G ¹ �ìèíóëèì� â G. Îòæå, ÿêùî âçÿòè äî óâàãè Òâåðäæåííÿ

4.1.20, ïîïåðåäí¹ ñïiââiäíîøåííÿ ïðèéìà¹ âèãëÿä

H
(
α ∨ β

∣∣∣α−G ∨ β−G) = H
(
α
∣∣α−G)+H

(
β
∣∣∣β−G ∨ αG) ,

äå �ìèíóëå� â G âèçíà÷à¹òüñÿ ïåâíîþ áàçîþ Ìàëüöåâà. Îñêiëüêè òóò óñå

ñêîíöåíòðîâàíî â ¹äèíîìó ïðÿìîìó ìíîæíèêó ïðîñòîðó Y ç iíäåêñîì [I],

îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ ìîæå áóòè ïåðåïèñàíî ó âèãëÿäi

H
(
α ∨ β

∣∣α−G ∨ β−G ) = H
(
α
∣∣α−G)+H

(
β
∣∣β−G ∨ αG) ,

ùî ñïiâïàäà¹ ç íàøèì òâåðäæåííÿì.

Çðåøòîþ, íàãàäà¹ìî, ùî áóäü-ÿêà ñêií÷åííî-ãåíåðîâíà íiëüïîòåíòíà

ãðóïà G ìiñòèòü íîðìàëüíó ïiäãðóïó ñêií÷åííîãî iíäåêñó G0 áåç êðó÷åíü

[97] (íåõàé ¨¨ iíäåêñ ¹ p, i αp ¹ òå æ ñàìå, ùî é ó ôîðìóëþâàííi Ëåìè 4.1.2).
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Çàñòîñóâàííÿ ïîïåðåäíüîãî ðåçóëüòàòó, Ëåìè 4.1.2 òà ¨¨ óìîâíî¨ âåðñi¨ äà¹

h(α ∨ β,G) =
1

p
h(αp ∨ βp, G0) =

1

p
h(αp, G0) +

1

p
H
(
βp
∣∣(βp)−G0

∨ (αp)G0

)
=

= h(α,G) +
1

p
h(βp, G0, αG) = h(α,G) + h(β,G, αG) =

= h(α,G) +H
(
β
∣∣β−G ∨ αG) . �

Ëåìà 4.1.21. ßêùî α, β ∈ L, G � ñêií÷åííî-ãåíåðîâàíà íiëüïîòåíòíà

ãðóïà áåç êðó÷åíü i T1 < T2 < . . . < TM � ¨¨ áàçà Ìàëüöåâà, òî

lim
n→∞

H
(
α
∣∣T−nM (β−G)α−G

)
= H

(
α
∣∣α−G) .

Äîâåäåííÿ ñïiâïàäà¹ ç òàêèì ùîäî Ëåìè 4.1.7, äå T3 ìà¹ áóòè çàìi-

íåíå íà TM . �

Çâè÷àéíî, àðãóìåíòè, çàñòîñîâàíi íàìè äëÿ îïèñó àëãåáðè Ïiíñêåðà

äëÿ äi¨ ãðóïè Ãåéçåíáåðãà ìàþòü î÷åâèäíå óçàãàëüíåííÿ íà äiþ ñêií÷åííî-

ãåíåðîâàíî¨ íiëüïîòåíòíî¨ ãðóïè áåç êðó÷åíü ç ôiêñîâàíîþ áàçîþ Ìàëüöåâà

T1, T2, . . . , TM . Çàçíà÷èìî ëèøå, ùî â Òâåðäæåííi 4.1.8 òðåáà âèêîðèñòàòè

ïîñëiäîâíiñòü ïiäãðóï ñêií÷åííîãî iíäåêñó Γp, ãåíåðîâàíèõ T
p
1 , T

p
2 , . . . , T

p
M ,

äå p � ïðîñòå ÷èñëî. Äëÿ p áiëüøîãî íiæ ïîðÿäîê íiëüïîòåíòíîñòi ãðóïè G,

êîæíà òàêà ïiäãðóïà Γp ìiñòèòü ëèøå p-i ñòóïåíi åëåìåíòiâ ãðóïè G, i ïðè

öüîìó
∧
p

Γp ¹ îäèíè÷íîþ ïiäãðóïîþ [79].

Ñòîñîâíî çàãàëüíî¨ íiëüïîòåíòíî¨ ñêií÷åííî-ãåíåðîâàíî¨ ãðóïè G, íà-

ãàäà¹ìî, ùî âîíà ìiñòèòü íîðìàëüíó ïiäãðóïó G0 ñêií÷åííîãî iíäåêñó áåç

êðó÷åíü [97]. Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî àëãåáðà Ïiíñêåðà äi¨ ãðóïè G ñïiâïàäà¹

ç òàêîþ ùîäî îáìåæåííÿ äi¨ íà ïiäãðóïó G0. Äiéñíî, íåõàé α � ñêií÷åííå

ðîçáèòòÿ i h(α,G) = 0. Òîäi çà Ëåìîþ 4.1.2

h(α,G0) ≤ h(αp, G0) = ph(α,G) = 0,

äå p � iíäåêñ ïiäãðóïè G0 â G.

Íàâïàêè, íåõàé δp � ïåðåðiç âG äëÿ ïðîñòîðó ïðàâèõ êëàñiâ ñóìiæíîñòi

G0\G i Fn � ïðàâà ïîñëiäîâíiñòü Ôüîëíåðà âG0. Ïðèïóñòèìî, ùî h(α,G0) =
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0. Òîäi ç íîðìàëüíîñòi ïiäãðóïè G0 â G âèïëèâà¹

h(α,G) =
1

p
h(αp, Gp) = lim

n→∞

1

p#Fn
H

∨
g∈δp

αFng

 ≤
≤ 1

p

∑
g∈δp

lim
n→∞

1

#Fn
H (αgg−1Fng) =

1

p

∑
g∈δp

lim
n→∞

1

#Fn
H (αg−1Fng) =

= h(α,G0) = 0.

4.1.4 Ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ åíòðîïi¹þ òà ñïåêòðàëüíèìè âëà-

ñòèâîñòÿìè äié íiëüïîòåíòíèõ ãðóï

Ìè òóò îáìåæèìîñü îêðåìèì âèïàäêîì ãðóïè Ãåéçåíáåðãà G. Ç

ïîäàëüøîãî ñòàíå î÷åâèäíèì, ùî óñå ïåðåíîñèòüñÿ íà âèïàäîê ñêií÷åííî-

ãåíåðîâàíî¨ íiëüïîòåíòíî¨ ãðóïè áåç êðó÷åíü.

Íàãàäà¹ìî, ùî çîáðàæåííÿ ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ òàêèì, ùî ìà¹ ç÷è-

ñëåííèé ëåáåãiâñüêèé ñïåêòð, ÿêùî âîíî åêâiâàëåíòíå ç÷èñëåííié ïðÿìié

ñóìi ðåãóëÿðíîãî çîáðàæåííÿ.

Ëåìà 4.1.22. ([153]). Íåõàé ζ � âèìiðíå ðîçáèòòÿ ç âëàñòèâiñòþ

T−1
1 ζ � ζ, i ïðè öüîìó ïðîñòið (X/ζ, µζ) íåàòîìi÷íèé, òîäi dim(L2(ζ) 	
L2(T−1

1 ζ)) =∞.

Òåîðåìà 4.1.23. ßêùî h(G) > 0, òî G ìà¹ ç÷èñëåííèé ëåáåãiâñüêèé

ñïåêòð â L2(X,µ)	 L2(π(G)).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ζ � G-äîñêîíàëå ðîçáèòòÿ. Ç ζG = ε i
∧
n
T n3 ζ(T1,T2) =

π(G) âèïëèâà¹, ùî

L2(X,µ)	 L2(π(G)) =
+∞⊕

n=−∞
L2(T n3 ζ(T1,T2))	 L2(T n−1

3 ζ(T1,T2)) =

=
+∞⊕

n=−∞
Un
T3

(L2(ζ(T1,T2))	 L2(T−1
3 ζ(T1,T2))).

Ó ïîäiáíèé ñïîñiá, ç îãëÿäó íà ñïiââiäíîøåííÿ
∧
n
T n2 ζT1

= T−1
3 ζ(T1,T2) ìà¹ìî
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L2(ζ(T1,T2))	 L2(T−1
3 ζ(T1,T2)) =

+∞⊕
n=−∞

L2(T n2 ζT1
)	 L2(T n−1

2 ζT1
) =

=
+∞⊕

n=−∞
Un
T2

(L2(ζT1
)	 L2(T−1

2 ζT1
)),

i, çðåøòîþ,

L2(ζT1
)	 L2(T−1

2 ζT1
) =

+∞⊕
n=−∞

L2(T n1 ζ)	 L2(T n−1
1 ζ) =

=
+∞⊕

n=−∞
Un
T1

(L2(ζ)	 L2(T−1
1 ζ)).

Îòæå, îäåðæó¹ìî

L2(X,µ)	 L2(π(G)) =
⊕

(k,m,n)∈Z3

Uk
T3
Um
T2
Un
T1

(L2(ζ)	 L2(T−1
1 ζ)). (4.1.16)

Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî T−1
1 ζ � ζ. Äiéñíî, ÿêùî ïðèïóñòèòè ïðîòèëåæíå

T−1
1 ζ = ζ, òî âíàñëiäîê âëàñòèâîñòåé (ii), (iii), (iv) äîñêîíàëîãî ðîçáèòòÿ

ìà¹ìî π(G) = ε, òîáòî h(G) = 0, ùî ñóïåðå÷èòü íàøèì ïðèïóùåííÿì

ùîäî äi¨ ãðóïè G. Îòæå T−1
1 ζ � ζ. Íàðàçi ç âëàñòèâîñòåé (i) i (ii) âè-

ïëèâà¹, ùî ïðîñòið (X/ζ, µζ) ¹ íåàòîìi÷íèì, i òîìó ç Ëåìè 4.1.22 ìà¹ìî

dim(L2(ζ) 	 L2(T−1
1 ζ)) = ∞. Íåõàé f1, f2, . . . � áàçà â L2(ζ) 	 L2(T−1

1 ζ).

Âíàñëiäîê (4.1.16), fg,i = Ugfi, 1 ∈ N, g ∈ G, óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíó

áàçó â L2(X,µ)	L2(π(G)), i ïðè öüîìó Ugfh,i = fgh,i. Öå îçíà÷à¹, ùî G ìà¹

ç÷èñëåííèé ëåáåãiâñüêèé ñïåêòð â L2(X,µ)	 L2(π(G)). �

Ç Òåîðåì 4.1.18 i 4.1.23 îäåðæó¹ìî

Íàñëiäîê 4.1.24. ßêùî G ¹ K-ãðóïîþ, âîíà ìà¹ ç÷èñëåííèé ëåáåãiâñüêèé

ñïåêòð.

Íàñëiäîê 4.1.25. ßêùî G ìà¹ ñèíãóëÿðíèé ñïåêòð àáî ñïåêòð iç ñêií-

÷åííîþ êðàòíiñòþ, òî h(G) = 0. Çîêðåìà, êîæíà ãðóïà ïåðåòâîðåíü G ç

äèñêðåòíèì ñïåêòðîì ìà¹ íóëüîâó åíòðîïiþ.
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4.1.5 Äîñêîíàëi ðîçáèòòÿ i K-ñèñòåìè: çàãàëüíèé âèïàäîê

Íàìiòèìî øëÿõè ïåðåíåñåííÿ ïîïåðåäíiõ ðåçóëüòàòiâ íà äi¨ ñêií÷åííî-

ãåíåðîâàíî¨ íiëüïîòåíòíî¨ ãðóïè G áåç êðó÷åíü. Ìè çãàäó¹ìî òóò ëèøå òi

òâåðäæåííÿ, ÿêi íå âiäòâîðþþòüñÿ äîñëiâíî.

Âèìiðíå ðîçáèòòÿ ζ íàçèâà¹òüñÿ G-iíâàðiàíòíèì, ÿêùî T−1
1 ζ ≤ ζ, . . . ,

T−1
M ζT1...TM−1

≤ ζ.

Âèìiðíå ðîçáèòòÿ ζ íàçèâà¹òüñÿ G-ñèëüíî iíâàðiàíòíèì, ÿêùî T−1
1 ζ ≤

ζ,
∞∧
n=0

T−n1 ζ = T−1
2 ζT1

, . . . ,
∞∧
n=0

T−nM−1ζT1...TM−2
= T−1

M ζT1...TM−1
.

Ëåìà 4.1.26. (àíàëîã Ëåìè 4.1.11) Ïðèïóñòèìî, ùî âèìiðíå ðîçáèòòÿ ζ

¹ ñèëüíî iíâàðiàíòíèì, α ∈ L, α ≤ T pMζT1T2
äëÿ ïåâíîãî äîäàòíîãî öiëîãî

p, i h(α,G) = 0. Òîäi α ≤
∞∧
n=0

T−nM ζT1...TM−1
.

Ëåìà 4.1.27. (àíàëîã Ëåìè 4.1.13) Äëÿ êîæíîãî G-âè÷åðïíîãî ðîçáèòòÿ

ζ ìà¹ìî
∞∧
n=0

T−nM ζT1...TM−1
≥ π(G).

Ëåìà 4.1.28. (àíàëîã Ëåìè 4.1.15) Iñíó¹ âèìiðíå ðîçáèòòÿ η ç âëàñòè-

âîñòÿìè:

(a) T−1
1 η ≤ η, . . . , T−1

M ηT1...TM−1
≤ η,

(b) ηG = ε,

(c)
∞∧
n=0

T−nM ηT1...TM−1
≤ π(G),

(d) h(G) = H
(
η
∣∣η−G ) = H

(
η
∣∣T−1

1 η
)
.

Âèçíà÷åííÿ D (àíàëîã Âèçíà÷åííÿ B) Âèìiðíå ðîçáèòòÿ ζ íàçèâà-

¹òüñÿ G-äîñêîíàëèì, ÿêùî

(i) T−1
1 ζ ≤ ζ,. . . , T−1

M ζT1...TM−1
≤ ζ,

(ii) ζG = ε,

(iii)
∞∧
n=0

T−n1 ζ = T−1
2 ζT1

, . . . ,
∞∧
n=0

T−nM−1ζT1...TM−2
= T−1

M ζT1...TM−1
,

(iv)
∞∧
n=0

T−nM ζT1...TM−1
= π(G),
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(v) h(G) = H
(
ζ
∣∣ζ−G ) = H

(
ζ
∣∣T−1

1 ζ
)
.

Âèçíà÷åííÿ E (àíàëîã Âèçíà÷åííÿ C) G íàçèâà¹òüñÿ K-ãðóïîþ,

ÿêùî iñíó¹ âèìiðíå ðîçáèòòÿ ζ òàêå, ùî

(i) T−1
1 ζ ≤ ζ, . . . , T−1

M ζT1...TM−1
≤ ζ,

(ii) ζG = ε,

(iii)
∞∧
n=0

T−n1 ζ = T−1
2 ζT1

, . . . ,
∞∧
n=0

T−nM−1ζT1...TM−2
= T−1

M ζT1...TM−1
,

(iv)
∞∧
n=0

T−nM ζT1...TM−1
= ν.

Áàçóþ÷èñü íà öüîìó, ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî ñïåêòðàëüíèõ âëà-

ñòèâîñòåé ìîæóòü áóòè äîñëiâíî ïåðåôîðìóëüîâàíi ó âèïàäêó çàãàëüíî¨

ñêií÷åííî-ãåíåðîâàíî¨ íiëüïîòåíòíî¨ ãðóïè áåç êðó÷åíü.

4.2 Êîiíäóêîâàíi äi¨ òà ïîáóäîâà íåáåðíóëëi¨âñüêèõ

äié ç öiëêîì ïîçèòèâíîþ åíòðîïi¹þ

Êëàñè÷íèé ðåçóëüòàò Ä. Îðíñòåéíà [138] ïîëÿãà¹ â iñíóâàííi íåáåð-

íóëëi¨âñüêèõ K-àâòîìîðôiçìiâ áóäü-ÿêî¨ íàïåðåä çàäàíî¨ åíòðîïi¨. Âèíèêà¹

ïðèðîäíå ïðèïóùåííÿ ïðî iñíóâàííÿ ïåâíî¨ âiäñòàíi ìiæ êëàñîì áåðíóëi-

¨âñüêèõ äié òà (áiëüø øèðîêèì) êëàñîì äié ç ö.ï.å. äëÿ ç÷èñëåííèõ àìåíà-

áåëüíèõ ãðóï. Ìè ïîäà¹ìî óçàãàëüíåííÿ çàçíà÷åíîãî âèùå ðåçóëüòàòó Ä.

Îðíñòåéíà íà êëàñ ç÷èñëåííèõ àìåíàáåëüíèõ ãðóï, ùî ìiñòÿòü åëåìåíò(è)

íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó (äèâ. [67, 32]).

4.2.1 Åíòðîïiÿ äi¨ ç÷èñëåííî¨ äèñêðåòíî¨ àìåíàáåëüíî¨ ãðóïè

Íåõàé (X,B, µ) � ñòàíäàðòíèé ïðîñòið Ëåáåãà, G � ç÷èñëåííà àìåíà-

áåëüíà ãðóïà, ÿêà ìà¹ âiëüíó äiþ íà (X,B, µ), ùî çáåðiãà¹ éìîâiðíiñíó ìiðó

µ.

Çãiäíî ç ïiäõîäîì Ä. Îðíñòåéíà òà Á. Âåéññà [137, 191], çàïðîâàäæó-

¹òüñÿ ïîíÿòòÿ ñåðåäíüî¨ åíòðîïi¨ ñêií÷åííîãî ðîçáèòòÿ P ïðîñòîðó X âiä-
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íîñíî ñêií÷åííî¨ ïiäìíîæèíè F ãðóïè G: iç ïîçíà÷åííÿì PF =
∨
g∈F

gP,

âèçíà÷à¹ìî

h(P, F ) =
1

|F |
H(PF ).

Íàãàäà¹ìî, ùî ïiäìíîæèíà T â G çàìîùó¹ ãðóïó G, ÿêùî iñíó¹ ìíî-

æèíà C ⊂ G òàêà, ùî CT ¹ ðîçáèòòÿì ãðóïè G, òîáòî G =
⋃
c∈C

cT ,

c1T ∩ c2T = ∅ äëÿ c1 6= c2.

Äàëi, ïîñëiäîâíiñòü ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí {Fn}n∈N ãðóïè G íàçèâà-

¹òüñÿ (ëiâîþ) ïîñëiäîâíiñòþ Ôüîëíåðà â G, ÿêùî lim |gFn∆Fn|/|Fn| = 0,

∀g ∈ G. Äîáðå âiäîìî, ùî ç÷èñëåííà àìåíàáåëüíà ãðóïà G ìà¹ ïîñëiäîâ-

íiñòü Ôüîëíåðà (öþ âëàñòèâiñòü ÷àñòî ïðèéìàþòü çà âèçíà÷åííÿ àìåíà-

áåëüíîñòi).

Îðíñòåéí òà Âåéññ ïîêàçàëè, ùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi Ôüîëíåðà {Fn}n∈N
â G, äå êîæíå Fn çàìîùó¹ G, äëÿ êîæíî¨ ñêií÷åííîãî ðîçáèòòÿ P ïðîñòî-

ðó X iñíó¹ ãðàíèöÿ h(P, G) = lim 1
|Fn|H(PFn), ÿêà íå çàëåæèòü âiä âèáîðó

ïîñëiäîâíîñòi Ôüîëíåðà; öÿ ãðàíèöÿ íàçèâà¹òüñÿ ñåðåäíüîþ åíòðîïi¹þ ïðî-

öåñó (P, G). Âîíà ¹ ñïàäàþ÷îþ ôóíêöi¹þ ðîçáèòòÿ, îòæå

h(P, G) = lim
n→∞

1

|Fn|
H(PFn) = inf

n

1

|Fn|
H(PFn).

ßê áóëî âñòàíîâëåíî â [192], áóäü-ÿêà ðîçâ'ÿçíà ç÷èñëåííà ãðóïà ìà¹

ïîñëiäîâíiñòü Ôüîëíåðà ç ïåâíèìè äîäàòêîâèìè âëàñòèâîñòÿìè. Ó çàãàëü-

íîìó âèïàäêó, âèçíà÷åííÿ ñåðåäíüî¨ åíòðîïi¨ h(P, G) ïðîöåñó (P, G) âèìà-

ãà¹ çàñòîñóâàííÿ òåõíiêè êâàçi-çàìîùóâàíü (äèâ. [137, 120]).

Êàæóòü, ùî äiÿ ç÷èñëåííî¨ àìåíàáåëüíî¨ ãðóïè G ìà¹ öiëêîì ïîçè-

òèâíó åíòðîïiþ, ö.ï.å., ÿêùî h(P, G) > 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî ñêií÷åííîãî

ðîçáèòòÿ P. Åíòðîïiÿ äi¨ ãðóïè G âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê h(G) = sup
P
h(P, G), äå

ñóïðåìóì âçÿòèé çà âñiìà ñêií÷åííèìè ðîçáèòòÿìè P.

Íåõàé ãðóïà G äi¹ âiëüíî òà åðãîäè÷íî. Ãåíåðóþ÷å ðîçáèòòÿ P = (Pi)

(òîáòî PG = ε) íàçèâàþòü ðîçáèòòÿì Áåðíóëëi äëÿ çàäàíî¨ äi¨ ãðóïè G,

ÿêùî ðîçáèòòÿ gP ¹ (ïîïàðíî) íåçàëåæíèìè äëÿ g ∈ G, òîáòî

µ(gPiPj) = µ(Pi)µ(Pj).
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ßêùî òàêå ðîçáèòòÿ iñíó¹, äiÿ ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ äi¹þ Áåðíóëëi (àáî

áåðíóëëi¨âñüêîþ).

Ó ïîäàëüøîìó ìè âèêîðèñòà¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò iç [137] ïðî òàê

çâàíèé ôàêòîð Ñiíàÿ (äèâ. [56]).

Òåîðåìà 4.2.1. ßêùî ç÷èñëåííà äèñêðåòíà àìåíàáåëüíà ãðóïà G äi¹

âiëüíî òà åðãîäè÷íî íà (X,B, µ) ç äîäàòíîþ åíòðîïi¹þ h(G), òî äëÿ áóäü-

ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà 0 < h ≤ h(G) iñíó¹ G-iíâàðiàíòíèé ôàêòîð-ïðîñòið

Xh ïðîñòîðó X òàêèé, ùî îáìåæåííÿ äi¨ ãðóïè G íà Xh ¹ äi¹þ Áåðíóëëi

ãðóïè G ç åíòðîïi¹þ h(G|Xh
) = h.

Iíøèé ïiäõiä äî åíòðîïi¨ äié ç÷èñëåííèõ àìåíàáåëüíèõ ãðóï ïîäàíî â

ðîáîòi Îëàí'¹ [134]. Ìè òóò ïîÿñíèìî çâ'ÿçîê ìiæ äâîìà ïiäõîäàìè.

Âèçíà÷åííÿ 4.2.2. Íåõàé G òàêà, ÿê çàçíà÷åíî âèùå, äi¹ âiëüíî òà åð-

ãîäè÷íî íà (X,B, µ), i P � ñêií÷åííå ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó X.

Ñåðåäíÿ åíòðîïiÿ çà Îëàí'¹ ho(P, G) ïðîöåñó (P, G) âèçíà÷à¹òüñÿ

ÿê

ho(P, G) = inf
F

1

|F |
H(PF ),

äå iíôiìóì âçÿòèé çà âñiìà ñêií÷åííèìè ïiäìíîæèíàìè F ãðóïè G, äèâ.

[134, 4.3.1].

Åíòðîïiÿ Îëàí'¹ ho(G) äi¨ ãðóïè G íà (X,B, µ) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

ho(G) = sup
P
ho(P, G),

äå ñóïðåìóì âçÿòèé çà âñiìà ñêií÷åííèìè ðîçáèòòÿìè P, äèâ. [134,

4.3.2].

Â [134, 4.3.14] äîâåäåíî, ùî ÿêùî P � ãåíåðóþ÷å ðîçáèòòÿ äëÿ äi¨ ãðóïè

G, òî ho(G) = ho(P, G).

Íàñòóïíèé ôàêò ¹ âiäîìèì äëÿ ñïåöiàëiñòiâ.

Òåîðåìà 4.2.3. Íåõàé G � ç÷èñëåííà àìåíàáåëüíà ãðóïà, ùî äi¹ âiëüíî

òà åðãîäè÷íî íà (X,B, µ). Òîäi

h(G) = ho(G),
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äå h(G) � åíòðîïiÿ äi¨ ãðóïè G ó ñåíñi [137], à ho(G) � åíòðîïiÿ Îëàí'¹

äëÿ äi¨ ãðóïè G.

Äîâåäåííÿ. Äèâ. [32]. �

Íàñëiäîê 4.2.4. Íåõàé G, (X,B, µ) � òå æ ñàìå, ùî é ó ôîðìóëþâàííi

Òåîðåìè 4.2.3, à P � ñêií÷åííå ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó X. Òîäi

ho(P, G) = h(P, G).

Äîâåäåííÿ. Äèâ. [32]. �

4.2.2 Êîiíäóêöiÿ òà ¨¨ âëàñòèâîñòi

Íàñòóïíà êîíñòðóêöiÿ äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè íåáåðíóëëi¨âñüêó ö.ï.å.

äiþ ãðóïè G, áàçóþ÷èñü íà íåáåðíóëëi¨âñüêié ö.ï.å. äi¨ ¨¨ ïiäãðóïè Γ.

Âèçíà÷åííÿ 4.2.5. Íåõàé G � ç÷èñëåííà àìåíàáåëüíà ãðóïà, i Γ � ïiä-

ãðóïà â G. Íåõàé (X,B, µ) � (ëiâà) äiÿ ãðóïè Γ.

Çàôiêñó¹ìî ïåðåðiç s : Γ\G→ G îäíîðiäíîãî ïðîñòîðó Γ\G ç âëàñòè-

âiñòþ s([e]) = e. Ðîçãëÿíåìî ïðÿìèé äîáóòîê ïðîñòîðiâ Y =
∏
Γ\G

(X,B, µ)

òà óñòàòêó¹ìî Y âiäïîâiäíîþ ïðîäàêò-ìiðîþ ν =
⊗
Γ\G

µ. Ìè çàïèñóâàòè-

ìåìî åëåìåíòè ïðîñòîðó Y ó âèãëÿäi (yθ)θ∈Γ\G.

Âèçíà÷èìî äiþ ãðóïè G íà Y :

(gy)θ =
(
s(θ)gs(θg)−1

)
yθg, y = (yθ) ∈ Y, yθ ∈ X, θ ∈ Γ\G, g ∈ G, (4.2.1)

äå ïiä äi¹þ ãðóïè Γ íà êîîðäèíàòè òî÷îê ç ïðîñòîðó Y ìà¹òüñÿ íà óâàçi

¨¨ äiÿ íà X. Ìè áóäåìî êàçàòè, ùî öÿ äiÿ ãðóïè G êîiíäóêîâàíà ç äi¨

ãðóïè Γ. Ïðîñòå îá÷èñëåííÿ ïîêàçó¹, ùî öÿ äiÿ ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíîþ;

çîêðåìà, s(θ)gs(θg)−1 ∈ Γ. Çðîçóìiëî òàêîæ, ùî öÿ äiÿ çáåðiãà¹ ìiðó ν.

ßê i ó âèïàäêó ñòàíäàðòíî¨ ïðîöåäóðè iíäóêóâàííÿ, çàçíà÷åíà âèùå

äiÿ ìîæå áóòè âèçíà÷åíà íåçàëåæíî âiä êîíêðåòíîãî âèáîðó ïåðåðiçó. Àáè

ïîáà÷èòè öå, ðîçãëÿíåìî ïðîñòið

Ỹ = {f : G→ (X,B, µ) : ∀γ ∈ Γ, g ∈ G f(γg) = γ(f(g))}
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i âèçíà÷èìî äiþ ãðóïè G íà Ỹ :

(g0 · f)(g) = f(gg0).

Âàæëèâå ñïîñòåðåæåííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî çíà÷åííÿ âiäîáðàæåííÿ f ∈ Ỹ
çàëåæàòü ëèøå âiä éîãî çíà÷åíü íà ïåðåðiçi. Îòæå, ìîæíà îòîòîæíþâàòè

Ỹ ç ïðîñòîðîì

Y0 = {h : Γ\G→ (X,B, µ)},

äå çàäàíîìó f ∈ Ỹ ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü h ∈ Y0, ÿêå çàäà¹òüñÿ ÿê

h(Γg) = f(s(Γg)). Íàðàçi ìîæíà îòîòîæíþâàòè Y0 iç ïðîñòîðîì Y =∏
Γ\G

(X,B, µ) ÿê ó Âèçíà÷åííi 4.2.5, i ïðè öüîìó ïðîñòå îá÷èñëåííÿ ïîêà-

çó¹, ùî äiÿ íà Y çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (4.2.1).

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ÿêùî ó öié ñõåìi äiÿ ãðóïè Γ íåáåðíóëëi¨âñüêà,

òî êîiíäóêîâàíà äiÿ ãðóïè G òàêîæ íåáåðíóëëi¨âñüêà. Àáè ïîáà÷èòè öå, ìè

ïîòðåáó¹ìî íàñòóïíå ïðîñòå òâåðäæåííÿ, ùî íå çàëåæèòü âiä ïðîöåäóðè

êîiíäóêöi¨.

Òâåðäæåííÿ 4.2.6. Îáìåæåííÿ áåðíóëëi¨âñüêî¨ äi¨ ç÷èñëåííî¨ äèñêðå-

òíî¨ àìåíàáåëüíî¨ ãðóïè G íà íåñêií÷åííó ïiäãðóïó Γ òàêîæ áåðíóëëi-

¨âñüêå.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî áåðíóëëi¨âñüêó äiþ ãðóïè G íà (X,B, µ).

Iñíó¹ âèìiðíå ãåíåðóþ÷å ðîçáèòòÿ ζ ïðîñòîðó (X,B, µ) òàêå, ùî ñiìåéñòâî

ðîçáèòòiâ {gζ, g ∈ G} ¹ íåçàëåæíèì i ãåíåðó¹ B. Íåõàé A ⊂ G � ìíîæè-

íà, ùî ïåðåòèíà¹ êîæíèé êëàñ ñóìiæíîñòi Γg â ¹äèíié òî÷öi. Ïîáóäó¹ìî

âèìiðíå ðîçáèòòÿ η =
⋃
g∈A

gζ. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî η ¹ ãåíåðóþ÷èì ðîçáèò-

òÿì äëÿ äi¨ Γ, i ïðè öüîìó éîãî çñóâè íà åëåìåíòè ãðóïè Γ íåçàëåæíi. Öèì

çàâåðøó¹òüñÿ äîâåäåííÿ. �

Íàñëiäîê 4.2.7. Íåõàé G i Γ � òå æ ñàìå, ùî é ó Òâåðäæåííi 4.2.6.

Ïðèïóñòèìî, ùî äiÿ ãðóïè G íà Y êîiíäóêîâàíà ç äi¨ ïiäãðóïè Γ íà X.

Òîäi äiÿ ãðóïè G áåðíóëëi¨âñüêà íà (Y, ν) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè äiÿ

ãðóïè Γ áåðíóëëi¨âñüêà íà (X,µ).
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Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî îáìåæåííÿ êîiíäóêîâàíî¨ äi¨ ãðóïè G íà ïiä-

ãðóïó Γ. Öå îáìåæåííÿ ìà¹ ïî÷àòêîâó äiþ ãðóïè Γ â ÿêîñòi ôàêòîð-äi¨, ùî

âèçíà÷à¹òüñÿ Γ-åêâiâàðiàíòíîþ ïðîåêöi¹þ Y → X, y 7→ y[e]. Îñêiëüêè öÿ

ôàêòîð-äiÿ ãðóïè Γ íåáåðíóëëi¨âñüêà, òî é Γ-äiÿ íà Y òàêîæ íåáåðíóëëi¨â-

ñüêà [137, III, �6, Theorem 4], i òîìó äiÿ ãðóïè G íåáåðíóëëi¨âñüêà âíàñëiäîê

Òâåðäæåííÿ 4.2.6. Çâîðîòíå òâåðäæåííÿ ¹ î÷åâèäíèì. �

Òâåðäæåííÿ 4.2.8. Íåõàé G é Γ � òå æ ñàìå, ùî é âèùå, i ïðèïóñòè-

ìî, ùî çàäàíà äiÿ ãðóïè Γ íà X. Ðîçãëÿíåìî äiþ ãðóïè G íà Y , çàäàíó

ôîðìóëîþ (4.2.1). Òîäi hY (G) = hX(Γ), äå hX(Γ) � åíòðîïiÿ äi¨ ãðóïè Γ íà

ïðîñòîði X.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé s : Γ\G → G � ïåðåðiç äëÿ ïðèðîäíî¨ ïðîåêöi¨

π : G→ Γ\G iç âëàñòèâiñòþ s([e]) = e, äå e � îäèíèöÿ ãðóïè G. Íåõàé ξ′ �

ñêií÷åííå ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó X i ξ � éîãî ïiäíÿòòÿ äî ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó Y

øëÿõîì îòîòîæíåííÿ X iç ôàêòîðîì ïðîñòîðó Y , ùî âiäïîâiäà¹ âiäîáðà-

æåííþ Y → X, y 7→ y[e]. Çðîçóìiëî, ùî ξ ¹ ãåíåðóþ÷èì ðîçáèòòÿì ùîäî

äi¨ ãðóïè G íà Y , ÿêùî ξ′ � ãåíåðàòîð äëÿ äi¨ ãðóïè Γ íà X. Çàñòîñîâóþ÷è

Âèçíà÷åííÿ 4.2.2, îäåðæó¹ìî:

ho(ξ,G) = inf
F

1

|F |
H

∨
g∈F

gξ

 = inf
F

1

|F |
H

 ∨
θ∈π(F )

∨
g∈F∩π−1(θ)

gξ

 =

= inf
F

1

|F |
∑
θ∈π(F )

H

 ∨
g∈F∩π−1(θ)

gξ

 =

= inf
F

1

|F |
∑
θ∈π(F )

∣∣F ∩ π−1(θ)
∣∣ 1

|Fn ∩ π−1(θ)|
H

 ∨
g∈F∩π−1(θ)

s(θ)−1gξ

 ≥
≥ inf

F

1

|F |
∑
θ∈π(F )

∣∣F ∩ π−1(θ)
∣∣ho(ξ′,Γ) = ho(ξ

′,Γ),

äå F � ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà ãðóïè G, i ïðè öüîìó âçÿòî äî óâàãè âèáið

ðîçáèòòÿ ξ, òîé ôàêò, ùî s(θ)−1g ∈ Γ äëÿ π(g) = θ, i Âèçíà÷åííÿ 4.2.2.

Îòæå ho(ξ,G) ≥ ho(ξ
′,Γ). Ç iíøîãî áîêó, âíàñëiäîê âëàñòèâîñòåé ðîç-
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áèòòÿ ξ (äèâ. Âèçíà÷åííÿ 4.2.2) ìà¹ìî

ho(ξ,G) = inf
F⊂G

1

|F |
H

∨
g∈F

gξ

 ≤ inf
F⊂Γ

1

|F |
H

∨
g∈F

gξ

 =

= inf
F⊂Γ

1

|F |
H

∨
g∈F

gξ′

 = ho(ξ
′,Γ),

äå iíôiìóì âçÿòî çà âñiìà ñêií÷åííèìè ïiäìíîæèíàìè F . Îòæå ho(ξ,G) ≤
ho(ξ

′,Γ), çâiäêè ho(ξ,G) = ho(ξ
′,Γ). Îñêiëüêè h(ξ,G) = ho(ξ,G) i h(ξ′,Γ) =

ho(ξ
′,Γ) çà Íàñëiäêîì 4.2.4, ìà¹ìî h(ξ,G) = h(ξ′,Γ) äëÿ áóäü-ÿêîãî ñêií-

÷åííîãî ðîçáèòòÿ ξ′ ïðîñòîðó X.

Íåõàé hX(Γ) <∞. Òîäi iñíó¹ ñêií÷åííå ãåíåðóþ÷å ðîçáèòòÿ ξ′ ïðîñòî-

ðóX äëÿ äi¨ ãðóïè Γ íàX òàêå, ùî hX(Γ) = h(ξ′,Γ) [154]. Àëå ξ � ãåíåðóþ÷å

ðîçáèòòÿ äëÿ êîiíäóêîâàíî¨ äi¨ ãðóïè G íà Y çà íàøîþ ïîáóäîâîþ, çâiäêè

h(ξ,G) = hY (G), i hX(Γ) = hY (G) ó öüîìó âèïàäêó.

ßêùî hX(Γ) = ∞, òîäi hX(Γ) = sup
ξ′
h(ξ′,Γ) = supξ h(ξ,G) ≤ hY (G),

çâiäêè hY (G) =∞. �

Ïðèïóñòèìî, ùî ç÷èñëåííà àìåíàáåëüíà ãðóïà Γ äi¹ âiëüíî íà

(X,B, µ). Íàãàäà¹ìî, ùî σ-ïiäàëãåáðà Π(Γ) â B íàçèâà¹òüñÿ (ïiä)àëãåáðîþ

Ïiíñêåðà äi¨ ãðóïè Γ íà (X,µ), äèâ. [57, 31], ÿêùî Π(Γ) � ìàêñèìàëüíà Γ-

iíâàðiàíòíà ïiäàëãåáðà â B òàêà, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ñêií÷åííîãî ðîçáèòòÿ

P ïðîñòîðó X iç Π(Γ) ìà¹ ìiñöå h(P, G) = 0. Àëãåáðà Π(Γ) íàçèâà¹òüñÿ

òðèâiàëüíîþ, ÿêùî âîíà ìiñòèòü ëèøå X i ïóñòó ìíîæèíó. Çðîçóìiëî, ùî

ÿêùî Π(Γ) òðèâiàëüíà, òî Γ ìà¹ ö.ï.å. íà (X,B, µ).

Íàñëiäîê 4.2.9. Íåõàé G, Γ, (X,µ) i (Y, ν) � òå æ ñàìå, ùî é ó Òâåð-

äæåííi 4.2.8. Íåõàé Π(Γ) � àëãåáðà Ïiíñêåðà äi¨ ãðóïè Γ íà (X,µ), à Π(G)

� àëãåáðà Ïiíñêåðà äi¨ ãðóïè G íà (Y, ν). ßêùî Π(Γ) íåòðèâiàëüíà, òî é

Π(G) òàêîæ íåòðèâiàëüíà. Iíàêøå êàæó÷è, ÿêùî êîiíäóêîâàíà äiÿ ãðóïè

G íà (Y, ν) ìà¹ ö.ï.å., òî é äiÿ ãðóïè Γ íà (X,µ) ìóñèòü ìàòè ö.ï.å.

Äîâåäåííÿ. Öå áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç äîâåäåííÿ Òâåðäæåííÿ

4.2.8. �
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4.2.3 Âëàñòèâiñòü çìiøóâàííÿ Ðóäîëüôà-Âåéñà i öiëêîì ïî-

çèòèâíà åíòðîïiÿ

Íåõàé K � ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà â G. Ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà S ⊂ G

íàçèâà¹òüñÿ K-ðîçëîãîþ, ÿêùî äëÿ âñiõ s1 6= s2 ç S ìà¹ ìiñöå s−1
1 s2 /∈ K.

Íàñòóïíå Âèçíà÷åííÿ áóëî çàïðîâàäæåíå Á. Âåéññîì [191].

Âèçíà÷åííÿ 4.2.10. Âiëüíà äiÿ àìåíàáåëüíî¨ ç÷èñëåííî¨ ãðóïè G íà ïðî-

ñòîði Ëåáåãà (X,µ) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî çìiøóþ÷îþ, ÿêùî äëÿ

áóäü-ÿêîãî ñêií÷åííîãî ðîçáèòòÿ ξ ïðîñòîðó X i áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹

ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà K ⊂ G òàêà, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñêií÷åííî¨ ïiäìíî-

æèíè S â G, ÿêà ¹ K-ðîçëîãîþ, ìà¹ ìiñöå

H(ξ)− 1

|S|
H

∨
g∈S

gξ

 < ε.

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ ãðóïè Z ðiâíîìiðíå çìiøóâàííÿ ó öüîìó ñåíñi åêâi-

âàëåíòíå ïîíÿòòþ ðiâíîìiðíîãî çìiøóâàííÿ ó òåðìiíîëîãi¨ ðîáîòè [56], i

K-çìiøóâàííÿ ó òåðìiíîëîãi¨ ðîáîòè [109].

Òåîðåìà 4.2.11. Íåõàé G � ç÷èñëåííà àìåíàáåëüíà ãðóïà, (X,µ) � âiëü-

íèé ëåáåãiâñüêèé G-ïðîñòið. Ïðèïóñòèìî, ùî äiÿ ãðóïè G ðiâíîìiðíî çìi-

øóþ÷à. Òîäi öÿ äiÿ ìà¹ ö.ï.å.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G, (X,µ), ξ, K i ε � òå æ ñàìå, ùî é ó Âèçíà÷åííi

4.2.10, i ïðèïóñòèìî, ùî 0 < ε < H(ξ)/2. Çàôiêñó¹ìî ñêií÷åííó ïiäìíîæèíó

F ⊂ G i ðîçãëÿíåìî ñêií÷åííó ïiäìíîæèíó S ⊂ F , ÿêà ¹ K-ðîçëîãîþ.

ßêùî íå iñíó¹ f ∈ F òàêîãî, ùî f íå ìiñòèòüñÿ â S, àëå S ∪ {f} òåæ
K-ðîçëîãà, ìè íàçèâàòèìåìî S ìàêñèìàëüíîþ K-ðîçëîãîþ ïiäìíîæèíîþ

â F . Çðîçóìiëî, ùî áóäü-ÿêà K-ðîçëîãà ïiäìíîæèíà S ′ ⊂ F ìiñòèòüñÿ ó

ìàêñèìàëüíié K-ðîçëîãié ïiäìíîæèíi S ⊂ F . Êðiì òîãî, çðîçóìiëî, ùî K-

ðîçëîãà ïiäìíîæèíà S ¹ ìàêñèìàëüíîþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè äîâiëüíèé

f ∈ F àáî ìiñòèòüñÿ â S, àáî ìà¹ âèãëÿä f = ks, äå s ∈ S i k ∈ K. Öå äà¹
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òàêi îöiíêè äëÿ |S|: |S| ≤ |F |, |F | ≤ |S| · (|K|+ 1). Çâiäñè ìà¹ìî

1

|F |
H

∨
f∈F

fξ

 ≥ 1

|S| · (|K|+ 1)
H

∨
f∈S

fξ

 ≥ 1

(|K|+ 1)
(H(ξ)− ε) ≥

≥ H(ξ)

2(|K|+ 1)
.

Áåçïîñåðåäíüî ç Âèçíà÷åííÿ 4.2.2 âèïëèâà¹, ùî

ho(ξ,G) = inf
F

1

|F |
H

∨
f∈F

gξ

 ≥ H(ξ)

2(|K|+ 1)
> 0,

äå iíôiìóì âçÿòèé çà âñiìà ñêií÷åííèìè ïiäìíîæèíàìè F â G. Îñêiëüêè

h(ξ,G) = ho(ξ,G) ç îãëÿäó íà Íàñëiäîê 4.2.4, ìà¹ìî

h(ξ,G) >
H(ξ)

2(|K|+ 1)
> 0. �

Çâiäñè ëåãêî âèâîäèòüñÿ

Íàñëiäîê 4.2.12. Âiëüíà äiÿ ç÷èñëåííî¨ àìåíàáåëüíî¨ ãðóïè G íà ïðî-

ñòîði Ëåáåãà (X,µ) ìà¹ ö.ï.å. òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêîãî

ñêií÷åííîãî ðîçáèòòÿ ξ i áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà

K ⊂ G òàêà, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíè S, ÿêà ¹ K-ðîçëîãîþ,∣∣∣∣∣∣ 1

|S|
H

∨
g∈S

gξ

−H(ξ)

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Òåîðåìà 4.2.11 äîçâîëÿ¹ ïiäñèëèòè Òåîðåìó 4 ç [57], äå âîíà áóëà âñòà-

íîâëåíà äëÿ ñêií÷åííîãî I (äèâ. ôîðìóëþâàííÿ).

Òåîðåìà 4.2.13. Íåõàé Γ � ç÷èñëåííà äèñêðåòíà àìåíàáåëüíà ãðóïà.

Íåõàé I � ñêií÷åííà ÷è ç÷èñëåííà ìíîæèíà, i äëÿ êîæíîãî i ∈ I

íåõàé (Xi,Bi, µi) � ïðîñòið ç ìiðîþ, íà ÿêîìó ãðóïà Γ ìà¹ äiþ ç ö.ï.å. αi.

Íåõàé (Y, ν) =
∏
i∈I

(Xi,Bi, µi), i α � ïðîäàêò-äiÿ ãðóïè Γ íà (Y, ν):

α(γ)y = ((αi(γ)xi))i∈I , γ ∈ Γ,

äå y = (xi) ∈ Y , xi ∈ Xi, i ∈ I. Òîäi α ¹ äi¹þ ç ö.ï.å. ãðóïè Γ íà (Y, ν).
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Äîâåäåííÿ. Âñòàíîâëåíèé ó [57] ôàêò ïðî òå, ùî Òåîðåìà âèêîíó¹-

òüñÿ äëÿ ñêií÷åííîãî I, îçíà÷à¹, ùî áóäü-ÿêå ðîçáèòòÿ, âèìiðíå ëèøå ùî-

äî ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ïðÿìèõ ìíîæíèêiâ, çàäîâîëüíÿ¹ çìiøóþ÷ó âëàñòè-

âiñòü ç Òåîðåìè 4.2.11. Àëå òàêi ðîçáèòòÿ óòâîðþþòü ùiëüíèé êëàñ ó ïîâíié

ïðîäàêò-àëãåáði, i òîìó ç÷èñëåííà ïðîäàêò-äiÿ òàêîæ ìà¹ ö.ï.å. �

Íàñëiäîê 4.2.14. Íåõàé G, Γ, (X,µ) i (Y, ν) � òàêi æ, ÿê ó Âèçíà÷åííi

4.2.5. Ïðèïóñòèìî, ùî G àáåëåâà i Γ íåñêií÷åííà. ßêùî Γ ìà¹ äiþ ç ö.ï.å.

íà (X,µ), òî Γ äi¹ åðãîäè÷íî íà (Y, ν).

Äîâåäåííÿ. ßêùî G àáåëåâà, òî s(θ) = s(θγ) äëÿ áóäü-ÿêîãî γ ∈ G, i
s(θ)γs(θγ) = γ. Òîìó (γy)θ = γyθ. Íàðàçi íàøå òâåðäæåííÿ ñòà¹ î÷åâèäíèì

ç îãëÿäó íà Òåîðåìó 4.2.13. �

4.2.4 Iñíóâàííÿ íåáåðíóëëi¨âñüêèõ äié ç öiëêîì ïîçèòèâíîþ

åíòðîïi¹þ

Ìè ìà¹ìî íà ìåòi äîâåñòè, ùî ïðîöåäóðà êîiíäóêóâàííÿ, çàñòîñîâà-

íà äî íåáåðíóëëi¨âñüêî¨ ãðóïîâî¨ äi¨ ç ö.ï.å., òàêîæ äà¹ íåáåðíóëëi¨âñüêó

äiþ ç ö.ï.å. Öå äàñòü ìîæëèâiñòü âèêîðèñòàòè âiäîìó äëÿ ãðóïè Z âåðñiþ

áàæàíîãî ðåçóëüòàòó äëÿ éîãî ïîøèðåííÿ íà ãðóïè, ùî ìàþòü Z â ÿêîñòi

ïiäãðóïè. Ç îãëÿäó íà Òâåðäæåííÿ 4.2.8 i íàñëiäîê 4.2.7, ïðîáëåìà çâîäèòñÿ

äî âñòàíîâëåííÿ çà íàøèõ óìîâ ö.ï.å. äëÿ êîiíäóêîâàíî¨ äi¨.

Ëåìà 4.2.15. Íåõàé ξ i η � ñêií÷åííi ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó X, η < ξ, i

S ⊂ G � ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà. Òîäi

H(η)− 1

|S|
H

∨
g∈S

gη

 ≤ H(ξ)− 1

|S|
H

∨
g∈S

gξ

 .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé S = {g1, g2, . . . , gn}. Ïîñëiäîâíå çàñòîñóâàííÿ ñïiâ-
âiäíîøåííÿ H(Q ∨ P |Z) = H(Q|Z) +H(P |Q ∨ Z) äà¹
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|S| ·H(ξ)−H

∨
g∈S

gξ

 = |S| ·H(ξ ∨ η)−
n∑
i=1

H

(
ξ ∨ η

∣∣∣∣∣
i−1∨
j=1

g−1
i gjξ

)
=

=

(
|S| ·H(η)−

n∑
i=1

H

(
η

∣∣∣∣∣
i−1∨
j=1

g−1
i gjξ

))
+

+

(
|S| ·H(ξ|η)−

n∑
i=1

H

(
ξ

∣∣∣∣∣η ∨
i−1∨
j=1

g−1
i gjξ

))
≥

≥

(
|S| ·H(η)−

n∑
i=1

H

(
η

∣∣∣∣∣
i−1∨
j=1

g−1
i gjη

))
+

+

(
|S| ·H(ξ|η)−

n∑
i=1

H

(
ξ

∣∣∣∣∣η ∨
i−1∨
j=1

g−1
i gjξ

))
.

Îñêiëüêè |S| ·H(ξ|η)−
n∑
i=1

H

(
ξ

∣∣∣∣∣η ∨ i−1∨
j=1

g−1
i gjξ

)
≥ 0, îäåðæó¹ìî

|S| ·H(ξ)−H

∨
g∈S

gξ

 ≥ |S| ·H(η)−
n∑
i=1

H

(
η

∣∣∣∣∣
i−1∨
j=1

g−1
i gjη

)
=

= |S| ·H(η)−H

∨
g∈S

gη

 ,

ùî çðîçóìiëèì ÷èíîì ¹ åêâiâàëåíòîì íàøîãî òâåðäæåííÿ. �

Íàñòóïíà îñíîâíà Òåîðåìà âèêîðèñòîâó¹ ïîçíà÷åííÿ òà òåðìiíîëîãiþ

Âèçíà÷åííÿ 4.2.5.

Òåîðåìà 4.2.16. Íåõàé G � ç÷èñëåííà àìåíàáåëüíà ãðóïà i Γ � íåñêií÷åí-

íà ïiäãðóïà â G. Ïðèïóñòèìî, ùî Γ ìà¹ âiëüíó äiþ íà ïðîñòîði Ëåáåãà

(X,µ). Òîäi êîiíäóêîâàíà äiÿ ãðóïè G íà (Y, ν) ìà¹ ö.ï.å. òîäi é òiëüêè

òîäi, êîëè äiÿ ãðóïè Γ íà (X,µ) ìà¹ ö.ï.å. Öÿ äiÿ ãðóïè G íà (Y, ν) áåð-

íóëëi¨âñüêà òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè äiÿ ãðóïè Γ íà (X,µ) áåðíóëëi¨âñüêà.

Äîâåäåííþ öi¹¨ Òåîðåìè ïåðåäóþòü Âèçíà÷åííÿ i äâi Ëåìè.
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Âèçíà÷åííÿ 4.2.17. Íåõàé P ⊂ Γ\G. Òîäi XP =
∏
P

(X,B, µ) ìîæå ðîç-

ãëÿäàòèñÿ ÿê ôàêòîð-ïðîñòið ïðîñòîðó Y =
∏
Γ\G

(X,B, µ), ùî âiäïîâiäà¹

ïðîåêöi¨ τ : Y → XP :

τ(x)γ = xγ äëÿ x ∈ Y, γ ∈ P.

Áóäåìî êàçàòè, ùî ðîçáèòòÿ η ïðîñòîðó Y ïiäïîðÿäêîâàíî ïiäìíî-

æèíi iíäåêñiâ P , ÿêùî η çâîäèòüñÿ äî ðîçáèòòÿ ôàêòîð-ïðîñòîðó XP ó

òîìó ñåíñi, ùî iñíó¹ ðîçáèòòÿ η′ ïðîñòîðó XP òàêå, ùî η = τ−1(η′).

Ïðèïóñòèìî çàäàíèì ñêií÷åííå ðîçáèòòÿ ξ ïðîñòîðó Y . Âèáåðåìî ïå-

ðåðiç s i ñêií÷åííó ïiäìíîæèíó K ⊂ G ó òàêèé ñïîñiá, ùî K−1 ⊂ s(Γ\G)

(i îòæå K−1 ïåðåòèíà¹ êîæåí ïðàâèé êëàñ ñóìiæíîñòi íå áiëüøå ÿê îäèí

ðàç).

Äàëi, íåõàé d � ìåòðèêà Ðîõëiíà äëÿ ðîçáèòòiâ çi ñêií÷åííîþ åíðîïi¹þ

[153, ðîçäië 6]. (Âîíà ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç dent â [56].) Äëÿ êîæíîãî ε > 0

ìîæíà âèáðàòè ñêií÷åííó ïiäìíîæèíó K ÿê çàçíà÷åíî âèùå, i ñêií÷åííå

ðîçáèòòÿ η̃ ïðîñòîðó Y òàêi, ùî η̃ ïiäïîðÿäêîâàíî s−1(K−1), i êðiì òîãî

d(ξ, η̃) < ε/6.

Òåïåð, íåõàé η0 � ñêií÷åííå ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó Y , ïiäïîðÿäêîâàíå

{s−1(e)} i âèáðàíå ó òàêèé ñïîñiá, ùî äëÿ ïåâíîãî ðîçáèòòÿ η � η =
∨
k∈K

kη0

ìà¹ ìiñöå d(η̃, η) < ε/6. Îòæå d(ξ, η) < ε/3.

Îñêiëüêè äiÿ ãðóïè Γ íà ïðîñòîði X ìà¹ ö.ï.å., ìè ìîæåìî çíàéòè

ñêií÷åííó ïiäìíîæèíó J ⊂ Γ òàêó, ùî e ∈ J i äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñêií÷åííî¨

J-ðîçëîãî¨ ïiäìíîæèíè S ⊂ Γ

H(η0)−
1

|S|
H

∨
g∈S

gη0

 < ε/3|K|. (4.2.2)

Öå áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç Íàñëiäêà 4.2.12, äèâ. òàêîæ [157, òåîðåìà 2.3].

Ëåìà 4.2.18. Íåõàé Q � ñêií÷åííà KJK−1-ðîçëîãà ïiäìíîæèíà â G. Òîäi

|QK| = |Q| · |K|, i ïðè öüîìó QK ¹ J-ðîçëîãîþ.
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Äîâåäåííÿ. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî QK ¹ J-ðîçëîãîþ. Íåõàé qi ∈ Q i

ki ∈ K, i = 1, 2, òîäi q1k1 = q2k2 ó òîìó é òiëüêè òîìó âèïàäêó, êîëè q1 = q2

i k1 = k2, îñêiëüêè e ∈ J . Àëå ç öüîãî âèïëèâà¹ |QK| = |Q| · |K|. �

Ëåìà 4.2.19. Íåõàé J òàêå, ÿê âèùå. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñêií÷åííî¨

KJK−1-ðîçëîãî¨ ïiäìíîæèíè Q ⊂ G

H(η)− 1

|Q|
H

∨
g∈Q

gη

 < ε/3. (4.2.3)

Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê Ëåìè 4.2.15, äîñèòü ïåðåâiðèòè (4.2.3), ó ÿêîìó

η çàìiíåíî íà η âèçíà÷åíå âèùå.

Íåõàé π : G→ G/Γ � ïðèðîäíà ïðîåêöiÿ. Ç íàøîãî âèáîðó ïiäìíîæè-

íè K âèïëèâà¹, ùî âîíà ïåðåòèíà¹ êîæåí ëiâèé êëàñ ñóìiæíîñòi íå áiëüøå

îäíîãî ðàçó, i òîìó ìè ìîæåìî âèáðàòè ïåðåðiç s′ : G/Γ → G äëÿ π ó òà-

êèé ñïîñiá, ùî s′(kΓ) = k äëÿ âñiõ k ∈ K. Íàðàçi, äëÿ Q ⊂ G ñêií÷åííî¨

i KJK−1-ðîçëîãî¨ ìè ìîæåìî âèêîðèñòàòè (4.2.2) ðàçîì ç íåçàëåæíiñòþ

êîìíîíåíò, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì åëåìåíòàì ç G/Γ äëÿ îäåðæàííÿ

|Q| ·H(η)−H

∨
g∈Q

gη

 = |Q| · |K| ·H(η0)−H

∨
g∈Q

∨
k∈K

gkη0

 =

= |QK| ·H(η0)−H

 ∨
θ∈G/Γ

∨
(g,k)∈Q×K
π(gk)=θ

gkη0

 =

= |QK| ·H(η0)−
∑
θ∈G/Γ

H

 ∨
(g,k)∈Q×K
π(gk)=θ

s′(θ)−1gkη0

 <

< |QK| ·H(η0)−
∑
θ∈G/Γ

|QK ∩ π−1(θ)|(H(η0)− ε/3|K|) =

= |QK|ε/3|K| = |Q| · |K| · ε/3|K| = |Q| · ε
3

.

Çâiäñè ìà¹ìî
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H(η)− 1

|Q|
H

∨
g∈Q

gη

 < ε/3,

i òîìó (4.2.3) âèïëèâà¹ ç Ëåìè 4.2.15. �

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 4.2.16. Ç Òâåðäæåííÿ 4.2.6 i Íàñëiäêó 4.2.7

âèïëèâà¹, ùî êîiíäóêîâàíà äiÿ ãðóïè G áåðíóëëi¨âñüêà òîäi é òiëüêè òîäi,

êîëè äiÿ ãðóïè Γ áåðíóëëi¨âñüêà.

Ïðèïóñòèìî, ùî êîiíäóêîâàíà äiÿ ãðóïè G ìà¹ ö.ï.å. íà (Y, ν); òîäi äiÿ

ãðóïè Γ íà (X,µ) òàêîæ ìà¹ ö.ï.å. çà Íàñëiäêîì 4.2.9.

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî äiÿ ãðóïè Γ ìà¹ ö.ï.å. íà (X,µ). Ìè äîâåäå-

ìî, ùî äiÿ ãðóïè G íà (Y, ν) ìà¹ ö.ï.å. Âíàñëiäîê Òåîðåìè 4.2.11, äîñèòü

ïîêàçàòè, ùî êîiíäóêîâàíà äiÿ ãðóïè G íà ïðîñòîði Y ìà¹ âëàñòèâiñòü ðiâ-

íîìiðíîãî çìiøóâàííÿ (äèâ. Âèçíà÷åííÿ 4.2.10).

Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçáèòòÿ ξ ïðîñòîðó Y i äîâiëüíîãî

ε > 0 iñíó¹ ñêií÷åííå ðîçáèòòÿ η ïðîñòîðó Y òàêå, ùî d(ξ, η) < ε/3. Òîìó,

ñòàíäàðòíi âëàñòèâîñòi ìåòðèêè Ðîõëiíà äàþòü òàêi îöiíêè:

|H(ξ)−H(η)| < d(ξ, η) < ε/3,∣∣∣∣∣∣ 1

|Q|
H

∨
g∈Q

gξ

− 1

|Q|
H

∨
g∈Q

gη

∣∣∣∣∣∣ < d(ξ, η) < ε/3.

Òóò Q � ñêií÷åííà KJK−1-ðîçëîãà ïiäìíîæèíà â G ÿê ó ôîðìóëþâàííi

Ëåìè 4.2.19. Âíàñëiäîê (4.2.3) i öèõ äâîõ îöiíîê ìà¹ìî∣∣∣∣∣∣H(ξ)− 1

|Q|
H

∨
g∈Q

gξ

∣∣∣∣∣∣ < ε. (4.2.4)

Îòæå ìè äîâåëè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ñêií÷åííîãî ðîçáèòòÿ ξ ïðîñòîðó Y i

áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà KJK−1 â G òàêà, ùî äëÿ

áóäü-ÿêî¨ ñêií÷åííî¨ KJK−1-ðîçëîãî¨ ïiäìíîæèíè Q íåðiâíiñòü (4.2.4) ìà¹

ìiñöå. Öå îçíà÷à¹, ùî êîiíäóêîâàíà äiÿ ãðóïè G íà ïðîñòîði Y ðiâíîìiðíî

çìiøóþ÷à. �
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Íàñëiäîê 4.2.20. Ïðèïóñòèìî, ùî ç÷èñëåííà àìåíàáåëüíà ãðóïà G ìi-

ñòèòü åëåìåíò íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Òîäi G ìà¹ íåáåðíóëëi¨âñüêó äiþ

ç ö.ï.å.

Äîâåäåííÿ. Öå ¹ íàñëiäêîì Òåîðåìè 4.2.16 i òîãî ôàêòó, ùî (äèâ.

[138, 136, 49, 135, 91, 80]) ãðóïà Z ìà¹ íåáåðíóëëi¨âñüêó äiþ ç ö.ï.å. �

Íàñëiäîê 4.2.21. Ïðèïóñòèìî, ùî G òàêà, ÿê ó ôîðìóëþâàííi Íàñëiäêó

4.2.20. Äëÿ çàäàíîãî t ∈ (0,∞] iñíó¹ íåáåðíóëëi¨âñüêà äiÿ ç ö.ï.å. αt ãðóïè

G òàêà, ùî h(αt) = t.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, äëÿ êîæíîãî t iñíó¹ íåáåðíóëëi¨âñüêèé K-

àâòîìîðôiçì St òàêèé, ùî h(St) = t. Öå âèïëèâà¹ ç [49, íàñëiäîê 3]. Íåõàé

αt � äiÿ ãðóïè G, êîiíäóêîâàíà ç St. Òîäi αt � äiÿ ãðóïè G ç ö.ï.å. âíàñëiäîê

Òåîðåìè 4.2.16, i ïðè öüîìó h(αt) = h(St) = t (äèâ. Òâåðäæåííÿ 4.2.8). �

Êàëiêîâ äîâiâ [91], ùî iñíóþòü íåáåðíóëëi¨âñüêi K-àâòîìîðôiçìè S òà-

êi, ùî S i S−1 içîìîðôíi. Ìè ìà¹ìî ìîæëèâiñòü âèêîðèñòàòè êîiíäóêöiþ

òà ¨¨ âëàñòèâîñòi äëÿ óçàãàëüíåííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó íà áóäü-ÿêó àáåëåâó

ãðóïó, ùî ìiñòèòü Z ÿê ïiäãðóïó.

Íàñëiäîê 4.2.22. Íåõàé G � ç÷èñëåííà àáåëåâà ãðóïà, ùî ìiñòèòü Z ÿê

ïiäãðóïó. Òîäi iñíó¹ íåáåðíóëëi¨âñüêà äiÿ U ãðóïè G ç ö.ï.å. òàêà, ùî äi¨

h 7→ Uh i h 7→ Uh−1 içîìîðôíi.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî S äi¹ íà ïðîñòîði Ëåáåãà (X,µ). Íå-

âàæêî ïåðåâiðèòè, ùî iñíó¹ V ∈ Aut(X,µ) òàêèé, ùî V SV −1 = S−1. Ìè

ïîäà¹ìî ñõåìó äîâåäåííÿ öüîãî Òâåðäæåííÿ äëÿ âèïàäêó G = Z2. Çàãàëü-

íèé âèïàäîê ìîæå áóòè ðîçãëÿíóòèé ó ïîäiáíèé ñïîñiá. Çà Âèçíà÷åííÿì

4.2.5, ïðîñòið Ëåáåãà (Y, ν) ìà¹ âèãëÿä (Y, ν) =
∏
Z

(X,µ), i ÿêùî y ∈ Y , òî

y = (yi), i ∈ Z, yi ∈ X. Ìà¹ìî

(T1y)i = yi+1 (T2y)i = Syi, i ∈ Z.

Ïîêëàäàþ÷è (Wy)i = V yi, i ∈ Z, ìà¹ìî WT2W
−1 = T−1

2 i WT1W
−1 = T1.

Ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî iñíó¹ ïåðåòâîðåííÿ J ïðîñòîðó (Y, ν) òàêå, ùî JT1J =

T−1
1 , J2 = I, JW = WJ i JT2 = T2J . �
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

ßê âiäîìî, âàæëèâîþ óìîâîþ íà ç÷èñëåííó ãðóïó, çà ÿêîþ ¨¨ äi¨ íà

ïðîñòîði ç ìiðîþ ïðèïóñêàþòü ïîìiðêîâàíó åíòðîïiéíó òåîðiþ (ïðèíàéì-

íi ó ðîçóìiííi åíòðîïi¨, áëèçüêîìó äî êëàñè÷íîãî), ¹ àìåíàáåëüíiñòü òàêî¨

ãðóïè. Àëå ãðóïà Z, ç äié ÿêî¨ ñâîãî ÷àñó ïî÷èíàëîñÿ âèâ÷åííÿ åíòðîïi¨

äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, ìà¹ ùå îäíó çìiñòîâíó âëàñòèâiñòü: âîíà ¹ âïîðÿäêî-

âàíîþ ãðóïîþ. Çàâäÿêè öié âëàñòèâîñòi, ñåðåäíÿ åíòðîïiÿ ðîçáèòòÿ äëÿ äi¨

öi¹¨ ãðóïè ïðèïóñêà¹ îïèñ ó òåðìiíàõ �ìèíóëîãî� ùîäî äàíîãî ðîçáèòòÿ.

Öåé ôàêò ¹ êëþ÷îâèì çàñîáîì ó âèâ÷åííi åíòðîïiéíèõ âëàñòèâîñòåé âiäïî-

âiäíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, çîêðåìà â îïèñi àëãåáð Ïiíñêåðà, ñïåêòðàëüíèõ

âëàñòèâîñòåé òà âëàñòèâîñòåé K-ñèñòåì.

Ñåðåä ç÷èñëåííèõ àìåíàáåëüíèõ ãðóï âëàñòèâiñòü âïîðÿäêîâàíîñòi ìà-

þòü ñêií÷åííî-ãåíåðîâàíi íiëüïîòåíòíi ãðóïè áåç êðó÷åíü. Òàêi ãðóïè ñòàëè

îá'¹êòîì âèâ÷åííÿ ó öié ðîáîòi.

Íà îñíîâi äîâåäåíî¨ ó ðîáîòi ôîðìóëè Ïiíñêåðà äëÿ ñåðåäíüî¨ åíòðî-

ïi¨ ïåðåòèíó ðîçáèòòiâ, ïîäàíî îïèñ àëãåáð Ïiíñêåðà äëÿ çàçíà÷åíèõ âèùå

ãðóï. Ðîçãëÿíóòî ðîçáèòòÿ ç ðiçíîìàíiòíèìè âëàñòèâîñòÿìè iíâàðiàíòíîñòi:

iíâàðiàíòíi, ñèëüíî iíâàðiàíòíi, òîòàëüíî iíâàðiàíòíi, âè÷åðïíi, äîñêîíàëi.

Ó òåðìiíàõ òàêèõ ðîçáèòòiâ ïîäàíî îïèñ K-ñèñòåì ÿê òàêèõ, ùî ìàþòü öië-

êîì ïîçèòèâíó åíòðîïiþ.

Çàçíà÷åíi âèùå òèïè ðîçáèòòiâ âèêîðèñòàíî äëÿ äîâåäåííÿ òîãî ôàêòó,

ùî äèíàìi÷íà ñèñòåìà ç äîäàòíîþ åíòðîïi¹þ ìà¹ ç÷èñëåííèé ëåáåãiâñüêèé

ñïåêòð â îðòîãîíàëüíîìó äîäàòêó äî L2-ïðîñòîðó íàä àëãåáðîþ Ïiíñêåðà.

Ùå îäíèì îá'¹êòîì âèâ÷åííÿ ó ðîáîòi ¹ ñïiââiäíîøåííÿ âëàñòèâîñòåé

áåðíóëëi¨âîñòi òà öiëêîì ïîçèòèâíî¨ åíòðîïi¨ äëÿ äié ç÷èñëåííèõ àìåíàáåëü-

íèõ ãðóï. Áåðíóëëi¨âñüêi äi¨ ìàþòü ö.ï.å., i êëàñè÷íèé ðåçóëüòàò ïîëÿãà¹ â

íàÿâíîñòi ïåâíî¨ âiäñòàíi ìiæ öèìè âëàñòèâîñòÿìè äëÿ äié ãðóïè Z. À ñàìå,

iñíóþòü íåáåðíóëi¨âñüêi ïåðåòâîðåííÿ ç öiëêîì ïîçèòèâíîþ åíòðîïi¹þ.

Ç ìåòîþ óçàãàëüíåííÿ öüîãî êëàñè÷íîãî ðåçóëüòàòó íà áiëüø øèðîêèé

êëàñ ç÷èñëåííèõ àìåíàáåëüíèõ ãðóï, ó ðîáîòi ðîçãëÿíóòî òàê çâàíi êîiíäó-
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êîâàíi äi¨ i âèâ÷åíî ¨õ âëàñòèâîñòi. Ïðîöåäóðà êîiíäóêóâàííÿ äîçâîëÿ¹ áó-

äóâàòè äiþ ãðóïè çà äi¹þ ¨¨ ïiäãðóïè (çi ñêií÷åííîþ iíâàðiàíòíîþ ìiðîþ),

i ïðè öüîìó, ÿê âñòàíîâëåíî ó ðîáîòi, çáåðiãàþòüñÿ âëàñòèâîñòi áåðíóëëi¹-

âîñòi òà ö.ï.å.

Ç îãëÿäó íà íàçâàíèé âèùå êëàñè÷íèé ðåçóëüòàò ùîäî ãðóïè Z, ó ðî-
áîòi äîâåäåíî, ùî ç÷èñëåííà àìåíàáåëüíà ãðóïà, ÿêà ìiñòèòü åëåìåíò íå-

ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó, ìà¹ íåáåðíóëëi¨âñüêó äiþ ç ö.ï.å.

Çàëèøà¹òüñÿ íåâèðiøåíèì ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ íåáåðíóëëi¨âñüêèõ

äié ç ö.ï.å. äëÿ ç÷èñëåííèõ ãðóï, âñi åëåìåíòè ÿêèõ ìàþòü ñêií÷åííi ïîðÿä-

êè.
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ÐÎÇÄIË 5

ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß ÊÂÀÍÒÎÂÈÕ ÀËÃÅÁÐ

5.1 Êâàíòîâèé àíàëîã ôóíêòîðà Áåðíøòåéíà

Ðîçãëÿäàþòüñÿ çàïðîâàäæåíi Íåïïîì òà Âîãàíîì [104] àëãåáðè Ãåêêå ó

êâàíòîâîìó êîíòåêñòi. Öå äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè êâàíòîâèé àíàëîã ôóíêòîðà

Áåðíøòåéíà, äèâ. [171].

5.1.1 Êàòåãîðiÿ C(l, l)q i àëãåáðà R(l)q

Ó ïîäàëüøîìó îñíîâíèì ïîëåì áóäå ââàæàòèñÿ C.
Íåõàé a = (aij), i, j = 1, 2, . . . , l, � ìàòðèöÿ Êàðòàíà ïðîñòî¨ êîìïëå-

êñíî¨ àëãåáðè Ëi ðàíãó l. �¨ óíiâåðñàëüíà îãîðòóþ÷à àëãåáðà � öå àëãåáðà

ç îäèíèöåþ U , âèçíà÷åíà ñâî¨ìè òâiðíèìè {Hi, Ei, Fi}i,j=1,2,...,l i äîáðå âiäî-

ìèìè ñïiââiäíîøåííÿìè [88, ñòîð. 51].

Åëåìåíòè H1, H2, . . . , Hl ¹ áàçîþ êàðòàíiâñüêî¨ ïiäàëãåáðè h, à ëiíié-

íi ôóíêöiîíàëè α1, α2, . . . , αl, ÿêi âèçíà÷åíi ÷åðåç αj(Hi) = aij, i, j =

1, 2, . . . , l, óòâîðþþòü ñèñòåìó ïðîñòèõ êîðåíiâ ïðîñòî¨ àëãåáðè Ëi ùî ðîç-

ãëÿäà¹òüñÿ.

Iñíó¹ ¹äèíèé íàáið âçà¹ìíî ïðîñòèõ äîäàòíèõ öiëèõ d1, d2, . . . , dl òàêèõ,

ùî diaij = djaji, i, j = 1, 2, . . . , l. Áiëiíiéíà ôîðìà íà h∗, çàäàíà ÷åðåç

(αi, αj) = diaij, i, j = 1, 2, . . . , l, ¹ ïîçèòèâíî âèçíà÷åíîþ.

Íàãàäà¹ìî âèçíà÷åííÿ êâàíòîâî¨ óíiâåðñàëüíî¨ îãîðòóþ÷î¨ àëãåáðè Uq,

çàïðîâàäæåíî¨ Â. Äðiíôåëüäîì òà Ì. Äæiìáî ó íàáàãàòî áiëüø çàãàëüíîìó

êîíòåêñòi, íiæ öå ïîòðiáíî äëÿ íàøèõ çàâäàíü. Ìè ââàæà¹ìî, ùî ïàðàìåòð

äåôîðìàöi¨ q ëåæèòü óñåðåäèíi (0, 1). Ïðè÷èíà äëÿ íàñòiëüêè æîðñòêèõ

âèìîã ùîäî q ñòàíå çðîçóìiëèì íèæ÷å ïðè äîñëiäæåííi ìîæëèâîñòi óíiòà-

ðèçàöi¨ ìîäóëiâ Õàðèø-×àíäðè íàä Uq.

Àëãåáðà ç îäèíèöåþ Uq âèçíà÷à¹òüñÿ òâiðíèìè Ki, K−1
i , Ei, Fi, i =

1, 2, . . . , l, i ñïiââiäíîøåííÿìè

KiKj = KjKi, KiK
−1
i = K−1

i Ki = 1,
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KiEj = q
aij
i EjKi, KiFj = q−aijFjKi,

EiFj − FjEi = δij(Ki −K−1
i )/(qi − q−1

i ),

1−aij∑
s=0

(−1)s

[
1− aij
s

]
qi

E
1−aij−s
i EjE

s
i = 0,

1−aij∑
s=0

(−1)s

[
1− aij
s

]
qi

F
1−aij−s
i FjF

s
i = 0,

äå

qi = qdi, 1 ≤ i ≤ l,[
m

n

]
q

=
[m]q!

[n]q![m− n]q!
, [n]q! = [n]q . . . [2]q[1]q, [n]q =

qn − q−n

q − q−1
.

Iñíó¹ åäèíà ñòðóêòóðà àëãåáðè Õîïôà íà Uq [88, Ãëàâà 4] òàêà, ùî

4(Ei) = Ei⊗1+Ki⊗Ei, 4(Fi) = Fi⊗K−1
i +1⊗Fi, 4(Ki) = Ki⊗Ki,

S(Ei) = −K−1
i Ei, S(Fi) = −FiKi, S(Ki) = K−1

i ,

ε(Ei) = ε(Fi) = 0, ε(Ki) = 1,

äå 4, S, ε � êîìíîæåííÿ, àíòèïîä i êîîäèíèöÿ, âiäïîâiäíî.
Êîæíà ïiäìíîæèíà L ⊂ {1, 2, . . . , l} âèçíà÷à¹ ïiäàëãåáðó Õîïôà Uql ⊂

Uq, ãåíåðîâàíó K±1
i , i = 1, 2, . . . , l; Ej, Fj, j ∈ L.

Äëÿ ñïðîùåííÿ, ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ P = Zl, P+ = Zl+, P++ = Nl òà

PL+ = {λ = (λ1, λ2, . . . , λl) ∈ P | λi ≥ 0 äëÿ i ∈ L}.

Ðîçãëÿíåìî Uql-ìîäóëü V . Êîæíîìó µ = (µ1, µ2, . . . , µl) ∈ P ïîñòàâèìî ó

âiäïîâiäíiñòü âàãîâèé ïiäïðîñòið

Vµ = {v ∈ V |Kiv = qµii v, i = 1, 2, . . . , l}.

Âèçíà÷åííÿ 5.1.1. Uql-ìîäóëü V , ðàçîì ç âiäïîâiäíèì çîáðàæåííÿì Uql,

íàçèâà¹òüñÿ âàãîâèì, ÿêùî V =
⊕
µ∈P

Vµ.
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Ñêií÷åííîâèìiðíi Uql-ìîäóëi çâóòüñÿ Uql-ìîäóëÿìè êëàñó I [88].

Ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî Uql-ìîäóëü Âåðìà M(l, λ) çi ñòàðøîþ âàãîþ

λ ∈ PL+ . Öå ìîäóëü, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ òâiðíîþ v(l, λ) i ñïiââiäíîøåííÿìè

Ejv(l, λ) = 0, j ∈ L; K±1
i v(l, λ) = q±λii v(l, λ), i = 1, 2, . . . , l.

Ëåãêî äîâåñòè, ùî éîãî ïiäìîäóëü K(l, λ), ãåíåðîâàíèé F
λj+1
j v(l, λ), j ∈

L, ¹ ¹äèíèì ïiäìîäóëåì ñêií÷åííî¨ êîâèìiðíîñòi. Çîêðåìà, ôàêòîð-ìîäóëü

L(l, λ) = M(l, λ)/K(l, λ) ¹ ïðîñòèì (äèâ. [88]).

Âèìiðíîñòi âàãîâèõ ïiäïðîñòîðiâ Uql-ìîäóëiâ L(l, λ) ñïiâïàäàþòü ç ¨õ

êëàñè÷íèìè çíà÷åííÿìè [88]. Âàãîâi ñêií÷åííîâèìiðíi Uql-ìîäóëi ¹ öiëêîì

çâiäíèìè, à ¨õ íåçâiäíi ïiäìîäóëi içîìîðôíi L(l, λ), λ ∈ PL+ . Öåíòð Uql ïðè-
ïóñêà¹ ïðîñòèé îïèñ ó òåðìiíàõ içîìîðôiçìó Õàðèø-×àíäðè [88, ñòîð. 109]

i ðîçäiëÿ¹ ïðîñòi âàãîâi ñêií÷åííîâèìiðíi Uql-ìîäóëi [88, ñòîð. 125]. Iíøèìè

ñëîâàìè, äëÿ áóäü-ÿêèõ λ1, λ2 ∈ PL+ , λ1 6= λ2, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò z öåíòðà

Z(Uql) àëãåáðè Uql, ùî z|L(l,λ1) 6= z|L(l,λ2).

Ìîäóëü V íàä Uql íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî ñêií÷åííîâèìiðíèì, ÿêùî

dim(Uql v) <∞ äëÿ âñiõ v ∈ V . Çàïðîâàäèìî ïîçíà÷åííÿ C(l, l)q äëÿ ïîâíî¨

ïiäêàòåãîði¨ âàãîâèõ ëîêàëüíî ñêií÷åííîâèìiðíèõ Uql-ìîäóëiâ.

Íåãàéíèé íàñëiäîê çàçíà÷åíèõ âèùå âëàñòèâîñòåé Uql-ìîäóëiâ L(l, λ),

M(l, λ) ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî êîæåí Uql-ìîäóëü V ∈ C(l, l)q ïðèïóñêà¹ ¹äè-

íèé ðîçêëàä ó ïðÿìó ñóìó V =
⊕
λ∈PL

+

Vλ éîãî ïiäìîäóëiâ, ùî ¹ êðàòíèìè

ìîäóëiâ L(l, λ), λ ∈ PL+ . Öÿ ñóìà ïðÿìà, îñêiëüêè Z(Uql) ðîçäiëÿ¹ ïðîñòi

ñêií÷åííîâèìiðíi âàãîâi Uql-ìîäóëi.

Íåõàé EndL(l, λ) � àëãåáðà âñiõ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü âåêòîðíîãî ïðî-

ñòîðó L(l, λ). Ðîçãëÿíåìî Uql-ìîäóëü Luniv =
⊕
λ∈PL

+

L(l, λ) i ïðîåêöiþ Pλ â

Luniv íà içîòèïi÷íó êîìïîíåíòó L(l, λ) ïàðàëåëüíî ñóìi âñiõ iíøèõ içîòè-

ïi÷íèõ êîìïîíåíò. Àëãåáðà EndLuniv âñiõ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü ïðîñòîðó

Luniv ¹ Uql-ìîäóëüíîþ àëãåáðîþ. (Òîáòî, ÿêùî ξ ∈ Uql i 4ξ =
∑
i

ξ′i ⊗ ξ′′i ,

òî (ξA)v =
∑
i

ξ′iAS(ξ′′i )v, v ∈ Luniv, A ∈ EndLuniv, äå 4 i S � âiäïîâiäíî

êîìíîæåííÿ i àíòèïîä â Uql.) Ïðèðîäíié ãîìîìîðôiçì Uql → EndLuniv ¹
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ií'¹êòèâíèì [88, ñòîð. 76 � 77], ùî äîçâîëÿ¹ îòîòîæíþâàòè Uql ç ¨¨ îáðàçîì

â EndLuniv. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi Uql-ìîäóëüíi ïiäàëãåáðè â EndLuniv:

R(l)q
def
=
⊕
λ∈PL

+

EndL(l, λ), F (l)q
def
= R(l)q ⊕ Uql.

Ëåãêî äîâåñòè, ùî R(l)q ∩ Uql = 0. Äiéñíî, Uql íå ìà¹ äiëüíèêiâ íóëÿ [22],

â òîé ÷àñ ÿê içîìîðôiçì Õàðèø-×àíäðè ïîñòà÷à¹ äëÿ áóäü-ÿêîãî a ∈ R(l)q

íåíóëüîâèé åëåìåíò z ∈ Z(Uql) òàêèé, ùî za = 0.

Î÷åâèäíî, R(l)q ¹ äâîñòîðîííiì iäåàëîì â F (l)q, ãåíåðîâàíèì ïðîåêöi-

ÿìè Pλ.

R(l)q íå ìà¹ îäèíèöi, àëå âií ìà¹ âèäiëåíó àïðîêñèìàòèâíó îäèíè-

öþ. À ñàìå, êîæíà ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà Λ ⊂ PL+ âèçíà÷à¹ iäåìïîòåíò

χΛ =
∑
λ∈Λ

Pλ â R(l)q. Î÷åâèäíî, χΛ1
χΛ2

= χΛ2
χΛ1

= χΛ1∩Λ2
, i äëÿ áóäü-ÿêîãî

r ∈ R(l)q iñíó¹ ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà Λ ⊂ PL+ òàêà, ùî χΛr = rχΛ = r.

Íåõòóþ÷è òî÷íiñòþ òåðìiíîëîãi¨, ìîæíà ñêàçàòè, ùî â F (l)q

lim
Λ↑PL

+

χΛ = 1.

Êàæóòü, ùî ìîäóëü V íàä R(l)q ìà¹ àïðîêñèìàòèâíó îäèíèöþ, ÿêùî

äëÿ êîæíîãî v ∈ V iñíó¹ ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà Λ ⊂ PL+ òàêà, ùî χΛv = v.

Ìè ïîêàæåìî, ùî ïîâíà ïiäêàòåãîðiÿ R(l)q-ìîäóëiâ ç àïðîêñèìàòèâ-

íîþ îäèíèöåþ êàíîíi÷íî içîìîðôíà C(l, l)q.

Òâåðäæåííÿ 5.1.2.

1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî R(l)q-ìîäóëÿ V ç àïðîêñèìàòèâíîþ îäèíèöåþ i

áóäü-ÿêèõ ξ ∈ F (l)q, v ∈ V , iñíó¹ ãðàíèöÿ

ξv
def
= lim

Λ↑PL
+

(ξχΛ)v (5.1.1)

ó òîìó ñåíñi, ùî (ξχΛ)v ¹ îäíàêîâèìè äëÿ äîñèòü âåëèêèõ Λ.

2. Ñïiââiäíîøåííÿ (5.1.1) óñòàòêîâó¹ V ñòðóêòóðîþ F (l)q-ìîäóëÿ i

âèçíà÷à¹ ôóíêòîð ç êàòåãîði¨ R(l)q-ìîäóëiâ ç àïðîêñèìàòèâíîþ îäèíèöåþ

â êàòåãîðiþ C(l, l)q.

3. Öåé ôóíêòîð ¹ içîìîðôiçìîì êàòåãîðié.
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Äîâåäåííÿ. Êîæåí R(l)q-ìîäóëü V ç àïðîêñèìàòèâíîþ îäèíèöåþ

ïðèïóñêà¹ âêëàäåííÿ â R(l)q-ìîäóëü ç àïðîêñèìàòèâíîþ îäèíèöåþ, ùî ¹

êðàòíèì Luniv. Ç öüîãî âèïëèâàþòü ïåðøi äâà òâåðäæåííÿ, îñêiëüêè âîíè

ëåãêî ïåðåâiðÿþòüñÿ äëÿ Luniv.

Êîæåí Uql-ìîäóëü, êðàòíèé Luniv, ¹ òàêîæ F (l)q-ìîäóëåì. Öå äîçâîëÿ¹

ïîáóäóâàòè îáåðíåíèé ôóíêòîð, âêëàäàþ÷è êîæíèé Uql-ìîäóëü V ∈ C(l, l)q

â Uql-ìîäóëü, êðàòíèé Luniv. Çâiäñè âèïëèâà¹ òðåò¹ òâåðäæåííÿ. �

Çàçíà÷èìî, ùî äiÿ Pλ ∈ R(l)q íà âåêòîð v ∈ V ∈ C(l, l)q ìîæå áóòè

îïèñàíà áåç ïîñèëàííÿ íà âêëàäåííÿ â Uql-ìîäóëü, êðàòíèé Luniv. À ñàìå,

äëÿ áóäü-ÿêîãî λ ∈ PL+ iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü z1(λ), z2(λ), . . . åëåìåíòiâ öåíòðó

àëãåáðè Uql òàêà, ùî Pλv = lim
n→∞

zn(λ)v äëÿ âñiõ v ∈ V ∈ C(l, l)q. Àáè

ïîáà÷èòè öå, çàçíà÷èìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñêií÷åííî¨ ïiäìíîæèíè λ ∈ Λ ⊂
PL+ iñíó¹ òàêèé z ∈ Z(Uql), ùî z|L(l,µ) = 0 äëÿ µ ∈ Λ \ {λ} i ïðè öüîìó

z|L(l,λ) = 1. Çàëèøà¹òüñÿ âèáðàòè ïîñëiäîâíiñòü Λn ↑ PL+ .

5.1.2 Êàòåãîðiÿ C(g, l)q i àëãåáðà R(g, l)q

Íåõàé G ⊃ L � ïàðà ïiäìíîæèí â {1, 2, . . . , l} i Uqg ⊃ Uql � âiäïîâiäíà

ïàðà ïiäàëãåáð Õîïôà â Uq.

Ðîçãëÿíåìî êàòåãîðiþ âñiõ Uqg-ìîäóëiâ i ¨¨ ïîâíó ïiäêàòåãîðiþ C(g, l)q,

óòâîðåíó âàãîâèìè Uql-ëîêàëüíî ñêií÷åííîâèìiðíèìè Uqg-ìîäóëÿìè V :

dim(Uql v) <∞, v ∈ V.

Ïåðåéäåìî äî îïèñó àëãåáðè F (g, l)q, ùî ¹ âàæëèâèì çàñîáîì âèâ÷å-

ííÿ Uqg-ìîäóëiâ êàòåãîði¨ C(g, l)q. Ó ïðîñòîìó îêðåìîìó âèïàäêó G = L,
C(g, l)q = C(l, l)q, F (g, l)q áóäå êàíîíi÷íî içîìîðôíà F (l)q. Òî÷íiøå êàæó-

÷è, ìè ïîáóäó¹ìî F (g, l)q ðàçîì ç âêëàäåííÿìè Uqg ↪→ F (g, l)q, F (l)q ↪→
F (g, l)q, ÿêi ìàþòü òàêi âëàñòèâîñòi:

(F1) Äiàãðàìà

Uql
� � //
_�

��

Uqg
_�

��

F (l)q
� � // F (g, l)q
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¹ êîìóòàòèâíîþ (ó ïîäàëüøîìó Uqg i F (l)q áóäåìî îòîòîæíþâàòè ç ¨õ

îáðàçàìè âiäíîñíî âêëàäåíü â F (g, l)q), i ïiäàëãåáðè Uqg i F (l)q ãåíåðó-

þòü àëãåáðó F (g, l)q.

(F2) Àïðîêñèìàòèâíà îäèíèöÿ {χΛ} àëãåáðè R(l)q ¹ òàêîæ àïðîêñèìàòèâ-

íîþ îäèíèöåþ äâîñòîðîííüîãî iäåàëó R(g, l)q â F (g, l)q, ãåíåðîâàíîãî

R(l)q.

(F3) Äëÿ áóäü-ÿêîãî R(g, l)q-ìîäóëÿ V ç àïðîêñèìàòèâíîþ îäèíèöåþ i

áóäü-ÿêèõ ξ ∈ F (g, l)q, v ∈ V iñíó¹ ãðàíèöÿ

ξv
def
= lim

Λ↑PL
+

(ξχΛ)v, (5.1.2)

i ïðè öüîìó (5.1.2) óñòàòêîâó¹ V ñòðóêòóðîþ F (g, l)q-ìîäóëÿ.

Ïåðåòèí ÿäåð óñiõ òàêèõ çîáðàæåíü F (g, l)q ¹ {0}.

(F4) Ôóíêòîð ç êàòåãîði¨ R(g, l)q-ìîäóëiâ ç àïðîêñèìàòèâíîþ îäèíèöåþ â

C(g, l)q, âèçíà÷åíèé ÷åðåç (5.1.2), ¹ içîìîðôiçìîì êàòåãîðié.

Ìè ïîêàæåìî, ùî àëãåáðà F (g, l)q i âêëàäåííÿ Uqg ↪→ F (g, l)q, F (l)q ↪→
F (g, l)q âèçíà÷àþòüñÿ (F1) � (F4) ñóòò¹âî ¹äèíèì ñïîñîáîì (òîáòî iñíó¹

¹äèíèé içîìîðôiçì àëãåáð, ùî øàíó¹ âêëàäåííÿ.)

Êîæíîìó Uql-ìîäóëþ V ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü Uqg-ìîäóëü P (V ) =

Uqg⊗UqlV . Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò äîáðå âiäîìèé ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó q = 1

[104]. Âií äîâåäåíèé ó Äîäàòêó A.3 (äèâ. Íàñëiäîê A.3.3).

Ëåìà 5.1.3.

1. ßêùî V ∈ C(l, l)q, òî P (V ) ¹ ïðîåêòèâíèì îá'¹êòîì â C(g, l)q.

2. Äëÿ áóäü-ÿêîãî V ∈ C(g, l)q âiäîáðàæåííÿ

P (V ) 7→ V, ξ ⊗ v 7→ ξv, ξ ∈ Uqg, v ∈ V,

¹ ñþð'¹êòèâíèì ìîðôiçìîì Uqg-ìîäóëiâ.

Ïðîåêòèâíi îá'¹êòè P (V ) êàòåãîði¨ C(g, l)q íàçèâàþòüñÿ ñòàíäàðòíè-

ìè ïðîåêòèâíèìè îá'¹êòàìè.

Ðîçãëÿíåìî Uqg-ìîäóëü V univ = P (Luniv).



145

Íàñëiäîê 5.1.4. Â êàòåãîði¨ Uql-ìîäóëiâ

V univ =
⊕
λ∈PL

+

V univ
λ ,

äå Uql-ìîäóëi V univ
λ êðàòíi L(l, λ).

Íàñëiäîê 5.1.5. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ìîäóëÿM ∈ C(g, l)q iñíó¹ ñþð'¹êòèâíèé

ìîðôiçì Ṽ univ →M â êàòåãîði¨ C(g, l)q, äå Ṽ univ � ìîäóëü, êðàòíèé V univ.

Çàïðîâàäèìî ïîçíà÷åííÿ Pλ äëÿ ïðîåêöi¨ â V univ íà Uql-içîòèïi÷íó êîì-

ïîíåíòó V univ
λ ïàðàëåëüíî ñóìi âñiõ iíøèõ Uql-içîòèïi÷íèõ êîìïîíåíò.

Êàòåãîðiÿ C(g, l)q i êàòåãîðiÿ R(g, l)q-ìîäóëiâ ç àïðîêñèìàòèâíîþ îäè-

íèöåþ çàìêíóòi âiäíîñíî îïåðàöié óòâîðåííÿ ïðÿìèõ ñóì, ïåðåõîäó äî ïiä-

ìîäóëiâ òà ôàêòîð-ìîäóëiâ. Öå äîçâîëÿ¹, âèêîðèñòîâóþ÷è Ëåìó 5.1.3 i Íà-

ñëiäîê 5.1.5, äîâåñòè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ, ç ÿêîãî âèïëèâà¹ ¹äèíiñòü äëÿ

F (g, l)q i âêëàäåíü Uqg ↪→ F (g, l)q, F (l)q ↪→ F (g, l)q.

Òâåðäæåííÿ 5.1.6. Ðîçãëÿíåìî àëãåáðó F (g, l)q i âêëàäåííÿ Uqg ↪→
F (g, l)q, F (l)q ↪→ F (g, l)q ç âëàñòèâîñòÿìè (F1) � (F4).

1. Çîáðàæåííÿ Uqg â V univ âèçíà÷à¹ çîáðàæåííÿ R(g, l)q ç àïðîêñè-

ìàòèâíîþ îäèíèöåþ i òî÷íå çîáðàæåííÿ F (g, l)q â V univ.

2. Îáðàç F (g, l)q âiäíîñíî âêëàäåííÿ â EndV univ ¹ ïiäàëãåáðîþ, ãåíå-

ðîâàíîþ åëåìåíòàìè Uqg ⊂ EndV univ i ïðîåêöiÿìè Pλ, λ ∈ PL+ .

Ïåðåéäåìî äî ïîáóäîâè àëãåáðè F (g, l)q. Ó ïîäàëüøîìó ìè áóäåìî îòî-

òîæíþâàòè àëãåáðè Uqg, F (l)q ç ¨õ îáðàçàìè âiäíîñíî âêëàäåíü â EndV univ.

Öå îá ðóíòîâàíî òèì, ùî çîáðàæåííÿ Uqg â V univ ¹ òî÷íèì, îñêiëüêè äëÿ

áóäü-ÿêîãî âàãîâîãî ñêií÷åííîâèìiðíîãî Uqg-ìîäóëÿW iñíó¹ ñþð'¹êòèâíèé

ìîðôiçì Uqg-ìîäóëiâ V univ → W (Íàñëiäîê 5.1.5). Çîáðàæåííÿ F (l)q â V univ

¹ òî÷íèì, îñêiëüêè Luniv ↪→ V univ. Çîêðåìà, Pλ 7→ Pλ, λ ∈ PL+ .
Íàñòóïíà äîïîìiæíà Ëåìà äîâåäåíà ó Äîäàòêó A.3.

Ëåìà 5.1.7. Äëÿ áóäü-ÿêèõ ξ ∈ Uqg, λ ∈ PL+ , iñíó¹ ¹äèíà ñêií÷åííà ïiä-

ìíîæèíà Λ ⊂ PL+ òàêà, ùî

ξPλ = χΛξPλ, Pλξ = PλξχΛ.
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Ðîçãëÿíåìî íàéìåíøó ïiäàëãåáðó F (g, l)q ⊂ EndV univ, ùî ìiñòèòü óñi

åëåìåíòè ç Uqg i âñi ïðîåêöi¨ Pλ, λ ∈ PL+ .

Òåîðåìà 5.1.8. Àëãåáðà F (g, l)q ðàçîì iç âêëàäåííÿìè Uqg ↪→ F (g, l)q,

F (l)q ↪→ F (g, l)q, çàäîâîëüíÿ¹ (F1) � (F4).

Äîâåäåííÿ. (F1) çðîçóìiëèì ÷èíîì çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ.

Äîâåäåìî, ùî {χΛ} � ëiâà àïðîêñèìàòèâíà îäèíèöÿ â R(g, l)q. Êîæíèé

a ∈ R(g, l)q ìà¹ âèãëÿä a =
N(a)∑
i=1

ξiPλiηi, äå ξi ∈ Uqg, ηi ∈ F (g, l)q, λi ∈ PL+ .

Âíàñëiäîê Ëåìè 5.1.7, äëÿ ïåâíî¨ ñêií÷åííî¨ ïiäìíîæèíè Λ ⊂ PL+ i âñiõ

i = 1, 2, . . . , N(a) ìà¹ìî χΛξiPλi = ξiPλi. Òîìó χΛa = a. Ìîæíà äîâåñòè ó

ïîäiáíèé ñïîñiá, ùî {χΛ} � ïðàâà àïðîêñèìàòèâíà îäèíèöÿ â R(g, l)q. Îòæå,

(F2) çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ.

ÐîçãëÿíåìîR(g, l)q-ìîäóëü V ç àïðîêñèìàòèâíîþ îäèíèöåþ. Äëÿ áóäü-

ÿêîãî âåêòîðà v ∈ V iñíó¹ ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà Λ ⊂ PL+ òàêà, ùî χΛv = v.

Îòæå, äëÿ âñiõ Λ′ ⊃ Λ

(ξχΛ′)v = (ξχΛ′)χΛv = (ξχΛ′χΛ)v = (ξχΛ)v,

i òîìó ìà¹ìî êîðåêòíî âèçíà÷åíèé åëåìåíò ξv
def
= lim

Λ↑PL
+

(ξχΛ)v. Ëåãêî äîâåñòè,

ùî (ξη)v = ξ(ηv) äëÿ êîæíîãî ξ, η ∈ F (g, l)q, v ∈ V . Äiéñíî, iñíóþòü

ñêií÷åííi ïiäìíîæèíè Λ′,Λ′′ ⊂ PL+ òàêi, ùî χΛ′v = v, χΛ′′ηχΛ′ = ηχΛ′,

îñêiëüêè ηχΛ′ ∈ R(g, l)q i {χΛ} � àïðîêñèìàòèâíà îäèíèöÿ. Òîìó

(ξη)v = lim
Λ↑PL

+

(ξηχΛ)v = ξ(ηχΛ′)v = (ξχΛ′′)(ηχΛ′)v = lim
Λ↑PL

+

(ξχΛ)(ηχΛ′)v =

= ξ(ηχΛ′v) = ξ(ηv).

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî V � F (g, l)q-ìîäóëü, i ïåðøà ç óìîâ â (F3) çàäîâîëüíÿ¹-

òüñÿ. Äðóãà óìîâà, ùî ïîòðåáó¹ iñíóâàííÿ òî÷íîãî çîáðàæåííÿ, ðîçãëÿíó-

òîãî âèùå, çðîçóìiëèì ÷èíîì âèêîíàíà.

Îäåðæàíi F (g, l)q-ìîäóëi ¹ ëîêàëüíî Uql-ñêií÷åííîâèìiðíèìè

dim(Uql v) = dimUql(χΛ′v) = dim(UqlχΛ′)v ≤ dimR(l)qv <∞
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i âàãîâèìè. Îòæå, ïîáóäîâàíî ôóíêòîð ç êàòåãîði¨ R(g, l)q-ìîäóëiâ ç àïðî-

êñèìàòèâíîþ îäèíèöåþ â C(g, l)q. Ïîáóäó¹ìî îáåðíåíèé ôóíêòîð.

Íåõàé V ∈ C(g, l)q i V =
⊕
µ∈PL

+

Vµ � ðîçêëàä V â ñóìó Uql-içîòèïi÷íèõ

êîìïîíåíò. Íåõàé π � çîáðàæåííÿ Uqg â V , i ïîçíà÷èìî ÷åðåç Πλ ïðîåêöiþ

â V íà içîòèïi÷íó êîìïîíåíòó ìîäóëÿ Vλ ïàðàëåëüíî
⊕
µ∈PL

+

µ6=λ

Vµ.

Äîñèòü äîâåñòè iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ðîçøèðåííÿ π̃ çîáðàæåííÿ π íà

F (g, l)q, ùî ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

i) π̃(Pλ) = Πλ, λ ∈ PL+ ,
ii) π̃|R(g,l)q � çîáðàæåííÿ R(g, l)q ç àïðîêñèìàòèâíîþ îäèíèöåþ,

iii) π(ξ)v = lim
Λ↑PL

+

π̃(ξχΛ)v, v ∈ V , ξ ∈ Uqg.

�äèíiñòü òàêîãî ðîçøèðåííÿ ¹ î÷åâèäíîþ. Äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ

ìè ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíî òàêi âèïàäêè:

1. V = V univ;

2. V = Ṽ univ, äå Ṽ univ � Uqg-ìîäóëü, êðàòíèé V univ;

3. V � ïiäìîäóëü â Ṽ univ;

4. V � ñòàíäàðòíèé ïðîåêòèâíèé îá'¹êò â C(g, l)q;

5. (çàãàëüíèé âèïàäîê) V ∈ C(g, l)q.

Ó âèïàäêó 1) áàæàíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç âèçíà÷åííÿ R(g, l)q. Ïå-

ðåõiä âiä 1) äî 2) i äî 3) ¹ î÷åâèäíèì. Àáè ïåðåéòè âiä 3) äî 4), äîñèòü

âèêîðèñòàòè òîé ôàêò, ùî êîæíèé Uqg-ìîäóëü P (V ), V ∈ C(l, l)q, âêëàäà-

¹òüñÿ â Uqg-ìîäóëü Ṽ univ, êðàòíèé V univ, îñêiëüêè êîæíèé ëîêàëüíî ñêií-

÷åííîâèìiðíèé Uql-ìîäóëü âêëàäà¹òüñÿ â Uql-ìîäóëü L̃univ, êðàòíèé Luniv,

i P (L̃univ) = Ṽ univ. Íàðåøòi, àáè ïåðåéòè âiä 4) äî 5), ìîæíà çàñòîñóâàòè

iñíóâàííÿ ñþð'¹êòèâíîãî ìîðôiçìó P (V )→ V â êàòåãîði¨ C(g, l)q. �

Íàãàäà¹ìî, ùî ãðóïà ÂåéëÿW ãåíåðîâàíà ïðîñòèìè âiääçåðêàëåííÿìè

s1, s2, . . . , sl i äi¹ íà ðåøiòöi P .

Òâåðäæåííÿ 5.1.9.
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1. Iñíó¹ ¹äèíå îäíîâèìiðíå çîáðàæåííÿ ε̃ àëãåáðè F (g, l)q, äëÿ ÿêîãî

ε̃(ξ) = ε(ξ), ξ ∈ Uqg, ε̃(Pλ) =

1, λ = 0,

0, λ ∈ PL+ \ {0}.

2. Iñíó¹ ¹äèíèé àíòè-àâòîìîðôiçì S̃ àëãåáðè F (g, l)q òàêèé, ùî

S̃(ξ) = S(ξ), ξ ∈ Uqg; S̃(Pλ) = P−wL
0λ
, λ ∈ PL+ ,

äå wL0 � íàéäîâøèé åëåìåíò ãðóïè Âåéëÿ WL ⊂ W , ãåíåðîâàíî¨ ïðîñòèìè

âiääçåðêàëåííÿìè si, i ∈ L.

Äîâåäåííÿ. �äèíiñòü ε̃ i S̃ î÷åâèäíà. Iñíóâàííÿ ε̃ áóëî ïðîäåìîí-

ñòðîâàíî â äîâåäåííi Òåîðåìè 5.1.8. Ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ iñíóâàí-

íÿ S̃. Ó îêðåìîìó âèïàäêó G = L öå ¹ íàñëiäêîì âèçíà÷åííÿ àëãåáðè

F (l)q ↪→ EndLuniv i äîáðå âiäîìîãî içîìîðôiçìó [19, ñòîð. 168]

L(l, λ)∗
∼→ L(l,−wL0 λ), v(l, λ) 7→ v(l, wL0 λ).

Äëÿ ïåðåõîäó âiä îêðåìîãî âèïàäêó G = L äî çàãàëüíîãî âèïàäêó

G ⊃ L ðîçãëÿíåìî àëãåáðó F (g, l)op
q , ùî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä F (g, l)q çàìiíîþ

êîìíîæåííÿ íà ïðîòèëåæíå. Uqg âêëàäà¹òüñÿ â F (g, l)op
q :

Uqg ↪→ F (g, l)op
q , ξ 7→ S(ξ).

Àëãåáðà F (l)q òàêîæ âêëàäà¹òüñÿ â F (g, l)op
q :

Uql ↪→ F (g, l)op
q , ξ 7→ S(ξ); Pλ 7→ P−wL

0λ
.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè (F1) � (F4) äëÿ öi¹¨ ïàðè âêëàäåíü. Çàëèøà¹òüñÿ âèêîðè-

ñòàòè ¹äèíiñòü òàêî¨ ïàðè, Òâåðäæåííÿ 5.1.6. �

Êàòåãîðiÿ C(g, l)q êàíîíi÷íî içîìîðôíà êàòåãîði¨ R(g, l)q-ìîäóëiâ ç

àïðîêñèìàòèâíîþ îäèíèöåþ. Äàëi ìè áóäåìî îòîòîæíþâàòè öi êàòåãîði¨.

Ðîçãëÿíåìî ïiäàëãåáðó Õîïôà Uqq+
L ⊂ Uqg, ãåíåðîâàíó Ei äëÿ i ∈ G, Fj

äëÿ j ∈ L, K±1
m äëÿ m = 1, 2, . . . , l, à òàêîæ ïiäàëãåáðó Õîïôà Uqq−L ⊂ Uqg,

ãåíåðîâàíó Ei äëÿ i ∈ L, Fj äëÿ j ∈ G, K±1
m äëÿ m = 1, 2, . . . , l.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äîáðå âiäîìå ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó q = 1 (äèâ.

[104, ñòîð. 90]).
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Òâåðäæåííÿ 5.1.10. Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ

Uqg⊗Uql R(l)q → R(g, l)q, ξ ⊗ r 7→ ξr, (5.1.3)

R(l)q ⊗Uql Uqg→ R(g, l)q, r ⊗ ξ 7→ rξ,

¹ ái¹êòèâíèìè.

Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê Òâåðäæåííÿ 5.1.9, äîñèòü ðîçãëÿíóòè ëiíiéíå

âiäîáðàæåííÿ (5.1.3). Äîâåäåìî éîãî ñþð'¹êòèâíiñòü. Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ

áóäü-ÿêîãî λ ∈ PL+ i áóäü-ÿêî¨ ñêií÷åííî¨ ïiäìíîæèíè Λ ⊂ PL+ , ùî ìiñòèòü

λ, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò z öåíòðó Z(Uql) àëãåáðè Uql, ùî Pλ = zχΛ. Ç iíøîãî

áîêó, äëÿ áóäü-ÿêèõ λ ∈ PL+ , ξ ∈ Uqg iñíóþòü òàêi ñêií÷åííi ïiäìíîæèíè

Λ′,Λ′′ 3 λ, ùî
Pλξ = PλξχΛ′, ξχΛ′ = χΛ′′ξχΛ′.

Òîìó Pλξ = (PλχΛ′′)ξχΛ′ = zχΛ′′ξχΛ′ = zξχΛ′. Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêîãî ξ ∈
Uqg i áóäü-ÿêî¨ ñêií÷åííî¨ ïiäìíîæèíè Λ ⊂ PL+ iñíóþòü òàêi ξ̃ ∈ Uqg i

ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà Λ̃ ⊂ PL+ , ùî χΛξ = ξ̃χΛ̃. Öå ìîæå áóòè âèêîðèñòàíî

äëÿ äîâåäåííÿ ñþð'¹êòèâíîñòi ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ (5.1.3).

Äîâåäåìî éîãî ií'¹êòèâíiñòü. Ìîæíà âèêîðèñòàòè äîáðå âiäîìi ðåçóëü-

òàòè ùîäî áàç ó êâàíòîâèõ óíiâåðñàëüíèõ îãîðòóþ÷èõ àëãåáðàõ [88, Ãëàâà

8] äëÿ âèâåäåííÿ ðîçêëàäó Uqg = Uqq
−
L ⊗Uql Uqq

+
L . Ç öüîãî ðîçêëàäó i Ëåìè

A.3.1 âèïëèâà¹, ùî Uqg � âiëüíèé ïðàâèé Uql-ìîäóëü. Âèáåðåìî âiëüíó áàçó

{ei}. Íåõàé a � íåíóëüîâèé åëåìåíò â Uqg⊗Uql R(l)q. Âií ìà¹ âèãëÿä

a =
∑
i

ei ⊗ ri, ri ∈ R(l)q.

Íåõàé ã � îáðàç a âiäíîñíî âiäîáðàæåííÿ (5.1.3). Ìè ðîçãëÿäà¹ìî éîãî ÿê

åëåìåíò EndV univ. Äîñèòü äîâåñòè, ùî îáìåæåííÿ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ

ã íà ïiäïðîñòið {1 ⊗ v| v ∈ Luniv} ¹ íåíóëüîâèì. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî

ã(1 ⊗ v) =
∑
i

ei ⊗ riv äëÿ áóäü-ÿêîãî v ∈ Luniv. Çàëèøà¹òüñÿ âèêîðèñòàòè

íàø âèáið {ei} i òîé ôàêò, ùî çîáðàæåííÿ Uql â Luniv ¹ òî÷íèì. �

5.1.3 Ôóíêòîðè ind i Π
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Ðîçãëÿíåìî äâi ïàðè ïiäìíîæèí L ⊂ G ⊂ {1, 2, . . . , l}, L1 ⊂ G1 ⊂
{1, 2, . . . , l}, äå L1 ⊂ L, G1 ⊂ G. Çðîçóìiëèì ÷èíîì, ìà¹ìî âêëàäåííÿ

âiäïîâiäíèõ ïiäàëãåáð Õîïôà Uql1 ⊂ Uql, Uqg1 ⊂ Uqg.

R(g, l)q ñòàíîâèòü ëiâèé iäåàë â F (g, l)q i îòæå ¹ ëiâèì Uqg1-ìîäóëåì.

Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî R(g, l)q � ëiâèé R(g1, l1)q-ìîäóëü ç àïðîêñèìàòèâíîþ

îäèíèöåþ. Äiéñíî, R(g, l)q � ëiâèé R(g, l)q-ìîäóëü ç àïðîêñèìàòèâíîþ îäè-

íèöåþ, à îòæå é Uqg-ìîäóëü êàòåãîði¨ C(g, l)q, çàäàíèé (5.1.1). Îñêiëüêè

Uql1 ⊂ Uql, R(g, l)q òàêîæ íàëåæèòü êàòåãîði¨ C(g, l1)q. Íàðåøòi, ç îãëÿäó

íà Uqg1 ⊂ Uqg, ìè çíàõîäèìîñÿ ó êàòåãîði¨ C(g1, l1)q, ùî åêâiâàëåíòíî íà-

øîìó òâåðäæåííþ. Ó ïîäiáíèé ñïîñiá ìîæíà äîâåñòè, ùî R(g, l)q � ïðàâèé

R(g1, l1)q-ìîäóëü. (ßê öå ìîæíà ïîáà÷èòè ç äîâåäåííÿ, R(g, l)q ¹ R(g1, l1)q-

áiìîäóëåì.)

Âèçíà÷èìî ôóíêòîð P g,l
g1,l1

ç êàòåãîði¨ C(g1, l1)q â êàòåãîðiþ C(g, l)q,

çàäàþ÷è éîãî íà îá'¹êòàõ ç C(g1, l1)q òàê:

P g,l
g1,l1

(Z) = R(g, l)q ⊗R(g1,l1)q Z.

Äiÿ íà ìîðôiçìè âèçíà÷à¹òüñÿ î÷åâèäíèì ñïîñîáîì.

C(g1, l1)q ìà¹ äîñèòü áàãàòî ïðîåêòèâíèõ îá'¹êòiâ, i ôóíêòîð P g,l
g1,l1

¹

êîâàðiàíòíèì i òî÷íèì ñïðàâà (äèâ. [104, ñòîð. 840]). Òîìó ìà¹ìî êîðåêòíî

âèçíà÷åíi ïîõiäíi ôóíêòîðè:
(
P g,l
g1,l1

)
j
, j ∈ Z+, ç êàòåãîði¨ C(g1, l1)q â êàòå-

ãîðiþ C(g, l)q.

Ðîçãëÿíåìî äâà îêðåìi âèïàäêè: l1 = l i g1 = g. Ðîçïî÷íåìî ç ïåðøîãî.

Íåõàé indg,l
g1,l

� ôóíêòîð ç êàòåãîði¨ C(g1, l)q â êàòåãîðiþ C(g, l)q, âèçíà÷åíèé

íà îá'¹êòàõ òàê:

indg,l
g1,l

(Z) = Uqg⊗Uqg1
Z.

Äiÿ íà ìîðôiçìè âèçíà÷à¹òüñÿ â î÷åâèäíèé ñïîñiá. ßê i â êëàñè÷íîìó âè-

ïàäêó q = 1, ìîæíà ïîáóäóâàòè içîìîðôiçì ôóíêòîðiâ P g,l
g1,l

i indg,l
g1,l
. Îïèøå-

ìî êîðîòêî öþ ïîáóäîâó. Ôóíêòîð indg,l
g1,l

¹ ëiâèì ñïðÿæåíèì ôóíêòîðîì äî

ôóíêòîðó çàáóòòÿ F
g1,l
g,l : C(g, l)q → C(g1, l)q, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ âêëàäåííÿì

Uqg1 → Uqg. Ç iíøîãî áîêó, P g,l
g1,l

¹ ëiâèì ñïðÿæåíèì ôóíêòîðîì äî ôóí-

êòîðó (F∨)g1,l
g,l , ùî áóäå âèçíà÷åíèé íèæ÷å (äèâ. [104, òâåðäæåííÿ 2.34]).
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Ôóíêòîð (F∨)g1,l
g,l : C(g, l)q → C(g1, l)q âèçíà÷à¹òüñÿ íà îá'¹êòàõ êàòåãîði¨

C(g, l)q òàê:

(F∨)g1,l
g,l (X) = HomR(g,l)q(R(g, l)q, X)l.

Ñòðóêòóðà Uqg1-ìîäóëÿ íà HomR(g,l)q(R(g, l)q, X) çàïðîâàäæó¹òüñÿ ÷åðåç

ñòðóêòóðó ïðàâîãî Uqg1-ìîäóëÿ íà R(g, l)q, à iíäåêñ l ïîçíà÷à¹ âèäiëåííÿ

ìàêñèìàëüíîãî ïiäìîäóëÿ êàòåãîði¨ C(g1, l)q. Äiÿ (F∨)g1,l
g,l íà ìîðôiçìè âè-

çíà÷à¹òüñÿ â î÷åâèäíèé ñïîñiá. Çàëèøà¹òüñÿ ïîáóäóâàòè içîìîðôiçì ôóí-

êòîðiâ F
g1,l
g,l

∼→ (F∨)g1,l
g,l (äèâ. [104, òâåðäæåííÿ 2.33]). Íåõàé X ∈ C(g, l)q i

x ∈ X. Êîæíîìó x ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ìîðôiçì R(g, l)q-ìîäóëiâ:

R(g, l)q → X, r 7→ rx.

Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî âiäîáðàæåííÿ X → HomR(g,l)q(R(g, l)q, X), ùî âèíè-

êà¹ ó òàêèé ñïîñiá, ¹ ìîðôiçìîì Uqg1-ìîäóëiâ i çàäà¹ içîìîðôiçì ôóíêòîðiâ.

Âàæëèâèé íàñëiäîê ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî V ∈ C(l, l)q

ñòàíäàðòíèé ïðîåêòèâíèé îá'¹êò P (V ) êàòåãîði¨ C(g, l)q êàíîíi÷íî içîìîð-

ôíèé P g,l
l,l (V ).

Â äðóãîìó îêðåìîìó âèïàäêó g1 = g ôóíêòîð, ïðî ÿêèé òàì éäåòüñÿ,

íàçèâà¹òüñÿ ôóíêòîðîì Áåðíøòåéíà i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Πg,l
g,l1
:

Π ≡ Πg,l
g,l1

(Z) = R(g, l)q ⊗R(g,l1)q Z, Z ∈ C(g1, l1)q.

Ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó q = 1 ïîõiäíi ôóíêòîðè Πj äóæå âàæëèâi ó ïî-

áóäîâi ìîäóëiâ Õàðèø-×àíäðè, ùî ïðèïóñêàþòü óíiòàðèçàöiþ, çà äîïîìî-

ãîþ êîãîìîëîãi÷íî¨ iíäóêöi¨ [104]. Ïåðåéäåìî äî îïèñó êâàíòîâîãî àíàëîãó

öüîãî ìåòîäó.

5.1.4 Êâàíòîâèé àíàëîã êîãîìîëîãi÷íî¨ iíäóêöi¨

Ó ïîäàëüøîìó ìè ââàæà¹ìî, ùî G = {1, 2, . . . , l}, i îòæå Uqg = Uq.

Íàãàäà¹ìî (äèâ. [76, 108]) âèçíà÷åííÿ ïàð (g, k), ùî çàäiÿíi â ïîáóäîâi

îáìåæåíèõ ñèìåòðè÷íèõ îáëàñòåé ÷åðåç âêëàäåííÿ Õàðèø-×àíäðè. Òóò g

ìîæå áóòè ïðîñòîþ êîìïëåêñíîþ àëãåáðîþ Ëi, âiäìiííîþ âiä G2, F4, E8.

Ïiäàëãåáðà Õîïôà Uqk ⊂ Uqg ãåíåðîâàíà Ei, Fi, i ∈ K; K±1
j , j = 1, 2, . . . , l,
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äå K = {1, 2, . . . , l} \ {l0}. Ìè ââàæà¹ìî òàêîæ, ùî ïðîñòèé êîðåíü αl0 ìà¹

êîåôiöi¹íò 1 ó ðîçêëàäi ñòàðøî¨ âàãè

δ =
l∑

i=1

niαi, nl0 = 1. (5.1.4)

Ó ïîäàëüøîìó ïîçíà÷åííÿ (g, k) áóäå ñòîñóâàòèñÿ ëèøå òàêèõ ïàð.

Àáè ïîÿñíèòè çíà÷åííÿ óìîâè (5.1.4), îáëàøòó¹ìî àëãåáðó Ëi g ãðà-

äóþâàííÿì: degEl0 = 1, degFl0 = −1, degHl0 = 0, degEj = degFj =

degHj = 0 äëÿ j 6= l0. Àâòîìîðôiçì θ àëãåáðè Ëi g, çàäàíèé ÷åðåç

θ(ξ) = (−1)deg ξξ, âiäiãðà¹ ðîëü êàðòàíiâñüêî¨ iíâîëþöi¨. Ç óìîâè (5.1.4)

âèïëèâà¹, ùî

g = p− ⊕ k⊕ p+, p± = {ξ ∈ g| deg ξ = ±1}.

Âàðòî âiäçíà÷èòè, ùî ðîçãëÿíóòi íàìè ïàðè (g, k) ¹ êîìïëåêñèôiêàöiÿ-

ìè ïàð (g0, k0), äå g0 � ïiàëãåáðà Ëi ãðóïè àâòîìîðôiçìiâ íåçâiäíî¨ îáìåæå-

íî¨ ñèìåòðè÷íî¨ îáëàñòi, à k0 � àëãåáðà Ëi ñòàáiëiçàòîðà òî÷êè öi¹¨ îáëàñòi

[76].

Óñòàòêó¹ìî Uqg ñòðóêòóðîþ ∗-àëãåáðè Õîïôà, çàäàâøè iíâîëþöiþ ∗:

E∗j =

−KjFj, j = l0

KjFj, j 6= l0
; F ∗j =

−EjK
−1
j , j = l0

EjK
−1
j , j 6= l0

;

(K±1
j )∗ = K±1

j , j = 1, 2, . . . , l.

Êàæóòü, ùî ìîäóëü V íàä ∗-àëãåáðîþ Õîïôà A ïðèïóñêà¹ óíiòàðè-

çàöiþ, ÿêùî íà íüîìó iñíó¹ ïîçèòèâíî âèçíà÷åíà iíâàðiàíòíà ôîðìà (·, ·):

(av1, v2) = (v1, a
∗v2), a ∈ A, v1, v2 ∈ V.

Êîãîìîëîãi÷íà iíäóêöiÿ ¹ îäíèì iç çàñîáiâ ïîáóäîâè ìîäóëiâ êàòåãîði¨

C(g, k), ùî ïðèïóñêàþòü óíiòàðèçàöiþ, ó âèïàäêó q = 1. Îïèøåìî q-àíàëîã

öüîãî ìåòîäó.

Íåõàé L ⊂ {1, 2, . . . , l}, L 6⊂ K, i Uql � ïiäàëãåáðà Õîïôà, ùî âiäïîâiä-
à¹ ïiäìíîæèíi L. Î÷åâèäíî, Uql óñïàäêîâó¹ ñòðóêòóðó ∗-àëãåáðè Õîïôà.

Ìè ìà¹ìî íà ìåòi îäåðæóâàòè Uqg-ìîäóëü êàòåãîði¨ C(g, k)q, ùî ïðèïóñêà¹
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óíiòàðèçàöiþ, çà çàäàíèì Uql-ìîäóëåì êàòåãîði¨ C(l, l∩k)q iç öi¹þ æ âëàñòè-

âiñòþ. (Òóò Uq(l∩ k) � ïiäàëãåáðà Õîïôà, ùî âiäïîâiäà¹ ïiäìíîæèíi L∩K.)
ßêùî λ = (λ1, λ2, . . . , λl) ∈ P i λj = 0 äëÿ âñiõ j ∈ L, ìà¹ìî êîðåêòíî

âèçíà÷åíèé îäíîâèìiðíèé Uql-ìîäóëü Cλ:

Ej1 = Fj1 = 0, j ∈ L; K±1
j 1 = q

±λj
j 1, j = 1, 2, . . . , l.

ßê âàæëèâèé ïðèêëàä òàêîãî ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëó, âàðòî çãàäàòè ði-

çíiñòü ρu = ρ − ρl ìiæ íàïiâ-ñóìîþ ρ ïîçèòèâíèõ êîðåíiâ àëãåáðè Ëi g i

íàïiâ-ñóìîþ ρl ïîçèòèâíèõ êîðåíiâ àëãåáðè Ëi l:

ρu(Hj) =

1, j 6∈ L,

0, j ∈ L.

Êîæåí Uql-ìîäóëü Z ∈ C(l, l∩k)q âèçíà÷à¹ Uql-ìîäóëü Z# = Z⊗C2ρu ∈
C(l, l ∩ k)q. Óñòàòêó¹ìî éîãî ñòðóêòóðîþ Uqq

−
L -ìîäóëÿ ÷åðåç ñþð'¹êòèâíèé

ìîðôiçì àëãåáð Uqq−L → Uql:

Fi 7→

Fi, i ∈ L,

0, i ∈ {1, 2, . . . , l} \ L,

Ej 7→ Ej, K±1
j 7→ K±1

j , j ∈ {1, 2, . . . , l}.

Óçàãàëüíåíèé ìîäóëü Âåðìà indg

q−L
Z# def

= Uqg⊗Uqq−LZ
# íàëåæèòü äî êàòåãîði¨

C(g, l)q, ùî ¹ íàñëiäêîì Ëåìè A.3.1 ç Äîäàòêó A.3. Òîìó ðiâíiñòü

Lj(Z) =
(

Πg,k
g,l∩k

)
j

(
indg

q−L
(Z#)

)
âèçíà÷à¹ ôóíêòîðè Lj, j ∈ Z+, ç êàòåãîði¨ C(l, l ∩ k)q â êàòåãîðiþ C(g, k)q.

Ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó q = 1 çà ïåâíèõ ïðèïóùåíü äîìiíàíòíîñòi ùîäî

Z, ¹äèíèìè íåíóëüîâèìè ìîäóëÿìè Ls(Z) ¹ òi, äå s = 1
2(dim k− dim(k ∩ l))

[104, ñòîð. 369]. Îòæå, îêðåìèé iíòåðåñ ñòàíîâèòü ðîçãëÿä Uqg-ìîäóëiâ

Aq(λ)
def
= Ls(Cλ), s =

1

2
(dim k− dim(k ∩ l)),

äå λ = (λ1, λ2, . . . , λl) ∈ P i λj = 0 äëÿ j ∈ L.
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5.2 Äèôåðåíöiàëüíi ÷èñëåííÿ íà êâàíòîâèõ ïåðåäî-

äíîðiäíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðàõ

Ðîçãëÿäàþòüñÿ äèôåðåíöiàëüíi ÷èñëåííÿ íàä êâàäðàòè÷íèìè àëãå-

áðàìè, ùî âèíèêàþòü ïðè âèâ÷åííi êâàíòîâèõ îáìåæåíèõ ñèìåòðè÷íèõ

îáëàñòåé. Ç'ÿñîâàíî âèìiðíîñòi îäíîðiäíèõ êîìïîíåíò ãðàäóéîâàíèõ âå-

êòîðíèõ ïðîñòîðiâ k-ôîðì. Äîâåäåíî, ùî äóàëüíèé êîìïëåêñ äå Ðàìà

içîìîðôíèé êâàíòîâîìó àíàëîãó óçàãàëüíåíî¨ ðåçîëüâåíòè Áåðíøòåéíà-

Ãåëüôàíäà-Ãåëüôàíäà, äèâ. [172].

5.2.1 Uqg-ìîäóëüíà àëãåáðà CCC[p−]q

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòó êîìïëåêñíó àëãåáðó Ëi g ç òâiðíèìè Øåâàëë¹

{Hi, Ei, Fi}i=1,2,...,l. Íåõàé {αj}j=1,2,...,l � âiäïîâiäíà ñèñòåìà ïðîñòèõ êîðå-

íiâ i a = (aij)i,j=1,2,...,l � ìàòðèöÿ Êàðòàíà: aij = αj(Hi). Ìàêñèìàëüíèé

êîðåíü àëãåáðè g ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ¨¨ ïðîñòèõ êîðåíiâ

l∑
j=1

njαj, nj ∈ Z+. (5.2.1)

Çàôiêñó¹ìî ïðîñòèé êîðåíü αl0, ïðèñóòíié ó öié ñóìi ç êîåôiöi¹íòîì 1: nl0 =

1. Òàáëèöi â [18] äîçâîëÿþòü âiäîêðåìèòè âñi òàêi ïðîñòi êîðåíi.

Íåõàé H0 � ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ òâiðíèõ H1, H2, . . . , Hl, âèçíà÷åíà òàê:

αj(H0) =

2, j = l0

0, j 6= l0.

Çàïðîâàäèìî ïîçíà÷åííÿ p−, k, p+ äëÿ âëàñíèõ ïiäïðîñòîðiâ îïåðàòîðiâ

adH0
, ùî ïîâ'ÿçàíi ç âëàñíèìè ÷èñëàìè −2, 0, 2, âiäïîâiäíî. Îòæå, ìà¹ìî

ðîçêëàä g = p− ⊕ k⊕ p+, ó ÿêîìó p± ¹ êîìóòàòèâíèìè àëãåáðàìè Ëi. Âîíè

íàçèâàþòüñÿ ïåðåäîäíîðiäíèìè âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè êîìóòàòèâíîãî

ïàðàáîëi÷íîãî òèïó [156].

Ìè çàöiêàâëåíi ó êâàíòîâîìó àíàëîçi àëãåáðè äèôåðåíöiàëüíèõ ôîðì

iç ïîëiíîìiàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði p−.

Íåõàé Q � ðåøiòêà êîðåíiâ, P � ðåøiòêà âàã i s = card(P/Q). Áóäåìî
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ââàæàòè C(q
1
s ), ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié çìiííî¨ q

1
s , îñíîâíèì ïîëåì. Âñi

àëãåáðè, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ, ìiñòÿòü îäèíèöþ.

Ðîçãëÿíåìî êâàíòîâó óíiâåðñàëüíó îãîðòóþ÷ó àëãåáðó Äðiíôåëüäà-

Äæiìáî Uqg. Âîíà âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè òâiðíèìè {K±1
i , Ei, Fi}i=1,2,...,l òà äî-

áðå âiäîìèìè ñïiââiäíîøåííÿìè. Âîíà ¹ àëãåáðîþ Õîïôà, äèâ. ïóíêò 5.1.1,

[88, ñòîð. 52].

ßê i â [174], ìè ïî÷èíà¹ìî ïîáóäîâó iç âèçíà÷åííÿ Uqg-ìîäóëüíî¨ àë-

ãåáðè C[p−]q, ÿêà ¹ êâàíòîâèì àíàëîãîì àëãåáðè ïîëiíîìiâ íà p−. Íåõàé

{dj}j=1,2,...,l � âçà¹ìíî ïðîñòi ÷èñëà, ùî ñèìåòðèçóþòü ìàòðèöþ Êàðòàíà

(diaij = djaji); ïîêëàäåìî qj = qdj . Âñi Uqg-ìîäóëi, ùî áóäóòü ðîçãëÿäàòè-

ñÿ, ¹ âàãîâèìè:

V =
⊕
λ∈Zl

Vλ, Vλ =
{
v ∈ V

∣∣∣K±1
j v = q

±λj
j v, j = 1, 2, . . . , l

}
.

Öå äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè ëiíiéíi îïåðàòîðè {Hj}j=1,2,...,l, (îòæå é H0) ÷åðåç

Hj|Vλ = λj, λ ∈ Zl, à òàêîæ îáëàøòóâàòè V ãðàäóþâàííÿì

V =
⊕
r

V [r], V [r] = {v ∈ V |H0v = 2rv}.

Ó ïîäàëüøîìó âñi Uqg-ìîäóëi áóäóòü ðîçãëÿäàòèñÿ ç öèì ãðàäóþâàííÿì;

çà âèçíà÷åííÿì ìè ïîêëàäà¹ìî V ∗ =
⊕

r V [r]∗ ó êàòåãîði¨ ãðàäóéîâàíèõ

âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ.

Ìè ïîòðåáó¹ìî óçàãàëüíåíi ìîäóëi Âåðìà N(q+, λ). Íåõàé Uqq
+ �

ïiäàëãåáðà Õîïôà, ãåíåðîâàíà òâiðíèìè {K±1
i , Ei, Fi}i 6=l0 ∪ {K±1

l0
, El0}, i

P+ = Zl0−1
+ × Z × Zl−l0+ ↪→ P , λ ∈ P+. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòèé ñêií÷åííîâè-

ìiðíèé Uqq
+-ìîäóëü L(q+, λ) çi ñòàðøîþ âàãîþ λ, ðàçîì iç iíäóêîâàíèì

Uqg-ìîäóëåì N(q+, λ) = Uqg⊗Uqq+ L(q+, λ). Ëåãêî ïîêàçàòè (äèâ. [118]), ùî

N(q+, λ) ìà¹ îïèñ ó òåðìiíàõ òâiðíî¨ v(q+, λ) i ñïiââiäíîøåíü

Eiv(q+, λ) = 0, K±1
i v(q+, λ) = q±λii v(q+, λ), i = 1, 2, . . . , l,

F
λj+1
j v(q+, λ) = 0, j 6= l0.

Íåõàé Uqg
cop � àëãåáðà Õîïôà, ùî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä Uqg çàìiíîþ ¨¨
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êîìíîæåííÿ íà ïðîòèëåæíå. Ìîðôiçì

40 : N(q+, 0)→ N(q+, 0)⊗N(q+, 0), 40 : v(q+, 0) 7→ v(q+, 0)⊗ v(q+, 0)

ó òåíçîðíié êàòåãîði¨ Uqgcop-ìîäóëiâ óñòàòêîâó¹ óçàãàëüíåíèé ìîäóëü Âåð-

ìà N(q+, 0) ñòðóêòóðîþ Uqg
cop-ìîäóëüíî¨ êîàëãåáðè. Äóàëüíèé ãðàäóéîâà-

íèé âåêòîðíèé ïðîñòið C[p−]q ¹ Uqg-ìîäóëüíîþ àëãåáðîþ, ÿêà ñòàíîâèòü

q-àíàëîã àëãåáðè ïîëiíîìiâ íà p−.

Ìîæíà äîâåñòè, ùî C[p−]q ¹ êâàäðàòè÷íîþ àëãåáðîþ, äèâ. Òâåðäæå-

ííÿ 5.2.18. Âàðòî âiäçíà÷èòè, ùî ðîáîòè Äæîçåôà òà éîãî êîìàíäè (äèâ.,

íàïðèêëàä, [99]) âèâ÷àþòü øèðøèé êëàñ Uqg-ìîäóëüíèõ àëãåáð.

5.2.2 Êîâàðiàíòíi äèôåðåíöiàëüíi ÷èñëåííÿ

Ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó q = 1 ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, ñïðÿæåíå äî ìîð-

ôiçìó óçàãàëüíåíèõ ìîäóëiâ Âåðìà, âèÿâëÿ¹òüñÿ êîâàðiàíòíèì äèôåðåíöi-

àëüíèì îïåðàòîðîì íà p− [73]. ßê i â [174], ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ìiðêóâàííÿ

äóàëüíîñòi ó êâàíòîâîìó âèïàäêó äëÿ ïîáóäîâè äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåí-

íÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó íàä C[p−]q. Íàãàäà¹ìî âèçíà÷åííÿ [103].

Íåõàé F � àëãåáðà. Äèôåðåíöiàëüíèì ÷èñëåííÿì ïåðøîãî ïîðÿäêó íàä

F íàçèâà¹òüñÿ F -áiìîäóëüM , ðàçîì iç ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì d : F →M

iç âëàñòèâîñòÿìè

1. äëÿ âñiõ f1, f2 ∈ F

d(f1 · f2) = df1 · f2 + f1 · df2; (5.2.2)

2. M ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ âåêòîðiâ f1 · df2 · f3, äå f1, f2, f3 ∈ F .

Íåõàé A � àëãåáðà Õîïôà i F � A-ìîäóëüíà àëãåáðà. Äèôåðåíöiàëüíå

÷èñëåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó (M,d) íàä F íàçèâà¹òüñÿ êîâàðiàíòíèì, ÿêùî

M ¹ A-ìîäóëüíèì F -áiìîäóëåì, à d ¹ ìîðôiçìîì A-ìîäóëiâ.

Íàøèì çàâäàííÿì ¹ ïîáóäîâà äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ ïåðøîãî ïî-

ðÿäêó íàä C[p−]q. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ âàãè λ ∈ P+ óçàãàëüíåíèé ìîäóëü Âåðìà
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N(q+, λ) ¹ Uqgcop-ìîäóëüíèì N(q+, 0)-áiêîìîäóëåì:

N(q+, λ)→ N(q+, 0)⊗N(q+, λ), v(q+, λ) 7→ v(q+, 0)⊗ v(q+, λ),

N(q+, λ)→ N(q+, λ)⊗N(q+, 0), v(q+, λ) 7→ v(q+, λ)⊗ v(q+, 0).

Òîìó äóàëüíèé ãðàäóéîâàíèé âåêòîðíèé ïðîñòið ¹ Uqg-ìîäóëüíèì C[p−]q-

áiìîäóëåì. Çîêðåìà,

Λ1(p−)q
def
= N(q+,−αl0)∗

¹ Uqg-ìîäóëüíèì C[p−]q-ìîäóëåì. Âií ¹ q-àíàëîãîì ïðîñòîðó 1-ôîðì ç ïî-

ëiíîìiàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Ìè íàçèâà¹ìî äèôåðåíöiàëîì ëiíiéíèé îïåðàòîð, ñïðÿæåíèé äî òàêîãî

ìîðôiçìó óçàãàëüíåíèõ ìîäóëiâ Âåðìà:

N(q+,−αl0)→ N(q+, 0), v(q+,−αl0) 7→ Fl0v(q+, 0).

Ç íàøèõ âèçíà÷åíü âèïëèâà¹ (5.2.2), ðàçîì iç òâåðäæåííÿì ïðî òå, ùî äèôå-

ðåíöiàë d : C[p−]q → Λ1(p−)q ¹ ìîðôiçìîì Uqg-ìîäóëiâ. Ó ïîäàëüøîìó áóäå

ïîêàçàíî, ùî Λ1(p−)q ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ âåêòîðiâ {f1 ·df2 · f3| f1, f2, f3 ∈
C[p−]q}.

Ðîçãëÿíåìî ãðàäóéîâàíó àëãåáðó Ω =
⊕
i∈Z+

Ωi ðàçîì iç ëiíiéíèì âiä-

îáðàæåííÿì ñòóïåíþ 1 d : Ω → Ω. Ïàðà (Ω, d) íàçèâà¹òüñÿ ãðàäóéîâàíîþ

äèôåðåíöiàëüíîþ àëãåáðîþ, ÿêùî d2 = 0 i

d(ω′ · ω′′) = dω′ · ω′′ + (−1)nω′ · dω′′, ω′ ∈ Ωn, ω
′′ ∈ Ω.

Äèôåðåíöiàëüíèì ÷èñëåííÿì íàä àëãåáðîþ F íàçèâà¹òüñÿ ãðàäóéîâà-

íà àëãåáðà (Ω, d) òàêà, ùî Ω0 = F i Ω ãåíåðîâàíà Ω0 ⊕ dΩ0.

Ïðèïóñòèìî äèôåðåíöiàëüíå ÷èñëåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó (M,d) íàä F

çàäàíèì. Âíàñëiäîê âèçíà÷åííÿ, âiäïîâiäíå óíiâåðñàëüíå äèôåðåíöiàëüíå

÷èñëåííÿ (Ωuniv, duniv) íàä öi¹þ àëãåáðîþ ïîâèííå ìàòè òàêi âëàñòèâîñòi:

1. Ωuniv
1 = M ;

2. duniv|F = d;
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3. äëÿ áóäü-ÿêîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ (Ω′, d′) íàä F , ùî çàäîâîëü-

íÿ¹ äâîì ïîïåðåäíiì âèìîãàì, (Ω′1 = M , d′|F = d), iñíó¹ ãîìîìîðôiçì

äèôåðåíöiàëüíèõ ãðàäóéîâàíèõ àëãåáð Ωuniv → Ω′, ùî ¹ òîòîæíiì çà

îáìåæåííÿ íà Ωuniv
0 ⊕ Ωuniv

1 .

Ðîçãëÿíåìî àëãåáðó Õîïôà A i A-ìîäóëüíó àëãåáðó F . Äèôåðåíöiàëü-

íå ÷èñëåííÿ (Ω, d) íàçèâà¹òüñÿ êîâàðiàíòíèì, ÿêùî Ω ¹ A-ìîäóëüíîþ àë-

ãåáðîþ, à d ¹ åíäîìîðôiçìîì A-ìîäóëÿ Ω. ßê âiäîìî [103, ñòîð. 463�464],

iñíó¹ ¹äèíå ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó äèôåðåíöiàëüíå ÷èñëåííÿ; âîíî ¹

êîâàðiàíòíèì, ÿêùî òàêèì ¹ âiäïîâiäíå äèôåðåíöiàëüíå ÷èñëåííÿ ïåðøîãî

ïîðÿäêó.

Çàóâàæåííÿ. Ðîçãëÿíóòå íàìè ïîíÿòòÿ êîâàðiàíòíîñòi ¹ áiëüø çà-

ãàëüíèì, íiæ òàêå â [103], äå âñi Uqg-ìîäóëi ââàæàþòüñÿ Uqg-ñêií÷åííèìè.

Öÿ âiäìiííiñòü íå âïëèâà¹ íà äîâåäåííÿ êîâàðiàíòíîñòi óíiâåðñàëüíîãî

îãîðòóþ÷îãî äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ, âèêëàäåíîãî â [103, ñòîð. 464].

Ó ïîäàëüøîìó ìè îäåðæó¹ìî íèçêó ðåçóëüòàòiâ ñòîñîâíî óíiâåðñàëü-

íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ (Λ(p−)q, d), ùî âiäïîâiäà¹ äèôåðåíöiàëü-

íîìó ÷èñëåííþ ïåðøîãî ïîðÿäêó
(
Λ1(p−)q, d

)
. Çîêðåìà, ìè ïîêàæåìî, ùî

âèìiðíîñòi îäíîðiäíèõ êîìïîíåíò âàãîâèõ Uqg-ìîäóëiâ Λj(p−)q ¹ òàêèìè æ,

ÿê i ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó q = 1.

5.2.3 ÏÁÂ-áàçè i óíiâåðñàëüíà R-ìàòðèöÿ

Íàãàäà¹ìî ñòàíäàðòíi ïîçíà÷åííÿ i äåÿêi äîáðå âiäîìi ðåçóëüòàòè.

Íåõàé h, n+, n− � ïiäàëãåáðè Ëi â g, ãåíåðîâàíi òâiðíèìè {Hi}i=1,2,...,l,

{Ei}i=1,2,...,l i {Fi}i=1,2,...,l, âiäïîâiäíî. Ó ïîäiáíèé ñïîñiá, íåõàé Uqh,

Uqn
+, Uqn− � ïiäàëãåáðè àëãåáðè Uqg, ãåíåðîâàíi òâiðíèìè {K±1

i }i=1,2,...,l,

{Ei}i=1,2,...,l i {Fi}i=1,2,...,l, âiäïîâiäíî. Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ

Uqn
− ⊗ Uqh⊗ Uqn+ → Uqg, u− ⊗ u0 ⊗ u+ 7→ u−u0u+,

Uqn
+ ⊗ Uqh⊗ Uqn− → Uqg, u+ ⊗ u0 ⊗ u− 7→ u+u0u−

¹ içîìîðôiçìàìè âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ [88, ñòîð. 66].

Ìè ïîáóäó¹ìî áàçè âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ Uqh, Uqn±, ðàçîì iç âiäïîâiä-
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íèìè áàçàìè äëÿ Uqg, ïîäiáíèìè äî áàç Ïóàíêàðå-Áiðêãîôà-Âiòòà. Çðîçóìi-

ëî, ùî åëåìåíòè Kj1
1 K

j2
2 . . . Kjl

l , äå j1, j2, . . . , jl ∈ Z, óòâîðþþòü áàçó â Uqh.
Çàëèøà¹òüñÿ ïîáóäóâàòè áàçè â Uqn+, Uqn−.

Î÷åâèäíî, h∗
∼=−→ Cl, λ 7→ (λ(H1), λ(H2), . . . , λ(Hl)). Ìíîæèíà ôóíäà-

ìåíòàëüíèõ âàã {ωj}j=1,2,...,l óòâîðþ¹ ñòàíäàðòíó áàçó â Cl, i ïðîñòi êîðå-

íi ìàþòü âèãëÿä αj =
l∑

i=1

aijωi. Îáåðåìî íåâèðîäæåíó iíâàðiàíòíó ôîðìó

íà g ó òàêèé ñïîñiá, ùî (αi, αj) = diaij, i, j = 1, 2, . . . , l. Çà öèì ìà¹ìî

(ωi, αj) = diδij.

Ðîçêëàä g = n− ⊕ h⊕ n+ âèçíà÷à¹ âiäïîâiäíèé ðîçêëàä Φ = Φ+ ∪ Φ−

äëÿ ìíîæèíè êîðåíiâ àëãåáðè Ëi g.

Ãðóïà Âåéëÿ W ãåíåðîâàíà ïðîñòèìè âiääçåðêàëåííÿìè si : λ 7→
λ − λ(Hi)αi, i = 1, 2, . . . , l, â h∗. W ¹ ãðóïîþ Êîêñòåðà ç âèçíà÷àëüíèìè

ñïiââiäíîøåííÿìè

s2
i = 1, (sisj)

mij = 1, i 6= j.

Îáåðåìî çâåäåíèé ðîçêëàä w0 = si1si2si3 . . . siM äëÿ íàéäîâøîãî åëåìåíòà

w0 ãðóïè W . Éîìó âiäïîâiäà¹ ëiíiéíå âïîðÿäêóâàííÿ íà Φ+:

β1 = αi1, β2 = si1(αi2), . . . , βM = si1si2 . . . siM−1
(αiM ).

Äëÿ îäåðæàííÿ q-àíàëîãiâ êîðåíåâèõ âåêòîðiâ Eβ1
, Eβ2

, . . . , EβM , ùî âiäïî-

âiäàþòü öèì êîðåíÿì, ìè âèêîðèñòîâó¹ìî àâòîìîðôiçìè T1, T2, . . . , Tl àëãå-

áðè Uqg, çàïðîâàäæåíi Ëþñòèãîì. �õ äiÿ íà òâiðíèõ âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

Ti(Kj) = KjK
−aij
i ,

Ti(Ei) = −FiKi, Ti(Fi) = −K−1
i Ei,

Ti(Ej) =
∑

r+s=−aij

(−1)sq−ri
[s]qi![r]qi!

Es
iEjE

r
i , i 6= j,

Ti(Fj) =
∑

r+s=−aij

(−1)sqri
[s]qi![r]qi!

F r
i FjF

s
i , i 6= j.

(5.2.3)

Òóò [n]q! = [1]q[2]q · · · [n]q, [n]q = qn−q−n
q−q−1 . Âíàñëiäîê (5.2.3), Ti ïåðåñòàâëÿ¹



160

âàãîâi ïiäïðîñòîðè: Ti(Uqg)λ = (Uqg)si(λ), äå

(Uqg)λ =
{
ξ ∈ Uqg

∣∣∣KiξK
−1
i = qλii ξ

}
, λ = (λ1, λ2, . . . , λl) ∈ Zl.

Ëþñòèãîì áóëî äîâåäåíî, ùî öi àâòîìîðôiçìè çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøå-

ííÿì êîñ:

TiTjTi · · ·︸ ︷︷ ︸
mij

= TjTiTj · · ·︸ ︷︷ ︸
mij

, i 6= j

(÷èñëî ìíîæíèêiâ ç êîæíîãî áîêó äîðiâíþ¹ mij).

Âèçíà÷èìî �q-àíàëîãè êîðåíåâèõ âåêòîðiâ� òàê:

Eβk =

Ti1Ti2Ti3 . . . Tik−1
(Eik), k ≥ 2

Ei1, k = 1
,

Fβk =

Ti1Ti2Ti3 . . . Tik−1
(Fik), k ≥ 2

Fi1, k = 1
.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò òàêîæ íàëåæèòü Ëþñòèãó.

Òâåðäæåííÿ 5.2.1. Ìîíîìè Ej1
β1
Ej2
β2
. . . EjM

βM
, j1, j2, . . . jM ∈ Z+, óòâîðþ-

þòü áàçó â Uqn+, à ìîíîìè F jM
βM
F
jM−1

βM−1
. . . F j1

β1
, j1, j2, . . . jM ∈ Z+, óòâîðþ-

þòü áàçó â Uqn−.

Íàâåäåìî êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ, îäåðæàíi Ëåâåíäîðñüêèì [21,

ñòîð. 261].

Òâåðäæåííÿ 5.2.2.

1. Äëÿ âñiõ i < j

EβiEβj − q(βi,βj)EβjEβi =
∑

m∈ZM+

C ′m(q) · Em,

FβiFβj − q−(βi,βj)FβjFβi =
∑

m∈ZM+

C ′′m(q) · Fm,

äå m = (m1,m2, . . . ,mM), Em = Em1

β1
Em2

β2
. . . EmM

βM
, Fm =

FmM

βM
F
mM−1

βM−1
. . . Fm1

β1
. Êîåôiöi¹íòè C ′m(q), C ′′m(q) ìîæóòü áóòè íåíó-

ëüîâèìè ëèøå ÿêùî m1 = m2 = . . . = mi = 0 i mj = mj+1 = . . . =

mM = 0.
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2. C ′m(q), C ′′m(q) ∈ Q(q), i öi ôóíêöi¨ íå ìàþòü ïîëþñiâ â (0, 1].

Íàñëiäîê 5.2.3. Àëãåáðà Uqg ¹ îáëàñòþ öiëiñíîñòi.

Íàñëiäîê 5.2.4. Ìîíîìè EjM
βM
E
jM−1

βM−1
. . . Ej1

β1
, j1, j2, . . . jM ∈ Z+, óòâîðþ-

þòü áàçó â Uqn+, à ìîíîìè F j1
β1
F j2
β2
. . . F jM

βM
, j1, j2, . . . jM ∈ Z+, óòâîðþþòü

áàçó â Uqn−.

Ðîçãëÿíåìî àëãåáðè Õîïôà Uqb
+, Uqb

−, ãåíåðîâàíi òâiðíèìè

{K±1
i , Ei}i=1,2,...,l i {K±1

i , Fi}i=1,2,...,l, âiäïîâiäíî. Uqg-ìîäóëi, ùî ðîçãëÿäàþ-

òüñÿ ó öüîìó ïiäðîçäiëi, ¹ âàãîâèìè i Uqb+-ñêií÷åííèìè: dim(Uqb
+ · v) <∞

äëÿ êîæíîãî âåêòîðà v.

Íà¨âíà ïåðåñòàíîâêà òåíçîðíèõ ìíîæíèêiâ

σV ′,V ′′ : V ′ ⊗ V ′′ → V ′′ ⊗ V ′, σV ′,V ′′ : v′ ⊗ v′′ 7→ v′′ ⊗ v′

âçàãàëi íå ¹ ìîðôiçìîì Uqg-ìîäóëiâ. Â. Ã. Äðiíôåëüä çàïðîâàäèâ ïîíÿòòÿ

óíiâåðñàëüíî¨ R-ìàòðèöi i çàñòîñóâàâ éîãî äëÿ âèçíà÷åííÿ ëiíiéíèõ âiä-

îáðàæåíü ŘV ′,V ′′ : V ′ ⊗ V ′′ → V ′′ ⊗ V ′, ùî âiäiãðàþòü ðîëü ïåðåñòàíîâîê

σV ′,V ′′ â òåîði¨ Uqg-ìîäóëiâ: ŘV ′,V ′′ ¹ îáîðîòíèì i âèÿâëÿ¹òüñÿ ìîðôiçìîì

Uqg-ìîäóëiâ.

Òâåðäæåííÿ 5.2.5. Íåõàé V ′, V ′′, W ′, W ′′ � âàãîâi Uqb+-ñêií÷åííi Uqg-

ìîäóëi i f ′ : V ′ → W ′, f ′′ : V ′′ → W ′′ � ìîðôiçìè Uqg-ìîäóëiâ.

1. Ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ ŘV ′,V ′′ ¹ îáîðîòíèì ìîðôiçìîì Uqg-ìîäóëiâ.

2. (f ′′ ⊗ f ′) · ŘV ′,V ′′ = ŘW ′,W ′′ · (f ′ ⊗ f ′′).

Òâåðäæåííÿ 5.2.6. Íåõàé V , V ′, V ′′ � âàãîâi Uqb+-ñêií÷åííi Uqg-ìîäóëi.

1. ŘV ′⊗V ′′,V =
(
ŘV ′,V ⊗ idV ′′

) (
idV ′ ⊗ŘV ′′,V

)
,

2. ŘV,V ′⊗V ′′ =
(
idV ′ ⊗ŘV,V ′′

) (
ŘV,V ′ ⊗ idV ′′

)
,

3. ŘV,C = ŘC,V = idV .

Íàãàäà¹ìî ÿâíèé âèãëÿä äëÿ ŘV ′,V ′′. Ìè çàñòîñó¹ìî q-àíàëîãè êîðåíå-

âèõ âåêòîðiâ Eβi, Fβi, i = 1, 2, . . . ,M . Íåõàé

expq(t) =
∞∑
i=0

(
i∏

j=1

1− q
1− qj

)
ti, qβ = q

(β,β)
2 , β ∈ Φ+.
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Ðîçãëÿíåìî äîáóòîê

R =
x∏

β∈Φ+

expq2
β

((
q−1
β − qβ

)
Eβ ⊗ Fβ

)
q−t0, (5.2.4)

äå t0 ∈ h⊗ h âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

(λ, µ) = λ⊗ µ(t0), λ, µ ∈ h∗,

à ìíîæíèêè çàïèñàíî ó ïîðÿäêó ñïàäàííÿ iíäåêñiâ êîðåíiâ β:

expq2
βM

((
q−1
βM
− qβM

)
EβM ⊗ FβM

)
. . . expq2

β1

((
q−1
β1
− qβ1

)
Eβ1
⊗ Fβ1

)
q−t0.

Òâåðäæåííÿ 5.2.7 ([101, 117]). Íåõàé V ′, V ′′ � âàãîâi Uqb+-ñêií÷åííi

Uqg-ìîäóëi i RV ′,V ′′ : V ′ ⊗ V ′′ → V ′ ⊗ V ′′ � ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, ùî

âèçíà÷åíå ïðàâîþ ÷àñòèíîþ (5.2.4). Òîäi

ŘV ′,V ′′ = σV ′,V ′′ ·RV ′,V ′′.

Çàçíà÷èìî, ùî t0 =
∑
k

Ik⊗Ik
(Ik,Ik) äëÿ áóäü-ÿêî¨ îðòîãîíàëüíî¨ áàçè

{Ij}j=1,2,...,l ïðîñòîðó h ∼= h∗.

Íàãàäà¹ìî âiäîìîñòi ïðî ìîäóëi Âåðìà òà ñêií÷åííîâèìiðíi âàãîâi Uqg-

ìîäóëi (âîíè íàçèâàþòüñÿ Uqg-ìîäóëÿìè òèïó 1). Çàçíà÷èìî, ùî

P ∼= Zl, P+
∼= Zl+, Q =

l⊕
i=1

Zαi, Q+ =
l⊕

i=1

Z+αi.

Íåõàé λ ∈ P . ßê i â êëàñè÷íîìó âèïàäêó q = 1, ìîäóëü Âåðìà M(λ)

ìîæå áóòè îïèñàíèé ó òåðìiíàõ éîãî òâiðíî¨ v(λ) òà ñïiââiäíîøåíü

Eiv(λ) = 0, K±1
i v(λ) = q±λii v(λ), i = 1, 2, . . . , l. (5.2.5)

Âàãîâi âåêòîðè vJ(λ) = F jM
βM
F
jM−1

βM−1
. . . F j1

β1
v(λ), J = (j1, j2, . . . , jM) ∈

ZM+ , óòâîðþþòü áàçó âåêòîðíîãî ïðîñòîðóM(λ). ÒîìóM(λ) � âàãîâèé Uqg-

ìîäóëü, â ÿêîìó âèìiðíîñòi âàãîâèõ ïiäïðîñòîðiâ òàêi æ, ÿê i â êëàñè÷íîìó

âèïàäêó q = 1.

Ìîäóëü Âåðìà M(λ) ìiñòèòü íàéáiëüøèé âëàñíèé ïiäìîäóëü K(λ);

î÷åâèäíî, ùî ôàêòîð-ìîäóëü L(λ) = M(λ)/K(λ) ¹ ïðîñòèì.
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L(λ) ñêií÷åííîâèìiðíèé òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè λ ∈ P+. Ó öüîìó

âèïàäêó L(λ) ¹ ¹äèíèì âëàñíèì ñêií÷åííîâèìiðíèì ôàêòîð-ìîäóëåì, i ïðè

öüîìó L(λ) ìà¹ îïèñ ó òåðìiíàõ éîãî òâiðíî¨ v(λ), ñïiââiäíîøåíü (5.2.5),

ðàçîì iç äîäàòêîâèìè ñïiââiäíîøåííÿìè F λi+1
i v(λ) = 0, i = 1, 2, . . . , l.

Ïðîñòi âàãîâi Uqg-ìîäóëi L(λ), λ ∈ P+, ïîïàðíî íåiçîìîðôíi, i êîæíèé

ïðîñòèé âàãîâèé ñií÷åííîâèìiðíèé Uqg-ìîäóëü içîìîðôíèé îäíîìó ç íèõ.

Òâåðäæåííÿ 5.2.8 (äèâ. [88], ñòîð. 76�77). Äëÿ áóäü-ÿêîãî íåíóëüî-

âîãî åëåìåíòó ξ ∈ Uqg iñíó¹ λ ∈ P+ ∩Q òàêà, ùî ξL(λ) 6= 0.

Òâåðäæåííÿ 5.2.9 ([88], ñòîð. 81). Ñiìåéñòâî âàã äëÿ L(λ) òà ¨õ êðà-

òíîñòi çàëèøàþòüñÿ íåçìiííèìè ïðè ïåðåõîäi âiä Ug äî Uqg, òîáòî âiä

êëàñè÷íîãî âèïàäêó äî êâàíòîâîãî.

Òâåðäæåííÿ 5.2.10 ([88], ñòîð. 82). Êîæåí âàãîâèé ñêií÷åííîâèìið-

íèé Uqg-ìîäóëü ¹ íàïiâïðîñòèì.

Ç öèõ ðåçóëüòàòiâ âèïëèâà¹, ùî L(λ) ⊗ L(µ) ≈
∑
ν∈P+

cνλµL(ν) äëÿ âñiõ

λ, µ ∈ P+, i ïðè öüîìó êðàòíîñòi cνλµ ìîäóëÿ L(ν) â L(λ) ⊗ L(µ) ¹ òàêèìè

æ, ÿê i â êëàñè÷íîìó âèïàäêó q = 1.

Íåõàé P ν
λµ � ïðîåêöiÿ â L(λ) ⊗ L(µ) íà içîòèïi÷íó êîìïîíåíòó, ùî ¹

êðàòíîþ L(ν), ïàðàëåëüíî ñóìi âñiõ iíøèõ içîòèïi÷íèõ êîìïîíåíò.

Òâåðäæåííÿ 5.2.11 ([34], ñòîð. 39). Äëÿ âñiõ λ, µ ∈ P+

ŘL(µ),L(λ)ŘL(λ),L(µ) =
⊕
ν∈P+

q(λ,λ+2ρ)+(µ,µ+2ρ)−(ν,ν+2ρ)P ν
λµ. (5.2.6)

Íèæ÷å ïîäàíî ñõåìó ñòàíäàðòíîãî ìåòîäó çâåäåííÿ äåÿêèõ çàäà÷ ùîäî

Uqg-ìîäóëiâ äî ïðîáëåì êëàñè÷íî¨ òåîði¨ Ug-ìîäóëiâ.

Ãîëîâíå ñïîñòåðåæåííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî áàãàòî âëàñòèâîñòåé Uqg-

ìîäóëiâ ìîæóòü áóòè ñôîðìóëüîâàíi i äîâåäåíi â òåðìiíàõ ¨õ âèäiëåíèõ

ïiäìîäóëiâ íàä êiëüöåì A = Q[q1/s, q−1/s] ïîëiíîìiâ Ëîðàíà çìiííî¨ q1/s ç

ðàöiîíàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Äiéñíî, ðîçãëÿíåìî A-ïiäàëãåáðó UA â Uqg,

ãåíåðîâàíó K±1
i , Ei, Fi, hi =

Ki−K−1
i

qi−q−1
i

, i = 1, 2, . . . , l. ßê âiäîìî ç [22], ïåðåëiê



164

âèçíà÷àëüíèõ ñïiââiäíîøåíü ìiæ öèìè òâiðíèìè ìîæå áóòè âèâåäåíèé çi

ñòàíäàðòíîãî ïåðåëiêó ñiïââiäíîøåíü äëÿ Uqg øëÿõîì çàìiíè â îñòàííiõ

ñïiââiäíîøåííÿ EiFj−FjEi = δij
Ki−K−1

i

qi−q−1
i

íà EiFj−FjEi = δijhi òà äîäàâàííÿ

ñïiââiäíîøåííÿ

(qi − q−1
i )hi = Ki −K−1

i , i = 1, 2, . . . , l.

Çðîçóìiëî, ùî A-ïiäàëãåáðà UA óñïàäêîâó¹ ñòðóêòóðó àëãåáðè Õîïôà.

Ðîçãëÿíåìî ãîìîìîðôiçìè j : UA → Ug, i : UA → Uqg, çàäàíi ÷åðåç

j(K±1
i ) = 1, j(Ei) = Ei, j(Fi) = Fi, j(hi) = Hi,

i(K±1
i ) = K±1

i , i(Ei) = Ei, i(Fi) = Fi, i(hi) =
Ki −K−1

i

qi − q−1
i

,

äå i = 1, 2, . . . , l.

Ïåðøèé ãîìîìîðôiçì äà¹ ìîæëèâiñòü çàñòîñîâóâàòè êëàñè÷íó òåîðiþ

Ug-ìîäóëiâ äî âèâ÷åííÿ UA-ìîäóëiâ, à äðóãèé äà¹ ìîæëèâiñòü ïåðåíåñåííÿ

ðåçóëüòàòiâ ùîäî UA-ìîäóëiâ íà Uqg-ìîäóëi.

5.2.4 Òâiðíi òà âèçíà÷àëüíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ àëãåáðè

C[p−]qC[p−]qC[p−]q

Ãîëîâíi ðåçóëüòàòè öüîãî ïóíêòó îäåðæàíî Ãåêåíáåðãåðîì i Êîëáîì â

[75]. Äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè öüîãî ïóíêòó ¹ íîâèìè i áóäóòü âèêîðèñòàíi ó

ïîäàëüøîìó.

Ðîçïî÷íåìî ç äîáðå âiäîìèõ âëàñòèâîñòåé ãðóïè Âåéëÿ W . Íåõàé

S = {1, 2, . . . , l} \ {l0} i WS ⊂ W � ïiäãðóïà, ãåíåðîâàíà ïðîñòèìè âiä-

äçåðêàëåííÿìè si, i ∈ S. Äàëi, âèçíà÷èìî

W S = {w ∈ W | l(vw) ≥ l(w) äëÿ âñiõ v ∈ WS}.

Êîñòàíòîì áóëî ïîêàçàíî [110], ùî áóäü-ÿêèé åëåìåíò w ∈ W ïðèïóñêà¹

¹äèíèé ðîçêëàä âèãëÿäó w = wS · wS, äå wS ∈ WS, wS ∈ W S, i l(w) =

l(wS) + l(wS). Çîêðåìà, òàêèé ðîçêëàä ìà¹ ìiñöå äëÿ íàéäîâøîãî åëåìåíòó

w0 ãðóïè Âåéëÿ W :

w0 = w0,S · wS0 , l(w0) = l(w0,S) + l(wS0).
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Çà òàêèõ ïîçíà÷åíü, w0,S ¹ íàéäîâøèì åëåìåíòîì ïiäãðóïè WS. Çàôi-

êñó¹ìî çâåäåíi ðîçêëàäè

w0,S = si1si2 . . . siM ′ , wS0 = siM ′+1
siM ′+2

. . . siM .

�õ êîíêàòåíàöiÿ w0 = si1si2 . . . siM óòâîðþ¹ çâåäåíèé ðîçêëàä äëÿ w0.

Âèêîðèñòà¹ìî éîãî äëÿ ïîáóäîâè áàçè â Uqg. Àëãåáðà Uqg ¹ âiëüíèì

ïðàâèì Uqq
+-ìîäóëåì iç áàçîþ F jM

βM
F
jM−1

βM−1
. . . F

jM ′+1

βM ′+1
, (jM , jM−1, . . . , jM ′+1) ∈

ZM−M ′+ . Îòæå, ìà¹ìî

Òâåðäæåííÿ 5.2.12. Íåõàé λ ∈ P+ i {v1, v2, . . . , vd} � áàçà âåêòîðíîãî

ïðîñòîðó L(q+, λ). Òîäi îäíîðiäíi åëåìåíòè

F jM
βM
F
jM−1

βM−1
. . . F

jM ′+1

βM ′+1
vi, jk ∈ Z+, i ∈ {1, 2, . . . , d}, (5.2.7)

óòâîðþþòü áàçó ãðàäóéîâàíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó N(q+, λ).

Îäíîðiäíiñòü åëåìåíòiâ (5.2.7) âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî Fβ � âàãîâi âåêòîðè

Uqg-ìîäóëÿ Uqg, ÷è¨ âàãè ¹ òàêèìè æ, ÿê i ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó.

Íåõàé Uqk ⊂ Uqg � ïiäàëãåáðà Õîïôà, ãåíåðîâàíà òâiðíèìè

{Ei, Fi}i6=l0 ∪ {K±1
j }j=1,2,...,l.

Íàñëiäîê 5.2.13. Îäíîðiäíi êîìïîíåíòè ãðàäóéîâàíîãî âåêòîðíîãî ïðî-

ñòîðó N(q+, λ) ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèìè âàãîâèìè Uqk-ìîäóëÿìè. Êðàòíî-

ñòi âàã äëÿ öèõ Uqk-ìîäóëiâ i ¨õ âèìiðíîñòi ¹ òàêèìè æ, ÿê i â êëàñè-

÷íîìó âèïàäêó q = 1.

Àëãåáðà C[p−]q ¹ îáëàñòþ öiëiñíîñòi, i îäíîðiäíà êîìïîíåíòà C[p−]q,1

ãåíåðó¹ C[p−]q, äèâ. [75]. Ìè çíàéäåìî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ öèìè òâiðíèìè.

Âèçíà÷åííÿ ìíîæåííÿ m : C[p−]q → C[p−]q, m : f1 ⊗ f2 7→ f1f2, ìà¹

íàñëiäêîì ñïiââiäíîøåííÿ

ϕψ = mŘC[p−]q,C[p−]q(ϕ⊗ ψ), ϕ, ψ ∈ C[p−]q. (5.2.8)

Öå ìà¹ ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê êîìóòàòèâíiñòü äëÿ C[p−]q ó ñïëåòåíié òåíçîðíié

êàòåãîði¨ âàãîâèõ Uqb−-ñêií÷åííèõ Uqg-ìîäóëiâ (äèâ. Äîäàòîê A.4 òà [139]).
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Íåõàé L � ÿäðî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ

C[p−]q,1 ⊗ C[p−]q,1 → C[p−]q,2, ϕ⊗ ψ 7→ ϕψ −mŘC[p−]q,C[p−]q(ϕ⊗ ψ).

Ó êëàñè÷íîìó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó q = 1 öå ¹ ïiäïðîñòîðîì óñiõ àíòèñè-

ìåòðè÷íèõ òåíçîðiâ.

Íåõàé Uqkss ⊂ Uqg � ïiäàëãåáðà Õîïôà, ãåíåðîâàíà òâiðíèìè

{K±1
j , Ej, Fj}j 6=l0. Âíàñëiäîê (5.2.8) mL = 0. Iíøèìè ñëîâàìè, åëåìåíòè

L ¹ êâàäðàòè÷íèìè ñïiââiäíîøåííÿìè. Ìè ïîäàìî îïèñ öüîãî ïiäïðîñòî-

ðó ó òåðìiíàõ ìîðôiçìó Uqk-ìîäóëiâ R̃C[p−]q,1,C[p−]q,1 : C[p−]q,1 ⊗ C[p−]q,1 →
C[p−]q,1 ⊗ C[p−]q,1, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ äi¹þ óíiâåðñàëüíî¨ R-ìàòðèöi àëãåáðè

Õîïôà Uqkss iç ïîäàëüøîþ �íà¨âíîþ� ïåðåñòàíîâêîþ òåíçîðíèõ ìíîæíèêiâ.

Ìè ïåðåäáà÷à¹ìî çäiéñíåííÿ ÷èñëåííèõ ïåðåõîäiâ ìiæ êâàíòîâèì òà

êëàñè÷íèì âèïàäêàìè. Áóäå çðó÷íèì òèì÷àñîâî çàìiíèòè îñíîâíå ïîëå

C(q
1
s ) ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, íàòîìiñòü ïðèïóñêàþ÷è, ùî q ∈ (0, 1).

Òàêi q íå ¹ êîðåíÿìè ç îäèíèöi.

Òâåðäæåííÿ 5.2.14. Iñíó¹ ¹äèíå âiä'¹ìíå âëàñíå ÷èñëî ëiíiéíîãî îïåðà-

òîðà R̃C[p−]q,1,C[p−]q,1. Öå âëàñíå ÷èñëî äîðiâíþ¹ −q
4

(H0,H0) , à éîãî êðàòíiñòü

äîðiâíþ¹ dim p−(dim p−−1)
2 .

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè C[p−]q,1 ãåíåðó¹ àëãåáðó C[p−]q i dimC[p−]q,2 =
dim p−(dim p−+1)

2 , ìà¹ìî

dimL ≤ dim p−(dim p− − 1)

2
.

Òîìó áàæàíå òâåðäæåííÿ ¹ íàñëiäêîì íàñòóïíèõ ëåì.

Ëåìà 5.2.15. L ìiñòèòü âñi âëàñíi âåêòîðè îïåðàòîðà R̃C[p−]q,1,C[p−]q,1 ç

âiä'¹ìíèìè âëàñíèìè ÷èñëàìè.

Ëåìà 5.2.16. Âèìiðíiñòü âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó îïåðàòîðà R̃C[p−]q,1,C[p−]q,1,

ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó −q
4

(H0,H0) , íå ìåíøà, íiæ dim p−(dim p−−1)
2 .

Äîâåäåííÿ Ëåìè 5.2.15. Íåõàé L′ � ñïåêòðàëüíèé ïiäïðîñòið îïåðà-

òîðà R̃C[p−]q,1,C[p−]q,1, ùî âiäïîâiäà¹ íåãàòèâíié íàïiâîñi (−∞, 0). Çðîçóìiëî,
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ùî L i L′ � Uqk-ïiäìîäóëi, îòæå äîñèòü äîâåñòè, ùî L ⊃ L′. Ó êëàñè÷íîìó

âèïàäêó q = 1 êðàòíîñòi ïðîñòèõ âàãîâèõ Uk-ìîäóëiâ â (p−)∗⊗ (p−)∗ íå ïå-

ðåâèùóþòü 1, îñêiëüêè âàãîâi ïiäïðîñòîðè Uk-ìîäóëÿ p− îäíîâèìiðíi [194].

Îòæå, ç îãëÿäó íà Òâåðäæåííÿ 5.2.9, öi êðàòíîñòi äîðiâíþþòü 1 òàêîæ i

â êâàíòîâîìó âèïàäêó. Òîìó ïiäïðîñòîðè L i L′ âèçíà÷àþòüñÿ âiäïîâiäíèì
Uqk-ñïåêòðîì, òîáòî ìíîæèíàìè ñòàðøèõ âàã ñâî¨õ ïðîñòèõ Uqk-ïiäìîäóëiâ.

Ó âèïàäêó q = 1 öi ìíîæèíè ñòàðøèõ âàã ñïiâïàäàþòü. Çàëèøà-

¹òüñÿ äîñëiäèòè ¨õ çàëåæíiñòü âiä q ∈ (0, 1]. Âíàñëiäîê (5.2.6), ñïåêòð

R̃C[p−]q,1,C[p−]q,1 ìiñòèòüñÿ íà äiéñíié îñi i íå ìiñòèòü 0. Îòæå, àíàëiòè÷íà

çàëåæíiñòü ñïåêòðàëüíîãî ïðîåêòîðà, ùî âiäïîâiäà¹ íåãàòèâíié íàïiâîñi, ¹

íàñëiäêîì àíàëiòè÷íî¨ çàëåæíîñòi ñàìîãî îïåðàòîðà R̃C[p−]q,1,C[p−]q,1.

Äîñëiäèìî çàëåæíiñòü âiä q îïåðàòîðiâ Ej, Fj, j 6= l0, Hi, i =

1, 2, . . . , l, ùî äiþòü â L, i îïåðàòîðà R̃C[p−]q,1,C[p−]q,1. Äëÿ öüîãî îáåðåìî áàçó

âàãîâèõ âåêòîðiâ â C[p−]q, ùî ¹ äóàëüíîþ äî áàçè, ïîäàíî¨ â Òâåðäæåí-

íi 5.2.12. Ó òàêèé æå ñïîñiá îäåðæó¹ìî áàçè â C[p−]q,1, C[p−]q,1 ⊗ C[p−]q,1,

C[p−]q,2. Áàæàíå òâåðäæåííÿ L ⊃ L′ âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî ìàòðè-

÷íi åëåìåíòè îïåðàòîðiâ m i R̃C[p−]q,1,C[p−]q,1 âiäíîñíî çàçíà÷åíèõ âèùå áàç

çàëåæàòü àíàëiòè÷íî âiä q ∈ (0, 1]. �

Äîâåäåííÿ Ëåìè 5.2.16. Ðîçãëÿíåìî ïiäïðîñòið

L̃ =
{
a ∈ N(q+,−αl0)−1 ⊗N(q+,−αl0)−1

∣∣∣ ŘN(q+,−αl0),N(q+,−αl0)a = −a
}
.

Äîñèòü äîâåñòè íåðiâíiñòü

dim L̃ ≥ dim p−(dim p− − 1)

2
. (5.2.9)

Äiéñíî, îáìåæåííÿ Ř ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ŘN(q+,−αl0),N(q+,−αl0) íà ïiä-

ïðîñòið N(q+,−αl0)−1⊗N(q+,−αl0)−1 âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä R̃C[p−]q,1,C[p−]q,1 ëèøå

ñêàëÿðíèì ìíîæíèêîì q−
4

(H0,H0) (ïðè ïîðiâíÿííi óíiâåðñàëüíèõ R-ìàòðèöü

äëÿ àëãåáð Õîïôà Uqg i Uqkss ìè âèêîðèñòîâó¹ìî çâåäåíèé ðîçêëàä äëÿ

w0 ∈ W íàâåäåíèé âèùå).

Äëÿ äîâåäåííÿ (5.2.9), ðîçãëÿíåìî ìîðôiçìè Uqg-ìîäóëiâ

N(q+, wρ− ρ)→ N(q+,−αl0)⊗N(q+,−αl0), w ∈ W S & l(w) = 2,
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i îáðàçè îäíîðiäíèõ êîìïîíåíò N(q+, w−1ρ− ρ)−2. Äîñèòü äîâåñòè, ùî ñó-

ìà îáðàçiâ ìà¹ âèìiðíiñòü dim p−(dim p− − 1)/2, i ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

ŘN(q+,−αl0),N(q+,−αl0), îáìåæåíå íà êîæåí ç íèõ, ¹ −1.

Ìè ïîòðåáó¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò Êîñòàíòà [110, ñòîð. 359�360],

[151, ñòîð. 348], ç r = 2.

Ëåìà 5.2.17. Ðîçãëÿíåìî Uk-ìîäóëü (p−)∧r, r = 1, 2, . . . , dim p−. Éîãî içî-

òèïi÷íi êîìïîíåíòè ¹ ïðîñòèìè Uk-ìîäóëÿìè ç îäíîâèìiðíèìè âàãîâè-

ìè ïiäïðîñòîðàìè, i ìíîæèíîþ âàã{
wρ− ρ

∣∣ w ∈ W S & l(w) = r
}
.

Àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò òàêîæ ìà¹ ìiñöå äëÿ q ∈ (0, 1), îñêiëüêè

êðàòíîñòi ó ðîçêëàäàõ òåíçîðíèõ äîáóòêiâ çàëèøàþòüñÿ íåçìiííèìè ïðè

ïåðåõîäi âiä êëàñè÷íîãî âèïàäêó q = 1 äî êâàíòîâîãî âèïàäêó [88]. Ç

öüîãî âèïëèâà¹ áàæàíà îöiíêà äëÿ âèìiðíîñòi ñóìè îäíîðiäíèõ êîìïî-

íåíò N(q+, wρ − ρ)−2. Çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

ŘN(q+,−αl0),N(q+,−αl0), îáìåæåíå íà îáðàç áóäü-ÿêîãî ìîðôiçìó Uqg-ìîäóëiâ

N(q+, wρ− ρ)→ N(q+,−αl0)⊗N(q+,−αl0), w ∈ W S & l(w) = 2,

¹ −1. Äîñèòü äîâåñòè, ùî öå ±1, îñêiëüêè çàâäÿêè íåïåðåðâíié çàëåæíî-

ñòi âiä q ìè çàëèøà¹ìîñü ó ñïåêòðàëüíîìó ïiäïðîñòîði, ùî âiäïîâiäà¹ íå-

íåãàòèâíié ÷àñòèíi ñïåêòðó.

Ðîçãëÿíåìî áëèæ÷å (5.2.6). Ç äîâåäåííÿ öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ,

âèêëàäåíîãî â [34, ñòîð. 239], âèïëèâà¹, ùî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

ŘN(q+,µ),N(q+,λ)ŘN(q+,λ),N(q+,µ), îáìåæåíå íà îáðàç ìîðôiçìó N(q+, ν) →
N(q+, λ)⊗N(q+, µ), ¹ ìíîæåííÿì íà ñêàëÿð

q(µ,µ+2ρ)+(λ,λ+2ρ)−(ν,ν+2ρ) = q(µ+ρ,µ+ρ)+(λ+ρ,λ+ρ)−(ν+ρ,ν+ρ)−(ρ,ρ).

Ïiäñòàâëÿþ÷è ó ïðàâó ÷àñòèíó λ = µ = −αl0, ν = wρ − ρ, îäåðæó¹ìî 1,

îñêiëüêè âàãè −αl0 = ρ, ν + ρ, ρ íàëåæàòü òié ñàìié îðáiòi ãðóïè W , i òîìó

ìàþòü îäíàêîâó äîâæèíó. �

Òâåðäæåííÿ 5.2.18. C[p−]q ¹ êâàäðàòè÷íîþ àëãåáðîþ ç ïðîñòîðîì òâið-

íèõ C[p−]q,1 i ïðîñòîðîì ñïiââiäíîøåíü L.
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Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòè÷íó àëãåáðó F = T (C[p−]q,1)/(L),

iç ïðîñòîðîì òâiðíèõ C[p−]q,1 i ïðîñòîðîì ñïiââiäíîøåíü L. Ïðèðîäíèé ãî-
ìîìîðôiçì ãðàäóéîâàíèõ àëãåáð I : F → C[p−]q ¹ ñþð'¹êòèâíèì, îñêiëüêè

C[p−]q,1 ãåíåðó¹ C[p−]q. Ií'¹êòèâíiñòü I ¹ íàñëiäêîì òîãî ôàêòó, ùî âèìið-

íîñòi ãðàäóéîâàíèõ êîìïîíåíò ñïiâïàäàþòü:

dimC[p−]q,j =

(
j + dim p− − 1

dim p− − 1

)
, dimFj =

(
j + dim p− − 1

dim p− − 1

)
. (5.2.10)

Ïåðøà ðiâíiñòü ó (5.2.10) âèâîäèòñÿ ðîçãëÿäîì ìîíîìiàëüíî¨ áàçè (5.2.7) â

N(q+, 0), à äðóãà � ìîíîìiàëüíî¨ áàçè â F , îïèñàíî¨ íèæ÷å.

ßê i â êëàñè÷íîìó âèïàäêó q = 1, âàãè Uqk-ìîäóëÿ C[p−]q,1 ìà-

þòü âèãëÿä −αl0 −
∑
i6=l0

niαi, i âñi âàãîâi ïiäïðîñòîðè îäíîâèìiðíi. Çà-

ïðîâàäèìî ëiíiéíå âïîðÿäêóâàííÿ íà ìíîæèíi âàã öüîãî Uqk-ìîäóëÿ,

ùî âiäïîâiäà¹ ëåêñèêîãðàôi÷íîìó âïîðÿäêóâàííþ íà ìíîæèíi ñòðîê

(−n1,−n2, · · · ,−nl0−1,−1,−nl0+1, · · · ,−nl), óòâîðåíèõ êîåôiöi¹íòàìè ðîç-

êëàäó íà ïðîñòi êîðåíi. Îáåðåìî áàçó {z1, z2, · · · , zdim p−} âàãîâèõ âåêòîðiâ
â C[p−]q,1, äóàëüíó äî ìîíîìiàëüíî¨ áàçè â N(q+, 0)−1, i âèçíà÷èìî âïîðÿä-

êóâàííÿ íà ¨¨ åëåìåíòàõ, ùî âiäïîâiäà¹ çðîñòàííþ âàã. Ç îãëÿäó íà (5.2.4),

ëåãêî äîâåñòè, ùî òåíçîðè zi⊗zj+q−
4

(HS,HS)
∑
k<m

R̃km
ij zk⊗zm, i > j, óòâîðþþòü

íåêîìóòàòèâíó áàçó Ãðüîáíåðà, òîìó{
zj11 z

j2
2 z

j3
3 . . . z

jdim p−

dim p−

∣∣∣ j1 < j2 < . . . < jdim p−

}
(5.2.11)

óòâîðþþòü áàçó â F [10]. �

Çàóâàæåííÿ. Ó áàçi (5.2.11), äiÿ òâiðíèõ Ei, Fi, K±1
i çàäà¹òüñÿ ìà-

òðèöÿìè, ÷è¨ åëåìåíòè íàëåæàòü ïîëþ ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié Q(q) i íå

ìàþòü ïîëþñiâ â òî÷êàõ q ∈ (0, 1]. Öå ¹ íàñëiäêîì âèçíà÷åíü i Òâåðäæåííÿ

5.2.2.

5.2.5 Äèôåðåíöiàëüíå ÷èñëåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó

Ó ïóíêòi 5.2.2 âèçíà÷åíî C[p−]q-áiìîäóëü Λ1(p−)q 1-ôîðì íà êâàí-

òîâîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði p−, ðàçîì iç äèôåðåíöiàëîì d : C[p−]q →
Λ1(p−)q. Íèæ÷å ïîäàíî îïèñ Λ1(p−)q ó òåðìiíàõ òâiðíèõ i ñïiââiäíîøåíü;
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çâiäêè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî Λ1(p−)q ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ìíîæèíè

{f1df2f3| f1, f2, f3 ∈ C[p−]q}.
Ïîäèâèìîñü íà ïðîáëåìó ó áiëüø çàãàëüíîìó êîíòåêñòi. Ìè ïîáóäó¹ìî

êâàíòîâi àíàëîãè ïîøàðîâèõ ëiíiéíèõ ôóíêöié íà ïðîñòîðàõ ãîëîìîðôíèõ

âåêòîðíèõ ðîçøàðóâàíü. Ó âèïàäêó äîòè÷íîãî ðîçøàðóâàííÿ äëÿ p− ó òà-

êèé ñïîñiá âèíèêàþòü 1-ôîðìè.

Íåõàé λ ∈ P+. Ðîçãëÿíåìî òàêi ìîðôiçìè:

4+
left,λ :N(q+, λ)→ N(q+, 0)⊗N(q+, λ),

4+
right,λ :N(q+, λ)→ N(q+, λ)⊗N(q+, 0)

â êàòåãîði¨ Uqgcop-ìîäóëiâ, âèçíà÷åíèõ ñâî¹þ äi¹þ íà òâiðíi:

4+
left,λ :v(q+, λ)→ v(q+, 0)⊗ v(q+, λ),

4+
right,λ :v(q+, λ)→ v(q+, λ)⊗ v(q+, 0).

Íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ ¹ áåçïîñåðåäíiìè íàñëiäêàìè âèçíà÷åíü:

(id⊗4+
left,λ)4

+
left,λ = (4+ ⊗ id)4+

left,λ, (5.2.12)

(4+
right,λ ⊗ id)4+

right,λ = (id⊗4+)4+
right,λ (5.2.13)

(ε+ ⊗ id)4+
left,λ = (id⊗ε+)4+

right,λ = id, (5.2.14)

(id⊗4+
right,λ)4

+
left,λ = (4+

left,λ ⊗ id)4+
right,λ. (5.2.15)

Çîêðåìà, îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâà¹ ç

(id⊗4+
right,λ)4

+
left,λv(q+, λ) = v(q+, 0)⊗ v(q+, λ)⊗ v(q+, 0),

(4+
left,λ ⊗ id)4+

right,λv(q+, λ) = v(q+, 0)⊗ v(q+, λ)⊗ v(q+, 0).

Ðîçãëÿíåìî êàòåãîðiþ ãðàäóéîâàíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ i äóàëüíèé

äî N(q+, λ) ïðîñòið Γ(p−, λ)q ó öié êàòåãîði¨. Îáëàøòó¹ìî öåé ïðîñòið ñòðó-

êòóðîþ Uqg-ìîäóëÿ, ðàçîì ç ëiâîþ òà ïðàâîþ äiÿìè àëãåáðè C[p−]q:

mleft,λ
def
= (4+

left,λ)
∗, mright,λ

def
= (4+

right,λ)
∗.

Ñïiââiäíîøåííÿ (5.2.12) � (5.2.15) ìàþòü íàñëiäêîì òàêå

Òâåðäæåííÿ 5.2.19. Äëÿ áóäü-ÿêîãî λ ∈ P+ ãðàäóéîâàíèé âåêòîðíèé

ïðîñòið Γ(p−, λ)q ¹ Uqg-ìîäóëüíèì C[p−]q-áiìîäóëåì.
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Íåõàé N(q+, λ)highest � íàéâèùà îäíîðiäíà êîìïîíåíòà ãðàäóéîâàíîãî

âåêòîðíîãî ïðîñòîðó N(q+, λ) i Phighest � ïðîåêöiÿ â N(q+, λ) íà ïiäïðîñòið

N(q+, λ)highest ïàðàëåëüíî ñóìi âñiõ iíøèõ îäíîðiäíèõ êîìïîíåíò.

Ëåìà 5.2.20. Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ

(id⊗Phighest)4+
left,λ : N(q+, λ)→ N(q+, 0)⊗N(q+, λ)highest,

(Phighest ⊗ id)4+
right,λ : N(q+, λ)→ N(q+, λ)highest ⊗N(q+, 0)

ií'¹êòèâíi.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî òi æ ïîçíà÷åííÿ, ùî é ó ôîðìóëþâàííi

Òâåðäæåííÿ 5.2.12. Ií'¹êòèâíiñòü çàçíà÷åíèõ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü âèïëè-

âà¹ ç òîãî Òâåðäæåííÿ, içîìîðôiçìó N(q+, λ)highest
∼= L(q+, λ) i òîãî ôàêòó,

ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî âàãîâîãî âåêòîðà v ∈ N(q+, λ)highest

(id⊗Phighest)4+
left,λ

(
F jM
βM
F
jM−1

βM−1
. . . F

jM ′+1

βM ′+1
v
)

=

= const′ · F jM
βM
F
jM−1

βM−1
. . . F

jM ′+1

βM ′+1
v(q+, 0)⊗ v,

(Phighest ⊗ id)4+
right,λ

(
F jM
βM
F
jM−1

βM−1
. . . F

jM ′+1

βM ′+1
v
)

=

= const′′ · v ⊗ F jM
βM
F
jM−1

βM−1
. . . F

jM ′+1

βM ′+1
v(q+, 0),

ç íåíóëüîâèìè ñêàëÿðíèìè ìíîæíèêàìè const′, const′′. �

Òâåðäæåííÿ 5.2.21. 1. Áiìîäóëü Γ(p−, λ)q íàä C[p−]q ¹ âiëüíèì ëiâèì

i âiëüíèì ïðàâèì C[p−]q-ìîäóëåì.

2. Äëÿ íàéíèæ÷î¨ îäíîðiäíî¨ êîìïîíåíòè Γ(p−, λ)q,lowest ìîäóëÿ Γ(p−, λ)q

ìàþòü ìiñöå òàêi içîìîðôiçìè Uqk-ìîäóëiâ:

C[p−]q ⊗ Γ(p−, λ)q,lowest
≈→ Γ(p−, λ)q, f ⊗ v 7→ fv, (5.2.16)

Γ(p−, λ)q,lowest ⊗ C[p−]q
≈→ Γ(p−, λ)q, v ⊗ f 7→ vf. (5.2.17)

Äîâåäåííÿ. Ïåðøå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç äðóãîãî. Ìîðôiçìè Uqk-

ìîäóëiâ (5.2.16), (5.2.17) ¹ ìîðôiçìàìè ãðàäóéîâàíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ.
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Âíàñëiäîê Òâåðäæåííÿ 5.2.12 ç ìiðêóâàíü äóàëüíîñòi âèâîäèìî, ùî âèìið-

íîñòi âiäïîâiäíèõ îäíîðiäíèõ êîìïîíåíò ñêií÷åííi òà ðiâíi. Îòæå, (5.2.16),

(5.2.17) ¹ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íèìè, îñêiëüêè âîíè ¹ ñþð'¹êòèâíèìè, ùî â ñâîþ

÷åðãó ¹ íàñëiäêîì Ëåìè 5.2.14. �

Çðîçóìiëî, ùî Γ(p−, λ)q íå ¹ âiëüíèì C[p−]q-áiìîäóëåì. Ìè çíàéäåìî

ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ òâiðíèìè ç Γ(p−, λ)q,lowest. Îñêiëüêè Γ(p−, λ)q � Uqg-

ìîäóëü ç ìîëîäøîþ âàãîþ, iñíó¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèé ìîðôiçì Uqg-ìîäóëiâ

Ř0,λ
def
= ŘC[p−]q,Γ(p−,λ)q : C[p−]q ⊗ Γ(p−, λ)q → Γ(p−, λ)q ⊗ C[p−]q.

Òâåðäæåííÿ 5.2.22.

1. mleft,λ = mright,λ · Ř0,λ; mright,µ = mleft,µ · Řµ,0.

2. Ř0,λ : C[p−]q,1 ⊗ Γ(p−, λ)q,lowest → Γ(p−, λ)q,lowest ⊗ C[p−]q,1.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøå ñòâåðäæåííÿ â 1) ìîæíà îäåðæàòè ïåðåõîäîì äî

ñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ. Äiéñíî, âîíî åêâiâàëåíòíå òîòîæíîñòi ìîðôiçìiâ

Uqg
cop-ìîäóëiâ: (

Ř0,λ

)∗4+
right,λ = 4+

left,λ. (5.2.18)

Â ñâîþ ÷åðãó, (5.2.18) âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî âåêòîð v(q+, λ) ãåíåðó¹

Uqg
cop-ìîäóëü N(q+, λ), ðàçîì çi ñïiââiäíîøåííÿìè

4+
right,λv(q+, λ) = v(q+, λ)⊗ v(q+, 0), 4+

left,λv(q+, λ) = v(q+, 0)⊗ v(q+, λ),

Ř∗0,λv(q+, λ)⊗ v(q+, 0) = v(q+, 0)⊗ v(q+, λ).

Äðóãå òâåðäæåííÿ â 1) äîâîäèòüñÿ ó ïîäiáíèé ñïîñiá. Òâåðäæåííÿ 2)

¹ íàñëiäêîì òîãî ôàêòó, ùî Ř0,λ � ìîðôiçì Uqg-ìîäóëiâ, i òîìó êîìóòó¹ ç

ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì H0 ⊗ 1 + 1⊗H0. �

Íàñëiäîê 5.2.23. Íåõàé {zi} � áàçà ñêií÷åííîâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðî-
ñòîðó C[p−]q,1 i {γi} � áàçà ñêií÷åííîâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó

Γ(p−, λ)q,lowest. Iñíó¹ ¹äèíà ìàòðèöÿ (Řkm
ij (λ)) òàêà, ùî

Ř0,λ(zi ⊗ γj) =
∑
k,m

Řkm
ij (λ)γk ⊗ zm,

äå i,m ∈ {1, 2, . . . , dimC[p−]q,1}, j, k ∈ {1, 2, . . . , dim Γ(p−, λ)q,lowest}.
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Çàóâàæåííÿ. Âiäíàéäåííÿ ôóíêöié Řkm
ij (λ) çäà¹òüñÿ ñêëàäíîþ ïðî-

áëåìîþ, îñêiëüêè ¨õ âèçíà÷åííÿ ñïèðà¹òüñÿ íà äi¨ óíiâåðñàëüíî¨ R-ìàòðèöi

â òåíçîðíèõ äîáóòêàõ íåñêií÷åííî-âèìiðíèõ Uqg-ìîäóëiâ. Ìè ïîêàæåìî,

ùî íàñïðàâäi öå íå ñòàíîâèòü ïðîáëåìè. ßê i â ïóíêòi 5.2.4, ðîçãëÿíå-

ìî ïiäàëãåáðó Õîïôà Uqkss ⊂ Uqg, ãåíåðîâàíó òâiðíèìè K±1
i , Ei, Fi ç

i 6= l0. Äiÿ óíiâåðñàëüíî¨ R-ìàòðèöi àëãåáðè Õîïôà Uqg íà âåêòîðè ç

C[p−]q,1⊗Γ(p−, λ)q,lowest âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä äi¨ óíiâåðñàëüíî¨ R-ìàòðèöi àëãå-

áðè Õîïôà Uqkss ëèøå ìíîæíèêîì

const = q

(λ,ωl0
)

(ωl0
,ωl0

)

l0
. (5.2.19)

Äëÿ äîâåäåííÿ (5.2.19) äîñèòü âèêîðèñòàòè (5.2.4), çâåäåíèé ðîçêëàä äëÿ

w0 ÿê ó ïóíêòi 5.2.4 i ñïiââiäíîøåííÿ

(αl0, λ) = (αl0|h∩k, λ|h∩k) +
(αl0, ωl0)(ωl0, λ)

(ωl0, ωl0)
, (αl0, ωl0) = dl0,

ùî äîçâîëÿ¹ ïîðiâíÿòè êàðòàíiâñüêi ìíîæíèêè q−t0.

Íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç Òâåðäæåíü 5.2.15, 5.2.16.

Òâåðäæåííÿ 5.2.24. Ìíîæèíà {γj}j=1,2,...,dim Γ(p−,λ)q,lowest
ãåíåðó¹ C[p−]q-

áiìîäóëü Γ(p−, λ)q, i

ziγj =
∑
k,m

Řkm
ij (λ) γkzm

¹ âèçíà÷àëüíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè.

Íàñëiäîê 5.2.25. Äëÿ âñiõ i, j ∈ {1, 2, . . . , dim p−} ìà¹ìî

zidzj =

dim p−∑
k,m=1

Řkm
ij dzkzm, (5.2.20)

äå Řkm
ij = Řkm

ij (−αl0), i öå ñòàíîâèòü ïåðåëiê âèçíà÷àëüíèõ ñïiââiäíîøåíü
ìiæ òâiðíèìè C[p−]q-áiìîäóëÿ Λ1(p−)q.

5.2.6 Óíiâåðñàëüíå îãîðòóþ÷å äèôåðåíöiàëüíå ÷èñëåííÿ

Ó ïóíêòi 5.2.2 áóëî çãàäàíî, ùî êîæíå äèôåðåíöiàëüíå ÷èñëåííÿ ïåð-

øîãî ïîðÿäêó âèçíà÷à¹ óíiâåðñàëüíå äèôåðåíöiàëüíå ÷èñëåííÿ. Îñü äåÿêi

ïðèêëàäè.
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Ïðèêëàä. (Íåìà¹ ñïiââiäíîøåíü.) Ðîçãëÿíåìî âåêòîðíèé ïðîñòið V i

ïîáóäó¹ìî äèôåðåíöiàëüíå ÷èñëåííÿ íàä éîãî òåíçîðíîþ àëãåáðîþ T (V ).

Âèáåðåìî âåêòîðíèé ïðîñòið V ′, içîìîðôíèé V , ðàçîì ç içîìîðôiçìîì d :

V → V ′. Óñòàòêó¹ìî òåíçîðíó àëãåáðó Ω′ = T (V ⊕ V ′) ãðàäóþâàííÿì

deg(v) = 0, v ∈ V ; deg(v′) = 1, v′ ∈ V ′. Çðîçóìiëî, ùî Ω′ =
⊕
j∈Z+

Ω′j, äå

Ω′j = {t ∈ Ω′| deg t = j}. Âèçíà÷èìî ëiíiéíèé îïåðàòîð d′ â Ω′ çà äîïîìîãîþ

ðåêóðñi¨: d′1 = 0,

d′v = dv, v ∈ V ; d′v′ = 0, v′ ∈ V ′,

d′(v ⊗ t) = dv ⊗ t+ v ⊗ d′t, v ∈ V, t ∈ Ω′,

d′(v′ ⊗ t) = −v′ ⊗ d′t, v′ ∈ V ′, t ∈ Ω′.

Ïàðà (Ω′1, d
′|Ω′0) ¹ äèôåðåíöiàëüíèì ÷èñëåííÿì ïåðøîãî ïîðÿäêó íàä òåí-

çîðíîþ àëãåáðîþ T (V ), à ïàðà (Ω′, d′) � éîãî óíiâåðñàëüíå îãîðòóþ÷å äè-

ôåðåíöiàëüíå ÷èñëåííÿ.

Ïðèêëàä. (� ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ êîîðäèíàòàìè.) Ðîçãëÿíåìî äâî-

ñòîðîííié iäåàë J0 =
⊕
j≥2

(J0 ∩ V ⊗j) â òåíçîðíié àëãåáði T (V ) =
⊕
j∈Z+

V ⊗j.

Ïîáóäó¹ìî äèôåðåíöiàëüíå ÷èñëåííÿ íàä àëãåáðîþ F = T (V )/J0. Íåõàé

JF � äâîñòîðîííié iäåàë â Ω′, ãåíåðîâàíèé J0 i d′J0. Àëãåáðà ΩF = Ω′/JF

óñïàäêîâó¹ ãðàäóþâàííÿ: ΩF =
⊕
j∈Z+

ΩF
j .

Çðîçóìiëî, ùî V ↪→ F . Îñêiëüêè d′JF ⊂ JF , äèôåðåíöiàë d′ ïåðåíî-

ñèòüñÿ íà ΩF = Ω′/JF . Îòæå, ìà¹ìî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ dF i äèôåðåí-

öiàëüíå ÷èñëåííÿ (ΩF , dF ) íàä àëãåáðîþ F = ΩF
0 . Âîíî ¹ óíiâåðñàëüíèì

îãîðòóþ÷èì äèôåðåíöiàëüíèì ÷èñëåííÿì, ùî âiäïîâiäà¹ äèôåðåíöiàëüíî-

ìó ÷èñëåííþ ïåðøîãî ïîðÿäêó (ΩF
1 , d

F |F ), i ¹ äîáðå âiäîìèì ó òåîði¨ êâàí-

òîâèõ ãðóï [103, ñòîð. 462].

Ïðèêëàä (*). (� ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ êîîðäèíàòàìè i äèôåðåíöiàëà-

ìè.)

Âèùå ïîäàíî îïèñ âiëüíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ ïåðøîãî ïî-

ðÿäêó íàä àëãåáðîþ F = T (V )/JF . Ïåðåéäåìî äî áiëüø ðåàëiñòè÷íîãî ïðè-

êëàäó øëÿõîì çàïðîâàäæåííÿ R-ìàòðè÷íèõ êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü
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ìiæ åëåìåíòàìè v ∈ V i v′ ∈ V ′. Ðîçãëÿíåìî îáîðîòíå ëiíiéíå âiäîáðà-

æåííÿ Ř : V ⊗ V ′ → V ′ ⊗ V . Íåõàé J1 � ïiäáiìîäóëü F -áiìîäóëÿ ΩF
1 ,

ãåíåðîâàíèé{
vv′ − v′v

∣∣ v ⊗ v′ = Ř(v ⊗ v′), v ∈ V, v′ ∈ V ′
}
⊂ ΩF

1 . (5.2.21)

Ôàêòîðèçàöiÿ (ΩF
1 , d

F |F ) çà iäåàëîì J1 ïðèçâîäèòü äî äèôåðåíöiöàëüíîãî

÷èñëåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó íàä F . Äëÿ îäåðæàííÿ âiäïîâiäíîãî óíiâåðñàëü-

íîãî îãîðòóþ÷îãî äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíèé äâî-

ñòîðîííié iäåàë JM â ΩF , ãåíåðîâàíèé J1, dFJ1, òà ïðîôàêòîðèçó¹ìî ΩF çà

iäåàëîì JM . Äèôåðåíöiàë ïåðåíîñèòüñÿ íà ΩF/JM , îñêiëüêè dFJM ⊂ JM .

Ïóíêòè 5.2.5, 5.2.2 ïîñòà÷àþòü äèôåðåíöiàëüíå ÷èñëåííÿ ïåðøîãî ïî-

ðÿäêó (Λ1(p−)q, d) íàä àëãåáðîþC[p−]q, ðàçîì iç âiäïîâiäíèì óíiâåðñàëüíèì

îãîðòóþ÷èì äèôåðåíöiàëüíèì ÷èñëåííÿì (Λ(p−)q, d).

Ëåãêî îäåðæàòè éîãî îïèñ ó òåðìiíàõ òâiðíèõ òà ñïiââiäíîøåíü, ç îãëÿ-

äó íà ðåçóëüòàòè ïóíêòó 5.2.5 i Ïðèêëàä (*). Äëÿ öüîãî äîñèòü äîäàòè äî

ïåðåëiêó ñïiââiäíîøåíü C[p−]q-áiìîäóëÿ Λ1(p−)q ñïiââiäíîøåííÿ, ùî âèâî-

äÿòüñÿ ç (5.2.20) äèôåðåíöiþâàííÿì iç çàñòîñóâàííÿì ïðàâèëà Ëåéáíèöÿ:

dzi ∧ dzj = −
dim p−∑
k,m=1

Řkm
ij dzk ∧ dzm.

Äîâåäåìî, ùî Λj(p−)q � âiëüíèé ëiâèé C[p−]q-ìîäóëü ðàíãó
(

dim p−

j

)
i

âiëüíèé ïðàâèé C[p−]q-ìîäóëü ðàíãó
(

dim p−

j

)
, ÿê i ó âèïàäêó q = 1.

Çàçíà÷èìî, ùî ëiíiéíà îáîëîíêà j-ôîðì ç ïîñòiéíèìè êîåôiöi¹íòàìè

dzi1 ∧ dzi2 ∧ . . . ∧ dzij , i1, i2, . . . , ij ∈ {1, 2, . . . , dim p−},

¹ Uqk-ìîäóëåì. Âií áóäå ïîçíà÷àòèñÿ ÷åðåç Λj(p−)const
q .

Òâåðäæåííÿ 5.2.26. Iñíóþòü içîìîðôiçìè Uqk-ìîäóëiâ

C[p−]q ⊗ Λj(p−)const
q

≈→ Λj(p−)q, f ⊗ ω 7→ fω,

Λj(p−)const
q ⊗ C[p−]q

≈→ Λj(p−)q, ω ⊗ f 7→ ωf.

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü çàñòîñóâàòè Òâåðäæåííÿ 5.2.15 i âèçíà÷åííÿ

Λ(p−)q. �
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Ïåðåéäåìî äî îá÷èñëåííÿ dim Λj(p−)const
q .

Ëåìà 5.2.27. Âèìiðíiñòü âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Λ2(p−)const
q íå ïåðåâèùó¹

ñâîãî çíà÷åííÿ ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó q = 1:

dim Λ2(p−)const
q ≤ dim p−(dim p− − 1)

2
. (5.2.22)

Äîâåäåííÿ. Ïðè âèâåäåííi (5.2.22) ìîæíà çàìiíèòè îñíîâíå ïîëå

C(q
1
s ) íà îñíîâíå ïîëå C çà óìîâè, ùî q ∈ (0, 1) ¹ òðàíñöåíäåíòíèì. Ðîç-

ãëÿíåìî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

R̃ : dzi ⊗ dzj 7→
dim p−∑
k,m=1

Řkm
ij dzk ⊗ dzm

â Λ1(p−)const
q ⊗ Λ1(p−)const

q . Iñíó¹ ïðèðîäíèé içîìîðôiçì

Λ2(p−)const
q
∼=
{
v ∈ Λ1(p−)const

q ⊗ Λ1(p−)const
q

∣∣∣ R̃v = −v
}
.

Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî âñi âëàñíi ÷èñëà öüîãî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ¹

äiéñíèìè òà íåíóëüîâèìè. Äîâåäåííÿ çâîäèòüñÿ äî çàìiíè óíiâåðñàëüíî¨

R-ìàòðèöi àëãåáðè Õîïôà Uqg óíiâåðñàëüíîþ R-ìàòðèöåþ àëãåáðè Õîïôà

Uqkss, iç ïîäàëüøèì çàñòîñóâàííÿì (5.2.6). Ìîæíà ââàæàòè, ùî áàçà {zi}
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó C[p−]q,1 âèáðàíà ÿê ó ïóíêòi 5.2.4. Çà òàêîãî âèáî-

ðó ôóíêöi¨ Řkm
ij çìiííî¨ q ¹ àíàëiòè÷íèìè íà (0, 1], i òîìó ¹ íåïåðåðâíèìè

äëÿ 0 < q ≤ 1. Îòæå, äëÿ âñiõ q ∈ (0, 1] êiëüêiñòü âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ ÷è-

ñåë îïåðàòîðà R̃ ç óðàõóâàííÿì êðàòíîñòåé ñòàíîâèòü dim p−(dim p−−1)
2 . Òîìó

âèìiðíiñòü âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó −1, íå ïå-

ðåâèùó¹ dim p−(dim p−−1)
2 . �

Çâîðîòíà äî (5.2.22) íåðiâíiñòü áóäå âñòàíîâëåíà, êîëè áóäå äîâå-

äåíî, ùî −1 ¹ âëàñíèì ÷èñëîì îïåðàòîðà R̃ êðàòíîñòi íå ìåíøî¨, íiæ
dim p−(dim p−−1)

2 . Äîñèòü îäåðæàòè òàêó îöiíêó äëÿ ñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî

âiäîáðàæåííÿ. Öå îñòàíí¹ ìîæå îòîòîæíþâàòèñü ç îáìåæåííÿì Ř−αl0 ,−αl0
íà òåíçîðíèé äîáóòîê íàéâèùèõ îäíîðiäíèõ êîìïîíåíò N(q+,−αl0)−1 ⊗
N(q+,−αl0)−1. Áàæàíà íåðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç (5.2.9). Îòæå, äîâåäåíà
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Ëåìà 5.2.28. Âèìiðíiñòü âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Λ2(p−)const
q íå ìåíøà âiä

¨¨ çíà÷åííÿ äëÿ q = 1:

dim Λ2(p−)const
q ≥ dim p−(dim p− − 1)

2
.

Ïåðåéäåìî äî äèôåðåíöiàëüíèõ ôîðì âèùèõ ïîðÿäêiâ.

Ëåìà 5.2.29. Äëÿ âñiõ j ≥ 3

dim Λj(p−)const
q ≤

(
dim p−

j

)
. (5.2.23)

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî áàçó âàãîâèõ âåêòîðiâ {z1, z2, . . . , zdim p−} äëÿ
Uqk-ìîäóëÿ C[p−]q,1, ïîáóäîâàíó ó çàêëþ÷íié ÷àñòèíi ïóíêòó 5.2.4. Çàïðîâà-

äèìî ëåêñèêîãðàôi÷íå âïîðÿäêóâàííÿ íà ìíîæèíi {dzi⊗ dzk}i,k=1,2,...,dim p−.

Äiÿ óíiâåðñàëüíî¨ R-ìàòðèöi àëãåáðè Õîïôà Uqk âiäíîñíî öi¹¨ áàçè çàäà¹-

òüñÿ òðèêóòíîþ ìàòðèöåþ ç äîäàòíèìè åëåìåíòàìè íà ãîëîâíié äiàãîíàëi

(äèâ. (5.2.4)). Îòæå, ëèøå ÷ëåíè dzk ⊗ dzm iç k ≤ m ñêëàäàþòü âíåñîê äî

ïðàâî¨ ÷àñòèíè

dzi ⊗ dzj = −
dim p−∑
k,m=1

Řkm
ij dzk ⊗ dzm, i ≥ j, (5.2.24)

i êîæåí åëåìåíò Λj(p−)const
q íàëåæèòü ëiíiéíié îáîëîíöi ôîðì

dzi1 ∧ dzi2 ∧ · · · ∧ dzij , 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ij ≤ dim p−. �

Çàóâàæåííÿ. Âiäîêðåìëåíà áàçà

{dz1, dz2, . . . , dzdim p−} ⊂ Λ1(p−)const
q ,

ïîáóäîâàíà ó äîâåäåííi Ëåìè 5.2.29, ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà äëÿ îòî-

òîæíåííÿ òåíçîðíî¨ àëãåáðè T ((p−)∗) iç âiëüíîþ íåêîìóòàòèâíîþ àëãå-

áðîþ C〈dz1, dz2, . . . , dzdim p−〉. Ðîçãëÿíåìî äâîñòîðîííié iäåàë I âiëüíî¨ àë-

ãåáðè, ãåíåðîâàíî¨ ìíîæèíîþ G ðiçíèöü ìiæ ëiâèìè òà ïðàâèìè ÷àñòèíàìè

(5.2.24). Öi îñòàííi ñïiââiäíîøåííÿ âiäiãðàþòü ðîëü �ïðàâèë ïiäñòàíîâêè�

ó çàêëþ÷íié ÷àñòèíi äîâåäåííÿ Ëåìè 5.2.29: ëiâà ÷àñòèíà, ó ðàçi ç'ÿâëåííÿ,

çàìiíþ¹òüñÿ íà ïðàâó ÷àñòèíó.
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Äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ Ëåìè âiäòâîðþ¹ òàêå äëÿ ïîäiáíîãî ðåçóëüòàòó ç

ðîáîòè Ãåêåíáåðãåðà òà Êîëáà ïðî êîìïëåêñ äå Ðàìà [74].

Ëåìà 5.2.30. Äëÿ âñiõ j ≥ 3

dim Λj(p−)const
q ≥

(
dim p−

j

)
. (5.2.25)

Äîâåäåííÿ. ßêùî (5.2.25) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ j = 3, òî, âíàñëiäîê äi-

àìàíòîâî¨ ëåìè [10], G ¹ áàçîþ Ãðüîáíåðà äëÿ äâîñòîðîííüîãî iäåàëó I.

Ó öüîìó êîíòåêñòi áàæàíà íåðiâíiñòü ìà¹ ìiñöå òàêîæ äëÿ âñiõ j ≥ 3. Öå

îçíà÷à¹, ùî ìîæíà îáìåæèòèñü îêðåìèì âèïàäêîì j = 3 ó äîâåäåííi Ëåìè

5.2.30.

Ìè áóäåìî îòîòîæíþâàòè (p−)∗ iç Λ1(p−)const
q , i çàïðîâàäèìî ïîçíà÷å-

ííÿ (p−)∗∧2 äëÿ ïiäïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ (5.2.24) â (p−)∗⊗2. Âíàñëiäîê Ëåì

5.2.27 i 5.2.28

dim(p−)∗⊗2 =
dim p−(dim p− − 1)

2
. (5.2.26)

Ðîçãëÿíåìî ïiäïðîñòîðè L1 = (p−)∗⊗2 ⊗ (p−)∗, L2 = (p−)∗ ⊗ (p−)∗⊗2

âåêòîðíîãî ïðîñòîðó (p−)∗⊗3, ðàçîì iç êîìïëåêñîì ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü

0→ L1 ∩ L2 → L1 ⊕ L2
j→ (p−)∗⊗3 → C[p−]q,3 → 0,

j : v1 ⊕ v2 7→ v1 − v2, vj ∈ Lj ⊂ (p−)∗⊗3,

ùî ¹ òî÷íèì â óñiõ ÷ëåíàõ, çà âèêëþ÷åííÿì, ìîæëèâî, (p−)∗⊗3. Ïiñëÿ ïiäðà-

õóíêó åéëåðîâî¨ õàðàêòåðèñòèêè öüîãî êîìïëåêñó äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî

− dim(L1 ∩ L2) + dim(L1 ⊕ L2)− dim
(
(p−)∗⊗3

)
+ dimC[p−]q,3 ≤ 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíîñòi (5.2.26), (5.2.10), îäåðæó¹ìî

dim(L1 ∩ L2) ≥ n2(n− 1)− n3 +
n(n+ 1)(n+ 2)

6
=
n(n− 1)(n− 2)

6
,

äå n = dim p− = dim(p−)∗. Ç îïèñó óíiâåðñàëüíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ÷è-

ñëåííÿ ÿê ó Ïðèêëàäi 5.2.21 ìà¹ìî

dim Λ3(p−)const
q ≥ dim(L1 ∩ L2) ≥

(
dim p−

3

)
. �

Íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç Ëåì öüîãî ïóíêòó.
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Òâåðäæåííÿ 5.2.31. Îäíîðiäíi êîìïîíåíòè Λj(p−)q äèôåðåíöiàëüíî¨

ãðàäóéîâàíî¨ àëãåáðè Λ(p−)q ¹ íóëüîâèìè äëÿ j > dim p−. Êîæíà ç

öèõ êîìïîíåíò ¹ âiëüíèì ëiâèì i âiëüíèì ïðàâèì C[p−]q-ìîäóëåì ðàí-

ãó
(

dim p−

j

)
.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äîáðå âiäîìå ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó q = 1 i ìîæå

áóòè äîâåäåíå çâåäåííÿì äî öüîãî âèïàäêó.

Òâåðäæåííÿ 5.2.32. Â Λ(p−)q ìà¹ ìiñöå Ker d = Im d.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ìîíîìiàëüíi áàçè (5.2.11) â C[p−]q i

{dzi1 ∧ dzi2 ∧ · · · ∧ dzik| k ∈ Z+, 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ dim p−}

â Λ(p−)const
q , çàçíà÷åíi âèùå. Âèêîðèñòîâóþ÷è öi áàçè, ðàçîì iç içîìîðôi-

çìîì âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ Λ(p−)q ∼= C[p−]q ⊗ Λ(p−)const
q , îäåðæó¹ìî ìîíî-

ìiàëüíó áàçó â Λ(p−)q.

Ìàòðè÷íi åëåìåíòè äëÿ d âiäíîñíî öi¹¨ áàçè ¹ ðàöiîíàëüíèìè ôóíêöi-

ÿìè ç Q(q), ùî íå ìàþòü ïîëþñiâ â (0, 1], äèâ. (5.2.4) i Òâåðäæåííÿ 5.2.2.

Ñïiââiäíîøåííÿ d2 = 0 äëÿ òðàíñöåíäåíòíèõ q âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî

âîíî ìà¹ ìiñöå äëÿ q = 1. Äiéñíî, óñòàòêó¹ìî àëãåáðó Λ(p−)q ãðàäóþâà-

ííÿì deg(zj) = deg(dzj) = 1, j = 1, 2, . . . , dim p−. Çàçíà÷èìî, ùî d çáå-

ðiãà¹ ñòóïiíü îäíîðiäíîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ ôîðì, i îäíîðiäíi êîìïîíåíòè

Λ(p−)q ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèìè. Çàëèøà¹òüñÿ âèêîðèñòàòè íàñòóïíå äîáðå

âiäîìå òâåðäæåííÿ.

Íåõàé A(q) � ìàòðèöÿ ç åëåìåíòàìè ç Q(q), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi

A(q)2 = 0. Âiäïîâiäíà îïåðàòîðíîçíà÷íà ôóíêöiÿ íà âiäêðèòié çà Çàðè-

ñüêèì ïiäìíîæèíi çàäîâîëüíÿ¹ dim KerA(q) = dim ImA(q). Äiéñíî, ôóí-

êöiÿ dim KerA(q) − dim ImA(q) ìà¹ çíà÷åííÿ â Z+ i ¹ íàïiâíåïåðåðâíîþ

çãîðè, áî dim KerA(q) i − dim ImA(q) ¹ íàïiâíåïåðåðâíîþ çãîðè. �

5.2.7 ÁÃÃ-ðåçîëüâåíòà òðèâiàëüíîãî Uqg-ìîäóëÿ

Ó öüîìó ïóíêòi âèêëàäåíî äîáðå âiäîìi ðåçóëüòàòè [46, ðîçäië 4.5],

[125]. Íåõàé λ ∈ Zl. Ìîäóëü Âåðìà M(λ) çi ñòàðøîþ âàãîþ λ ãåíåðîâàíèé
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âåêòîðîì ñòàðøî¨ âàãè v(λ) i ìà¹ îïèñ ó òåðìiíàõ òàêèõ ñïiââiäíîøåíü:

Eiv(λ) = 0, K±1
i v(λ) = q±λii v(λ), i = 1, 2, . . . , l.

Àôiííà äiÿ ãðóïè ÂåéëÿW âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ w·λ = w(λ+ρ)−ρ,
äå ρ � íàïiâñóìà äîäàòíèõ êîðåíiâ.

Íåíóëüîâèé âåêòîð v ∈ M(λ) íàçèâà¹òüñÿ ñèíãóëÿðíèì, ÿêùî âií ¹

âàãîâèì i Eiv = 0 äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , l. Iñíó¹ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íà âiäïî-

âiäíiñòü ìiæ ñèíãóëÿðíèìè âåêòîðàìè âàãè µ âM(λ) i íåíóëüîâèìè ìîðôi-

çìàìè ìîäóëiâ ÂåðìàM(µ)→M(λ). Êîæíèé íåíóëüîâèé ìîðôiçì ìîäóëiâ

Âåðìà ¹ ií'¹êòèâíèì i dim HomUqg(M(µ),M(λ)) ≤ 1, îñêiëüêè ïîäiáíèé ðå-

çóëüòàò ìà¹ ìiñöå ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó q = 1. Äåòàëi öüîãî àðãóìåíòó

ìiñòÿòüñÿ â [46, ðîçäië 4.5].

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äîáðå âiäîìå ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó q = 1 [29] i

¹ ïðîñòèì íàñëiäêîì âèçíà÷åíü.

Ëåìà 5.2.33. (äèâ. [29, òâåðäæåííÿ 7.1.15]) ßêùî λ = (λ1, λ2, . . . , λl) ∈ Rl

i λi ∈ Z+ äëÿ ïåâíîãî i ∈ {1, 2, . . . , l}, òî âåêòîð vi = F λi+1
i v(λ) ∈ M(λ) ¹

ñèíãóëÿðíèì iç âàãîþ si · λ.

Çàñòîñóâàííÿ öi¹¨ Ëåìè ïðè âiäòâîðåííi àðãóìåíòó ç [29] äà¹

Òâåðäæåííÿ 5.2.34. ([29, òâåðäæåííÿ 7.6.8]) Äëÿ áóäü-ÿêîãî w ∈ W

dim HomUqg(M(w · 0),M(0)) = 1.

Ó ïîäàëüøîìó ìè ôiêñó¹ìî âêëàäåííÿ iw : M(w · 0) ↪→ M(0), òîáòî

ñèíãóëÿðíi âåêòîðè, ùî ¹ îáðàçàìè v(w · 0) ïðè âêëàäåííi iw. Âèáåðåìî

öi ñèíãóëÿðíi âåêòîðè ó òàêèé ñïîñiá, ùî êîåôiöi¹íòè iõ ðîçêëàäó ó áà-

çi F j1
β1
F j2
β2
. . . F jM

βM
v(0), j1, j2, . . . jM ∈ Z+, íàëåæàòü ïîëþ Q(q) i íå ìàþòü

ïîëþñiâ ó q = 1. Ôîðìóëè äëÿ ñèíãóëÿðíèõ âåêòîðiâ ìîäóëiâ Âåðìà îäåð-

æàíi â [125, 47, 84], à òàêîæ â [30]; ôîðìóëè äëÿ ïðîåêòîðiâ íà ïiäïðîñòîðè

ñèíãóëÿðíèõ âåêòîðiâ iç ôiêñîâàíîþ âàãîþ îäåðæàíi Òîëñòèì [183].

ßê ïîêàçàíî â [46, ðîçäië 4.5], [125], ÁÃÃ-ðåçîëüâåíòà òðèâiàëüíîãî
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Uqg-ìîäóëÿ C ìà¹ òàêèé æå âèãëÿä, ÿê i â êëàñè÷íîìó âèïàäêó q = 1:

. . .
d2−→ C1

d1−→ C0
ε−→ C −→ 0, Cj =

⊕
{w∈W | l(w)=j}

M(w · 0). (5.2.27)

Òóò ε : M(0) → C, ε : v(0) 7→ 1 � î÷åâèäíèé ñþð'¹êòèâíèé ìîðôiçì Uqg-

ìîäóëiâ.

Ïîáóäîâà äèôåðåíöiàëiâ dj âèêîðèñòîâó¹ ÷àñòêîâå âïîðÿäêóâàííÿ íà

ãðóïi Âåéëÿ W , ïîðÿäîê Áðþà. Íàãàäà¹ìî âèçíà÷åííÿ [83].

Ðîçãëÿíåìî îði¹íòîâàíèé ãðàô G, ÷è¨ìè âåðøèíàìè ¹ åëåìåíòè W , à

ðåáðàìè ¹ òàêi âïîðÿäêîâàíi ïàðè w′ → w′′ âåðøèí, ùî l(w′′) = l(w′) + 1

i w′′ = w′sγ, äå sγ � âiääçåðêàëåííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹ êîðåíþ γ ∈ Φ. Çà

âèçíà÷åííÿì, w′ ≤ w′′ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ øëÿõ ç w′ äî w′′. Öå

÷àñòêîâå âïîðÿäêóâàííÿ íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì Áðþà.

Çàçíà÷åíå âèùå âïîðÿäêóâàííÿ çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííèì, ÿêùî â éîãî

âèçíà÷åííi çàìiíèòè w′′ = w′sγ íà w′′ = sγw
′ [83, ñòîð. 119].

Êðiì òîãî, ÿêùî çàìiíèòè ó âèçíà÷åííi ãðàôó G ðiâíiñòü l(w′′) =

l(w′) + 1 íà íåðiâíiñòü l(w′′) > l(w′), îäåðæèìî iíøå, àëå åêâiâàëåíòíå

âèçíà÷åííÿ ïîðÿäêó Áðþà [83, ñòîð. 118, 122].

Ìè ïîäàìî îïèñ ïîðÿäêó Áðþà ó òåðìiíàõ çâåäåíèõ ðîçêëàäiâ äëÿ

åëåìåíòiâ ãðóïè Âåéëÿ W .

Òâåðäæåííÿ 5.2.35. ([83, ñòîð. 120]) Íåõàé

w = s1s2 · · · sl(w) (5.2.28)

� çâåäåíèé ðîçêëàä åëåìåíòà w ∈ W . Ìíîæèíà {w′ ∈ W | w′ ≤ w & w′ 6=
w} ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ åëåìåíòiâ, ùî âèíèêàþòü øëÿõîì âèäàëåííÿ

äåÿêèõ (ìîæëèâî, âñiõ) ìíîæíèêiâ ó ïðàâié ÷àñòèíi (5.2.28):

w′ = si1si2 · · · sir , 1 ≤ i(1) < i(2) < . . . < i(r) ≤ l(w).

Íàñòóïíèé äîáðå âiäîìèé ðåçóëüòàò âñòàíîâëþ¹ âiäïîâiäíiñòü ìiæ ïî-

ðÿäêîì Áðþà íàW i ñòàíäàðòíèì âïîðÿäêóâàííÿì íà ïiäìíîæèíi {w·0|w ∈
W} ðåøiòêè âàã P ∼= Zl.
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Ëåìà 5.2.36 (äèâ. [29], òâåðäæåííÿ 7.7.2). Íåõàé w ∈ W , γ ∈ Φ. Òîäi

i) (sγw) · 0 = w · 0− nγ, äå n � íåíóëüîâå öiëå;

ii) ÿêùî l(sγw) > l(w), òî (sγw) · 0 < w · 0;
iii) ÿêùî l(sγw) < l(w), òî (sγw) · 0 > w · 0.

Ðîçãëÿíåìî ìîðôiçìè Uqg-ìîäóëiâ iw1,w2
: M(w1 · 0) → M(w2 · 0),

w1, w2 ∈ W , äëÿ ÿêèõ iw2
iw1,w2

= iw1
.

Iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü iw1,w2
çà óìîâè iw1

M(w1 · 0) ⊂ iw2
M(w2 · 0) ¹

î÷åâèäíèìè. Âêëþ÷åííÿ ìà¹ ìiñöå òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè w1 ≥ w2. Öåé

ôàêò ìîæå áóòè âñòàíîâëåíèé ó òîé æå ñïîñiá, ùî é ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó

q = 1: äîñèòü âiäòâîðèòè äîâåäåííÿ ç [29], Ëåìè 7.6.10, 7.6.11, â ÿêîìó

ïîñèëàííÿ íà ëåìó 7.6.9 òðåáà çàìiíèòè ïîñèëàííÿì íà òàêå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 5.2.37.

1. Äëÿ áóäü-ÿêèõ i ∈ {1, 2, . . . , l}, u ∈ Uqn− iñíó¹ òàêå N ∈ N, ùî FN
i u ∈

Uqn
− · Fi.

2. Äëÿ áóäü-ÿêèõ i ∈ {1, 2, . . . , l}, u ∈ Uqn− iñíó¹ òàêå N ∈ N, ùî uFN
i ∈

Fi · Uqn−.

Äîâåäåííÿ. Ðîçïî÷íåìî ç ïåðøîãî òâåðäæåííÿ. Éîãî äîñèòü äîâåñòè

â îêðåìîìó âèïàäêó u = Fj, äå j ∈ {1, 2, . . . , l}, îñêiëüêè Fj ãåíåðóþòü

Uqn
−. Áiëüø òîãî, ìîæíà ââàæàòè j 6= i. Ç âèçíà÷àëüíèõ ñïiââiäíîøåíü ìiæ

Fi, Fj â Uqg âèïëèâà¹, ùî F
1−aij
i Fj ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ F

1−aij−k
i FjF

k
i , äå

1 ≤ k ≤ 1− aij. Ïîêëàäåìî N = 1− aij.
Äðóãå òâåðäæåííÿ äîâîäèòüñÿ ó ïîäiáíèé ñïîñiá. �

Öÿ Ëåìà îçíà÷à¹, ùî ìóëüòèïëiêàòèâíà ïiäìíîæèíà FZ+

i â Uqn− çàäî-

âîëüíÿ¹ ïðàâié i ëiâié óìîâàì Îðå.

Ëåìà 5.2.38 ([11]). Ðîçãëÿíåìî îïèñàíèé âèùå îði¹íòîâàíèé ãðàô G.

1. Íåõàé w,w′′ ∈ W , w ≤ w′′ i l(w′′) = l(w) + 2. Òîäi êiëüêiñòü òàêèõ

w′ ∈ W , ùî iñíóþòü ðåáðà w → w′, w′ → w′′, äîðiâíþ¹ 0 àáî 2 (â

îñòàííüîìó âèïàäêó ìà¹ìî ÷åòâiðêó åëåìåíòiâ ãðóïè Âåéëÿ W , ùî

íàçèâàþòü êâàäðàòîì).
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2. Êîæíîìó ðåáðó w′ → w ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü ÷èñëî

ε(w,w′) = ±1 ó òàêèé ñïîñiá, ùî äîáóòîê ÷èñåë, ÿêi âiäïîâiäàþòü

ðåáðàì êîæíîãî êâàäðàòó, äîðiâíþ¹ −1.

Äèôåðåíöiàë dj : Cj → Cj−1 âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

dj|M(w·0) =
⊕

{w′∈W | w′→w}

ε(w,w′)iw,w′. (5.2.29)

Çðîçóìiëî, ùî dj ◦ dj−1 = 0 äëÿ âñiõ j ∈ N. Êðiì òîãî, ïiäìî-

äóëü Ker ε ìîäóëÿ Âåðìà M(0) ãåíåðîâàíèé Fiv(0), i = 1, 2, . . . , l. Îò-

æå, Im d1 = Ker ε, i (5.2.29) ¹ êîìïëåêñîì (ïîøèðåíèì ε) â êàòåãîði¨

Uqg-ìîäóëiâ. Éîãî òî÷íiñòü äëÿ òðàíñöåíäåíòíèõ q âèïëèâà¹ ç ðåçóëüòàòó

Áåðíøòåéíà-Ãåëüôàíäà-Ãåëüôàíäà i òî÷íîñòi ïîäiáíîãî êîìïëåêñà ó êëà-

ñè÷íîìó âèïàäêó q = 1. Äiéñíî, âàãîâi ïiäïðîñòîðè ìîäóëiâ Âåðìà ñêií÷åí-

íîâèìiðíi, i ó áàçàõ, îïèñàíèõ ó ïóíêòi 5.2.3, ìàòðè÷íi åëåìåíòè ëiíiéíèõ

âiäîáðàæåíü dj|M(w·0) íàëåæàòü ïîëþ Q(q) ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié i íå ìà-

þòü ïîëþñiâ ó òî÷öi q = 1.

ßê i â êëàñè÷íîìó âèïàäêó q = 1, (5.2.27) ¹ ðåçîëüâåíòîþ òðèâiàëü-

íîãî Uqg-ìîäóëÿ â êàòåãîði¨ O, ïîâíié ïiäêàòåãîði¨ ñêií÷åííî-ãåíåðîâàíèõ

âàãîâèõ Uqb+-ñêií÷åííèõ ìîäóëiâ.

Çàóâàæåííÿ (�). Ïðè ïîáóäîâi ÁÃÃ-ðåçîëüâåíòè áóëà âèêîðèñòàíà

ôóíêöiÿ íà ìíîæèíi ðåáåð îði¹íòîâàíîãî ãðàôà G çi çíà÷åííÿìè ±1 i òàêà,

ùî äîáóòîê ¨¨ çíà÷åíü íà ðåáðàõ êîæíîãî êâàäðàòó äîðiâíþ¹ −1. Ëåãêî

ïîêàçàòè çà äîïîìîãîþ àðãóìåíòó, ïîäiáíîãî äî òàêîãî ç [151, còîð. 355,

356], ùî ôóíêöiÿ ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè iñòîòíî ¹äèíà. Òî÷íiøå, äëÿ áóäü-

ÿêèõ äâîõ òàêèõ ôóíêöié ε(w1, w), ε(w1, w)

ε(w1, w) = γ(w1)
−1ε(w1, w)γ(w) (5.2.30)

äå γ : W → {+1,−1}. Äiéñíî, äëÿ êîæíîãî w ∈ W (k), k ≥ 1, çàôiêñó¹ìî

òàêèé w′ ∈ W (k−1), ùî w′ → w i w = w′sα äëÿ ïåâíîãî ïðîñòîãî êîðåíÿ α.

Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ γ(w) ðåêóðñi¹þ:

γ(e) = 1, γ(w) = γ(w′)
ε(w′, w)

ε(w′, w)
.
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(5.2.30) ìîæå áóòè äîâåäåíå iíäóêöi¹þ çà k, ùî âèêîðèñòîâó¹ âëàñòèâîñòi

ε(w1, w), ε(w1, w) (Ëåìà 5.2.38 i ëåìà 11.3 ç [11]). Âíàñëiäîê (5.2.30), ÁÃÃ-

ðåçîëüâåíòè, ùî âiäïîâiäàþòü ε(w,w′) i ε(w,w′), içîìîðôíi â êàòåãîði¨ êîì-

ïëåêñiâ Uqg-ìîäóëiâ. Ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ñiìåéñòâîì ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü

µk : Ck → Ck, äå µk|M(w·0) = γ(w) idM(w·0), ÿê içîìîðôiçìîì êîìïëåêñiâ.

5.2.8 Óçàãàëüíåíà ÁÃÃ-ðåçîëüâåíòà

Äîâåäåííÿ äåÿêèõ ðåçóëüòàòiâ öüîãî ïóíêòó íå âèêîðèñòîâóþòü ïðè-

ïóùåííÿ S = {1, 2, . . . , l}\{l0}, àëå öi ðåçóëüòàòè ìàþòü ìiñöå äëÿ áóäü-ÿêî¨
ïiäìíîæèíè S ⊂ {1, 2, . . . , l} i âiäïîâiäíèõ àëãåáð Õîïôà Uqk, Uqq+, ðåøi-

òêè P+ i óçàãàëüíåíèõ ìîäóëiâ Âåðìà N(q+, λ), λ ∈ P+, äèâ. [151]. Òàêèìè

¹ Òâåðäæåííÿ 5.2.12 i Òâåðäæåííÿ öüîãî ïóíêòó.

Ìè ïîáóäó¹ìî ðåçîëüâåíòó òðèâiàëüíîãî ìîäóëÿ C â êàòåãîði¨ OS, ïîâ-
íié ïiäêàòåãîði¨, óòâîðåíié Uqk-ñêií÷åííèìè Uqg-ìîäóëÿìè êàòåãîði¨O. Ïðè
öüîìó áóäóòü âèêîðèñòàíi iäå¨ ðîáiò [119] òà [151], äå öþ çàäà÷ó áóëî âèði-

øåíî ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó q = 1.

Íåõàé λ ∈ P+ i pλ � êàíîíi÷íèé åíäîìîðôiçì Uqg-ìîäóëiâ

pλ : M(λ)→ N(q+, λ), pλ : v(λ) 7→ v(q+, λ).

Íåõàé λ, µ ∈ P+ i f : M(λ) → M(µ) � íåíóëüîâèé ìîðôiçì Uqg-

ìîäóëiâ. ßêùî iñíó¹ ìîðôiçì Uqg-ìîäóëiâ f̂ : N(q+, λ) → N(q+, µ) òàêèé,

ùî f̂pλ = pµf , âií ¹äèíèé i íàçèâà¹òüñÿ ñòàíäàðòíèì ìîðôiçìîì, ùî âiä-

ïîâiäà¹ f .

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ¹ q-àíàëîãîì [119, òâåðäæåííÿ 3.1], i ìîæå áóòè

äîâåäåíèé ó òàêèé æå ñïîñiá, ùî é çãàäàíèé ðåçóëüòàò Ëåïîâñüêîãî.

Òâåðäæåííÿ 5.2.39. Íåõàé λ ∈ P , µ ∈ P+, i f : M(λ) → M(µ) � ìîð-

ôiçì ìîäóëiâ Âåðìà. ßêùî pµf 6= 0, òî λ ∈ P+ i iñíó¹ ñòàíäàðòíèé

ìîðôiçì óçàãàëüíåíèõ ìîäóëiâ Âåðìà f̂ : N(q+, λ)→ N(q+, µ).

Ïiäìíîæèíà W S áóëà âèêîðèñòàíà ó ïóíêòi 5.2.4, i ãðàô G ç W ÿê

ìíîæèíîþ âåðøèí áóâ âàæëèâèì îá'¹êòîì ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó. Ìè ïî-

êàæåìî, ùî ïåðåõiä äî óçàãàëüíåíèõ ìîäóëiâ Âåðìà (ÿê i äî óçàãàëüíåíî¨
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ÁÃÃ-ðåçîëüâåíòè) çâîäèòñÿ äî çàìiíè öüîãî ãðàôó éîãî ïiäãðàôîì, âèçíà-

÷åíèì ìíîæèíîþ âåðøèí W S.

ßê âiäîìî ç [119, ñòîð. 502], w ·µ ∈ P+ äëÿ áóäü-ÿêèõ µ ∈ P+ i w ∈ W S.

Ïîäiáíî äî (5.2.27), ðîçãëÿíåìî êîìïëåêñ Uqg-ìîäóëiâ

0 −→ CS
l(wS

0)

d
l(wS

0)−→ . . .
d2−→ CS1

d1−→ CS0
ε−→ C −→ 0, (5.2.31)

äå ε : N(q+, 0)→ C, ε : v(q+, 0) 7→ 1 � î÷åâèäíèé åíäîìîðôiçì,

CSj =
⊕

{w∈W S | l(w)=j}

N(q+, w · 0),

i wS0 � íàéäîâøèé åëåìåíò â W S.

Âèçíà÷èìî äèôåðåíöiàëè dj ÿê ó (5.2.29):

dj|N(q+,w·0) =
⊕

{w′∈W S| w′→w}

ε(w,w′)̃iw,w′,

äå

ĩw,w′ : N(q+, w · 0)→ N(q+, w′ · 0), ĩw,w′ : v(q+, w · 0) 7→ pw′·0iw,w′v(w · 0).

Ñïiââiäíîøåííÿ dj ◦ dj+1 = 0 âèïëèâà¹ ç ïîäiáíîãî ñïiââiäíîøåííÿ

äëÿ (5.2.27), ðàçîì iç íàñòóïíèì òâåðäæåííÿì, ÷è¹ äîâåäåííÿ ïîäiáíå äî

äîâåäåííÿ ç [119, ñòîð. 503].

Ëåìà 5.2.40. Íåõàé w,w′ ∈ W S i l(w) = l(w′) + 1. Íåíóëüîâèé ìîðôiçì

Uqg-ìîäóëiâ N(q+, w · 0) → N(q+, w′ · 0) iñíó¹ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè

w′ → w.

Òî÷íiñòü (5.2.31) ìîæå áóòè äîâåäåíà ó òàêèé æå ñïîñiá, ùî é (5.2.27)

ó ïóíêòi 5.2.7, òîáòî øëÿõîì ïîñèëàííÿ íà òî÷íiñòü óçàãàëüíåíî¨ ÁÃÃ-

ðåçîëüâåíòè ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó q = 1 (äèâ. [119, 151]).

ßê áóëî ïîêàçàíî ó ïóíêòi 5.2.5, äóàëüíèé äî N(q+, λ) ãðàäóéîâàíèé

âåêòîðíèé ïðîñòið ¹ ãðàäóéîâàíèì Uqg-ìîäóëüíèì C[p−]q-áiìîäóëåì.

Ïåðåõîäÿ÷è â (5.2.31) äî äóàëüíèõ ãðàäóéîâàíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòî-

ðiâ i ñïðÿæåíèõ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü, îäåðæó¹ìî êîìïëåêñ Uqg-ìîäóëüíèõ

C[p−]q-áiìîäóëiâ

0 −→ C −→
(
CS0
)∗ d1−→

(
CS1
)∗ d2−→ . . .

d
l(wS

0)−→
(
CS
l(wS

0)

)∗
−→ 0. (5.2.32)
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Òâåðäæåííÿ 5.2.41. Êîìïëåêñ Uqg-ìîäóëüíèõ C[p−]q-áiìîäóëiâ (5.2.32)

¹ òî÷íèì.

Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ïðè ïîáóäîâi êîìïëåêñó Uqg-ìîäóëüíèõ C[p−]q-

áiìîäóëiâ (5.2.32) áóëî íåÿâíî âèêîðèñòàíî êîíêðåòíèé âèáið ôóíêöi¨

ε(w,w′) íà ìíîæèíi ðåáåð ãðàôó G. Ç ðîçãëÿäiâ ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó âè-

ïëèâà¹, ùî êëàñ içîìîðôiçìó â êàòåãîði¨ êîìïëåêñiâ Uqg-ìîäóëüíèõ C[p−]q-

áiìîäóëiâ íå çàëåæèòü âiä öüîãî âèáîðó.

5.2.9 Êîìïëåêñ äå Ðàìà

Ó öüîìó ïóíêòi ìè ïîâåðòà¹ìîñü äî ïðèïóùåííÿ S = {1, 2, . . . , l}\{l0},
äå αl0 � ïðîñòèé êîðiíü, ÷èé êîåôiöi¹íò ó ðîçêëàäi (5.2.1) äîðiâíþ¹ 1.

Ïðîäîâæèìî âèâ÷åííÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ (Λ(p−)q, d), ïîáó-

äîâàíîãî ó ïóíêòi 5.2.6.

Ðîçïî÷íåìî ç êëàñè÷íîãî âèïàäêó q = 1. Ðîçãëÿíåìî êîìïëåêñ ãðàäó-

éîâàíèõ Ug-ìîäóëiâ, äóàëüíèé äî êîìïëåêñó äå Ðàìà

0 −→ C −→ Λ0(p−)
d1−→ Λ1(p−)

d2−→ . . . −→ Λdim p−(p−) −→ 0.

Âiäîìî, ùî öåé êîìïëåêñ içîìîðôíèé óçàãàëüíåíié ÁÃÃ-ðåçîëüâåíòi. Äëÿ

äîâåäåííÿ öüîãî òðåáà âèêîðèñòàòè ðåçóëüòàòè Ðîõà-Êàðiäi [151, ñòîð. 364],

Ëåìó 5.2.17 òà äóàëüíiñòü âiäíîñíîãî êîìïëåêñà Êîøóëÿ i êîìïëåêñà äå

Ðàìà äèôåðåíöiàëüíèõ ôîðì ç ïîëiíîìiàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Öÿ äóàëü-

íiñòü äîáðå âiäîìà, i áóëà îáãîâîðåíà ó âèïàäêó äèôåðåíöiàëüíèõ ôîðì ç

êîåôiöi¹íòàìè â àëãåáði ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ â íóëi â [11].

Ïåðåéäåìî äî êâàíòîâèõ àíàëîãiâ. Ðîçãëÿíåìî óíiâåðñàëüíå îãîðòóþ÷å

äèôåðåíöiàëüíå ÷èñëåííÿ (Λ(p−)q, d) (äèâ. ïóíêò 5.2.6), ëiíiéíi âiäîáðàæå-

ííÿ dj = d|Λj−1(p−)q i êîìïëåêñ äå Ðàìà

0 −→ C −→ Λ0(p−)q
d1−→ Λ1(p−)q

d2−→ . . .
ddim p−−→ Λdim p−(p−)q −→ 0. (5.2.33)

Ðîçãëÿíåìî êîìïëåêñ ó êàòåãîði¨ ãðàäóéîâàíèõ Uqg-ìîäóëiâ, ùî ¹ äóàëüíèì

äî (5.2.33), i äîâåäåìî, ùî âií içîìîðôíèé êîìïëåêñó (5.2.31).
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Ëåìà 5.2.42. Ó êàòåãîði¨ âàãîâèõ Uqg-ìîäóëiâ(
Λk(p−)q

)∗ ≈ ⊕
{w∈W S| l(w)=k}

N(q+, w · 0), k = 1, 2, . . . dim p−.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî òîé ôàêò, ùî öå òâåðäæåííÿ ìà¹ ìiñöå

äëÿ q = 1. Îáåðåìî áàçó âàãîâèõ ìîíîìiâ â N(q+, w · 0),
(
Λk(p−)q

)∗
, ÿê öå

áóëî çðîáëåíî ó ïóíêòàõ 5.2.4, 5.2.6. Âàãè âåêòîðiâ òàêî¨ áàçè çàëèøàþòüñÿ

íåçìiííèìè ïðè êâàíòóâàííi. Öå äîçâîëÿ¹ ñêîðèñòàòèñÿ Òâåðäæåííÿì 5.2.2,

ðåçóëüòàòàìè ïóíêòó 5.2.6, i âëàñòèâiñòþ óíiâåðñàëüíîñòi äëÿ óçàãàëüíåíèõ

ìîäóëiâ Âåðìà äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ òàêèõ ìîðôiçìiâ Uqg-ìîäóëiâ

Jk(q) :
⊕

{w∈W S | l(w)=k}

N(q+, w · 0)→
(
Λk(p−)q

)∗
,

ùî, ïî-ïåðøå, ¨õ ìàòðè÷íi åëåìåíòè âiäíîñíî îáðàíèõ áàç ¹ ðàöiîíàëüíèìè

ôóíêöiÿìè ç Q(q) áåç ïîëþñiâ ïðè q = 1, i, ïî-äðóãå, ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

Jk(q) ¹ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íèì ïðè q = 1. Îñêiëüêè îäíîðiäíi êîìïîíåíòè

çãàäàíèõ Uqg-ìîäóëiâ ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèìè, ìîðôiçì Uqg-ìîäóëiâ Jk(q)
âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íèé. �

Ïåðåõîäÿ÷è â (5.2.33) äî äóàëüíèõ ãðàäóéîâàíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ

i ñïðÿæåíèõ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü, îäåðæó¹ìî êîìïëåêñ

0 −→ CS
l(wS

0)

δdim p−−→ . . .
δ2−→ CS1

δ1−→ CS0
ε−→ C −→ 0, (5.2.34)

äå ε � î÷åâèäíèé åíäîìîðôiçì, δj = d∗j i

CSj =
⊕

{w∈W S| l(w)=j}

N(q+, w · 0).

Ëåìà 5.2.43. Ìîðôiçìè óçàãàëüíåíèõ ìîäóëiâ Âåðìà N(q+, w′ · 0) →
N(q+, w′′ · 0) â (5.2.34) ¹ ñòàíäàðòíèìè.

Äîâåäåííÿ. Ìè îäåðæèìî áàæàíi ìîðôiçìè Uqg-ìîäóëiâM(w′ ·0)→
M(w′′ · 0) ç ìiðêóâàíü äóàëüíîñòi. Ïî-ïåðøå, âèçíà÷èìî Uqg-ìîäóëüíó àë-

ãåáðó Λ i âêëàäåííÿ Uqg-ìîäóëüíèõ àëãåáð Λ(p−)q ↪→ Λ.

Ìîäóëü Âåðìà M(0) ç íóëüîâîþ ñòàðøîþ âàãîþ ¹ ãðàäóéîâàíîþ

Uqg
cop-ìîäóëüíîþ êîàëãåáðîþ. Äóàëüíà ãðàäóéîâàíà Uqg-ìîäóëüíà àëãåáðà
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C[n−]q ¹ êâàíòîâèì àíàëîãîì àëãåáðè ïîëiíîìiâ íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði n−.

Ïîêëàäåìî

Λ
def
= C[n−]q ⊗C[p−]q Λ(p−)q.

Óñòàòêó¹ìî Λ ñòðóêòóðîþ Uqg-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè i ïîêàæåìî, ùî ëiíiéíå

âiäîáðàæåííÿ Λ(p−)q → Λ, ω 7→ 1⊗ω, ¹ âêëàäåííÿì Uqg-ìîäóëüíèõ àëãåáð.
Âèêîðèñòà¹ìî ïîíÿòòÿ äèñëåêòè÷íîãî ìîäóëÿ íàä êîìóòàòèâíîþ àë-

ãåáðîþ â ñïëåòåíié òåíçîðíié êàòåãîði¨, äèâ. Äîäàòîê äî öüîãî ïiäðîçäiëó.

Íåõàé C− � ïîâíà ïiäêàòåãîðiÿ âàãîâèõ Uqb−-ñêií÷åííîâèìiðíèõ Uqg-

ìîäóëiâ. Öå àáåëåâà ñïëåòåíà òåíçîðíà êàòåãîðiÿ. Àëãåáðà C[p−]q ¹ êîìóòà-

òèâíîþ â C−, i C[p−]q-áiìîäóëi Λ(p−)q i C[n−]q ¹ äèñëåêòè÷íèìè ìîäóëÿìè

íàä C[p−]q. Âíàñëiäîê Òâåðäæåííÿ A.4.3, êàòåãîðiÿ äèñëåêòè÷íèõ ìîäóëiâ

íàä C[p−]q ¹ àáåëåâîþ ñïëåòåíîþ òåíçîðíîþ êàòåãîði¹þ, â ÿêié òåíçîðíèì

äîáóòêîì ¹ ⊗C[p−]q . Öå äîçâîëÿ¹ îáëàøòóâàòè Λ = C[n−]q ⊗C[p−]q Λ(p−)q

ñòðóêòóðîþ Uqg-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè

Λ⊗ Λ→ Λ⊗C[p−]q Λ→ Λ

ó ñòàíäàðòíèé äëÿ òåîði¨ êâàíòîâèõ ãðóï ñïîñiá [124, ñòîð. 438]. Çà òàêîãî

ïiäõîäó Λ(p−)q ↪→ Λ i

Λ =

dim p−⊕
j=0

Λj, Λj = C[n−]q ⊗C[p−]q Λj(p−)q.

Äîâåäåìî, ùî â êàòåãîði¨ Uqg-ìîäóëiâ

Λj ≈
⊕

{w∈W S| l(w)=j}

M(w · 0)∗. (5.2.35)

Äiéñíî, â êàòåãîði¨ âàãîâèõ Uqh-ìîäóëiâ

C[n−]q ⊗C[p−]q N(q+, w · 0)∗ ∼= C[n−]q ⊗ (N(q+, w · 0)∗)lowest,

äå (N(q+, w · 0)∗)lowest � íàéíèæ÷à îäíîðiäíà êîìïîíåíòà ãðàäóéîâàíîãî

âåêòîðíîãî ïðîñòîðó N(q+, w · 0)∗. Îòæå, iñíó¹ ìîëîäøà âàãà ñåðåä âàã

Uqg-ìîäóëÿ C[n−]q ⊗C[p−]q N(q+, w · 0)∗, i âiäïîâiäíèé âëàñíèé ïiäïðîñòið ¹

îäíîâèìiðíèì. Âíàñëiäîê âëàñòèâîñòi óíiâåðñàëüíîñòi ìîäóëÿ ÂåðìàM(w ·
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0) iñíó¹ íåíóëüîâèé ìîðôiçì Uqg-ìîäóëiâ

M(w · 0)→
(
C[n−]q ⊗C[p−]q N(q+, w · 0)∗

)∗
.

Öåé ìîðôiçì ¹äèíèé ç òî÷íiñòþ äî ñêàëÿðíîãî ìíîæíèêà. Âèêîðèñòîâóþ÷è

ìiðêóâàííÿ äóàëüíîñòi, îäåðæó¹ìî ìîðôiçì Uqg-ìîäóëiâ

C[n−]q ⊗C[p−]q Λj(p−)q →
⊕

{w−1∈W S| l(w)=j}

M(w · 0)∗. (5.2.36)

Âií ¹ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íèì. Äiéñíî, öå òàê ó âèïàäêó q = 1, i òîìó äîñèòü

äîâåñòè içîìîðôiçì âàãîâèõ Uqh-ìîäóëiâ ç (5.2.36). Çàëèøà¹òüñÿ âèêîðè-

ñòàòè içîìîðôiçì âàãîâèõ Uqh-ìîäóëiâ

C[n−]q ≈M(k, 0)∗⊗C[p−]q, M(w·0)∗ ≈M(k, 0)∗⊗N(q+, w·0)∗, (5.2.37)

äå M(k, 0) � ìîäóëü Âåðìà ç íóëüîâîþ ñòàðøîþ âàãîþ íàä àëãåáðîþ Uqk.

Içîìîðôiçìè (5.2.37) âèâîäÿòüñÿ âèêîðèñòàííÿì áàç Ïóàíêàðå-Áiðêãîôà-

Âiòòà. Îòæå, ìà¹ìî içîìîðôiçì (5.2.35).

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ Ëåìè, ïîøèðèìî åíäîìîðôiçì d :

Λ(p−)q → Λ(p−)q Uqg-ìîäóëÿ Λ(p−)q äî åíäîìîðôiçìà dext : Λ → Λ Uqg-

ìîäóëÿ Λ. Ñêîðèñòà¹ìîñü äèôåðåíöiàëüíèì ÷èñëåííÿì ïåðøîãî ïîðÿäêó

(M(−αl0)∗, dp−) íàä àëãåáðîþ C[n−]q, ÿêèé ìîæíà îäåðæàòè ÿê ó ïóíêòi

5.2.5 ç ìiðêóâàíü äóàëüíîñòi ç ìîðôiçìó Uqg-ìîäóëiâ

M(−αl0)→M(0), v(−αl0) 7→ Fl0v(0).

Çãàäàíèé âèùå içîìîðôiçì Uqg-ìîäóëüíèõ C[n−]q-áiìîäóëiâ Λ1 ≈
M(−αl0)∗ âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ñêàëÿðíîãî ìíîæíèêà, ÿêèé ìîæå

áóòè îáðàíèé ó òàêèé ñïîñiá, ùî âiäïîâiäíèé îïåðàòîð dp− : C[n−]q → Λ1

çàäîâîëüíÿ¹

dp−ϕ = dϕ, ϕ ∈ C[p−]q. (5.2.38)

Ìè îäåðæó¹ìî áàæàíå ïîøèðåííÿ dext äèôåðåíöiàëó d, ïîêëàäàþ÷è

dext(fω) = (dp−f)ω + fdω äëÿ âñiõ f ∈ C[n−]q ⊂ Λ, ω ∈ Λ(p−)q ⊂ Λ.

Öå ïîøèðåííÿ ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì çàâäÿêè âëàñòèâîñòi óíiâåðñàëüíîñòi

òåíçîðíîãî äîáóòêó â êàòåãîði¨ C[p−]q-áiìîäóëiâ, ðàçîì iç ñïiââiäíîøåííÿì

(dp−(fϕ))ω + fϕdω = (dp−f)ϕω + fd(ϕω),
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äå f ∈ C[n−]q, ω ∈ Λ(p−)q, ϕ ∈ C[p−]q. Öå ñïiââiäíîøåííÿ ¹ ïðîñòèì íà-

ñëiäêîì (5.2.38).

Ç âèçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî dext ¹ ìîðôiçìîì Uqg-ìîäóëiâ, ÷è¹ îáìåæå-

ííÿ íà Λ(p−)q ⊂ Λ ñïiâïàäà¹ ç äèôåðåíöiàëîì d. �

Òâåðäæåííÿ 5.2.44. Â êàòåãîði¨ Uqg-ìîäóëiâ êîìïëåêñ (5.2.34) içîìîð-

ôíèé óçàãàëüíåíié ðåçîëüâåíòi Áåðíøòåéíà-Ãåëüôàíäà-Ãåëüôàíäà.

Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê Ëåì 5.2.42, 5.2.43 ïîðiâíþâàíi êîìïëåêñè ìî-

æíà ââàæàòè òàêèìè, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç òèõ ñàìèõ Uqg-ìîäóëiâ, à ¨õ äèôå-

ðåíöiàëè ìàþòü ïîäiáíèé âèãëÿä

dj|N(q+,w·0) =
⊕

{w′∈W S| w′→w}

ε(w,w′)̃iw,w′

i âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå çíà÷åííÿìè ñêàëÿðíèõ ìíîæíèêiâ ε(w,w′). Àëå, ç

îãëÿäó íà ìiðêóâàííÿ ïóíêòó 5.2.7 (äèâ. Çàóâàæåííÿ �) ñòà¹ çðîçóìiëèì,

ùî çàìiíà ñêàëÿðíèõ ìíîæíèêiâ ïðèçâîäèòü äî çàìiíè êîìïëåêñó Uqg-

ìîäóëiâ içîìîðôíèì êîìïëåêñîì. �

5.3 Òåîðiÿ ôóíêöié íà q-àíàëîçi êîìïëåêñíîãî ãi-

ïåðáîëi÷íîãî ïðîñòîðó

5.3.1 Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

Ðîçãëÿíåìî ãðóïó SUn,m ïñåâäî-óíiòàðíèõ ìàòðèöü ðîçìiðó (n+m)×
(n+m), ùî çáåðiãàþòü òàêó ôîðìó íà Cn+m:

[x, y] = −x1ȳ1 − . . .− xnȳn + xn+1ȳn+1 + . . .+ xn+mȳn+m.

Ç öèì ïîâ'ÿçàíèé ìíîãîâèä Ĥn,m = {x ∈ Cn+m| [x, x] > 0} i éîãî ïðî-

åêòèâiçàöiÿ Hn,m. Îñòàííié ìíîãîâèä içîìîðôíèé îäíîðiäíîìó ïðîñòîðó

SUn,m/S(Un,m−1×U1), òîáòî êîìïëåêñíîìó ãiïåðáîëi÷íîìó ïðîñòîðó. Iñíó¹

âåëèêèé îáñÿã ëiòåðàòóðè, ïðèñâÿ÷åíèé âèâ÷åííþ öèõ ïñåâäî-åðìiòîâèõ

ïðîñòîðiâ ðàíãó 1, çîêðåìà ãàðìîíi÷íîìó àíàëiçó íà íèõ (äèâ. ðîáîòè Äæ.

Ôàðî [43], Â. Ìîë÷àíîâà [128, 129], Ã. âàí Äiéêà i Þ. Øàðøîâà [28]).
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Ìè âèâ÷à¹ìî îñíîâè òåîði¨ ôóíêöié íà êâàíòîâèõ àíàëîãàõ êîì-

ïëåêñíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ïðîñòîðiâ Hn,m i âiäïîâiäíèõ içîòðîïíèõ êîíóñiâ

Ξn,m = {x ∈ Cn+m| [x, x] = 0} (äèâ. [13]).
Íåõàé q ∈ (0, 1). Àëãåáðà Õîïôà UqslN çàäà¹òüñÿ ñâî¨ìè òâiðíèìè Ki,

K−1
i , Ei, Fi, i = 1, 2, . . . , N − 1, i ñïiââiäíîøåííÿìè:

KiKj = KjKi, KiK
−1
i = K−1

i Ki = 1,

KiEi = q2EiKi, KiFi = q−2FiKi,

KiEj = q−1EjKi, KiFj = qFjKi, |i− j| = 1,

KiEj = EjKi, KiFj = FjKi, |i− j| > 1,

EiFj − FjEi = δij
Ki −K−1

i

q − q−1
,

E2
iEj − (q + q−1)EiEjEi + EjE

2
i = 0, |i− j| = 1,

F 2
i Fj − (q + q−1)FiFjFi + FjF

2
i = 0, |i− j| = 1,

EiEj − EjEi = FiFj − FjFi = 0, |i− j| 6= 1.

Êîìíîæåííÿ ∆, àíòèïîä S i êîîäèíèöÿ ε âèçíà÷àþòüñÿ íà òâiðíèõ òàê:

∆(Ei) = Ei⊗ 1 +Ki⊗Ei, ∆(Fi) = Fi⊗K−1
i + 1⊗Fi, ∆(Ki) = Ki⊗Ki,

S(Ei) = −K−1
i Ei, S(Fi) = −FiKi, S(Ki) = K−1

i ,

ε(Ei) = ε(Fi) = 0, ε(Ki) = 1,

äèâ. [88, ãëàâà 4].

Ìè òàêîæ ïîòðåáó¹ìî àëãåáðó Õîïôà C[SLN ]q ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ

ñêií÷åííîâèìiðíèõ âàãîâèõ UqslN -ìîäóëiâ. Íàãàäà¹ìî, ùî C[SLN ]q ìîæå

áóòè âèçíà÷åíà òâiðíèìè tij, i, j = 1, . . . , N , (ìàòðè÷íèìè åëåìåíòàìè âå-

êòîðíîãî çîáðàæåííÿ ó âàãîâié áàçi) i ñïiââiäíîøåííÿìè

tij′tij′′ = qtij′′tij′, j′ < j′′,

ti′jti′′j = qti′′jti′j, i′ < i′′,

tijti′j′ = ti′j′tij, i < i′ & j > j′,

tijti′j′ = ti′j′tij + (q − q−1)tij′ti′j, i < i′ & j < j′,
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ðàçîì ç ùå îäíèì ñïiââiäíîøåííÿì

detq t = 1,

äå detq t � q-äåòåðìiíàíò ìàòðèöi t = (tij)i,j=1,...,N :

detq t =
∑
s∈SN

(−q)l(s)t1s(1)t2s(2) . . . tNs(N),

iç l(s) = card{(i, j)|i < j & s(i) > s(j)}.
Íåõàé òàêîæ Uqsun,m,m+n = N , ïîçíà÷à¹ ∗-àëãåáðó Õîïôà (UqslN , ∗),

çàäàíó òàê:

(K±1
j )∗ = K±1

j , E∗j =

KjFj, j 6= n,

−KjFj, j = n,
F ∗j =

EjK
−1
j , j 6= n,

−EjK
−1
j , j = n,

äå j = 1, . . . , N − 1 [150, 169].

5.3.2 ∗-àëãåáðà Pol (Hn,m)q

Íåõàé m,n ∈ N, m ≥ 2, i N
def
= n + m. Íàãàäà¹ìî, ùî êëàñè÷íèé

êîìïëåêñíèé ãiïåðáîëi÷íèé ïðîñòið Hn,m ìîæå áóòè îäåðæàíèé ïðîåêòèâi-

çàöi¹þ îáëàñòi

Ĥn,m =

{
(t1, . . . , tN) ∈ CN

∣∣∣∣∣−
n∑
j=1

|tj|2 +
N∑

j=n+1

|tj|2 > 0

}
.

Ìè ïåðåéäåìî âiä êëàñè÷íîãî âèïàäêó q = 1 äî êâàíòîâîãî 0 < q < 1.

Ðîçãëÿíåìî äîáðå âiäîìèé [150] q-àíàëîã ïñåâäî-åðìiòîâîãî ïðîñòîðó. Íå-

õàé Pol
(
Ĥn,m

)
q
ïîçíà÷à¹ ∗-àëãåáðó ç îäèíèöåþ i òâiðíèìè t1, t2, . . . , tN òà

êîìóòàöiéíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè:

titj = qtjti, i < j

tit
∗
j = qt∗jti, i 6= j

tit
∗
i = t∗i ti + (q−2 − 1)

N∑
k=i+1

tkt
∗
k, i > n

tit
∗
i = t∗i ti + (q−2 − 1)

n∑
k=i+1

tkt
∗
k − (q−2 − 1)

N∑
k=n+1

tkt
∗
k, i ≤ n.

(5.3.1)
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Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî åëåìåíò c = −
n∑
j=1

tjt
∗
j +

N∑
j=n+1

tjt
∗
j ¹ öåíòðàëüíèì â

Pol
(
Ĥn,m

)
q
. Êðiì òîãî, c íå ¹ äiëüíèêîì íóëÿ â Pol

(
Ĥn,m

)
q
. Öå äîçâî-

ëÿ¹ âêëàñòè ∗-àëãåáðó Pol
(
Ĥn,m

)
q
â ¨¨ ëîêàëiçàöiþ Pol

(
Ĥn,m

)
q,c

âiäíîñíî

ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ñèñòåìè cN.

∗-àëãåáðà Pol
(
Ĥn,m

)
q,c

ïðèïóñêà¹ òàêå áiãðàäóþâàííÿ:

deg tj = (1, 0), deg t∗j = (0, 1), j = 1, 2 . . . , N.

Çàïðîâàäèìî ïîçíà÷åííÿ

Pol(Hn,m)q =

{
f ∈ Pol

(
Ĥn,m

)
q,c

∣∣∣∣ deg f = (0, 0)

}
.

Öÿ ∗-àëãåáðà Pol(Hn,m)q áóäå çâàòèñÿ àëãåáðîþ ðåãóëÿðíèõ ôóíêöié íà

êâàíòîâîìó ãiïåðáîëi÷íîìó ïðîñòîði.

Ìè óñòàòêó¹ìî ∗-àëãåáðó Pol(Hn,m)q ñòðóêòóðîþ Uqsun,m-ìîäóëüíî¨

àëãåáðè [21]. Äëÿ öüîãî ìè âêëàäåìî ¨¨ â Uqsun,m-ìîäóëüíó ∗-àëãåáðó
Pol
(
X̃
)
q
�ðåãóëÿðíèõ ôóíêöié íà êâàíòîâîìó ãîëîâíîìó îäíîðiäíîìó ïðî-

ñòîði�, ÿêèé ïîáóäîâàíî â [169].

Íàãàäà¹ìî, ùî Pol
(
X̃
)
q

def
= (C[SLN ]q, ∗), äå C[SLN ]q � äîáðå âiäîìà

àëãåáðà ðåãóëÿðíèõ ôóíêöié íà êâàíòîâié ãðóïi SLN , à iíâîëþöiÿ ∗ çàäàíà
òàê:

t∗ij = sign[(i−m− 1/2)(n− j + 1/2)](−q)j−i detq Tij.

Òóò detq � êâàíòîâèé äåòåðìiíàíò [21], à ìàòðèöÿ Tij îäðåæàíà ç ìàòðèöi

T = (tkl) âèäàëåííÿì ¨¨ i-¨ ñòðîêè i j-ãî ñòîâïöÿ.

Ç detq T = 1 âèïëèâà¹, ùî

−
n∑
j=1

t1jt
∗
1j +

N∑
j=n+1

t1jt
∗
1j = 1.

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ J : tj 7→ t1j, j = 1, 2, . . . , N , ïðèïóñêà¹ ¹äèíå ïðîäîâ-

æåííÿ äî ãîìîìîðôiçìó ∗-àëãåáð J : Pol
(
Ĥn,m

)
q,c
→ Pol

(
X̃
)
q
. Éîãî îáðàç

áóäå ïîçíà÷àòèñÿ Pol
(
H̃n,m

)
q
. Ëåãêî ïåðåðâiðèòè, ùî ∗-àëãåáðà Pol(Hn,m)q
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âêëàäà¹òüñÿ ó òàêèé ñïîñiá â Pol
(
H̃n,m

)
q
, i ¨¨ îáðàç ¹ â òî÷íîñòi ïiäàëãå-

áðà â Pol
(
H̃n,m

)
q
, ãåíåðîâàíà t1jt∗1k, j, k = 1, 2, . . . , N . Ó ïîäàëüøîìó ìè

áóäåìî îòîòîæíþâàòè Pol(Hn,m)q ç ¨¨ îáðàçîì âiäíîñíî âiäîáðàæåíÿ J .

Çàóâàæåííÿ.

1. Pol(Hn,m)q ìîæå áóòè îõàðàêòåðèçîâàíà äâîìà ñïîñîáàìè. Ïî-ïåðøå,

Pol(Hn,m)q =

{
f ∈ Pol

(
X̃
)
q

∣∣∣∣ 4L(f) = 1⊗ f
}
.

Òóò 4L ¹ êîäi¹þ 4L : Pol
(
X̃
)
q
→ C[s(u1 × uN−1)]q ⊗ Pol

(
X̃
)
q
, 4L :

tij 7→
N∑
k=1

π(tik)⊗ tkj, i π : Pol
(
X̃
)
q
→ C[s(u1 × uN−1)]q � âiäîáðàæåííÿ

ôàêòîðèçàöi¨ âiäíîñíî äâîñòîðîííüîãî iäåàëó â Pol
(
X̃
)
q
, ãåíåðîâàíîãî

t1k, tk1, k = 2, 3, . . . , N , äèâ. [103, 11.6.2, 11.6.4].

2. Iíøà õàðàêòåðèçàöiÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî Pol(Hn,m)q � ïiäàëãåáðà

Uqs(u1× uN−1)-iíâàðiàíòiâ ùîäî ëiâî¨ äi¨ â Pol
(
X̃
)
q
. Îñòàííÿ äiÿ ¹ äó-

àëüíîþ äî êîäi¨4L ÿê ó [103, 1.3.5, òâåðäæåííÿ 15]. Äëÿ äîâåäåííÿ åêâi-

âàëåíòíîñòi òðåáà âçÿòè äî óâàãè Uqs(u1 × uN−1)-iíâàðiàíòíiñòü t1jt∗1k
i ïîðiâíÿòè âèìiðíîñòi ãðàäóéîâàíèõ êîìïîíåíò àëãåáð Pol

(
Ĥn,m

)
q
i

C[GLN ]
Uqs(u1×uN−1)
q .

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ tj çàìiñòü t1j äëÿ òâiðíèõ ∗-
àëãåáðè Pol

(
H̃n,m

)
q
.

Íåõàé Iϕ, ϕ ∈ R/2πZ, � ∗-àâòîìîðôiçì ∗-àëãåáðè Pol
(
H̃n,m

)
q
, âèçíà-

÷åíèé íà òâiðíèõ {tj}j=1,...,N òàê:

Iϕ : tj 7→ eiϕtj. (5.3.2)

Òîäi ùå îäèí îïèñ Pol(Hn,m)q ¹ òàêèì:

Pol(Hn,m)q
def
=

{
f ∈ Pol

(
H̃n,m

)
q

∣∣∣∣ Iϕ(f) = f äëÿ âñiõ ϕ

}
.

Íàâåäåìî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ äi¨ Uqsun,m íà Pol
(
H̃n,m

)
q
:
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Ejti =

q−1/2ti−1, j + 1 = i,

0, â iíøèõ âèïàäêàõ,

Fjti =

q1/2ti+1, j = i,

0, â iíøèõ âèïàäêàõ,

K±1
j ti =


q±1ti, j = i,

q∓1ti, j + 1 = i,

ti, â iíøèõ âèïàäêàõ,

(5.3.3)

Ejt
∗
i =


−q−3/2t∗i+1, j = i & i 6= n,

q−3/2t∗i+1, j = i & i = n,

0, â iíøèõ âèïàäêàõ,

Fjt
∗
i =


−q3/2t∗i−1, j + 1 = i & i 6= n+ 1,

q3/2t∗i−1, j + 1 = i & i = n+ 1,

0, â iíøèõ âèïàäêàõ,

K±1
j t∗i =


q∓1t∗i , j = i,

q±1t∗i , j + 1 = i,

ti, â iíøèõ âèïàäêàõ.

(5.3.4)

5.3.3 ∗-àëãåáðà D(Hn,m)q ôiíiòíèõ ôóíêöié

Ïîáóäó¹ìî òî÷íå ∗-çîáðàæåííÿ T àëãåáðè Pol(Hn,m)q ó ïåðåäãiëüáåð-

òîâîìó ïðîñòîði H (ìåòîä ïîáóäîâè T äîáðå âiäîìèé; äèâ., íàïðèêëàä,

[169]).

Ïðîñòið H ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ñâî¹¨ îðòîíîðìîâàíî¨ áàçè

{e(i1, i2, . . . , iN−1)| i1, . . . , in ∈ −Z+; in+1, . . . , iN−1 ∈ N}.
∗-çîáðàæåííÿ T ¹ îáìåæåííÿì íà Pol(Hn,m)q ∗-çîáðàæåííÿ àëãåáðè

Pol
(
H̃n,m

)
, çàäàíîãî òàê:
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T (tj)e(i1, . . . , iN−1)=q

j−1∑
k=1

ik
(
q2(ij−1) − 1

)1/2

e(i1, . . . , ij − 1, . . . , iN−1),

T (t∗j)e(i1, . . . , iN−1)=q

j−1∑
k=1

ik(
q2ij − 1

)1/2
e(i1, . . . , ij + 1, . . . , iN−1),

(5.3.5)

äëÿ j ≤ n,

T (tj)e(i1, . . . , iN−1)=q

j−1∑
k=1

ik
(

1− q2(ij−1)
)1/2

e(i1, . . . , ij − 1, . . . , iN−1),

T (t∗j)e(i1, . . . , iN−1)=q

j−1∑
k=1

ik(
1− q2ij

)1/2
e(i1, . . . , ij + 1, . . . , iN−1),

(5.3.6)

äëÿ n < j < N , i çðåøòîþ,

T (tN)e(i1, . . . , iN−1) = q

N−1∑
k=1

ik
e(i1, . . . , iN−1),

T (t∗N)e(i1, . . . , iN−1) = q

N−1∑
k=1

ik
e(i1, . . . , iN−1).

(5.3.7)

Âèçíà÷èìî åëåìåíòè {xj}j=1,...,N :

xj
def
=


N∑
k=j

tkt
∗
k, j > n,

−
n∑
k=j

tkt
∗
k +

N∑
k=n+1

tkt
∗
k, j ≤ n.

(5.3.8)

Çðîçóìiëî, ùî x1 = 1, xixj = xjxi,

tjxk =

q2xktj, j < k,

xktj, j ≥ k,
(5.3.9)

i òîìó

t∗jxk =

q−2xkt
∗
j , j < k,

xkt
∗
j , j ≥ k.

(5.3.10)

Âåêòîðè e(i1, . . . , iN−1) ¹ ñïiëüíèìè âëàñíèìè âåêòîðàìè äëÿ îïåðàòî-

ðiâ T (xj), j = 1, 2, . . . , N :

T (x1) = I,

T (xj)e(i1, . . . , iN−1) = q
2
j−1∑
k=1

ik
e(i1, . . . , iN−1).

(5.3.11)
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Ñóìiñíèé ñïåêòð îïåðàòîðiâ T (xj), j = 1, 2, . . . , N , ùî ïîïàðíî êîìó-

òóþòü, ¹ òàêèì:

M =
{

(x1, . . . , xN) ∈ RN
∣∣

xi/xj ∈ q2Z & 1 = x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xn+1 > xn+2 > . . . > xN > 0
}
.

Òâåðäæåííÿ 5.3.1. T ¹ òî÷íèì çîáðàæåííÿì Pol(Hn,m)q.

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü ïåðåâiðèòè òî÷íiñòü (íå îáìåæåíîãî) çîáðàæåí-

íÿ T àëãåáðè Pol
(
H̃n,m

)
q
. Äîñèòü çðîçóìiëèì ¹ òå, ùî äîâiëüíèé åëåìåíò

Pol
(
H̃n,m

)
q
ìîæå áóòè çàïèñàíèé ó âèãëÿäi ñêií÷åííî¨ ñóìè

f =
∑

(i1,...,iN ,j1,...,jN ): ikjk=0

ti11 . . . t
in
n t
∗in+1

n+1 . . . t∗iNN fIJ(x2, . . . , xN)tjNN . . . t
jn+1

n+1t
∗jn
n . . . t∗j11 ,

äå fIJ(x2, . . . , xN) � ïîëiíîìè, I = (i1, . . . , iN), J = (j1, . . . , jN). Âíàñëiäîê

âèçíà÷åííÿ T êîæåí ÷ëåí

ti11 . . . t
in
n t
∗in+1

n+1 . . . t∗iNN fIJ(x2, . . . , xN)tjNN . . . t
jn+1

n+1t
∗jn
n . . . t∗j11

ïåðåâîäèòü áàçîâèé âåêòîð e(k1, . . . , kN−1) â ìíîæåíèé íà ñêàëÿð âåêòîð

áàçè e(k1 + j1 − i1, . . . , kn + jn − in, kn+1 − jn+1 + in+1, . . . , kN−1 − jN−1 +

iN−1). Êðiì òîãî, ìíîæèíè iíäåêñiâ (k1 + j1 − i1, . . . , kN−1 − jN−1 + iN−1)

âåêòîðiâ-îáðàçiâ áàçè ¹ ðiçíèìè äëÿ ðiçíèõ ìîíîìiâ, ÿêùî iíäåêñè ïåðøîãî

ìîíîìà e(k1, . . . , kN−1) ìàþòü äîñèòü âåëèêi ìîäóëi. Îòæå, äëÿ äîâåäåííÿ

íàøîãî òâåðäæåííÿ äîñèòü äîâiëüíî âèáðàòè ÷ëåí ñóìè f i çíàéòè ïåðøèé

âåêòîð áàçè e(k1, . . . , kN−1) ó òàêèé ñïîñiá, ùî îáðàíèé ÷ëåí íå àíiãiëþ¹

(çîáðàæåííÿì T ) âåêòîð e(k1, . . . , kN−1).

Ðîçãëÿíåìî âåêòîð áàçè e(k1, . . . , kN−1), äå |ks| > js äëÿ âñiõ s =

1, . . . , N − 1. Òîäi

T
(
tjNN . . . t

jn+1

n+1t
∗jn
n . . . t∗j11

)
e(k1, . . . , kN−1) =

const · e(k1 + j1, . . . , kn + jn, kn+1 − jn+1, . . . , kN−1 − jN−1),

äå const 6= 0.
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Êðiì òîãî, T (fIJ(x2, . . . , xN)) äi¹ ìíîæåííÿì âåêòîðà áàçè íà çíà÷åí-

íÿ ïîëiíîìà p
(
q2k1, . . . , q2kN−1

)
(çãiäíî ç (5.3.11)), äå p(u1, u2, . . . , uN−1) =

fIJ(u1, u1u2, . . . , u1u2 · · ·uN−1), i òîìó p � íåíóëüîâèé ïîëiíîì. Ïðîñòèé àð-

ãóìåíò äîçâîëÿ¹ çíàéòè k1, . . . , kN−1 òàêi, ùî |ks| > js i p
(
q2k1, . . . , q2kN−1

)
6=

0. Öå äîâîäèòü íàøå òâåðäæåííÿ. �

Íåõàé P � îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ H íà ëiíiéíó îáîëîíêó âåêòîðiâ

{e(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

, in+1, . . . , iN−1)| in+1, . . . , iN−1 ∈ N}. Çðîçóìiëî, ùî Pol(Hn,m)q

íå ìiñòèòü åëåìåíòó f0 òàêîãî, ùî T (f0) = P . Ìè äîäàìî åëåìåíò f0 ç öi¹þ

âëàñòèâiñòþ.

Ðîçãëÿíåìî ∗-àëãåáðó Fun
(
H̃n,m

)
⊃ Pol

(
H̃n,m

)
, îäåðæàíó ç

Pol
(
H̃n,m

)
äîäàâàííÿì åëåìåíòó f0 äî ïåðåëiêó òâiðíèõ i ïîäàíèõ íèæ-

÷å ñïiââiäíîøåíü äî ïåðåëiêó ñïiââiäíîøåíü.

t∗jf0 = f0tj = 0, j ≤ n,

xn+1f0 = f0xn+1 = f0,

f 2
0 = f ∗0 = f0,

tjf0 = f0tj; t∗jf0 = f0t
∗
j , j ≥ n+ 1.

(5.3.12)

Ñïiââiäíîøåííÿ Iϕf0 = f0 äîçâîëÿ¹ ïðîäîâæèòè ∗-àâòîìîðôiçì Iϕ

(5.3.2) àëãåáðè Pol
(
H̃n,m

)
äî ∗-àâòîìîðôiçìó àëãåáðè Fun

(
H̃n,m

)
. Íåõàé

Fun(Hn,m)
def
=
{
f ∈ Fun

(
H̃n,m

)∣∣∣ Iϕf = f
}
.

Î÷åâèäíî, iñíó¹ ¹äèíå ïðîäîâæåííÿ ∗-çîáðàæåííÿ T äî ∗-çîáðàæåííÿ ∗-
àëãåáðè Fun(Hn,m) òàêå, ùî T (f0) = P .

Íàøi ïîäàëüøi ðîçãëÿäè ñóòò¹âî âèêîðèñòîâóþòü äâîñòîðîííié iäåàë

D(Hn,m)q â àëãåáði Fun(Hn,m), ãåíåðîâàíèé f0. Ìè íàçèâà¹ìî öåé iäåàë

àëãåáðîþ ôiíiòíèõ ôóíêöié íà êâàíòîâîìó ãiïåðáîëi÷íîìó ïðîñòîði.

Òåîðåìà 5.3.2. Çîáðàæåííÿ T àëãåáðè D(Hn,m)q ¹ òî÷íèì.
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Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, êîæåí f ∈ D(Hn,m)q ìà¹ ¹äèíèé ðîçêëàä

f =
∑

(i1 . . . , iN , j1 . . . jN ) :

i1 + . . .+ in + jn+1 + . . .+ jN =

= j1 + . . .+ jn + in+1 + . . .+ iN

ti11 . . . t
in
n t
∗in+1

n+1 . . . t∗iNN f0t
jN
N . . . t

jn+1

n+1t
∗jn
n . . . t∗j11 .

Áåçïîñåðåäí¹ çàñòîñóâàííÿ êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü (5.3.12) äîçâîëÿ¹

ïåðåïèñàòè öåé ðîçêëàä ó âèãëÿäi

f =
∑

(i1 . . . , iN , j1 . . . jN ) : ikjk = 0 &

i1 + . . .+ in + jn+1 + . . .+ jN =

= j1 + . . .+ jn + in+1 + . . .+ iN

ti11 . . . t
in
n t
∗in+1

n+1 . . . t∗iNN fIJt
jN
N . . . t

jn+1

n+1t
∗jn
n . . . t∗j11 , (5.3.13)

äå

fIJ =
∑
K

pK(xn+2, . . . , xN−1)t
k1
1 t

k2
2 . . . tknn f0(t

∗
n)
kn . . . (t∗2)

k2(t∗1)
k1 (5.3.14)

äëÿ ïåâíèõ íåíóëüîâèõ ïîëiíîìiâ pK .

Ðîçãëÿíåìî âåêòîð áàçè e(a1, . . . , aN−1). Êîæåí ÷ëåí ç (5.3.13) ïåðåâî-

äèòü e(a1, . . . , aN−1) â äîìíîæåíèé íà ñêàëÿð âåêòîð e(a1 + j1− i1, . . . , an +

jn− in, an+1−jn+1 + in+1, . . . , aN−1−jN−1 + iN−1) (íåíóëüîâèé çà êîðåêòíîãî

âèçíà÷åííÿ). Âíàñëiäîê íàøèõ ïðèïóùåíü ùîäî åëåìåíòiâ, ÿêi óòâîðþþòü

I òà J , ïiäìíîæèíà íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ, çàçíà÷åíà âèùå, ¹ ëiíiéíî íåçàëå-

æíîþ. Îòæå, äîñèòü äîâiëüíî âèáðàòè ÷ëåí â (5.3.13) i äîâåñòè, ùî âií íå

àíiãiëþ¹ ïåâíèé âåêòîð áàçè.

Âèáåðåìî äîâiëüíî ÷ëåí

pK(xn+2, . . . , xN−1)t
k1
1 t

k2
2 . . . tknn f0(t

∗
n)
kn . . . (t∗2)

k2(t∗1)
k1

ç (5.3.14). Íàðàçi

T (f0(t
∗
n)
kn . . . (t∗2)

k2(t∗1)
k1)T (tjNN . . . t

jn+1

n+1t
∗jn
n . . . t∗j11 )e(a1, . . . , aN−1) =

= const · e(0, . . . , 0, an+1 − jn+1, . . . , aN−1 − jN−1).
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Òóò const = 0 çà âèíÿòêîì âèïàäêó, êîëè as + ks + js = 0 äëÿ s = 1, . . . , n i

as > js äëÿ s = n+ 1, . . . , N − 1. Ïîêëàäåìî as = −ks− js äëÿ s = 1, . . . , n.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî äiþ T (pK(xn+2, . . . , xN−1)) íà âåêòîðè âèãëÿäó

e(−k1, . . . ,−kn, an+1 − jn+1, . . . , aN−1 − jN−1) iç as > js äëÿ s = n +

1, . . . , N − 1. Àðãóìåíò, ïîäiáíèé äî òîãî, ùî áóâ çàñòîñîâàíèé â îñòàí-

íüîìó àáçàöi äîâåäåííÿ Òâåðäæåííÿ 5.3.1, äîçâîëÿ¹ âèáðàòè an+1, . . . , aN−1

ó òàêèé ñïîñiá, ùî T
(
ti11 . . . t

in
n t
∗in+1

n+1 . . . t∗iNN fIJt
jN
N . . . t

jn+1

n+1t
∗jn
n . . . t∗j11

)
íå àíiãi-

ëþ¹ e(a1, . . . , aN−1). Öå äîâîäèòü íàøå òâåðäæåííÿ. �

Çàóâàæåííÿ.

i) Ç îãëÿäó íà (5.3.12), f0 ìîæå òëóìà÷èòèñü ÿê ôóíêöiÿ âiä xn+1:

f0 = f0(xn+1) =

1, xn+1 = 1,

0, xn+1 ∈ q−2N.
(5.3.15)

(Íàãàäà¹ìî, ùî specxn+1 = q−2Z+). Îòæå, f0 ¹ q-àíàëîãîì õàðàêòåðèñòè÷íî¨

ôóíêöi¨ ïiäìíîãîâèäó{
(t1, . . . , tN) ∈ CN

∣∣ t1 = t2 = . . . = tn = 0
}
∩Hn,m.

ii) Íåõàé f(xn+1) � ïîëiíîì. Âíàñëiäîê (5.3.8), (5.3.9) ìà¹ìî

n∑
i=1

tif(xn+1)t
∗
i = f(q2xn+1)

n∑
i=1

tit
∗
i = f

(
q2xn+1

)
(xn+1 − 1). (5.3.16)

Öå îá÷èñëåííÿ, ðàçîì ç (5.3.15), äîçâîëÿ¹ ðîçãëÿíóòè åëåìåíò f1 =
n∑
i=1

tif0t
∗
i

ÿê ôóíêöiþ âiä xn+1 òàêó, ùî

f1(xn+1) =

q−2 − 1, xn+1 = q−2,

0, xn+1 = 1 àáî xn+1 ∈ q−2N−2.

Îòæå, ïîñëiäîâíå çàñòîñóâàííÿ (5.3.16) ïðèçâîäèòü äî òàêîãî âèñíîâêó:

D(Hn,m)q ìiñòèòü âñi ôiíiòíi ôóíêöi¨ âiä xn+1 (òîáòî òàêi ôóíêöi¨ f , ùî

f(q−n) = 0 äëÿ âñiõ n ∈ N, îêðiì ñêií÷åííî¨ ¨õ êiëüêîñòi).

Îáëàøòó¹ìî D(Hn,m)q ñòðóêòóðîþ Uqsun,m-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè. Äëÿ

öüîãî äîñèòü îïèñàòè äiþ îïåðàòîðiâ {Ej, Fj, Kj}j=1,...,N−1 íà f0. Îñü öåé
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îïèñ:

Enf0 = − q−1/2

q−2 − 1
tnf0t

∗
n+1, (5.3.17)

Fnf0 = − q3/2

q−2 − 1
tn+1f0t

∗
n, (5.3.18)

Knf0 = f0, (5.3.19)

Ejf0 = Fjf0 = (Kj − 1)f0 = 0, j 6= n. (5.3.20)

Çàóâàæåííÿ. Àáè ïåðåêîíàòèñÿ, ùî öÿ ñòðóêòóðà Uqsun,m-ìîäóëüíî¨

àëãåáðè íàD(Hn,m)q ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíîþ, äîñèòü âèêîðèñòàòè àðãóìåíò,

ùî ìiñòèòüñÿ â [169]. Òóò ìè îáìåæèìîñü ïîÿñíåííÿì ìîòèâiâ, ùî ïðèçâî-

äÿòü äî (5.3.17) � (5.3.20). Çàñòîñóâàííÿ (5.3.3), (5.3.4) i (5.3.8) äîçâîëÿ¹

äiéòè âèñíîâêó, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ïîëiíîìó f(t)

Enf(xn+1) = q−1/2tn
f(q−2xn+1)− f(xn+1)

q−2xn+1 − xn+1
t∗n+1, (5.3.21)

Fnf(xn+1) = q3/2tn+1
f(q−2xn+1)− f(xn+1)

q−2xn+1 − xn+1
t∗n, (5.3.22)

Ejf = Fjf = (Kj − 1)f = 0 äëÿ j 6= n, j = 1, 2, . . . , N − 1. (5.3.23)

Ïîñëiäîâíå çàñòîñóâàííÿ (5.3.21) � (5.3.23) äî íåïîëiíîìiàëüíî¨ ôóíêöi¨ f0

(5.3.15) äà¹ (5.3.17) � (5.3.20).

5.3.4 Iíâàðiàíòíèé iíòåãðàë

Íåõàé νq : D(Hn,m)q → C � ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë:

νq(f) = Tr(T (f) ·Q) =

∫
Hn,m

fdνq, (5.3.24)

äå Q : H → H � ëiíiéíèé îïåðàòîð, çàäàíèé íà åëåìåíòàõ áàçè

e(i1, . . . , iN−1) òàê:

Qe(i1, . . . , iN−1) = const · q
2
N−1∑
j=1

(N−j)ij
e(i1, . . . , iN−1), const > 0. (5.3.25)

Îòæå, Q = const · T (x2 · . . . · xN); öå ¹ íàñëiäêîì (5.3.11).

Òåîðåìà 5.3.3. Ôóíêöiîíàë νq, çàäàíèé (5.3.24), ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì,

ïîçèòèâíèì i Uqsun,m-iíâàðiàíòíèì.
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Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê (5.3.1), (5.3.8), (5.3.9), áóäü-ÿêèé åëåìåíò f

àëãåáðè D(Hn,m)q ìîæå áóòè çàïèñàíèé ¹äèíèì ñïîñîáîì ó âèãëÿäi

f =
∑

(i1 . . . , iN , j1 . . . jN ) : ikjk = 0 &

i1 + . . .+ in + jn+1 + . . .+ jN =

= j1 + . . .+ jn + in+1 + . . .+ iN

ti11 . . . t
in
n t
∗in+1

n+1 . . . t∗iNN fIJ(x2, . . . , xN)tjNN . . . t
jn+1

n+1t
∗jn
n . . . t∗j11 (5.3.26)

äå fIJ(x2, . . . , xN) � ïîëiíîì âiä x2, . . . , xn, xn+2, . . . , xN i ôiíiòíà ôóíêöiÿ

âiä xn+1, òîáòî fIJ(x2, . . . , xN) ìà¹ âèãëÿä∑
�nite sum

αKx
k2
2 · · ·xknn fK(xn+1)x

kn+2

n+2 · · ·x
kN
N , αK ∈ C, (5.3.27)

i fK(q−2l) 6= 0 äëÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi l ∈ Z+. Òîäi, çà íàøèì âèçíà÷åííÿì,

νq : f 7→ const ·
∑

(i1 . . . , in) ∈ (−Z+)n

(in+1, . . . , iN−1) ∈ Nm−1

f00

(
q2i1, q2i1+2i2, . . . , q2i1+...+2iN−1

)
·

· q2(N−1)i1+2(N−2)i2+...+2iN−1, (5.3.28)

i ðÿä ó ïðàâié ÷àñòèíi (5.3.28) çáiãà¹òüñÿ äëÿ f âèãëÿäó (5.3.27).

Ïîçèòèâíiñòü ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëó νq îçíà÷à¹ νq(f ∗f) > 0 äëÿ f 6= 0.

Öå âèïëèâà¹ ç ÿâíî¨ ôîðìóëè (5.3.28) i òî÷íîñòi ∗-çîáðàæåííÿ T àëãåáðè

D(Hn,m)q (äèâ. ïóíêò 5.3.3).

Çàëèøà¹òüñÿ âñòàíîâèòè Uqsun,m-iíâàðiàíòíiñòü νq. Áàæàíà iíâàðiàí-

òíiñòü åêâiâàëåíòíà

νq(Ejf) = 0, νq(Fjf) = 0 (5.3.29)

äëÿ áóäü-ÿêîãî f ∈ D(Hn,m)q i j = 1, 2, . . . , N − 1. Çàçíà÷èìî, ùî νq ¹ äié-

ñíèì ôóíêöiîíàëîì, òîáòî νq(f ∗) = νq(f). Îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ âèïëè-

âà¹ ç ñàìîñïðÿæåíîñòi îïåðàòîðà Q : H→ H ó âèçíà÷åííi νq. Öå äîçâîëÿ¹

çâåñòè äîâåäåííÿ (5.3.29) äî äîâåäåííÿ éîãî ñêîðî÷åíî¨ âåðñi¨

νq(Ejf) = 0, j = 1, 2, . . . , N − 1. (5.3.30)
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Ìè âñòàíîâèìî (5.3.30) äëÿ j ≤ n; äëÿ iíøèõ j äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå.

Êðiì òîãî, äëÿ ôóíêöi¨ f âèãëÿäó

f = ti11 . . . t
in
n t
∗in+1

n+1 . . . t∗iNN fIJ(x2, . . . , xN)tjNN . . . t
jn+1

n+1t
∗jn
n . . . t∗j11

äå ikjk = 0 äëÿ k = 1, 2, . . . , N , ìà¹ìî νq(Ejf) = 0, ÿêùî I 6=
(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)

(j+1)-òå ìiñöå

i J 6= (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)
j-òå ìiñöå

(ÿêùî j < n) àáî I 6=

(0, 0, . . . , 0) i J 6= (0, . . . , 0, 1, 1, 0, . . . , 0)
j-òå (j+1)-òå ìiñöÿ

(if j = n). Îòæå, ìà¹ìî ïåðåâiðèòè,

ùî νq
(
Ej

(
tj+1f(x2, . . . , xN)t∗j

))
= 0.

Áåçïîñåðåäí¹ îá÷èñëåííÿ ïîêàçó¹, ùî äëÿ j ≤ n

Ej(tj+1f(x2, . . . , xN)t∗j) =

= q−1/2

[
q2f(x2, . . . , xj, q

2xj+1, . . . , q
2xN)(xj+1 − xj)

q−2xj+2 − xj+1

(1− q2)xj+1

−f(x2, . . . , xj+1, q
2xj+2, . . . , q

2xN)(xj+2 − xj+1)
q−2xj+1 − xj
(1− q2)xj+1

]
. (5.3.31)

1. Íåõàé j = n. Òîäi

νq
(
Ej

(
tj+1f(x2, . . . , xN)t∗j

))
=

= const' ·
∑

(i1 . . . , in) ∈ (−Z+)n

(in+1, . . . , iN−1) ∈ Nm−1

[
f
(
q2i1, . . . , q2i1+...+2in−1, q2i1+...+2in+2, . . . , q2i1+...+2iN−1+2

)
·

·
q2
(
q2i1+...+2in − q2i1+...+2in−1

) (
q2i1+...+2in+1−2 − q2i1+...+2in

)
q2i1+...+2in

−

− f
(
q2i1, . . . , q2i1+...+2in, q2i1+...+2in+1+2, . . . , q2i1+...+2iN−1+2

)
·

·
(
q2i1+...+2in+1 − q2i1+...+2in

) (
q2i1+...+2in−2 − q2i1+...+2in−1

)
q2i1+...+2in

]
q2(N−1)i1+...+2iN−1 =
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= const' ·
∑

(i1 . . . , in) ∈ (−Z+)n

(in+1, . . . , iN−1) ∈ Nm−1

[
f
(
q2i1, . . . , q2i1+...+2in−1, q2i1+...+2in+2, . . . , q2i1+...+2iN−1+2

)
·

· q2
(
q2in − 1

) (
q2in+1−2 − 1

)
−

− f
(
q2i1, . . . , q2i1+...+2in, q2i1+...+2in+1+2, . . . , q2i1+...+2iN−1+2

)
·

·
(
q2in+1 − 1

) (
q2in−2 − 1

) ]
q2i1+...+2in−1q2(N−1)i1+...+2iN−1.

Ðîçãëÿíåìî âíóòðiøíþ ñóìó (çà in i in+1). Äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñó,

ìè ïîçíà÷èìî f
(
q2i1, . . . , q2i1+...+2in−1, q2i1+...+2in+2, . . . , q2i1+...+2iN−1+2

)
÷åðåç

ψin+1,in+1
.∑

i ∈ −Z+

j ∈ N

[
ψi+1,j · q2

(
1− q2i

) (
1− q2j−2

)
− ψi,j+1 ·

(
1− q2i−2

) (
1− q2j

)]
·

· q2(N−n)i+2(N−n−1)j =

=
∑

i∈−Z+, j∈N

ψi+1,j ·
(
1− q2i

) (
1− q2j−2

)
q2(N−n)i+2(N−n−1)j+2

−
∑

i∈−Z+, j∈N

ψi,j+1 ·
(
1− q2i−2

) (
1− q2j

)
q2(N−n)i+2(N−n−1)j

= q−2(N−n−1)
∑

i≤1,j∈N

ψi,j
(
1− q2i−2

) (
1− q2j−2

)
q2(N−n)i+2(N−n−1)j−

− q−2(N−n−1)
∑

i∈−Z+,j≥2

ψi,j
(
1− q2i−2

) (
1− q2j−2

)
q2(N−n)i+2(N−n)j = 0.

Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ó äàíîìó âèïàäêó.



205

2. Íåõàé j < n.∑
i,j∈−Z+

[
ψi+1,j · q2

(
1− q2i

) (
1− q2j−2

)
− ψi,j+1 ·

(
1− q2i−2

) (
1− q2j

)]
·

· q2(N−n)i+2(N−n−1)j =

= q−2(N−n−1)
∑

i≤1,j∈−Z+

ψi,j
(
1− q2i−2

) (
1− q2j−2

)
q2(N−n)i+2(N−n−1)j−

− q−2(N−n−1)
∑

i∈−Z+,j≤1

ψi,j
(
1− q2i−2

) (
1− q2j−2

)
q2(N−n)i+2(N−n)j = 0.

Òåîðåìó äîâåäåíî. �

Çàóâàæåííÿ. Âàðòî âèáðàòè const â (5.3.25) ó òàêèé ñïîñiá, ùî

νq(f0) = 1. Öå äîçâîëÿ¹ çíàéòè êîíñòàíòó ÿâíî:

const = q−(N−n)(N−n−1)
N−1∏
j=n+1

(
1− q2(N−j)

)
.

5.3.5 Êâàíòîâèé îäíîðiäíèé ïðîñòið Ξn,m

Íåõàé Pol
(

Ξ̃n,m

)
q
ïîçíà÷à¹ ôàêòîðàëãåáðó àëãåáðè Pol(Ĥn,m)q çà iäå-

àëîì Pol(Ĥn,m)q · c (íàãàäà¹ìî, ùî c íàëåæèòü öåíòðó Pol(Ĥn,m)q). Öå ¹

q-àíàëîãîì àëãåáðè ïîëiíîìiâ íà içîòðîïíîìó êîíóñi. Âèçíà÷èìî àâòîìîð-

ôiçì Iϕ, ϕ ∈ R/2πZ, àëãåáðè Pol
(

Ξ̃n,m

)
q
:

Iϕ(tj) = eiϕtj, Iϕ(t∗j) = e−iϕt∗j .

Âíàñëiäîê âèçíà÷åííÿ ìà¹ìî

Pol(Ξn,m)q =

{
f ∈ Pol

(
Ξ̃n,m

)
q

∣∣∣∣ Iϕ(f) = f äëÿ áóäü-ÿêîãî ϕ

}
.

Ìè ïîáóäó¹ìî ∗-çîáðàæåííÿ T0 ∗-àëãåáðè Pol
(

Ξ̃n,m

)
q
ó ïåðåäãiëüáåðòîâîìó

ïðîñòîði H0 ó òàêèé ñïîñiá, ùî îáìåæåííÿ T0 íà ïiäàëãåáðó Pol(Ξn,m)q ¹

òî÷íèì ∗-çîáðàæåííÿì Pol(Ξn,m)q.

Íåõàé {e(i1, i2, . . . , iN−1)| i1 ∈ Z; i2, . . . , in ∈ −Z+; in+1, . . . , iN−1 ∈ N}
� îðòîíîðìîâàíà áàçà ïðîñòîðó H0. Òîäi T0 âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

T0(t1)e(i1, . . . , iN−1) = qi1−1e(i1 − 1, . . . , iN−1),

T0(t
∗
1)e(i1, . . . , iN−1) = qi1e(i1 + 1, . . . , iN−1),

(5.3.32)
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T0(tj)e(i1, . . . , iN−1) = q

j−1∑
k=1

ik
(
q2(ij−1) − 1

)1/2

e(i1, . . . , ij − 1, . . . , iN−1),

T0(t
∗
j)e(i1, . . . , iN−1) = q

j−1∑
k=1

ik(
q2ij − 1

)1/2
e(i1, . . . , ij + 1, . . . , iN−1), (5.3.33)

äëÿ 1 < j ≤ n,

T0(tj)e(i1, . . . , iN−1) = q

j−1∑
k=1

ik
(

1− q2(ij−1)
)1/2

e(i1, . . . , ij − 1, . . . , iN−1),

T0(t
∗
j)e(i1, . . . , iN−1) = q

j−1∑
k=1

ik(
1− q2ij

)1/2
e(i1, . . . , ij + 1, . . . , iN−1), (5.3.34)

äëÿ n < j < N,

T0(tN)e(i1, . . . , iN−1) = q

N−1∑
k=1

ik
e(i1, . . . , iN−1),

T0(t
∗
N)e(i1, . . . , iN−1) = q

N−1∑
k=1

ik
e(i1, . . . , iN−1),

(5.3.35)

Çàïðîâàäèìî ïîçíà÷åííÿ

ξj =


N∑
k=j

tkt
∗
k, j > n,

−
n∑
k=j

tkt
∗
k +

N∑
k=n+1

tkt
∗
k, j ≤ n.

Î÷åâèäíî, ξ1 = 0, à åëåìåíòè ξ2, . . . , ξN çàäîâîëüíÿþòü (5.3.9) � (5.3.10), äå

xk çàìiíåíî íà ξk. Ñóìiñíèì ñïåêòðîì îïåðàòîðiâ {T0(ξj)}j=1,N , ùî ïîïàðíî

êîìóòóþòü, ¹ ìíîæèíà

M0 =
{

(ξ1, . . . , ξN) ∈ RN
∣∣

ξj ∈ q2Z, j > 1 & 0 = ξ1 ≤ ξ2 ≤ . . . ≤ ξn+1 > ξn+2 > . . . > ξN > 0
}
.

Ïîäiáíî äî âèïàäêó Pol(Hn,m)q, áóäü-ÿêèé åëåìåíò ç Pol(Ξn,m)q ìîæå áóòè

çàïèñàíèé ó âèãëÿäi

f =
∑
IJ = 0

ñêií÷åííà ñóìà

i1 + . . .+ in + jn+1 + . . .+ jN =

= in+1 + . . .+ iN + j1 + . . .+ jn

ti11 . . . t
in
n t
∗in+1

n+1 . . . t∗iNN fIJ(ξ2, . . . , ξN)tjNN . . . t
jn+1

n+1t
∗jn
n . . . t∗j11 ,
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äå fIJ � ïîëiíîìè âiä ξ2, . . . , ξN , i öåé ðîçêëàä ¹ ¹äèíèì.

∗-àëãåáðà Pol
(

Ξ̃n,m

)
q
¹ Uqsun,m-ìîäóëüíîþ àëãåáðîþ. À ñàìå, äiÿ

Uqsun,m íà òâiðíi tj, t∗j àëãåáðè Pol
(

Ξ̃n,m

)
q
âèçíà÷à¹òüñÿ (5.3.3) � (5.3.4).

Öå âèçíà÷åííÿ ¹ êîðåêòíèì çàâäÿêè òîìó ôàêòó, ùî åëåìåíò c êîâàðiàí-

òíî¨ àëãåáðè Pol(H̃n,m)q ¹ Uqsun,m-iíâàðiàíòíèì. Îòæå, ∗-àëãåáðà Pol(Ξn,m)q

¹ òàêîæ Uqsun,m-ìîäóëüíîþ àëãåáðîþ. Òàêi æ îá÷èñëåííÿ, ÿê i ó âèïàäêó

Pol(Hn,m)q, ïîêàçóþòü, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ïîëiíîìó f(t)

Enf(ξn+1) = q−1/2tn
f(q−2ξn+1)− f(ξn+1)

q−2ξn+1 − ξn+1
t∗n+1,

Fnf(ξn+1) = q3/2tn+1
f(q−2ξn+1)− f(ξn+1)

q−2ξn+1 − ξn+1
t∗n, (5.3.36)

(Kn − 1)f(ξn+1) = Ejf(ξn+1) = Fjf(ξn+1) = (Kj − 1)f(ξn+1) = 0, j 6= n.

Òåïåð (5.3.9), (5.3.10) i (5.3.36) äîçâîëÿþòü ðîçãëÿíóòè êîâàðiàíòíó

∗-àëãåáðó D(Ξn,m) ôiíiòíèõ ôóíêöié íà êâàíòîâîìó îäíîðiäíîìó ïðîñòî-

ði Ξn,m. Âîíà óòâîðåíà åëåìåíòàìè âèãëÿäó (5.3.26) iç ξk çàìiñòü xk, äå

fIJ(ξ2, . . . , ξN) � ïîëiíîìè âiä ξ2, . . . , ξn, ξn+2, . . . , ξN i ôiíiòíi ôóíêöi¨ âiä

ξn+1 (òîáòî fIJ ìàþòü âèãëÿä (5.3.27), äå fK(q2l) 6= 0 äëÿ ñêií÷åííî¨ êiëü-

êîñòi l ∈ Z).

Òåîðåìà 5.3.4. T0 ìîæå áóòè ïîøèðåíå äî òî÷íîãî ∗-çîáðàæåííÿ ∗-
àëãåáðè D(Ξn,m).

Çàóâàæåííÿ. Àëãåáðà Pol(Hn,m)q ìà¹ òîé æå ïåðåëiê òâiðíèõ, ùî é

Pol(Ξ̃)q, â òîé ÷àñ ÿê ïåðåëiê ñïiââiäíîøåíü ðiçíèòüñÿ çàìiíîþ c − 1 = 0

íà c = 0. Êðiì òîãî, âiäìiííîñòi ìiæ ôîðìóëàìè (5.3.5) � (5.3.7) i (5.3.32)

� (5.3.35) äîñèòü íåâåëèêi äëÿ òîãî, àáè äîçâîëèòè çàñòîñóâàííÿ îäíîãî é

òîãî æ àðãóìåíòó äëÿ äîâåäåííÿ Òåîðåì 5.3.4 i 5.3.2.

Òåïåð ïîáóäó¹ìî iíâàðiàíòíèé iíòåãðàë íà D(Ξn,m). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

ν0
q ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë ν

0
q : D(Ξn,m)→ C, ùî çàäàíèé òàê:

ν0
q (f) = Tr(T0(f) ·Q0)

=

∫
Ξn,m

fdν0
q

 , (5.3.37)
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äå Q0 : H0 → H0 � òàêå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ:

Q0e(i1, . . . , iN−1) = const · q
2
N−1∑
j=1

(N−j)ij
e(i1, . . . , iN−1). (5.3.38)

Òåîðåìà 5.3.5. Ôóíêöiîíàë ν0
q ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì, ïîçèòèâíèì i

Uqsun,m-iíâàðiàíòíèì.

Äîâåäåííÿ. Ç âèçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî

ν0
q (f)=const

∑
i1 ∈ Z

(i2 . . . , in) ∈ (−Z+)n−1

(in+1, . . . , iN−1) ∈ Nm−1

f00

(
q2i1, q2i1+2i2, . . . , q2i1+...+2iN−1

)
q2i1(N−1)+...+2iN−1. (5.3.39)

Òóò f00 � ôóíêöiÿ ç ðîçêëàäó (5.3.26) åëåìåíòà f .

Äëÿ äîâåäåííÿ êîðåêòíîñòi âèçíà÷åííÿ (5.3.37) äëÿ ν0
q , íàðàçi äîñèòü

ïîêàçàòè, ùî ðiä ó ïðàâié ÷àñòèíi (5.3.39) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî, ÿêùî f00

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi f00

(
ξ2, . . . , ξn, q

2l, ξn+2, . . . , ξN
)

= 0 äëÿ l 6= l0. Íåõàé f00

� òàêà ôóíêöiÿ. Òîäi

∑
i1 ∈ Z

(i2 . . . , in) ∈ (−Z+)n−1

(in+1, . . . , iN−1) ∈ Nm−1

f00

(
q2i1, q2i1+2i2, . . . , q2i1+...+2inq2i1+...+2iN−1

)
q2i1(N−1)+...+2iN−1 =

=
∑

(i2 . . . , in) ∈ (−Z+)n−1

(in+1, . . . , iN−1) ∈ Nm−1

f00

(
q2l0−2i2−...−2in, q2l0−2i3−...−2in, . . . , q2l0−2in, q2l0, q2l0+2in+1, . . .

)
·

· q2l0(N−1) · q2i1(N−1)+...+2iN−1 · q−2i2−4i3−...−2(n−1)in·

· q2in+1(m−1)+in+2(m−2)+...+2iN−1. (5.3.40)

Ìà¹òüñÿ íà óâàçi, ùî òiëüêè ÷ëåíè ç i1 + . . . + in = l0 ìîæóòü áóòè íåíó-

ëüîâèìè; òàêîæ âèêîðèñòàíî íàñòóïíó î÷åâèäíó ðiâíiñòü:

q2(N−1)i1+...+2iN−1 = q2i1 · q2i1+2i2 · . . . · q2i1+...+2iN−1.
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Íàðàçi äëÿ âñòàíîâëåííÿ çáiæíîñòi ðÿäà (5.3.40) äîñèòü íàãàäàòè, ùî

f00 ¹ ïîëiíîìîì âiä ξ2, . . . , ξn, ξn+2, . . . , ξN .

Ïîçèòèâíà âèçíà÷åííiñòü ν0
q ìîæå áóòè äîâåäåíà òàê æå, ÿê öå áóëî

çðîáëåíî ó ïóíêòi 5.3.4 äëÿ νq.

Ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ iíâàðiàíòíîñòi ν0
q . Äëÿ öüîãî ìè ïîòðåáó¹ìî

âiäòâîðåííÿ äîâåäåííÿ ïîäiáíîãî ôàêòó äëÿ νq ìàéæå äîñëiâíî, âêëþ÷íî

ç îá÷èñëåííÿìè äëÿ âèïàäêiâ 1 i 2. Àëå òåïåð ìà¹ìî ðîçãëÿíóòè ùå îäèí

âèïàäîê:

3. Íåõàé j = 1, òîäi (äèâ. (5.3.31))

E1(t2f(ξ2, . . . , ξN)t∗1) =

= q−1/2

[
f(q2ξ2, . . . , q

2ξN)
ξ2(ξ3 − q2ξ2)

(1− q2)ξ2
− f(ξ2, q

2ξ3, . . . , q
2ξN)

q−2ξ2(ξ3 − ξ2)

(1− q2)ξ2

]
=

q−1/2

1− q2

[
f(q2ξ2, . . . , q

2ξN)(ξ3 − q2ξ2)− q−2f(ξ2, q
2ξ3, . . . , q

2ξN)(ξ3 − ξ2)
]
.

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî ν0
q (E1(t2f(ξ2, . . . , ξN)t∗1)) = 0. Äiéñíî,

ν0
q (E1(t2f(ξ2, . . . , ξN)t∗1)) =

= const′
∑
i1 ∈ Z

(i2 . . . , in) ∈ (−Z+)n−1

(in+1, . . . , iN−1) ∈ Nm−1

[
f
(
q2i1+2, q2i1+2i2+2, . . . , q2i1+...+2iN−1+2

) (
q2i2−2 − 1

)
q2i1+2−

−f
(
q2i1, q2i1+2i1+2, . . . , q2i1+...+2iN−1+2

)
q−2
(
q2i2 − 1

)
q2i1
]
·

· q2i1(N−1)+...+2iN−1. (5.3.41)

Ïîçíà÷èìî f(q2i1+2, q2i1+2i2+2, . . . , q2i1+...+2iN−1+2) ÷åðåç ψi1+1,i2. Îá÷èñëèìî

âíóòðiøíþ ñóìó çà i1 i i2 ó ïðàâié ÷àñòèíi (5.3.41).∑
i∈Z,j∈−Z+

[
q2ψi+1,j(q

2j−2 − 1)− q−2ψi,j+1(q
2j − 1)

]
· q2iNq2j(N−2) =

=
∑

i∈Z,j∈−Z+

ψi,j(q
2j−2 − 1) · q2iN+2jN−4j−2N+2−

−
∑

i∈Z,j≤1

ψi,j(q
2j−2 − 1) · q2iN+2j(N−2)−2N+2 = 0. �
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Çàóâàæåííÿ. Òóò const âèáðàíà â (5.3.38) ó òàêèé ñïîñiá, ùî ìà¹

ìiñöå ν0
q (f0) = 1. Öå äîçâîëÿ¹ çíàéòè öþ êîíñòàíòó ÿâíî:

const = q−(N−n)(N−n−1)
n−1∏
j=1

(
1− q2j

)N−n−1∏
j=1

(
1− q2j

)
.

5.3.6 Îñíîâíi íåóíiòàðíà òà óíiòàðíà ñåði¨ çîáðàæåíü Uqsun,m,

ïîâ'ÿçàíi ç ïðîñòîðîì Ξn,m

Åëåìåíò ξn+1 êâàçi-êîìóòó¹ ç óñiìà òâiðíèìè àëãåáðè Pol(Ξn,m)q. Îòæå,

(ξn+1)
Z+ � ìíîæèíà Îðå, i ìîæíà ðîçãëÿíóòè ëîêàëiçàöiþ Pol(Ξn,m)q,ξn+1

àë-

ãåáðè Pol(Ξn,m)q âiäíîñíî ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ñèñòåìè (ξn+1)
Z+. Çðîçóìiëî,

ùî ñòðóêòóðà Uqsun,m-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè ïðîäîâæó¹òüñÿ íà ëîêàëiçàöiþ ó

¹äèíèé ñïîñiá.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç γ àâòîìîðôiçì àëãåáðè Pol
(

Ξ̃n,m

)
q
, çàäàíèé íà òâið-

íèõ ÷åðåç tj 7→ qtj, t∗j 7→ qt∗j . Çàçíà÷èìî, ùî γ ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì çàâäÿ-

êè îäíîðîäíîñòi âèçíà÷àëüíèõ ñïiââiäíîøåíü äëÿ Pol
(

Ξ̃n,m

)
q
. Çðîçóìiëî,

ùî γ(ξn+1) = q2ξn+1, i öå äîçâîëÿ¹ ïðîäîâæèòè γ äî àâòîìîðôiçìà àëãå-

áðè Pol(Ξn,m)q,ξn+1
, ÿêèé êîìóòó¹ ç äi¹þ àëãåáðè Uqsun,m. Îñòàíí¹ ìîæíà

âèâåñòè ç (5.3.3), (5.3.4) i (5.3.36).

Âèçíà÷èìî ∗-àëãåáðó E(Ξn,m)q åëåìåíòiâ âèãëÿäó

f =
∑
IJ = 0

ñêií÷åííà ñóìà

i1 + . . .+ in + jn+1 + . . .+ jN =

= in+1 + . . .+ iN + j1 + . . .+ jn

ti11 . . . t
in
n t
∗in+1

n+1 . . . t∗iNN fIJ(ξ2, . . . , ξN)tjNN . . . t
jn+1

n+1t
∗jn
n . . . t∗j11 ,

äå

fIJ(ξ2, . . . , ξN) =
∑

ñêií÷åííà ñóìà

k2, . . . , kn, kn+2, . . . , kN ∈ Z+

kn+1 ∈ C

αKξ
k2
2 ξ

k3
3 . . . ξkNN .

Òóò αK ∈ C i ñòðóêòóðà àëãåáðè çàäàíà â (5.3.9), (5.3.10).
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Äëÿ çàäàíîãî s ∈ C, íåõàé Es(Ξn,m)q � ïiäïðîñòið â E(Ξn,m)q, óòâîðåíèé

åëåìåíòàìè, ÿêi ìàþòü �ñòóïiíü îäíîðiäíîñòi�, ùî äîðiâíþ¹ s−N+1, òîáòî

γ(f) = qs−N+1 · f . Îòæå, Es(Ξn,m)q � Uqsun,m-ïiäìîäóëü â E(Ξn,m)q. Ìè

íàçèâà¹ìî öi ïiäìîäóëi ìîäóëÿìè îñíîâíî¨ íåóíiòàðíî¨ ñåði¨, ïîâ'ÿçàíî¨ ç

Ξn,m.

Ïîáóäó¹ìî iíâàðiàíòíèé iíòåãðàë íà E−N+1(Ξn,m)q.

Çàçíà÷èìî, ùî D(Ξn,m)q ìîæå áóòè íàäiëåíèé ñòðóêòóðîþ êîâàðiàí-

òíîãî E(Ξn,m)q-áiìîäóëÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (5.3.9), (5.3.10).

Íåõàé χl ∈ D(Ξn,m)q � ôóíêöiÿ âiä ξn+1 òàêà, ùî χl(q2k) = δkl, k, l ∈ Z.

Ëåìà 5.3.6. Äëÿ áóäü-ÿêîãî f ∈ E−N+1(Ξn,m)q iíòåãðàë

b(l)
q (f)

def
=

∫
Ξn,m

f · χldν0
q (5.3.42)

íå çàëåæèòü âiä l.

Äîâåäåííÿ.

b(l)
q (f) = const

∑
i1 ∈ Z

(i2 . . . , in) ∈ (−Z+)n−1

(in+1, . . . , iN−1) ∈ Nm−1

f00(q
2i1, q2i1+2i2, . . . , q2i1+...+2iN−1)·

· χl(q2i1+...+2iN−1)q2i1(N−1)+...+2iN−1 =

= const
∑

(i2 . . . , in) ∈ (−Z+)n−1

(in+1, . . . , iN−1) ∈ Nm−1

f00(q
2l−2i2−...−2in, q2l−2i3−...−2in, . . . , q2l−2in, q2l, q2l+2in+1, . . .)·

· q2l(N−1) · q−2i2−4i3−...−2(n−1)in+2in+1(m−1)+2in+2(m−2)+...+2iN−1. (5.3.43)

Çðîçóìiëî, ùî ç f ∈ E−N+1(Ξn,m)q âèïëèâà¹

γ(f00(ξ2, . . . , ξN)) = q−2N+2f00(ξ2, . . . , ξN),

àáî, ùî ¹ åêâiâàëåíòíèì,

f00(q
2ξ2, . . . , q

2ξN) = q−2N+2f00(ξ2, . . . , ξN),
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i îòæå ïðàâà ÷àñòèíà (5.3.43) ìîæå áóòè ïåðåïèñàíà òàê:

const
∑

(i2 . . . , in) ∈ (−Z+)n−1

(in+1, . . . , iN−1) ∈ Nm−1

q2l(N−1)f00(q
−2i2−...−2in, q−2i3−...−2in, . . . , q−2in, 1, q2in+1, . . .)·

· q2l(N−1) · q−2i2−4i3−...−2(n−1)in+2in+1(m−1)+2in+2(m−2)+...+2iN−1 =

= const
∑

(i2 . . . , in) ∈ (−Z+)n−1

(in+1, . . . , iN−1) ∈ Nm−1

f00(q
−2i2−...−2in, q−2i3−...−2in, . . . , q−2in, 1, q2in+1, . . .)·

· q−2i2−4i3−...−2(n−1)in+2in+1(m−1)+2in+2(m−2)+...+2iN−1. �

Çàïðîâàäèìî ïîçíà÷åííÿ bq(f) àáî
∫
fdbq äëÿ ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëó

(5.3.42) íà E−N+1(Ξn,m)q. Âíàñëiäîê äîâåäåííÿ Ëåìè 5.3.6 ìà¹ìî

bq(f) = (q−2 − 1)N ·

·
∑

(j1 . . . , jn−1) ∈ (−Z+)n−1

(i1, . . . , im−1) ∈ Nm−1

f00

(
q2j1+...+2jn−1, q2i2+...+2jn−1, . . . , q−2jn−1,

1, q2i1, q2i1+2i2, . . . , q2i1+...,2im−1
)
·

· q2j1+4j2+...+2(n−1)jn−1 · q2(m−1)i1+2(m−2)i2+...+2im−1.

Òåîðåìà 5.3.7. bq ¹ iíâàðiàíòíèì iíòåãðàëîì íà E−N+1(Ξn,m)q.

Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê (5.3.36), ôóíêöi¨ âiä ξn+1 ¹ Uqs(un × um)-

iíâàðiàíòíèìè. Îòæå bq � Uqs(un × um)-iíâàðiàíòíèé ôóíêöiîíàë (äèâ.

Òåîðåìó 5.3.5). Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî bq (Fnf) = bq (Enf) = 0 äëÿ

f ∈ E−N+1(Ξn,m)q. Äîâåäåìî ëèøå îäíó ç öèõ äâîõ ðiâíîñòåé, íàïðèêëàä,

bq(Enf) =
∫

Ξn,m

Enf · χldν0
q = 0.

Âíàñëiäîê iíâàðiàíòíîñòi ν0
q i òîãî ôàêòó, ùî D(Ξn,m)q � êîâàðiàíòíèé

E(Ξn,m)q-áiìîäóëü, ìà¹ìî

bq(Enf) = −q−1

∫
f · Enχldν

0
q , f ∈ E−N+1(Ξn,m)q,
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(òóò çàñòîñîâàíî iíòåãðóâàííÿ çà ÷àñòèíàìè, äèâ. [21, Ãëàâà 4]). Âíàñëiäîê

(5.3.36) ìà¹ìî

− q−1

∫
f · Enχldν

0
q = −q−1

∫
f · q−1/2tn

χl(q
−2ξn+1)− χl(ξn+1)

(q−2 − 1)ξn+1
t∗n+1dν

0
q =

= − q−3/2

(q−2 − 1)

∫
f · tn

χl+1(ξn+1)− χl(ξn+1)

ξn+1
t∗n+1dν

0
q =

= − q−3/2

(q−2 − 1)
Tr

[
T0

(
f · tn

χl+1 − χl
ξn+1

t∗n+1

)
Q0

]
=

= − q−3/2

(q−2 − 1)
(q−2 − 1)N Tr

[
T0

(
f · tn

χl+1 − χl
ξn+1

t∗n+1ξ2ξ3 . . . ξN

)]
=

= const(q, n,N) Tr

[
T0

(
f · tn

χl+1 − χl
ξn+1

ξ2ξ3 . . . ξN t
∗
n+1

)]
=

= const(q, n,N) Tr

[
T0

(
t∗n+1f · tn

1

ξn+1
(χl+1 − χl)ξ2ξ3 . . . ξN

)]
=

= const′(q, n,N) Tr

[
T0

(
t∗n+1f · tn

1

ξn+1
(χl+1 − χl)Q0

)]
=

= const′(q, n,N)

∫
t∗n+1f · tn

1

ξn+1
(χl+1 − χl)dν0

1 . (5.3.44)

ßêùî f ∈ E−N+1(Ξn,m)q, ìà¹ìî t∗n+1f · tn 1
ξn+1
∈ E−N+1(Ξn,m)q. Îòæå,

îñòàííÿ ôîðìóëà â (5.3.44) ìîæå áóòè ïåðåïèñàíà òàê:

const′(q, n,N)

(∫
t∗n+1f · tn

1

ξn+1
χl+1dν

0
1 −

∫
t∗n+1f · tn

1

ξn+1
χldν

0
1

)
=

= const′(q, n,N)

(
b(l+1)
q

(
t∗n+1f · tn

1

ξn+1

)
− blq

(
t∗n+1f · tn

1

ξn+1

))
.

Âíàñëiäîê Ëåìè 5.3.6, îñòàííÿ ðiçíèöÿ äîðiâíþ¹ íóëþ. �

ßêùî f1 ∈ Es(Ξn,m)q i f2 ∈ E−s(Ξn,m)q, òîäi f1 · f2 ∈ E−N+1(Ξn,m)q.

Íàðàçi çàñòîñóâàííÿ ñòàíäàðòíîãî àðãóìåíòó (äèâ., íàïðèêëàä, [21, Ãëàâà

4]), ùî âñòàíîâëþ¹ âiäïîâiäíiñòü ìiæ iíâàðiàíòíèìè iíòåãðàëàìè i iíâàði-

àíòíèìè ñïàðþâàííÿìè, äà¹

Íàñëiäîê 5.3.8. Ñïàðþâàííÿ Es(Ξn,m)q × E−s(Ξn,m)q → C,

(f1, f2) 7→ 〈f1, f2〉
def
=

∫
f1f2dbq,

¹ Uqsun,m-iíâàðiàíòíèì.
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Çðîçóìiëî, ùî iíâîëþöiÿ ∗-àëãåáðè E(Ξn,m)q âiäîáðàæà¹ Eiλ(Ξn,m)q íà

E−iλ(Ξn,m)q äëÿ λ ∈ R.

Òâåðäæåííÿ 5.3.9. Ïiâòîðàëiíiéíà ôîðìà

(f1, f2) =

∫
f ∗2f1dbq, f1, f2 ∈ Eiλ(Ξn,m)q, (5.3.45)

¹ iíâàðiàíòíîþ i ïîçèòèâíî âèçíà÷åíîþ.

Äîâåäåííÿ. Iíâàðiàíòíiñòü áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç Íàñëiäêó 5.3.8

(ñòàíäàðòíi àðãóìåíòè ç [21, Ãëàâà 4] ìàþòü áóòè çíîâó òóò çàñòîñîâàíi).

Àáè ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ôîðìà (5.3.45) ïîçèòèâíî âèçíà÷åíà, òðåáà çãà-

äàòè, ùî iíòåãðàë ν0
q ¹ ïîçèòèâíî âèçíà÷åíèì (Òåîðåìà 5.3.5), i âèêîðèñòàòè

òàêi îá÷èñëåííÿ:

(f, f) =

∫
f ∗fdbq =

∫
Ξn,m

f ∗fχldν
0
q = Tr (T0 (f ∗fχl)Q0) =

= Tr (T0 (f ∗fχlχl)Q0) = Tr (T0 (f ∗fχl · const · ξ2 . . . ξNχl)) =

= Tr (T0 (χlf
∗fχl)Q0) = Tr (T0 (χ∗l f

∗fχl)Q0) =

∫
Ξn,m

(fχl)
∗fχldν

0
q .

Òóò f ∈ Eiλ(Ξn,m)q, λ ∈ Z, i âèêîðèñòàíî î÷åâèäíi ñïiââiäíîøåííÿ χ2
l = χl,

χ∗l = χl, χlξk = ξkχl. �

Îòæå, Eiλ(Ξn,m)q, λ ∈ R � óíiòàðíi Uqsun,m-ìîäóëi. Âîíè áóäóòü íàçè-

âàòèñÿ ìîäóëÿìè îñíîâíî¨ óíiòàðíî¨ ñåði¨, ïîâ'ÿçàíî¨ ç Ξn,m.

Ïîäèâèìîñü íà ñòðóêòóðó Eλ(Ξn,m)q ÿê Uq(sln × slm)-ìîäóëÿ. Íåõàé

L(n)(λ) � ñêií÷åííîâèìiðíèé ïðîñòèé Uqsln-ìîäóëü iç ñòàðøîþ âàãîþ λ. Òà-

êîæ íåõàé $j, j = 1, . . . , n− 1, � ôóíäàìåíòàëüíi âàãè àëãåáðè Ëi sln.

Íàãàäà¹ìî, ùî ÿêùî A � àëãåáðà Õîïôà i V1 � A-ìîäóëü, i B � àëãå-

áðà Õîïôà i V2 � B-ìîäóëü, òî V1 � V2 ïîçíà÷à¹ ¨õíié òåíçîðíèé äîáóòîê,

îáëàøòîâàíèé ñòðóêòóðîþ A⊗B-ìîäóëÿ ïðèðîäíèì ñïîñîáîì.

Òåîðåìà 5.3.10. Uq(sln × slm)-ìîäóëü E2s(Ξn,m)q ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïðÿìó

ñóìó áåç êðàòíîñòåé ïðîñòèõ ïiäìîäóëiâ

L(n)(kω1 + lωn−1)� L
(m)(l′ω1 + k′ωm−1),
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äå k, l, k′, l′ ≥ 0, k + l′ = k′ + l. Êîæåí òàêèé ïiäìîäóëü ãåíåðîâàíèé

ñòàðøèì âàãîâèì âåêòîðîì âèãëÿäó

tk1t
∗k′
N ξ

(s−k′−l)
n+1 tl

′

n+1t
∗l
n .

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñó ìè äîâåäåìî òâåðäæåííÿ â îêðå-

ìîìó âèïàäêó s = (N−1)/2, iíøi âèïàäêè ðîçãëÿäàþòüñÿ ó ïîäiáíèé ñïîñiá.

Êîæåí åëåìåíò f ∈ EN−1(Ξn,m)q ìà¹ òàêèé ðîçêëàä:

f =
∑

ñêií÷åííà ñóìà
i1+...+in+jn+1+...+jN=

=in+1+...+iN+j1+...+jn=λ

ti11 . . . t
in
n t
∗in+1

n+1 . . . t∗iNN · ξ−λn+1 · t
jN
N . . . t

jn+1

n+1t
∗jn
n . . . t∗j11 .

Î÷åâèäíî, â óñiõ òàêèõ ðîçêëàäàõ λ ∈ Z+. Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî ðîç-

êëàäó f ðîçãëÿíåìî íàéáiëüøå λ ñåðåä óñiõ ÷ëåíiâ, i äàëi ïîçíà÷èìî ÷åðåç

λ(f) íàéìåíøå λ ñåðåä óñiõ òàêèõ ðîçêëàäiâ f . Ðîçãëÿíåìî ôiëüòðàöiþ

EN−1(Ξn,m)q =
∞⋃
a=0

EN−1(Ξn,m)q,a,

äå

EN−1(Ξn,m)q,a = {f ∈ EN−1(Ξn,m)q| λ(f) ≤ a}.

Çi çðîçóìiëèõ ïðè÷èí, tk1t
∗k′
N ξ

((N−1)/2−k′−l)
n+1 tl

′

n+1t
∗l
n ãåíåðó¹ Uq(sln × slm)-

ìîäóëü, içîìîðôíèé L(n)(kω1 + lωn−1) � L(m)(l′ω1 + k′ωm−1). Òàêîæ, äiÿ

àëãåáðè Uq(sln × slm) íå çáiëüøó¹ λ(f), òîìó L(n)(kω1 + lωn−1)�L(m)(l′ω1 +

k′ωm−1) ⊂ EN−1(Ξn,m)q,a, ÿêùî k + l′ ≤ a. Òîé ôàêò, ùî ïðÿìà ñóìà óñiõ

òàêèõ ìîäóëiâ âè÷åðïó¹ EN−1(Ξn,m)q,a, ìîæå áóòè âèâåäåíèé îá÷èñëåííÿì

âèìiðíîñòåé. Äiéñíî, ìè ìà¹ìî ïåðåâiðèòè, ùî

dimEN−1(Ξn,m)q,a ≤
∑
k+l′≤a

dim
(
L(n)(kω1 + lωn−1)� L

(m)(l′ω1 + k′ωm−1)
)
.

Âíàñëiäîê ñïiââiäíîøåííÿ ξ1 = 0 â E(Ξn,m)q, âèìiðíiñòü EN−1(Ξn,m)q,a çà-

äîâîëüíÿ¹ òàêié íåðiâíîñòi:

dimEN−1(Ξn,m)q,a ≤ (CN−1
a+N−1)

2.

Äîñèòü ïåðåâiðèòè íåðiâíiñòü

(CN−1
a+N−1)

2 ≤
∑
k+l′≤a

dim
(
L(n)(kω1 + lωn−1)� L

(m)(l′ω1 + k′ωm−1)
)
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ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó. Çà êëàñè÷íîãî êîíòåêñòó öå ìîæíà çðîáèòè iíäó-

êöi¹þ çà a. �

Íàøèì çàâäàííÿì ¹ âñòàíîâëåííÿ íåîáõiäíèõ óìîâ, çà ÿêèõ Es(Ξn,m)q

åêâiâàëåíòíi ÿê UqslN -ìîäóëi.

Ñïåöiàëüíà êîíñòðóêöiÿ êîæíîìó ñêií÷åííîâèìiðíîìó çîáðàæåííþ V

àëãåáðè UqslN ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü öåíòðàëüíèé åëåìåíò CV ïåâíîãî

ðîçøèðåííÿ àëãåáðè U ext
q slN ⊃ UqslN [103]. Âíàñëiäîê öüîãî, ñiìåéñòâî êîí-

ñòàíò CL(ωp), p = 1, . . . , N , óòâîðþ¹ iíâàðiàíò içîìîðôiçìó äëÿ E2s(Ξn,m)q

ÿê UqslN -ìîäóëiâ.

Çìiñòîâíà âëàñòèâiñòü åëåìåíòiâ CV ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ¨õ äiÿ íà ìîäóëi

Âåðìà M(λ) çi ñòàðøîþ âàãîþ λ çàäà¹òüñÿ êîíñòàíòîþ [34] (äèâ. òàêîæ

[185, òâåðäæåííÿ 3.1.22] â îêðåìîìó âèïàäêó q ∈ (0, 1)):

CV |M(λ) =
∑
µ∈P

(dimVµ)q−2(µ,λ+ρ),

äå P � ðåøiòêà âàã äëÿ UqslN , Vµ � ïiäïðîñòið µ-âàãîâèõ âåêòîðiâ â V , i ρ �

íàïiâñóìà ïîçèòèâíèõ êîðåíiâ äëÿ UqslN . Òîìó òàêà æ ôîðìóëà ìîæå áóòè

çàñòîñîâàíà äëÿ áóäü-ÿêîãî UqslN -ìîäóëÿ çi ñòàðøîþ âàãîþ λ.

Ïðîñòà ïåðåâiðêà ç îãëÿäó íà (5.3.3), (5.3.4) i (5.3.36) ïîêàçó¹, ùî äëÿ

s = k ∈ Z+ âåêòîðè tk1t
∗k
N ∈ E2s(Ξn,m)q ¹ òàêîæ UqslN -ñèíãóëÿðíèìè (àíiãi-

ëþþòüñÿ En), i òîìó ãåíåðóþòü ïðîñòi UqslN -ïiäìîäóëi çi ñòàðøèìè âàãàìè

k(ω1 + ωN−1) äëÿ âñiõ k ∈ Z+.

Áåçïîñåðåäí¹ îá÷èñëåííÿ òèõ êîíñòàíò äà¹ òàêèé ðåçóëüòàò. Íåõàé ep

� åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè ñòóïåíþ p âiä N çìiííèõ. Òîäi

CL(ωp)|M(k(ω1+ωN−1)) = ep
(
q−2k−N+1, q−N+3, q−N+5, . . . , qN−5, qN−3, q2k+N−1

)
.

Ç iíøîãî áîêó, ìîæíà ëåãêî ïîáà÷èòè ç âèçíà÷åíü, ùî ìàòðè÷íi åëå-

ìåíòè äié UqslN íà E2k(Ξn,m)q âiäíîñíî ïåâíî¨ ÏÁÂ-áàçè ¹ ïîëiíîìàìè Ëî-

ðàíà âiä q2k.

Îòæå, ç ìiðêóâàíü àíàëiòè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ, íàáið êîíñòàíò

ep
(
q−2s−N+1, q−N+3, q−N+5, . . . , qN−5, qN−3, q2s+N−1

)
, p = 1, . . . , N,
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ðåàëiçó¹òüñÿ ÿê äiÿ öåíòðàëüíèõ åëåìåíòiâ CL(ωp) íà ïåâíèõ íåíóëüîâèõ

ïðîñòèõ ïiäìîäóëÿõ UqslN -ìîäóëiâ E2s(Ξn,m)q.

Çâiäñè, äëÿ içîìîðôíèõ E2s(Ξn,m)q i E2s′(Ξn,m)q, îñòàííi íàáîðè ïîâèííi

ñïiâïàäàòè. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî íàáið êîíñòàíò

q−2s−N+1, q−N+3, q−N+5, . . . , qN−5, qN−3, q2s+N−1

ìà¹ òàêîæ ñïiâïàäàòè, òîáòî äëÿ çàäàíî¨ ïàðè s, s′ àáî q−2s−N+1 =

q−2s′−N+1, àáî q−2s−N+1 = q2s′+N−1. Ìè îäåðæó¹ìî

Òâåðäæåííÿ 5.3.11. Äëÿ s ∈ C, ìíîæèíà òèõ s′, äëÿ ÿêèõ E2s′(Ξn,m)q

içîìîðôíèé E2s(Ξn,m)q ÿê UqslN -ìîäóëi, ¹ ïiäìíîæèíîþ â{
s+

πin

ln q

∣∣∣∣ n ∈ Z} ∪{−(s+N − 1) +
πin

ln q

∣∣∣∣ n ∈ Z} .
5.4 Êâàíòîâèé àíàëîã iíòåãðàëà Ïóàññîíà i ðiâíÿíü

Õóà

Ìè âèâ÷à¹ìî êâàíòîâèé àíàëîã iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Ïóàññîíà, ïî-

â'ÿçàíîãî ç ìåæåþ Øèëîâà êâàíòîâî¨ ìàòðè÷íî¨ êóëi, i êâàíòîâèé àíàëîã

ðiâíÿíü Õóà. Ïîäàíî íåîáõiäíó óìîâó íà ôóíêöiþ äëÿ ïðèíàëåæíîñòi äî

îáðàçó êâàíòîâîãî iíòåãðàëó Ïóàññîíà, äèâ. [12].

5.4.1 Êëàñè÷íi îá'¹êòè i ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

Íàãàäà¹ìî, ùî îáìåæåíà îáëàñòü D ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó âåêòîðíîìó

ïðîñòîði íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî êîæíà òî÷êà p ∈ D ¹ içîëüîâàíîþ

ôiêñîâàíîþ òî÷êîþ áiãîëîìîðôíîãî iíâîëþòèâíîãî àâòîìîðôiçìó ϕp : D→
D, ϕp ◦ ϕp = id.

Óñòàòêó¹ìî âåêòîðíèé ïðîñòið ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü â Cn i êàíîíi-

÷íî içîìîðôíèé âåêòîðíèé ïðîñòið Matn êîìïëåêñíèõ ìàòðèöü ðîçìiðó

n × n îïåðàòîðíèìè íîðìàìè. ßê âiäîìî [76], îäèíè÷íà êóëÿ D = {z ∈
Matn | zz∗ < 1} ¹ îáìåæåíîþ ñèìåòðè÷íîþ îáëàñòþ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S(D) ìåæóØèëîâà îáëàñòi D, S(D) = {z ∈ Matn |I−
zz∗ = 0} ∼= Un. Äîáðå âiäîìî, ùî i D, i S(D) � îäíîðiäíi ïðîñòîðè ãðóïè
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SUn,n. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ íà D× S(D), çàäàíó òàê:

P (z, ζ) =
det(1− zz∗)n

| det(1− ζ∗z)|2n
, z ∈ D, ζ ∈ S(D). (5.4.1)

Âîíà íàçèâà¹òüñÿ ÿäðîì Ïóàññîíà [81], ïîâ'ÿçàíèì ç ìåæåþ Øèëîâà.

Çàãàëüíà êîíöåïöiÿ ãðàíèöü åðìiòîâèõ ñèìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ íåêîì-

ïàêòíîãî òèïó òà âiäïîâiäíèõ ÿäåð Ïóàññîíà âèêëàäåíî â [107, 106].

ßäðî Ïóàññîíà, ðàçîì ç S(Un×Un)-iíâàðiàíòíèì iíòåãðàëîì
∫
Un

·dν(ζ)

íà Un, äîçâîëÿþòü âèçíà÷èòè iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð Ïóàññîíà

P : f(ζ) 7→
∫
Un

P (z, ζ)f(ζ)dν(ζ), z ∈ D, ζ ∈ S(D).

Âií ñïëiòà¹ äi¨ ãðóïè SUn,n ó ïðîñòîðàõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà îáëàñòi D
i íà ìåæi Øèëîâà S(D). Òèì íå ìåíøå, íå áóäü-ÿêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ

íà D ìîæå áóòè îäåðæàíà øëÿõîì çàñòîñóâàííÿ iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà

Ïóàññîíà äî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ íà ìåæi Øèëîâà S(D).

Õóà [81] îäåðæàâ ïåðøi ðåçóëüòàòè ùîäî äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,

ðîçâ'ÿçêè ÿêèõ âêëþ÷àþòü ôóíêöi¨ âèãëÿäó P(f). Ïiçíiøèé ðåçóëüòàò

Äæîíñîíà òà Êîðàíü¨ [89] ïîäà¹ ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî

ñêëàäàþòü ïîâíó õàðàêòåðèçàöiþ òàêèõ ôóíêöié. �õíÿ âåðñiÿ ðiâíÿíü Õóà

âèãëÿäà¹ òàê:
n∑

i,j,k=1

(
δij −

n∑
c=1

zci z
c
j

)(
δkα −

n∑
c=1

zkcz
α
c

)
∂2

∂zkj∂z
a
i

u(z) = 0,

n∑
i,j,k=1

(
δai −

n∑
c=1

zcaz
c
i

)(
δjk −

n∑
c=1

zjcz
k
c

)
∂2

∂zji∂z
k
α

u(z) = 0

äëÿ a, α = 1, . . . , n.

Öå ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíî ó âèãëÿäi
n∑
c=1

∂2u(g · z)

∂zβc ∂zαc

∣∣∣∣∣
z=0

= 0, g ∈ SUn,n, α, β ∈ {1, 2, . . . , n}. (5.4.2)

Âiäîìî, ùî ÿäðî Ïóàññîíà (5.4.1) ÿê ôóíêöiÿ z ¹ ðîçâ'ÿçêîì ïîäàíî¨

âèùå ñèñòåìè ðiâíÿíü. Äîâîäÿ÷è öå, ìîæíà îáìåæèòèñü îêðåìèì âèïàä-

êîì g = 1, îñêiëüêè P (gz, ζ) = const(g, ζ)P (z, g−1ζ), äèâ. [89, ñòîð. 597].
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Çàëèøà¹òüñÿ çàçíà÷èòè, ùî ñïiââiäíîøåííÿ

n∑
c=1

∂2P

∂zβc ∂zαc

∣∣∣∣∣
z=0

= 0, ζ ∈ Un, α, β ∈ {1, 2, . . . , n} (5.4.3)

âèïëèâàþòü ç (5.4.1).

Îòæå, ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð Ïóàññîíà, çàñòî-

ñîâàíèé äî ôóíêöi¨ íà ìåæi Øèëîâà, ¹ ðîçâ'ÿçêîì (5.4.2). Íàøèì çàâäàí-

íÿì ¹ îäåðæàòè êâàíòîâèé àíàëîã öüîãî äîáðå âiäîìîãî ðåçóëüòàòó.

5.4.2 Ôîðìóëþâàííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó

Íåîáõiäíi âiäîìîñòi ç òåîði¨ ôóíêöié íà êâàíòîâié ìàòðè÷íié êóëi ìi-

ñòÿòüñÿ â Äîäàòêó A.5.

Ìè ìà¹ìî íàìið âèçíà÷èòè ÿäðî Ïóàññîíà (5.4.1) øëÿõîì ïîäàííÿ ïå-

ðåëiêó ïåâíèõ iñòîòíèõ âëàñòèâîñòåé âiäïîâiäíîãî iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà.

Äëÿ öüîãî ìè âèêîðèñòà¹ìî íîðìàëiçîâàíó S(Un×Un)-iíâàðiàíòíó ìiðó íà
S(D) äëÿ iíòåãðóâàííÿ íà ìåæi Øèëîâà. Ãîëîâíîþ âëàñòèâiñòþ ÿäðà Ïóàñ-

ñîíà ¹ òå, ùî iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð ç öèì ÿäðîì ¹ ìîðôiçìîì SUn,n-ìîäóëÿ

ôóíêöié íà S(D) â SUn,n-ìîäóëü ôóíêöié íà D, ÿêèé ïåðåâîäèòü 1 â 1.
Îòæå, ó êâàíòîâîìó âèïàäêó iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð Ïóàññîíà, ÿêî-

ãî ìè ïîòðåáó¹ìî, ìà¹ áóòè ìîðôiçìîì Uqsun,n-ìîäóëÿ C[S(D)]q â Uqsun,n-

ìîäóëü D(D)′q, ùî ïåðåâîäèòü 1 â 1.

Íàãàäà¹ìî, ùî êîæíà u ∈ D(D)′q ìà¹ âèãëÿä u =
∞∑

j,k=0

uj,k, uj,k ∈

C[Matn]q,jC[Matn]q,−k, i ïðè öüîìó ìíîæèíà
{
zβb (zαa )∗

}
a,b,α,β=1,2,...,n

¹ áàçîþ

âåêòîðíîãî ïðîñòîðó C[Matn]q,1C[Matn]q,−1. Öå äîçâîëÿ¹ çàïðîâàäèòè çìi-

øàíi ÷àñòêîâi ïîõiäíi â íóëi, ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè
∂2

∂zβb ∂(zαa )∗

∣∣∣∣∣
z=0

òàêi, ùî

u1,1 =
n∑

a,b,α,β=1

(
∂2u

∂zβb ∂(zαa )∗

∣∣∣∣∣
z=0

)
zβb (zαa )∗, u ∈ D(D)′q.

Òåïåð ìè â çìîçi îäåðæàòè êâàíòîâèé àíàëîã ðiâíÿíü Õóà.
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Òåîðåìà 5.4.1. ßêùî u ∈ D(D)′q íàëåæèòü äî îáðàçó iíòåãðàëüíîãî îïå-

ðàòîðà Ïóàññîíà íà êâàíòîâié êóëi â n× n-ìàòðèöÿõ, òîäi
n∑
c=1

q2c ∂2(ξu)

∂zβc ∂(zαc )∗

∣∣∣∣∣
z=0

= 0 (5.4.4)

äëÿ âñiõ ξ ∈ Uqsl2n, α, β = 1, 2, . . . , n.

Ñèñòåìà ðiâíÿíü (5.4.4) ¹ q-àíàëîãîì ñèñòåìè (5.4.2).

5.4.3 ßäðî Ïóàññîíà

Íåîáõiäíi ïîïåðåäíi âiäîìîñòi ìiñòÿòüñÿ ó Äîäàòêàõ A.6 i A.7.

Ó öüîìó ïóíêòi ìè ïîáóäó¹ìî ìîðôiçì Uqsun,n-ìîäóëÿ C[S(D)]q â

Uqsun,n-ìîäóëü D(D)′q, ÿêèé ïåðåâîäèòü 1 â 1.

Ìè ïîòðåáó¹ìî êâàíòîâèé àíàëîã C[Matn,2n]q äëÿ àëãåáðè ïîëiíîìiâ íà

ïðîñòîði ïðÿìîêóòíèõ ìàòðèöü ðîçìiðó n× 2n. Àëãåáðà C[Matn,2n]q âèçíà-

÷à¹òüñÿ ìíîæèíîþ ãåíåðàòîðiâ {tij}i=1,2,...,n; j=1,2,...,2n i ñïiââiäíîøåííÿìè,

ïîäiáíèìè äî òàêèõ ó âèïàäêó êâàäðàòíèõ ìàòðèöü, äèâ. (A.5.1). Âiäîìî,

ùî öÿ àëãåáðà ¹ îáëàñòþ öiëiñíîñòi.

Ñòðóêòóðà Uqsl2n-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè çàäà¹òüñÿ òàê:

Kktij =


qtij, j = k,

q−1tij, j = k + 1,

tij, j /∈ {k, k + 1},

Ektij =

q−1/2ti,j−1, j = k + 1,

0, j 6= k + 1,
Fktij =

q1/2ti,j+1, j = k,

0, j 6= k,

äå k = 1, 2, . . . , 2n− 1.

Çàóâàæåííÿ. Ðîçãëÿíåìî Uqsl2n-ìîäóëüíi ïiäàëãåáðè â C[Matn,2n]q

i â C[Ξ]q, ãåíåðîâàíèõ t∧n{1,2,...,n}{n+1,n+2,...,2n} i t, âiäïîâiäíî. Âiäîáðàæåí-

íÿ t∧n{1,2,...,n}{n+1,n+2,...,2n} 7→ t ïîøèðþ¹òüñÿ äî içîìîðôiçìà i öèõ Uqsl2n-

ìîäóëüíèõ ïiäàëãåáð. Ó ïîäiáíèé ñïîñiá ìîæíà çàïðîâàäèòè Uqsl2n-

ìîäóëüíi ïiäàëãåáðè â C[Matn,2n]q i â C[Ξ]q, ãåíåðîâàíi t∧n{1,2,...,n}{1,2,...,n} i t
∗,
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âiäïîâiäíî. Âiäîáðàæåííÿ t∧n{1,2,...,n}{1,2,...,n} 7→ (−q)n2

t∗ ïîøèðþ¹òüñÿ äî içî-

ìîðôiçìà i′ öèõ Uqsl2n-ìîäóëüíèõ ïiäàëãåáð. Öi içîìîðôiçìè ìîæóòü áóòè

âèêîðèñòàíi äëÿ âêëàäåííÿ ìiíîðiâ t∧n{1,2,...,n}J i t
∧n
{n+1,n+2,...,2n}J â C[Ξ]q.

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ m : C[Matn,2n]q ⊗ C[Matn,2n]q → C[Mat2n]q,

âèçíà÷åíå òàê. Òåíçîðíi ìíîæíèêè â îáëàñòi âèçíà÷åííÿ âêëàäàþòüñÿ â

C[Mat2n]q ÿê ïiäàëãåáðè, ãåíåðîâàíi åëåìåíòàìè, âiäïîâiäíî, âåðõíiìè n

i íèæíiìè n ñòðîêàìè ìàòðèöi t = (tij), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , 2n, i

âiäîáðàæåííÿ m ¹ ìíîæåííÿì â àëãåáði C[Mat2n]q.

Ëåìà 5.4.2. Âiäîáðàæåííÿ m ¹ içîìîðôiçìîì Uqsl2n-ìîäóëiâ.

Äîâåäåííÿ. Âiäîáðàæåííÿ m ïåðåâîäèòü ìîíîìiàëüíó áàçó

tj11

11 . . . t
j1,2n
1,2n t

j21

21 . . . t
j2,2n
2,2n . . . t

jn1

n1 . . . t
jn,2n
n,2n⊗

t
jn+1,1

n+1,1 . . . t
jn+1,2n

n+1,2nt
jn+2,1

n+2,1 . . . t
jn+2,2n

n+2,2n . . . t
j2n,1
2n,1 . . . t

j2n,2n
2n,2n

àëãåáðè C[Matn,2n]q ⊗ C[Matn,2n]q â ìîíîìiàëüíó áàçó

tj11

11 . . . t
j1,2n
1,2n t

j21

21 . . . t
j2,2n
2,2n . . . t

jn1

n1 . . . t
jn,2n
n,2n t

jn+1,1

n+1,1 . . . t
jn+1,2n

n+1,2n·

· tjn+2,1

n+2,1 . . . t
jn+2,2n

n+2,2n . . . t
j2n,1
2n,1 . . . t

j2n,2n
2n,2n

àëãåáðè C[Mat2n]q, jik ∈ Z+, i òîìó ¹ ái¹êòèâíèì. Âîíî ¹ ìîðôiçìîì Uqsl2n-

ìîäóëiâ, îñêiëüêè C[Mat2n]q ¹ Uqsl2n-ìîäóëüíîþ àëãåáðîþ. �

Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî âèçíà÷åííÿ Uqsl2n-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè C[X]q ïðè-

ïóñêà¹ çàìiíó C[SL2n]q íà C[Matn,2n]q.

Ðîçãëÿíåìî òàêi åëåìåíòè Uqsl2n-ìîäóëÿ C[Matn,2n]q ⊗ C[Matn,2n]q:

L =
∑

J⊂{1,2,...,2n}& card(J)=n

(−q)l(J,Jc)t∧n{1,2,...,n}J ⊗ t∧n{n+1,n+2,...,2n}Jc,

L =
∑

J⊂{1,2,...,2n}& card(J)=n

(−q)−l(J,Jc)t∧n{n+1,n+2,...,2n}Jc ⊗ t∧n{1,2,...,n}J .

Òóò J c ¹ äîïîâíåííÿì äî J i l(I, J) = card{(i, j) ∈ I × J | i > j}.

Òâåðäæåííÿ 5.4.3. L i L ¹ Uqsl2n-iíâàðiàíòàìè.
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Äîâåäåííÿ âèêëàäà¹ìî äëÿ L. Ó âèïàäêó L ïðàöþþòü ïîäiáíi àðãó-

ìåíòè.

Íàãàäà¹ìî q-àíàëîã äëÿ ôîðìóëè Ëàïëàñà ðîçêëàäó êâàíòîâîãî äå-

òåðìiíàíòà ìàòðèöi t = (tij) ðîçìiðó 2n× 2n âiäíîñíî âåðõíiõ n ñòðîê:

detq t =
∑

J⊂{1,2,...,2n}& card(J)=n

(−q)l(J,Jc)t∧n{1,2,...,n}Jt∧n{n+1,n+2,...,2n}Jc =

=
∑

J⊂{1,2,...,2n}& card(J)=n

(−q)−l(J,Jc)t∧n{n+1,n+2,...,2n}Jct
∧n
{1,2,...,n}J .

Íàøå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç Ëåìè 5.4.2, ñïiââiäíîøåííÿ mL = detq t i

Uqsl2n-iíâàðiàíòíîñòi êâàíòîâîãî äåòåðìiíàíòà. �

Çàçíà÷èìî, ùî ç îãëÿäó íà ïîïåðåäí¹ Çàóâàæåííÿ, ìà¹ìî L,L ∈
C[X]q ⊗ C[Ξ]q.

Ïî-ïåðøå, ðîçãëÿíåìî Uqsl2n-ìîäóëü ÿäåðD(D×Ξ)′q, ÷è¨ìè åëåìåíòàìè

¹ ôîðìàëüíi ðÿäè ç êîåôiöi¹íòàìè ç C[Matn]q,−jC[Matn]q,i ⊗ C[Ξ]q,ξ, i, ïî-

äðóãå, Uqsl2n-ìîäóëü ÿäåð D(X ⊗ Ξ)′q, ÷è¨ìè åëåìåíòàìè ¹ ñêií÷åííi ñóìè∑
(i,j)/∈(−N)×(−N)

(tit∗j ⊗ 1)fij, fij ∈ D(D× Ξ)′q

(äèâ. òàêîæ (A.7.4)). Çðîçóìiëî, ùî D(D × Ξ)′q ¹ Pol(Matn)
op
q ⊗ C[Ξ]q,ξ-

áiìîäóëåì, à D(X × Ξ)′q ¹ C[X]op
q,x ⊗ C[Ξ]q,ξ-áiìîäóëåì.

ßäðî L ∈ C[X]op
q ⊗ C[Ξ]q ìîæå áóòè çàïèñàíå ó âèãëÿäi

L = (−q)−n2·

·

1 +
∑

J 6={1,2,...,n}

(−q)l(J,Jc)t∧n{1,2,...,n}Jt−1 ⊗ t∧n{n+1,n+2,...,2n}Jct
∗−1

 (t⊗ t∗).

Çàçíà÷èìî, ùî t∧n{1,2,...,n}Jt
−1, t∧n{n+1,n+2,...,2n}Jct

∗−1 ∈ C[Matn]q, äèâ. (A.7.3). Öå

äîçâîëÿ¹ âèïèñàòè ÿâíî òàêèé åëåìåíò L−n ïðîñòîðó óçàãàëüíåíèõ ÿäåð

D(X × Ξ)′q, ùî Ln · L−n = L−n · Ln = 1, äå · ïîçíà÷à¹ (ëiâó òà ïðàâó) äi¨

àëãåáðè Ln íà åëåìåíò L−n áiìîäóëÿ D(X × Ξ)′q.

Ïîäiáíà ïîáóäîâà äîçâîëÿ¹ îäåðæàòè òàêîæ Uqsl2n-iíâàðiàíòíå óçà-

ãàëüíåíå ÿäðî L
−n
.
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Çàçíà÷èìî, ùî L−n =
∑
i

xi ¹ ôîðìàëüíèì ðÿäîì iç xi ∈ C[Matn]q,i ⊗

C[Ξ]q,ξ, i ∈ Z+, i ÷ëåíè ôîðìàëüíîãî ðÿäà L
−n

=
∑
j

yj ¹ òàêèìè, ùî

yj ∈ C[Matn]q,−j⊗C[Ξ]q,ξ. Öå äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè �äîáóòîê� L
−n
L−n ÿê ïî-

äâiéíèé ðÿä
∑
i,j

yjxi, ùî çà öèì ñòà¹ åëåìåíòîì ìîäóëÿ óçàãàëüíåíèõ ÿäåð

D(X⊗Ξ)′q. Çðîçóìiëî, ùî L
n ·
(
L
−n
L−n

)
·Ln = 1 â D(X×Ξ)′q, i öÿ âëàñòè-

âiñòü âèçíà÷à¹ îäíîçíà÷íî óçàãàëüíåíå ÿäðî L
−n
L−n. Êðiì òîãî, çàçíà÷åíà

âèùå îäíîçíà÷íiñòü äîçâîëÿ¹ ïåðåâiðèòè iíâàðiàíòíiñòü óçàãàëüíåíîãî ÿäðà

L
−n
L−n. Çâè÷àéíî, öåé àðãåìåíò ìà¹ çàñòîñîâóâàòè iíâàðiàíòíiñòü L, L.

Ðîçãëÿíåìî ÿäðî Ïóàññîíà P ∈ D(D × S(D))′q äëÿ ìàòðè÷íî¨ êóëi,

çàäàþ÷è íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

i) ç òî÷íiñòþ äî ïîñòiéíîãî ìíîæíèêà, ÿäðî Ïóàññîíà ¹ (1 ⊗
tt∗)nL

−n
L−n, òîáòî P = const(q, n)(1⊗ tt∗)nL−nL−n;

ii) iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð ç ÿäðîì P ïåðåâîäèòü 1 ∈ C[S(D)]q â 1 ∈
D(D)′q.

Ëåìà 5.4.4. Iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð C[S(D)]q → D(D)′q ç ÿäðîì (1 ⊗
tt∗)nL

−n
L−n ¹ ìîðôiçìîì Uqsl2n-ìîäóëiâ.

Äîâåäåííÿ. Ç iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíîãî iíòåãðàëó η : C[Ξ]
(−n,−n)
q → C

i iíâàðiàíòíîñòi L
−n
L−n âèïëàâà¹, ùî iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð C[S(D)]q →

D(D)′q ç ÿäðîì L
−n
L−n ¹ ìîðôiçìîì Uqsl2n-ìîäóëiâ. Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåíå-

ñòè ìíîæíèê (1⊗ t∗−nt−n) ç L−nL−n íàëiâî i çàñòîñóâàòè (A.7.6). �

Çàóâàæåííÿ. Îñêiëüêè iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð C[S(D)]q → D(D)′q ç

ÿäðîì (1 ⊗ tt∗)nL
−n
L−n ¹ ìîðôiçìîì Uqsl2n-ìîäóëiâ, îáðàç 1 ∈ C[S(D)]q

¹ Uqsl2n-iíâàðiàíòíèì åëåìåíòîì â D(D)′q, òîáòî êîíñòàíòîþ. Öå äîâîäèòü

iñíóâàííÿ ÿäðà Ïóàññîíà P .

Çàóâàæåííÿ. Ïðîiëþñòðó¹ìî âèçíà÷åíå âèùå ÿäðî Ïóàññîíà P ó

íàéïðîñòiøîìó âèïàäêó n = 1. Ðîçãëÿíóòå iíâàðiàíòíå ÿäðî îäåðæàíå â

[163]. Åëåìåíòè

L = t11 ⊗ t22 − qt12 ⊗ t21, L = −q−1t21 ⊗ t12 + t22 ⊗ t11
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àëãåáðè C[X]op
q,x ⊗ C[Ξ]q,ξ ¹ Uqsl2-iíâàðiàíòíèìè ÿäðàìè. Íèæ÷å ïîäà¹òüñÿ

ïðîñòå îá÷èñëåííÿ, ÿêå âèêîðèñòîâó¹ äëÿ ñêîðî÷åííÿ ïîçíà÷åííÿ

z = qt−1
12 t11, z∗ = t22t

−1
21 ,

çàìiñòü ÿâíîãî âèêîðèñòàííÿ âêëàäåíü I, I. Ìà¹ìî:

L = (1− z ⊗ z∗)(−qt12 ⊗ t21), L = (−q−1t21 ⊗ t12)(1− q2z∗ ⊗ z),

i, îñêiëüêè t = t12, t∗ = −qt21,

L = (1− z ⊗ z∗)(t⊗ t∗), L = (q−2t∗ ⊗ t)(1− q2z∗ ⊗ z).

Òîìó,

L
−1
L−1 = q2(1⊗ t−1t∗−1)(1− z∗ ⊗ z)−1((1− z∗z)⊗ 1)(1− z ⊗ z∗)−1.

Óñóâàþ÷è ⊗ i çàìiíÿþ÷è â äðóãîìó òåíçîðíîìó ìíîæíèêó z íà ζ i z∗ íà ζ∗

(ùî ¹ ñòàíäàðòíèì ó òåîði¨ ôóíêöié), îäåðæó¹ìî

P = const(q)(1− z∗ζ)−1(1− z∗z)(1− zζ∗)−1.

Çàëèøà¹òüñÿ çíàéòè const(q), àáî, òî÷íiøå êàæó÷è, äîâåñòè, ùî const(q) =

1. Äiéñíî, iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð ç ÿäðîì (1 − z∗ζ)−1(1 − z∗z)(1 − zζ∗)−1

ïåðåâîäèòü 1 â 1. Öå ¹ íàñëiäêîì ζ∗ = ζ−1, i iíòåãðóâàííÿ äîáóòêó ðÿäiâ çà

ζ äà¹ ïîñòiéíèé ÷ëåí :
∞∑
k=0

zk(1− zz∗)z∗k = 1.

Çàçíà÷èìî, ùî ÿäðî Ïóàññîíà ¹ ôîðìàëüíèì ðÿäîì P =
∞∑

j,k=0

pjk iç

pjk ∈ C[Matn]q,−kC[Matn]q,j ⊗ C[S(D)]q. Ó ïîäàëüøîìó ìè îïóñêà¹ìî ⊗ i

çàìiíÿ¹ìî ó äðóãîìó òåíçîðíîìó ìíîæíèêó z íà ζ i z∗ íà ζ∗.

Ëåìà 5.4.5. Ìà¹ ìiñöå òàêå ñïiââiäíîøåííÿ:

p11 =const(q, n)
n∑

a,b,α,β=1

(
1− q−2n

1− q−2
q2(2n−a−α)ζαa

(
ζβb

)∗
−δabδαβ

)
(zαa )∗zβb , (5.4.5)

äå const(q, n) 6= 0.

Äîâåäåííÿ. Â àëãåáði ÿäåð ìà¹ìî

L =

(
1−

n∑
a,α=1

zαa (ζαa )∗ + . . .

)
tτ ∗, (5.4.6)
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L = q−2n2

t∗τ

(
1− q2

n∑
a,α=1

q2(2n−a−α)(zαa )∗ζαa + . . .

)
, (5.4.7)

ùî ëåãêî âèâîäèòüñÿ ç (A.7.3), (A.7.1) i òîãî ôàêòó, ùî I ¹ ìîðôiçìîì

∗-àëãåáð. Òàêîæ, äîáðå âèäíî ç (A.7.2), ùî

y = (tt∗)−1 = 1−
n∑

a,α=1

(zαa )∗zαa + . . . . (5.4.8)

Òóò êðàïêè çàìiíÿþòü ÷ëåíè, ÷èé ñòóïiíü ïåðåâèùó¹ 2, i âèêîðèñòàíî òàêi

ñêîðî÷åíi ïîçíà÷åííÿ:

t = t⊗ 1, τ = 1⊗ τ, zαa = zαa ⊗ 1, ζαa = 1⊗ ζαa ,

t∗ = t∗ ⊗ 1, τ ∗ = 1⊗ τ ∗, (zαa )∗ = (zαa )∗ ⊗ 1, (ζαa )∗ = 1⊗ (ζαa )∗.

Çàñòîñîâóþ÷è (5.4.6) � (5.4.8) ðàçîì ç êîìóòàöiéíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè

(äèâ. òàêîæ (A.7.5))

t∗τ

(
n∑

a,α=1

q2(2n−a−α)(zαa )∗ζαa

)
= q−2

(
n∑

a,α=1

q2(2n−a−α)(zαa )∗ζαa

)
t∗τ

tτ ∗

(
n∑

a,α=1

zαa (ζαa )∗

)
= q2

(
n∑

a,α=1

zαa (ζαa )∗

)
tτ ∗,

îäåðæó¹ìî:

L
−n
L−n =

n∏
j=1

(
1− q2j

n∑
a,α=1

q2(2n−a−α)(zαa )∗ζαa + . . .

)−1

·

·q2n3

(τ ∗τ)−n(tt∗)−n
n−1∏
j=0

(
1− q2j

n∑
a,α=1

zαa (ζαa )∗ + . . .

)−1

.

Òîìó

P = const(q, n)
n−1∏
j=0

(
1− q−2j

n∑
a,α=1

q2(2n−a−α)(zαa )∗ζαa + . . .

)−1

·

·

(
1−

n∑
a,α=1

(zαa )∗zαa + . . .

)n

·
n−1∏
j=0

(
1− q2j

n∑
a,α=1

zαa (ζαa )∗ + . . .

)−1

, (5.4.9)
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äå êðàïêè ó êîæíié äóæöi ïîçíà÷àþòü âíåñîê ÷ëåíiâ, ÷èé ñòóïiíü ïåðåâè-

ùó¹ 2, i ìíîæíèêè ó äîáóòêàõ ðîçìiùåíî ó ïîðÿäêó ñïàäàííÿ iíäåêñó j

çëiâà íàïðàâî.

Íàðàçi (5.4.5) âèïëèâà¹ ç (5.4.9). �

Çàóâàæåííÿ. Ôîðìàëüíèé ãðàíè÷íèé ïåðåõiä äëÿ q → 1 â (5.4.5)

ïðèçâîäèòü äî

p11 = const(n)
n∑

a,b,α,β=1

(
n ζαa ζ

β
b − δabδ

αβ
)
zαa z

β
b .

Öå ñïiââiäíîøåííÿ äîáðå âiäîìå (ç const(n) = n), äèâ., íàïðèêëàä, [89, p.

597], i ¹ íàñëiäêîì (5.4.1).

5.4.4 Âèâåäåííÿ ðiâíÿíü Õóà

Çàéìåìîñÿ áåçïîñåðåäíüî îäåðæàííÿì êâàíòîâîãî àíàëîãó (5.4.3).

Ç Ëåìè 5.4.5 i âèçíà÷åííÿ ìíîæåííÿ â àëãåáði ÿäåð âèïëèâà¹

∂2P

∂zβb ∂(zαa )∗

∣∣∣∣∣
z=0

= const(q, n) ·
(

1− q−2n

1− q−2
q2(2n−a−α)ζαa (ζβb )∗ − δabδαβ

)
.

Ïîêëàäàþ÷è òóò a = b = c, ìà¹ìî

∂2P

∂zβc ∂(zαc )∗

∣∣∣∣∣
z=0

= const(q, n) ·
(

1− q−2n

1− q−2
q2(2n−c−α) ζαc (ζβc )∗ − δαβ

)
.

Ç iíøîãî áîêó, òâiðíi àëãåáðè ôóíêöié íà ìåæi Øèëîâà ïîâ'ÿçàíi ñïiââiä-

íîøåííÿì
n∑
c=1

ζαc (ζβc )∗ = q−2n+α+βδαβ, α, β = 1, 2, . . . , n,

äèâ. (A.5.2). Òîìó

1

const(q, n)

n∑
c=1

q2c ∂2P

∂zβc ∂(zαc )∗

∣∣∣∣∣
z=0

=

=
1− q−2n

1− q−2
q2(2n−α)

n∑
c=1

ζαc (ζβc )∗ − q2 1− q2n

1− q2
δαβ =

=
1− q−2n

1− q−2
q2(2n−α)q−2n+α+βδαβ − q2 1− q2n

1− q2
δαβ = 0,

i îòæå ìà¹ìî òàêó Ëåìó.
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Ëåìà 5.4.6. ßêùî u ∈ D(D)′q ¹ iíòåãðàëîì Ïóàññîíà íà êâàíòîâié ìà-

òðè÷íié êóëi ðîçìiðó n× n, òî
n∑
c=1

q2c ∂2u

∂zβc ∂(zαc )∗

∣∣∣∣∣
z=0

= 0

äëÿ âñiõ α, β = 1, 2, . . . , n.

Îñêiëüêè ïiäïðîñòið iíòåãðàëiâ Ïóàññîíà

u =

∫
S(D)q

P (z, ζ)f(ζ)dν(ζ), f ∈ C[S(D)]q,

¹ Uqsl2n-ïiäìîäóëåì, ç ïîïåðåäíüî¨ Ëåìè âèïëèâà¹ Òåîðåìà 5.4.1.

Âiäîìî [77], ùî â êëàñè÷íîìó âèïàäêó q = 1 ÿäðî Ïóàññîíà P ¹ ðîçâ'ÿç-

êîì ùå îäíi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü:

n∑
γ=1

∂2u(g · z)

∂zγb ∂z
γ
a

∣∣∣∣∣
z=0

= 0, g ∈ SUn,n, a, b ∈ {1, 2, . . . , n}.

Àðãóìåíò, ïîäiáíèé äî òîãî, ùî âèêëàäåíî âèùå, äîçâîëÿ¹ îäåðæàòè q-

àíàëîã öüîãî ðåçóëüòàòó.

Òâåðäæåííÿ 5.4.7. ßêùî u ∈ D(D)′q ¹ iíòåãðàëîì Ïóàññîíà íà êâàíòî-

âié ìàòðè÷íié êóëi ðîçìiðó n× n, òî
n∑
γ=1

q2γ ∂2(ξu)

∂zγa∂(zγb )∗

∣∣∣∣∣
z=0

= 0

äëÿ âñiõ ξ ∈ Uqsl2n, a, b = 1, 2, . . . , n.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 5

Ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó q = 1 âèçíà÷åííÿ ôóíêòîðà Áåðíøòåéíà iñòî-

òíî âèêîðèñòîâó¹ àëãåáðó óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié íà äiéñíié ðåäóêòèâíié

ãðóïi Ëi G ç íîñiÿìè â ìàêñèìàëüíié êîìïàêòíié ïiäãðóïi K. Ó ïiäðîçäiëi

5.1 çíàéäåíî q-àíàëîã àëãåáðè óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, çàçíà÷åíèõ âèùå. Öå

äîçâîëèëî ïîáóäóâàòè q-àíàëîã ôóíêòîðà Áåðíøòåéíà.
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Âèâ÷åíî âëàñòèâîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ ÷èñëåíü íà ïîëiíîìiàëüíèõ àë-

ãåáðàõ íàä êâàíòîâèìè ïåðåäîäíîðiäíèìè âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè êîìó-

òàòèâíîãî ïàðàáîëi÷íîãî òèïó. Íà öi êâàíòîâi àëãåáðè ïîøèðåíèé âiäîìèé

äëÿ êâàíòîâèõ ìàòðèöü ðåçóëüòàò ïðî òå, ùî âèìiðíîñòi îäíîðiäíèõ êîì-

ïîíåíò äëÿ ãðàäóéîâàíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ k-ôîðì ñïiâïàäàþòü ç ¨õ

êëàñè÷íèìè çíà÷åííÿìè. Ç'ÿñîâàíî, ùî êîìïëåêñ äå Ðàìà íàä òàêèìè àë-

ãåáðàìè ¹ äóàëüíèì äî óçàãàëüíåíîãî êîìïëåêñà Áåðíøòåéíà-Ãåëüôàíäà-

Ãåëüôàíäà äëÿ òðèâiàëüíîãî Uqg-ìîäóëÿ. Öå ¹ êâàíòîâèì àíàëîãîì âiäîìî-

ãî ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó q = 1 ðåçóëüòàòó.

Âèêëàäåíî îñíîâè òåîði¨ ôóíêöié íà êâàíòîâèõ àíàëîãàõ êîìïëåêñíèõ

ãiïåðáîëi÷íèõ ïðîñòîðiâHn,m i âiäïîâiäíèõ içîòðîïíèõ êîíóñiâ Ξn,m. Çàïðî-

âàäæóþòüñÿ òàê çâàíi �ïðîñòîðè ôóíêöié ç êîìïàêòíèìè íîñiÿìè� (ïðîñòî-

ðè ôiíiòíèõ ôóíêöié). Äëÿ öèõ íåêîìóòàòèâíèõ àëãåáð ïîáóäîâàíî òî÷íi

çîáðàæåííÿ òà iíòåãðàëè; äëÿ öèõ îñòàííiõ äîâåäåíî iíâàðiàíòíiñòü ùîäî

äi¨ êâàíòîâî¨ óíiâåðñàëüíî¨ îãîðòóþ÷î¨ àëãåáðè Uqsun,m. Ïîáóäîâàíî êâàí-

òîâèé àíàëîã îñíîâíî¨ óíiòàðíî¨ ñåði¨ Uqsun,m-ìîäóëiâ, ïîâ'ÿçàíèõ ç êâàí-

òîâèì àíàëîãîì êîíóñà Ξ. Äëÿ öèõ ìîäóëiâ âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi óìîâè

åêâiâàëåíòíîñòi.

Ùå îäèí ðåçóëüòàò ïîâ'ÿçàíèé ç îäåðæàííÿì êâàíòîâèõ àíàëîãiâ äëÿ

iíòåãðàëà Ïóàññîíà i ðiâíÿíü Õóà. Ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó iíòåãðàëüíèé îïå-

ðàòîð Ïóàññîíà ñïëiòà¹ äi¨ ãðóïè SUn,n ó ïðîñòîðàõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

íà ìàòðè÷íié êóëi i ¨¨ ìåæi Øèëîâà (óíiòàðíèõ ìàòðèöÿõ). Àëå íå áóäü-

ÿêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ íà ìàòðè÷íié êóëi ìîæå áóòè îäåðæàíà øëÿõîì

çàñòîñóâàííÿ iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Ïóàññîíà äî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ íà

ìåæi Øèëîâà. Êëàñè÷íèé ðåçóëüòàò ñòâåðäæó¹, ùî ïîâíó õàðàêòåðèçàöiþ

îáðàçà îïåðàòîðà Ïóàññîíà äà¹ ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Õóà.

Ó öié ðîáîòi ïîäàíî êâàíòîâèé àíàëîã îïåðàòîðà Ïóàññîíà. Âèâåäåíî

ðiâíÿííÿ Õóà ó êâàíòîâîìó âèïàäêó. Äîâåäåíî, ùî öi ðiâíÿííÿ ¹ íåîáõiäíîþ

óìîâîþ ïðèíàëåæíîñòi ôóíêöi¨ äî îáðàçó êâàíòîâîãî îïåðàòîðà Ïóàññîíà.

Äîñi íåâiäîìî, ÷è ¹ öÿ óìîâà òàêîæ i äîñòàòíüîþ.
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ÐÎÇÄIË 6

ÊÂÀÍÒÎÂI ÓÍIÂÅÐÑÀËÜÍI ÎÃÎÐÒÓÞ×I Ç

IÄÅÌÏÎÒÅÍÒÀÌÈ I ÐÎÇÊËÀÄÈ ÏIÐÑÀ

Ìè áóäó¹ìî íîâi êâàíòîâi àëãåáðè, ùî ìiñòÿòü Uq(sl2) [34, 88]. Âîíè

òàêîæ ìiñòÿòü iäåìïîòåíòè i òâiðíi êàðòàíiâñüêîãî òèïó, ðåãóëÿðíi çà ôîí

Íåéìàíîì (äèâ. [37, 38]).

6.1 Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

Íàãàäà¹ìî êîðîòêî íåîáõiäíi ïîçíà÷åííÿ i îñíîâíi ôàêòè ïðî àëãå-

áðè Õîïôà [1, 21]. Â íàøîìó êîíòåêñòi àëãåáðà U (alg) íàä C � öå ÷åòâiðêà

(C, A, µ, η), äå A � âåêòîðíèé ïðîñòið, µ : A⊗A→ A � ìíîæåííÿ (àëüòåð-

íàòèâíå ïîçíà÷åííÿ µ(a⊗ b) = a · b), η : C→ A � îäèíèöÿ, òîáòî 1
def
= η(1),

1 ∈ A, 1 ∈ C. Ìíîæåííÿ ââàæà¹òüñÿ àñîöiàòèâíèì µ◦ (µ⊗ id) = µ◦ (id⊗µ),

i îäèíèöÿ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ âëàñòèâiñòþ µ◦ (η⊗ id) = µ◦ (id⊗η) = id. Ìîð-

ôiçì àëãåáð � öå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ ψ : U
(alg)
1 → U

(alg)
2 iç âëàñòèâiñòþ

ψ◦µ1 = µ2◦(ψ⊗ψ) i ψ◦η1 = η2. Êîàëãåáðà U (coalg) � öå ÷åòâiðêà (C, C,∆, ε),
äå C � âåêòîðíèé ïðîñòið, ∆ : C → C ⊗ C � êîìíîæåííÿ, ùî ìà¹ âëàñòè-

âîñòi ∆(A) =
∑
i

(
Ai

(1) ⊗ Ai
(2)

)
ó ïîçíà÷åííÿõ Ñâiäëåðà, ε : C → C � êîî-

äèíèöÿ. Öi ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ìàþòü òàêi âëàñòèâîñòi: êîàñîöiàòèâíiñòü

(∆⊗id)◦∆ = (id⊗∆)◦∆, âëàñòèâiñòü êîîäèíèöi (ε⊗id)◦∆ = (id⊗ε)◦∆ = id.

Ìîðôiçì êîàëãåáð � öå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ ϕ : U
(coalg)
1 → U

(coalg)
2 òàêå,

ùî (ϕ ⊗ ϕ) ◦ ∆1 = ∆2 ◦ ϕ i ε1 = ε2 ◦ ϕ. Áiàëãåáðà U (bialg) � öå øiñòêà

(C, B, µ, η,∆, ε), ùî ¹ àëãåáðîþ òà êîàëãåáðîþ îäíî÷àñíî, ç òàêèìè óìîâà-

ìè óçãîäæåíîñòi: ∆ ◦ µ = (µ ⊗ µ) ◦ (id⊗ τ⊗id) ◦ (∆ ⊗ ∆), ∆(1) = 1 ⊗ 1,

ε◦µ = µC◦(ε⊗ε), ε(1) = 1; òóò τ � ïåðåñòàíîâêà òåíçîðíèõ ìíîæíèêiâ, µC �

ìíîæåííÿ â îñíîâíîìó ïîëi. Àëãåáðà Õîïôà U (Hopf) � öå áiàëãåáðà ç àíòèïî-

äîì, àíòèìîðôiçìîì àëãåáðè ç âëàñòèâiñòþ (S⊗ id)◦∆ = (id⊗S)◦∆ = η◦ε.
Íåõàé q ∈ C i q 6= ±1, 0. Íàãàäà¹ìî âèçíà÷åííÿ êâàíòîâî¨ óíiâåðñàëü-

íî¨ îãîðòóþ÷î¨ àëãåáðè Uq(sl2) [33]. Öå àñîöiàòèâíà àëãåáðà ç îäèíèöåþ
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U
(alg)
q (sl2), âèçíà÷åíà òâiðíèìè k, k−1, e, f i ñïiââiäíîøåííÿìè

k−1k = 1, kk−1 = 1, (6.1.1)

ke = q2ek, kf = q−2fk, (6.1.2)

ef − fe =
k − k−1

q − q−1
. (6.1.3)

Ñòàíäàðòíà ñòðóêòóðà àëãåáðè Õîïôà íà U (Hopf)
q (sl2) âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

∆0(k) = k ⊗ k, (6.1.4)

∆0(e) = 1⊗ e+ e⊗ k, ∆0(f) = f ⊗ 1 + k−1 ⊗ f, (6.1.5)

S0(k) = k−1, S0(e) = −ek−1, S0(f) = −kf, (6.1.6)

ε0(k) = 1, ε0(e) = ε0(f) = 0. (6.1.7)

Àëãåáðà U (alg)
q (sl2) ¹ îáëàñòþ öiëiñíîñòi, òîáòî âîíà íå ìà¹ äiëüíèêiâ íóëÿ

i, çîêðåìà, iäåìïîòåíòiâ [22, 90]. Áàçà âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Uq(sl2) óòâî-

ðåíà ìîíîìàìè ksemfn, äå m,n ≥ 0 [88]. Ìè ïîçíà÷àòèìåìî êàðòàíiâñüêó

ïiäàëãåáðó â Uq(sl2) ÷åðåç H0(1, k, k
−1).

Íàøèì çàâäàííÿì ¹ çàñòîñóâàííÿ ðîçêëàäó Ïiðñà äî ïåâíîãî ðîçøèðå-

ííÿ Uq(sl2). Äîáðå âiäîìî, ùî iñíó¹ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ

öåíòðàëüíèì ðîçêëàäàìè îäèíèöi íà iäåìïîòåíòè i ðîçêëàäàìè ìîäóëÿ â

ïðÿìó ñóìó. Òîìó ìè ïî÷íåìî ç óçàãàëüíåííÿ êàðòàíiâñüêî¨ ïiäàëãåáðè â

Uq(sl2) äî íàáóòòÿ íåþ âëàñòèâîñòi ðåãóëÿðíîñòi ôîí Íåéìàíà [55, 149, 20].

6.2 Âiä ñòàíäàðòíî¨ Uq(sl2) äî UK+L

Ðîçãëÿíåìî òâiðíi K, K, ùî çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿì

KKK = K, KKK = K, (6.2.1)

ùî íàçèâàþòü âëàñòèâiñòþ ðåãóëÿðíîñòi ôîí Íåéìàíà [55]. Çà óìîâè êî-

ìóòàòèâíîñòi

KK = KK (6.2.2)
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ìà¹ìî iäåìïîòåíò P
def
= KK = KK iç âëàñòèâiñòþ

PK = KP = K, (6.2.3)

P 2 = P.

Êîìóòàòèâíà àëãåáðà, ãåíåðîâàíàK,K (ìè ïîçíà÷à¹ìî ¨¨ ÷åðåçH
(
K,K

)
),

íå ìiñòèòü îäèíèöi, îñêiëüêè, íà âiäìiíó âiä Uq(sl2), ¨ ¨ ñïiââiäíîøåííÿ íå

ïåðåäáà÷àþòü îäèíèöþ ÿâíî, ÿê ó (6.1.1). Çàçíà÷èìî, ùî H
(
K,K

)
ðîç-

ãëÿäàëàñÿ ÿê ïîäiáíà êàðòàíiâñüêié ÷àñòèíà àíàëîãó êâàíòîâî¨ îãîðòóþ÷î¨

àëãåáðè ç àíòèïîäîì, ðåãóëÿðíèì çà ôîí Íåéìàíîì U v
q = vslq(2), çàïðîâà-

äæåíî¨ Äóïëi¹ì òà Ëi [36, 35]. Âiäïîâiäíà àëãåáðà ç îäèíèöåþ, îäðåðæàíà

çîâíiøíiì ïðè¹äíàííÿì îäèíèöi H
(
1, K,K

) def
= H

(
K,K

)
⊕C1 òàêîæ ç'ÿâ-

ëÿ¹òüñÿ â [36, 35] ÿê ÷àñòèíà Uw
q = wslq(2).

H
(
1, K,K

)
ìiñòèòü ùå îäèí iäåìïîòåíò (1− P ) = (1− P )2. Òîìó ìè

çàïðîâàäæó¹ìî ùå îäíó êîïiþ òi¹¨ æ àëãåáðè (ïîçíà÷à¹ìî ¨¨ ÷åðåçH
(
L,L

)
)

ç òâiðíèìè L i L, ùî çàäîâîëüíÿþòü òàêèì æå ñïiââiäíîøåííÿì, ùî é K,

K ÿê âèùå:

LLL− L = 0, LLL− L = 0. (6.2.4)

Çà óìîâè êîìóòàòèâíîñòi

LL = LL (6.2.5)

iäåìïîòåíò Q
def
= LL = LL çàäîâîëüíÿ¹

QL = LQ = L, (6.2.6)

Q2 = Q.

Çà óìîâè âiäñóòíîñòi äîäàòêîâèõ ñïiââiäíîøåíü ìiæ K, K i L, L, àëãåáðè

áåç îäèíèöü H
(
K,K

)
i H

(
L,L

)
ìîæóòü óòâîðþâàòè ëèøå âiëüíèé äîáó-

òîê. Àëå ìè çiñòàâëÿ¹ìî àëãåáðè ç îäèíèöÿìè H
(
1, K,K

)
i H

(
1, L, L

)
ó

òàêèé ñïîñiá, ùî ¨õíi îäèíèöi ñóìiùàþòüñÿ, i äîäà¹ìî ùå îäíå ñïiââiäíîøå-

ííÿ (ðîçêëàä îäèíèöi):

P +Q = 1 (6.2.7)

äëÿ îäåðæàííÿ ðîçêëàäó Ïiðñà [141] âèõiäíî¨ àëãåáðè H
(
1, K,K,L, L

)
, ùî

çâîäèòüñÿ äî ïðÿìîãî äîáóòêó, îñêiëüêè QP = PQ = 0.
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Âíàñëiäîê (6.2.3), (6.2.6) i (6.2.7) ìà¹ìî

KL = LK = LK = KL = KL = LK = 0. (6.2.8)

Íîâi ïîðiâíÿíî ç [36, 35] íåîáîðîòíi òâiðíi L, L çàïðîâàäæåíi, àáè âèïðàâ-

äàòè òàêå.

Ëåìà 6.2.1. Ñóìà aK + bL îáîðîòíà, i îáåðíåíèé åëåìåíò äîðiâíþ¹

a−1K + b−1L, äå a, b ∈ C \ {0}.

Äîâåäåííÿ çâîäèòüñÿ äî îá÷èñëåííÿ, ùî áåðå äî óâàãè (6.2.7) i (6.2.8):

(aK + bL)
(
a−1K + b−1L

)
= KK + LL = P +Q = 1. �

Öå äîçâîëÿ¹ ðîçãëÿíóòè äâîïàðàìåòðè÷íå ñiìåéñòâî ìîðôiçìiâ äëÿ

êàðòàíiâñüêî¨ ïiäàëãåáðè Φ
(a,b)
H : H0(1, k, k

−1)→ H
(
1, K,K,L, L

)
:

k → aK + bL, k−1 → a−1K + b−1L. (6.2.9)

Òâåðäæåííÿ 6.2.2. Âiäîáðàæåííÿ Φ
(a,b)
H ¹ âêëàäåííÿì, òîáòî

ker Φ
(a,b)
H = 0.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî (6.2.9) äëÿ âèçíà÷åííÿ ãîìîìîðôiçìà

Φ
(a,b)
H ç âiëüíî¨ àëãåáðè H0(1, k, k

−1), ãåíåðîâàíî¨ 1, k, k−1, ó âiëüíó àëãåáðó

H
(
1, K,K,L, L

)
, ãåíåðîâàíó 1, K, K, L, L. Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî Φ

(a,b)
H ¹

âêëàäåííÿì. Äiéñíî, ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, òîáòî Φ
(a,b)
H àíiãiëþ¹ ïåâíèé

íåíóëüîâèé åëåìåíò H0(1, k, k
−1). Öåé åëåìåíò ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê �íå-

êîìóòàòèâíèé ïîëiíîì� âiä òðüîõ çìiííèõ 1, k, k−1. Îñêiëüêè ëiíiéíà çàìiíà

çìiííèõ (6.2.9) ¹ íåâèðîäæåíîþ, ìè îäåðæó¹ìî íåòðèâiàëüíèé ïîëiíîì âiä

1, K, K, L, L, ùî íå ìîæå áóòè íóëåì ó âiëüíié àëãåáði H
(
1, K,K,L, L

)
.

Çàëèøà¹òüñÿ çàçíà÷èòè, ùî Φ
(a,b)
H âñòàíîâëþ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiä-

íiñòü ìiæ ñïiââiäíîøåííÿìè â H0(1, k, k
−1) i òàêèìè â îáðàçi Φ

(a,b)
H , çâiäêè

íàøå òâåðäæåííÿ äëÿ ìîðôiçìó Φ
(a,b)
H ìiæ ôàêòîð-àëãåáðàìè H0(1, k, k

−1)

i H
(
1, K,K,L, L

)
. �
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Òåïåð äîäàìî ùå äâi òâiðíi E i F , ðàçîì ç äâîìà äîäàòêîâèìè ñïiââiä-

íîøåííÿìè

(aK + bL)E = q2E(aK + bL), (6.2.10)(
a−1K + b−1L

)
E = q−2E

(
a−1K + b−1L

)
, (6.2.11)

(aK + bL)F = q−2F (aK + bL), (6.2.12)(
a−1K + b−1L

)
F = q2F

(
a−1K + b−1L

)
, (6.2.13)

EF − FE =
(aK + bL)−

(
a−1K + b−1L

)
q − q−1

(6.2.14)

ÿêi, ðàçîì ç (6.2.1) � (6.2.2) i (6.2.4) � (6.2.5), çàäàþòü àëãåáðó, ùî ïîçíà-

÷àòèìåòüñÿ ÷åðåç U (alg)22
aK+bL. Òóò iíäåêñè 22 âèçíà÷àþòü êiëüêiñòü òâiðíèõ â

ëiâié (âiäïîâiäíî, ïðàâié) ÷àñòèíi ñïiââiäíîøåíü ìiæ ïîäiáíèìè äî êàðòà-

íiâñüêèõ òâiðíèõ (K, L) i E, F . Öÿ àëãåáðà âiäïîâiäà¹ àëãåáði Uw
q = wslq(2),

çàïðîâàäæåíié Äóïëi¹ì i Ëi [36, 35]. Òî÷íiøå êàæó÷è, iñíó¹ ìîðôiçì àëãåáð

wslq(2)→ U
(alg)22
aK+bL, ùî ó ïîçíà÷åííÿõ ðîáîòè [36] çàäà¹òüñÿ òàê

Kw 7→ aK + bL, Kw 7→ a−1K + b−1L, Ew 7→ E, Fw 7→ F. (6.2.15)

ßê ìîæíà ïîáà÷èòè ç Ëåìè 6.2.1 ðàçîì ç (6.2.10) � (6.2.14), îáðàç öüîãî

ìîðôiçìó ¹ êîïi¹þ Uq(sl2), äèâ. òàêîæ [36, òâåðäæåííÿ 1].

Ïðåäñòàâèìî àíàëîã àëãåáðè U v
q = vslq(2) ç [36]. Öå àëãåáðà ç òèìè

æ òâiðíèìè, ùî é U (alg)22
aK+bL, i ïîäàíèìè íèæ÷å ñïiââiäíîøåííÿìè (ðàçîì ç

(6.2.1) � (6.2.2) i (6.2.4) � (6.2.5)):

(aK + bL)E
(
a−1K + b−1L

)
= q2E, (6.2.16)(

a−1K + b−1L
)
E(aK + bL) = q−2E, (6.2.17)

(aK + bL)F
(
a−1K + b−1L

)
= q−2F, (6.2.18)(

a−1K + b−1L
)
F (aK + bL) = q2F, (6.2.19)

EF − FE =
(aK + bL)−

(
a−1K + b−1L

)
q − q−1

, (6.2.20)

ÿêó ìè ïîçíà÷à¹ìî U (alg)31
aK+bL. Öÿ àëãåáðà âiäïîâiäà¹ àëãåáði U

v
q = vslq(2) [36]

ó òîìó ñåíñi, ùî iñíó¹ ìîðôiçì àëãåáð vslq(2) → U
(alg)31
aK+bL. ßê i âèùå, öåé

ìîðôiçì â ïîçíà÷åííÿõ ðîáîòè [36], çàäàíèé íà òâiðíèõ (6.2.15), äå iíäåêñè
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w çàìiíÿþòüñÿ íà v. Ùå îäíå çàñòîñóâàííÿ Ëåìè 6.2.1 äîçâîëÿ¹ âèÿâèòè,

ùî îáðàç öüîãî ìîðôiçìó ¹ êîïi¹þ Uq(sl2), äèâ. òàêîæ [36, òâåðäæåííÿ 1].

Âèçíà÷èìî ðîçøèðåííÿ Φ(a,b) ìîðôiçìó Φ
(a,b)
H äî ìîðôiçìó Uq(sl2) çi

çíà÷åííÿìè â àëãåáðàõ U (alg)22
aK+bL i U (alg)31

aK+bL:

Φ(a,b) :

{
k 7→ aK + bL, k−1 7→ a−1K + b−1L,

e 7→ E, f 7→ F.
(6.2.21)

Òâåðäæåííÿ 6.2.3. Àëãåáðè U
(alg)22
aK+bL i U (alg)31

aK+bL ¹ içîìîðôíèìè àëãåáðàì

U
(alg)22
K+L

def
= U

(alg)22
aK+bL|a=1,b=1 i U

(alg)31
K+L

def
= U

(alg)31
aK+bL|a=1,b=1, âiäïîâiäíî.

Äîâåäåííÿ. Áàæàíèé içîìîðôiçìΨ : U
(alg)22,31
K+L → U

(alg)22,31
aK+bL çàäà¹òüñÿ

òàê: K 7→ aK, L 7→ bL, K 7→ a−1K, L 7→ b−1L, E 7→ E, F 7→ F . �

Âèõîäÿ÷è ç öüîãî, ìè íå áóäåìî ðîçãëÿäàòè íèæ÷å ïàðàìåòðè a i b.

6.3 �Ðîçäiëåííÿ� ñïiââiäíîøåíü

Iäåìïîòåíòè P i Q íå ¹ öåíòðàëüíèìè â U (alg)22
K+L i U (alg)31

K+L . Íåõòóþ÷è

íåòî÷íiñòþ òåðìiíîëîãi¨, ìîæíà ñêàçàòè, ùî ìè ìà¹ìî íàìið �ðîçäiëèòè�

ñïiââiäíîøåííÿ (6.2.10) � (6.2.14) i (6.2.16) � (6.2.20) ó òàêèé ñïîñiá, ùî àáî

P i Q ñòàþòü öåíòðàëüíèìè

PE = EP, QE = EQ, (6.3.1)

PF = FP, QF = FQ, (6.3.2)

àáî çàäîâîëüíÿþòü �ñïëåòåíèì� óìîâàì

PE = EQ, QE = EP, (6.3.3)

PF = FQ, QF = FP. (6.3.4)

Òî÷íiøå êàæó÷è, ìè äîäàìî çàçíà÷åíi âèùå ñïiââiäíîøåííÿ, îäåðæóþ÷è

âiäïîâiäíi ôàêòîðè àëãåáð U
(alg)22
K+L i U (alg)31

K+L . �Ðîçäiëåíi� 22-àëãåáðè çàäà-

þòüñÿ ïåðåëiêàìè ñïiââiäíîøåíü, ùî ïîäàíi ó Òàáëèöi 1 Äîäàòêó A.8, à

�ðîçäiëåíi� 31-àëãåáðè âèçíà÷àþòüñÿ Òàáëèöåþ 2 Äîäàòêó A.8.
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Çàçíà÷èìî, ùî P = KK i Q = LL âiäñóòíi ñåðåä òâiðíèõ, ïåðåëi÷å-

íèõ â Òàáëèöÿõ 1 òà 2 Äîäàòêó A.8. Ñïiââiäíîøåííÿ â òàáëèöÿõ óòâîðþ-

þòü åêâiâàëåíòíi ñèñòåìè ó òåðìiíàõ �ñïðàâæíiõ� òâiðíèõ ùîäî ïîïåðåäíiõ

ñïiââiäíîøåíü äëÿ U (alg)22
K+L i U (alg)31

K+L , ðàçîì ç �ðîçäiëåííèìè� ñïiââiäíîøåí-

íÿìè (6.3.1) � (6.3.4). Ïðîöåäóðà îäåðæàííÿ òàáëè÷íèõ ñïiââiäíîøåíü ç �íå

ðîçäiëåíèõ� ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ çâîäèòüñÿ äî ïðàâîãî i/àáî ëiâîãî ìíîæå-

ííÿ íà iäåìïîòåíòè P i Q ç ïîäàëüøèì âèêîðèñòàííÿì �ïðàâèë àíiãiëÿöi¨�

(6.2.8). Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ ç Òàáëèöü 1 òà 2 Äîäàòêó

A.8 çàäàíi. Íàïðèêëàä, ïî÷íåìî çi ñïiââiäíîøåíü ó ëiâié ÷àñòèíi Òàáëèöi 2.

Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî ó öüîìó âèïàäêó P ¹ öåíòðàëüíèì, âèêîðèñòà¹ìî

(6.2.8):

PE = KKE(P +Q) = K(KEK)K +KK(ELL) =

= K(q−2EKK)K +KK(q−2LEL) = q−2KEK + 0 = EKK = EP.

Ïîäiáíi iäå¨ ïðàöþþòü ïðàöþþòü òàêîæ ó ðåøòi ïåðåâiðîê.

Òâåðäæåííÿ 6.3.1. Ìàþòü ìiñöå òàêi içîìîðôiçìè: U
(alg)22
K,L,norm

∼=
U

(alg)31
K,L,norm, i U

(alg)22
K,L,twist

∼= U
(alg)31
K,L,twist.

Äîâåäåííÿ. Ïðîñòå îá÷èñëåííÿ ïîêàçó¹, ùî â îáèäâîõ âèïàäêàõ (íîð-

ìàëüíîìó òà ñïëåòåíîìó), iäåàëè ñïiââiäíîøåíü ñïiâïàäàþòü. Íàïðèêëàä,

ïðàâå ìíîæåííÿ KE = q2EK íà K â U (alg)22
K,L,norm äà¹ KEK = q2EP ÿê i â

U
(alg)31
K,L,norm. Íàâïàêè, ñòàðòóþ÷è çi ñïiââiäíîøåííÿKEK = q2EP â U (alg)31

K,L,norm,

îäåðæó¹ìî KE = K(PE) = K(EP ) =
(
KEK

)
K = (q2EP )K = q2EK ÿê

i â U (alg)22
K,L,norm. Äîìíîæàþ÷è EF -ñïiââiäíîøåííÿ â U

(alg)22
K,L,norm, U

(alg)22
K,L,twist íà P i

Q, îäåðæó¹ìî EF -ñïiââiäíîøåííÿ â U (alg)31
K,L,norm, U

(alg)31
K,L,twist, i íàâïàêè, äîäàþ÷è

îñòàííi äâà EF -ñïiââiäíîøåííÿ â U (alg)31
K,L,norm i âèêîðèñòîâóþ÷è (6.2.7), îäåð-

æó¹ìî EF -ñïiââiäíîøåííÿ â U (alg)22
K,L,norm. Ïîäiáíi àðãóìåíòè âñòàíîâëþþòü

äðóãèé içîìîðôiçì.

Ç îãëÿäó íà öå, ó ïîäàëüøîìó ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëèøå àëãåáðè

U
(alg)22
K,L,norm, U

(alg)22
K,L,twist (áåç iíäåêñiâ 22).
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Ïðîäîâæèìî ìîðôiçì ΦH äî ìîðôiçìó, ùî ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â �ðîç-

äiëåíèõ� àëãåáðàõ U (alg)
K,L,norm i U (alg)

K,L,twist:

Φ :

{
k 7→ K + L, k−1 7→ K + L,

e 7→ E, f 7→ F.
(6.3.5)

Òâåðäæåííÿ 6.3.2. Âiäîáðàæåííÿ Φ, çàäàíå íà òâiðíèõ âèùå, ïðèïó-

ñêà¹ ïîøèðåííÿ äî êîðåêòíî âèçíà÷åíîãî ìîðôiçìó àëãåáð ç Uq(sl2) ó

U
(alg)
K,L,norm àáî U (alg)

K,L,twist, ùî ¹ âêëàäåííÿì.

Äîâåäåííÿ. Òðåáà çàñòîñóâàòè àðãóìåíò, ïîäiáíèé äî òîãî, ùî áóâ

âèêîðèñòàíèé ó äîâåäåííi Òâåðäæåííÿ 6.2.2. �

Íàñëiäîê 6.3.3. Îáèäâi àëãåáðè U (alg)
K,L,norm i U (alg)

K,L,twist ìiñòÿòü Uq(sl2) ÿê

ïiäàëãåáðó.

Çàçíà÷èìî, ùî ðîçêëàä Ïiðñà äëÿ U (alg)
K,L,norm ìà¹ âèãëÿä

U
(alg)
K,L,norm = PU

(alg)
K,L,normP +QU

(alg)
K,L,normQ, (6.3.6)

òîáòî ñêëàäà¹ ïðÿìó ñóìó äâîõ iäåàëiâ. Âíàñëiäîê öüîãî, ìà¹ìî

Òâåðäæåííÿ 6.3.4. U
(alg)
K,L,norm ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ äâîõ ïiäàëãåáð, êîæíà ç

ÿêèõ içîìîðôíà Uq(sl2).

Äîâåäåííÿ. Áàæàíèé içîìîðôiçì çàäà¹òüñÿ òàê

K 7→ k ⊕ 0, K 7→ k−1 ⊕ 0, PE 7→ e⊕ 0, PF 7→ f ⊕ 0, (6.3.7)

L 7→ 0⊕ k, L 7→ 0⊕ k−1, QE 7→ 0⊕ e, QF 7→ 0⊕ f, (6.3.8)

i òîìó P 7→ 1 ⊕ 0, Q 7→ 0 ⊕ 1. Öåé ìîðôiçì ðîçïàäà¹òüñÿ ó ïðÿìó ñóìó

äâîõ ìîðôiçìiâ, êîæåí ç ÿêèõ, î÷åâèäíî, ¹ içîìîðôiçìîì. �

Ó �ñïëåòåíîìó� âèïàäêó ðîçêëàä Ïiðñà

U
(alg)
K,L,twist =

= PU
(alg)
K,L,twistP + PU

(alg)
K,L,twistQ+QU

(alg)
K,L,twistP +QU

(alg)
K,L,twistQ, (6.3.9)

¹ íåòðèâiàëüíèì, îñêiëüêè âñi ÷ëåíè íåíóëüîâi, i îòæå (6.3.9) íå ¹ ïðÿìîþ

ñóìîþ iäåàëiâ.
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Çàïðîâàäèìî àâòîìîðôiçì àëãåáð U (alg)
K,L,norm i U (alg)

K,L,twist, ùî áóäå ïîçíà-

÷àòèñü òi¹þ æ áóêâîþ Υ. Ó êîæíîìó ç âèïàäêiâ, Υ çàäà¹òüñÿ íà òâiðíèõ

òàê:

E 7→ E, F 7→ F, K 7→ L, K 7→ L, L 7→ K, L 7→ K, 1 7→ 1, (6.3.10)

i äàëi ïîøèðþ¹òüñÿ äî åíäîìîðôiçìà àëãåáðè. Ôàêò êîðåêòíî¨ âèçíà÷åíîñòi

ÿê ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ i éîãî ái¹êòèâíiñòü âñòàíîâëþþòüñÿ ïðèéíÿòòÿì

äî óâàãè òîãî, ùî Υ ïåðåñòàâëÿ¹ òâiðíi (ç ïåðåëiêó) i ñïiââiäíîøåííÿ. Çà-

çíà÷èìî òàêîæ, ùî Υ2 = id.

Òâåðäæåííÿ 6.3.5. Áàçà Ïóàíêàðå-Áiðêãîôà-Âiòòà àëãåáðè U
(alg)
K,L,norm

óòâîðåíà ìîíîìàìè[{
PK iEjF k

}
i,j,k≥0

∪
{
K

i
EjF k

}
i>0,j,k≥0

]
∪
[{
QLiEjF k

}
i,j,k≥0

∪
{
L
i
EjF k

}
i>0,j,k≥0

]
.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè U
(alg)
K,L,norm � ïðÿìà ñóìà äâîõ ïðèìiðíèêiâ

Uq(sl2), íàøå òâåðäæåííÿ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç [88]. �

Ó âèïàäêó U (alg)
K,L,twist ìà¹ìî ðîçêëàä â ïðÿìó ñóìó 4 âåêòîðíèõ ïiäïðî-

ñòîðiâ (6.3.9). Íèæ÷å ïîäà¹òüñÿ ÏÁÂ áàçà, ùî âiäïîâiäà¹ öüîìó ðîçêëàäó.

Òâåðäæåííÿ 6.3.6. Áàçà Ïóàíêàðå-Áiðêãîôà-Âiòòà àëãåáðè U
(alg)
K,L,twist

óòâîðåíà ìîíîìàìè[{
PK iEjF k

}
i,j,k≥0

j+k ïàðíå

∪
{
K

i
EjF k

}
i>0,j,k≥0
j+k ïàðíå

]

∪

[{
PK iEjF k

}
i,j,k≥0

j+k íåïàðíå

∪
{
K

i
EjF k

}
i>0,j,k≥0

j+k íåïàðíå

]

∪

{QLiEjF k
}

i,j,k≥0
j+k íåïàðíå

∪
{
L
i
EjF k

}
i>0,j,k≥0

j+k íåïàðíå


∪

[{
QLiEjF k

}
i,j,k≥0

j+k ïàðíå

∪
{
L
i
EjF k

}
i>0,j,k≥0
j+k ïàðíå

]
. (6.3.11)
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Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê ñïiââiäíîøåíü ç Òàáëèöi 1 Äîäàòêó A.8, ëiíié-

íà îáîëîíêà âåêòîðiâ (6.3.11) ¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî ìíîæåííÿ íà êîæíó

ç òâiðíèõ K, K, L, L, E, F , çâiäêè òàêà iíâàðiàíòíiñòü òàêîæ ìà¹ ìiñöå

âiäíîñíî ìíîæåííÿ íà áóäü-ÿêèé åëåìåíò àëãåáðè U (alg)
K,L,twist. Îñêiëüêè P i

Q ¹ òàêîæ âåêòîðàìè áàçè, öÿ ëiíiéíà îáîëîíêà ìiñòèòü P +Q = 1, i òîìó

ñïiâïàäà¹ ç óñi¹þ àëãåáðîþ. Äëÿ äîâåäåííÿ ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi âåêòîðiâ

(6.3.11) äîñèòü äîâåñòè, ùî êîæíà ÷àñòèíà öi¹¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ, ùî ëå-

æèòü óñåðåäèíi êîíêðåòíî¨ êîìïîíåíòè Ïiðñà, ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Ìè

ðîçãëÿíåìî îêðåìèé âèïàäîê êîìïîíåíòè Ïiðñà P · U (alg)
K,L,twist · P , ãåíåðîâà-

íîþ ñiìåéñòâîì âåêòîðiâ{
PK iEjF k

}
i,j,k≥0

j+k ïàðíå

∪
{
K

i
EjF k

}
i>0,j,k≥0
j+k ïàðíå

,

÷àñòèíîþ ñèñòåìè âåêòîðiâ (6.3.11) óñåðåäèíi ïåðøèõ êâàäðàòíèõ äóæîê.

Ðîçãëÿíåìî (ñêií÷åííó) ëiíiéíó êîìáiíàöiþ∑
i,j,k≥0

j+k ïàðíå

αijkPK
iEjF k +

∑
i>0,j,k≥0
j+k ïàðíå

βijkK
i
EjF k (6.3.12)

ÿêà ¹ íåòðèâiàëüíîþ (íå âñi αijk i βijk äîðiâíþþòü íóëþ). Ìè äîâåäåìî,

ùî (6.3.12) íå ¹ íóëü. Äëÿ öüîãî, ìè ïî-ïåðøå, âèêîðèñòîâóþ÷è αijk i βijk,

ïîáóäó¹ìî âiäïîâiäíó íåòðèâiàëüíó ëiíiéíó êîìáiíàöiþ∑
i,j,k≥0

j+k ïàðíå

αijkk
iejfk +

∑
i>0,j,k≥0
j+k ïàðíå

βijkk
−iejfk (6.3.13)

â Uq(sl2). Îñêiëüêè çàäiÿíi òóò ìîíîìè óòâîðþþòü ÏÁÂ áàçó â Uq(sl2)

[88], ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ (6.3.13) íåíóëüîâà. Çàñòîñîâóþ÷è âiäîáðàæåííÿ Φ

(6.3.5) äî (6.3.13), îäåðæó¹ìî∑
i,j,k≥0

j+k ïàðíå

αijk(K + L)iEjF k +
∑

i>0,j,k≥0
j+k ïàðíå

βijk
(
K + L

)i
EjF k. (6.3.14)

Îñêiëüêè Φ ¹ âêëàäåííÿì çà Òâåðäæåííÿì 6.3.2, äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî

(6.3.14) íå ¹ íóëü ó U
(alg)
K,L,twist. Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ó çàäiÿíèõ ìîíîìàõ

j+k ¹ ïàðíèì; çâiäñè çàêëþ÷à¹ìî, ùî ïðîåêöi¨ (6.3.14) ó êîìïîíåíòè Ïiðñà
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P · U (alg)
K,L,twist ·Q i Q · U (alg)

K,L,twist · P ¹ íóëüîâèìè. Òîìó (6.3.14) ¹ ñóìîþ ñâî¨õ

ïðîåêöié â P · U (alg)
K,L,twist · P i Q · U (alg)

K,L,twist ·Q, ÿêi ìàþòü âèãëÿä∑
i,j,k≥0

j+k ïàðíå

αijkPK
iEjF k +

∑
i>0,j,k≥0
j+k ïàðíå

βijkK
i
EjF k

i ∑
i,j,k≥0

j+k ïàðíå

αijkQL
iEjF k +

∑
i>0,j,k≥0
j+k ïàðíå

βijkL
i
EjF k,

âiäïîâiäíî. Ëåãêî áà÷èòè, ùî âîíè ïåðåñòàâëÿþòüñÿ àâòîìîðôiçìîì Υ

(6.3.10), çâiäêè öi ïðîåêöi¨ îäíî÷àñíî íóëüîâi ÷è íåíóëüîâi. Çðîçóìiëî, ùî

ìà¹ ìiñöå äðóãèé âàðiàíò, îñêiëüêè ¨õ ñóìà (6.3.14) íåíóëüîâà. Çîêðåìà,∑
i,j,k≥0

j+k ïàðíå

αijkPK
iEjF k +

∑
i>0,j,k≥0
j+k ïàðíå

βijkK
i
EjF k

íå íóëü, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. Äîâåäåííÿ ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi âñiõ

iíøèõ ïiäñèñòåì â (6.3.11) (â êâàäðàòíèõ äóæêàõ), ùî âiäïîâiäàþòü iíøèì

êîìïîíåíòàì Ïiðñà, çäiéñíþ¹òüñÿ ó ïîäiáíèé ñïîñiá. �

6.4 Ñòðóêòóðà àëãåáðè Õîïôà i àíòèïîä, ðåãóëÿð-

íèé çà ôîí Íåéìàíîì

Äëÿ ïîáóäîâè áiàëãåáðè ìè ïîòðåáó¹ìî êîîäèíèöþ ε íà UK+L. Îñêiëü-

êè P i Q � iäåìïîòåíòè â UK+L, ìà¹ìî ε(P )(ε(P )−1) = 0 i ε(Q)(ε(Q)−1) =

0, çâiäêè àáî ε(P ) = 1, ε(Q) = 0, àáî ε(P ) = 0, ε(Q) = 1. Ïðèïóñòèìî ïåð-

øèé âàðiàíò. Òîäi âíàñëiäîê L = QL ìà¹ìî ε(L) = ε(QL) = 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âêëàäåííÿ Φ, âèçíà÷åíå â (6.2.9) i ñòàíäàðòíi ñïiââiä-
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íîøåííÿ (6.1.4), (6.1.5), (6.1.7), ïåðåíåñåìî êîìíîæåííÿ íà îáðàç Φ (6.2.21):

∆(K + L) = (K + L)⊗ (K + L), (6.4.1)

∆
(
K + L

)
=
(
K + L

)
⊗
(
K + L

)
, (6.4.2)

∆(E) = 1⊗ E + E ⊗ (K + L), (6.4.3)

∆(F ) = F ⊗ 1 +
(
K + L

)
⊗ F, (6.4.4)

ε(E) = ε(F ) = 0, (6.4.5)

ε(K + L) = 1, (6.4.6)

ε
(
K + L

)
= 1. (6.4.7)

Äëÿ ïîáóäîâè êîìíîæåííÿ íà àëãåáðàõ U (alg)
K,L,norm i U (alg)

K,L,twist, çàäàíèõ â

Òàáëèöi 1 Äîäàòêó A.8, âèêîðèñòà¹ìî (6.4.1) � (6.4.7) äëÿ âèçíà÷åííÿ êî-

ìíîæåííÿ ∆ ñïî÷àòêó íà Φ(U
(alg)
q (sl2)) (øëÿõîì ïåðåíåñåííÿ ç U (alg)

q (sl2)),

à äàëi ïðîäîâæèìî éîãî íà àëãåáðè U
(alg)
K,L,norm i U (alg)

K,L,twist, ÿê ïîêàçàíî ó

Òàáëèöi 3 Äîäàòêó A.8.

Çãîðòêà íà áiàëãåáðàõ U (bialg)
K,L,norm i U (bialg)

K,L,twist, ïîáóäîâàíèõ âèùå, âèçíà-

÷à¹òüñÿ òàê:

(A ? B) ≡ µ(A⊗ B)∆, (6.4.8)

äå A, B � ëiíiéíi åíäîìîðôiçìè âiäïîâiäíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ.

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî áiàëãåáðó U (bialg)
K,L,norm ç òî÷êè çîðó çàïðîâàäæåííÿ

ñòðóêòóðè àëãåáðè Õîïôà.

Òâåðäæåííÿ 6.4.1. Áiàëãåáðà U (bialg)
K,L,norm íå ìà¹ àíòèïîäó S, ùî çàäîâîëü-

íÿ¹ ñòàíäàðòíié àêñiîìi àëãåáðè Õîïôà

S ? id = id ? S = η ◦ ε. (6.4.9)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ε(P ) = 1 i ∆(P ) = P ⊗ P , ìà¹ìî âíàñëiäîê

(6.4.8)

(S ? id)(P ) = S(P )P = (id ? S)(P ) = PS(P ) = 1 · ε(P ) = 1, (6.4.10)

ùî íåìîæëèâî ç îãëÿäó íà íåîáîðîòíiñòü P . �
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Ðîçãëÿíåìî àíòèìîðôiçì T àëãåáðè U (bialg)
K,L,norm:

T(K) = K, T
(
K
)

= K, T(L) = L, T
(
L
)

= L, (6.4.11)

T(E) = −E
(
K + L

)
, T(F ) = −(K + L)F. (6.4.12)

Äëÿ U (bialg)
K,L,norm ìà¹ìî

(T ? id)(K) = (id ? T)(K) = (T ? id)
(
K
)

= (id ? T)
(
K
)

= P,

(T ? id)(L) = (id ? T)(L) = (T ? id)
(
L
)

= (id ? T)
(
L
)

= Q,

(T ? id)(E) = (id ? T)(E) = (T ? id)(F ) = (id ? T)(F ) = 0.

Òâåðäæåííÿ 6.4.2. Àíòèìîðôiçì T àëãåáðè U
(bialg)
K,L,norm ¹ ðåãóëÿðíèì çà

ôîí Íåéìàíîì:

id ? T ? id = id, T ? id ? T = T. (6.4.13)

Äîâåäåííÿ. Ïî-ïåðøå, çàçíà÷èìî, ùî, îñêiëüêè çãîðòêà ëiíiéíèõ âiä-

îáðàæåíü ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, äîñèòü ïåðåâiðèòè (6.4.13) îêðåìî

íà ïðÿìèõ ñêëàäíèêàìè PU
(bialg)
K,L,norm i QU (bialg)

K,L,norm, ÿêi âiäïîâiäàþòü öåí-

òðàëüíèì iäåìïîòåíòàì P i Q, âiäïîâiäíî. Ìè ïî÷íåìî ç PU (bialg)
K,L,norm, ùî

¹ ïiäáiàëãåáðîþ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ϕP : PU
(bialg)
K,L,norm → Uq(sl2) içîìîðôiçì

(6.3.7). Ðàíiøå áóëî ðîçãëÿíóòî içîìîðôiçì àëãåáð (ùî ñïëiòà¹ ìíîæåííÿ,

ϕP ◦ µ ◦
(
ϕ−1
P ⊗ ϕ

−1
P

)
= µ0 = µUq(sl2)), àëå çàðàç, âíàñëiäîê âèçíà÷åíü ç Òà-

áëèöi 3 Äîäàòêó A.8 i ∆(P ) = P ⊗ P , äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî ϕP òàêîæ

ñïëiòà¹ êîìíîæåííÿ (6.1.4) � (6.1.5) íà Uq(sl2) i îáìåæåííÿ êîìíîæåííÿ ∆

íà U (bialg)
K,L,norm íà PU (bialg)

K,L,norm, òîáòî (ϕP ⊗ ϕP ) ◦∆ ◦ ϕ−1
P = ∆0.

Ç îãëÿäó íà öå, äëÿ çàäàíèõ äâîõ åíäîìîðôiçìiâ âåêòîðíèõ ïðîñòî-

ðiâ U (bialg)
K,L,norm, ùî çàëèøàþòü PU (bialg)

K,L,norm iíâiàðiàíòíèì, ϕP ïåðåâîäèòü ¨õ

çãîðòêó (îáìåæåíó íà PU (bialg)
K,L,norm) â çãîðòêó ïåðåíåñåíèõ âiäîáðàæåíü íà

Uq(sl2).

Ïðîñòà ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî id òà T çàëèøàþòü PU (bialg)
K,L,norm iíâàðiàí-

òíèì, i äàëi îá÷èñëåííÿ ïîêàçó¹, ùî òå æ ñàìå ìà¹ ìiñöå äëÿ id?T òà T? id.

À ñàìå, ìà¹ìî

(id ? T)(PX)=(T ? id)(PX) = ε0(ϕP (PX))P
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äëÿ áóäü-ÿêîãî X ∈ U
(bialg)
K,L,norm. Öå îçíà÷à¹, ùî ϕP âñòàíîâëþ¹ åêâiâàëåí-

òíiñòü (6.4.13) íà PU (bialg)
K,L,norm i óìîâè ðåãóëÿðíîñòi ôîí Íåéìàíà äëÿ ïåðå-

íåñåíîãî T çàñòîñóâàííÿì ϕP íà Uq(sl2). Ïðîñòà ïåðåâiðêà ïîêàçó¹ ùî öåé

ïåðåíåñåíèé T ¹ ñàìå S, àíòèïîä íà Uq(sl2). Äîáðå âiäîìî, ùî S ¹ òàêîæ

ðåãóëÿðíèì çà ôîí Íåéìàíîì, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ (6.4.13), îáìåæåíå

íà PU (bialg)
K,L,norm.

Ó ïîïåðåäíüîìó àðãóìåíòi ìîæíà çàìiíèòè ϕP íà içîìîðôiçì Φ−1 :

Φ(Uq(sl2)) → Uq(sl2), äå Φ � âêëàäåííÿ (6.3.5). Îòæå, îäåðæó¹ìî (6.4.13),

îáìåæåíå íà Φ(Uq(sl2)). Àëå öåé àðãóìåíò íåìîæëèâî çàñòîñóâàòè äî

QU
(bialg)
K,L,norm, îñêiëüêè îñòàíí¹ íå ¹ ïiäêîàëãåáðîþ.

Âiçüìåìî äî óâàãè, ùî ïðîåêöiÿ Φ(Uq(sl2)) ó ïðÿìèé ñêëàäíèê

QU
(bialg)
K,L,norm ¹ QU (bialg)

K,L,norm. Öå ¹ íàñëiäêîì òîãî, ùî ÏÁÂ áàçà
{
kiejfk

}
j,k≥0

â

Uq(sl2), ïåðåíåñåíà Φ, ¹{
(K + L)iEjF k

}
i,j,k≥0

∪
{(
K + L

)i
EjF k

}
i>0,j,k≥0

.

Öi âåêòîðè ìàþòü òàêi ïðîåêöi¨ â QU (bialg)
K,L,norm:{

QLiEjF k
}
i,j,k≥0

∪
{
L
i
EjF k

}
i>0,j,k≥0

,

ùî ñêëàäàþòü áàçó â QU (bialg)
K,L,norm âíàñëiäîê Òâåðäæåííÿ 6.3.5. Îòæå, äëÿ

áóäü-ÿêèõX ∈ U (bialg)
K,L,norm ìîæíà çíàéòè x ∈ Uq(sl2) òàêèé, ùîQX = QΦ(x).

Ç îãëÿäó íà öå, ìà¹ìî

(id ? T ? id)(QX) = (id ? T ? id)((1− P )Φ(x)) =

= (id ? T ? id)(Φ(x))− (id ? T ? id)(PΦ(x)) =

= Φ(x)− PΦ(x) = (1− P )Φ(x) = QΦ(x) = QX.

Ïîäiáíå îá÷èñëåííÿ ìîæíà çàñòîñóâàòè äî äðóãî¨ ÷àñòèíè (6.4.13), ùî çà-

âåðøó¹ éîãî ïåðåâiðêó íà QU (bialg)
K,L,norm, à òîìó é íà U

(bialg)
K,L,norm. �

Âèçíà÷åííÿ 6.4.3. Ìè íàçèâà¹ìî àíòèìîðôiçì T iç âëàñòèâiñòþ

(6.4.13) àíòèïîäîì, ðåãóëÿðíèì çà ôîí Íåéìàíîì.

Âèçíà÷åííÿ 6.4.4. Ìè íàçèâà¹ìî áiàëãåáðó ç àíòèïîäîì, ðåãóëÿðíèì çà

ôîí Íåéìàíîì, àëãåáðîé ôîí Íåéìàíà-Õîïôà.
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Ðîçãëÿíåìî ìîæëèâiñòü ïîáóäóâàòè ñòðóêòóðó àëãåáðè Õîïôà íà

U
(bialg)
K,L,twist. Ïî-ïåðøå, çàçíà÷èìî, ùî àðãóìåíò ç äîâåäåííÿ Òâåðäæåííÿ 6.4.1

ó öüîìó âèïàäêó íå ïðàöþ¹. Íàñïðàâäi, çàñòîñóâàííÿ (6.4.9) äî P äà¹, çà-

ìiñòü (6.4.10), òàêå ñïiââiäíîøåííÿ:

S(P )P + S(Q)Q = 1,

ùî íå ñóïåðå÷èòü íåîáîðîòíîñòi P i Q, ÿê òå áóëî â êîíòåêñòi (6.4.10).

Çàïðîâàäèìî àâòîìîðôiçì S àëãåáðè U (bialg)
K,L,twist òèìè æ ôîðìóëàìè, ùî é

(6.4.11) � (6.4.12):

S(K) = K, S
(
K
)

= K, S(L) = L, S
(
L
)

= L,

S(E) = −E
(
K + L

)
, S(F ) = −(K + L)F.

Äëÿ U (bialg)
K,L,twist ìà¹ìî:

(id ? S)(K) = (S ? id)(K) = (S ? id)
(
K
)

= (id ? S)
(
K
)

= 1, (6.4.14)

(id ? S)(L) = (S ? id)(L) = (S ? id)
(
L
)

= (id ? S)
(
L
)

= 0, (6.4.15)

(id ? S)(E) = (S ? id)(E) = (S ? id)(F ) = (id ? S)(F ) = 0. (6.4.16)

Äîâåäåííÿ íàñòóïíîãî Òâåðäæåííÿ çàñòîñîâó¹ àðãóìåíò ç [88, ñòîð.

35].

Òâåðäæåííÿ 6.4.5. Ñïiââiäíîøåííÿ (id ? S)(X) = (S ? id)(X) = ε(X) · 1
ìàþòü ìiñöå äëÿ áóäü-ÿêîãî X ∈ U (bialg)

K,L,twist.

Äîâåäåííÿ. Çàçíà÷èìî, ùî X 7→ ε(X)1 ¹ ìîðôiçìîì àëãåáð. Òî-

ìó, ç îãëÿäó íà î÷åâèäíèé àðãóìåíò iíäóêöi¨, äîñèòü ïåðåâiðèòè, ùî (id ?

S)(XY ) = (id ?S)(X) · (id ?S)(Y ) i (S ? id)(XY ) = (S ? id)(X) · (S ? id)(Y ), äå

X � áóäü-ÿêà ç òâiðíèõ K, K, L, L, E, F , à Y äîâiëüíèé. Âèêîðèñòîâóþ÷è

ïîçíà÷åííÿ Ñâiäëåðà ∆(X) =
∑
i

X ′i ⊗X ′′i [182], îäåðæó¹ìî

(S ? id)(XY ) =
∑
ij

S(Y ′j )S(X ′i)X
′′
i Y
′′
j .

Âíàñëiäîê (6.4.14) � (6.4.16),
∑
i

S(X ′i)X
′′
i � ñêàëÿð, ïîìíîæåíèé íà 1, çîêðå-
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ìà åëåìåíò öåíòðà â U (bialg)
K,L,twist, îòæå

(S ? id)(XY ) =
∑
ij

S(X ′i)X
′′
i S(Y ′j )Y

′′
j =

=

(∑
i

S(X ′i)X
′′
i

)(∑
j

S(Y ′j )Y
′′
j

)
= (S ? id)(X) · (S ? id)(Y ).

Ïîäiáíèé àðãóìåíò ïðàöþ¹ òàêîæ i ó âèïàäêó (id ? S).

Îòæå, ìà¹ìî

Òåîðåìà 6.4.6. 1) U (Hopf)
K,L

def
= (U

(bialg)
K,L,twist, S) ¹ àëãåáðîþ Õîïôà;

2) U (vN−Hopf)
K,L

def
= (U

(bialg)
K,L,norm,T) ¹ àëãåáðîþ ôîí Íåéìàíà-Õîïôà.

6.5 Ñòðóêòóðà R-ìàòðèöi i ðîçêëàä Ïiðñà

Ðîçãëÿíåìî óíiâåðñàëüíó R-ìàòðèöþ äëÿ U (vN−Hopf)
K,L i U (Hopf)

K,L . Àáè çà-

ïîáiãòè ðîçãëÿäiâ, ïîâ'ÿçàíèõ iç ôîðìàëüíèìè ðÿäàìè (ùî ¹ çàãàëüíèì êîí-

òåêñòîì ùîäî R-ìàòðèöü), ìè îáìåæèìîñÿ êâàçi-êîêîìóòàòèâíèìè áiàëãå-

áðàìè [98]. Òàêi áiàëãåáðè ãåíåðóþòü R-ìàòðèöi ïðîñòiøîãî âèãëÿäó, ÿêi

ïðèïóñêàþòü (çà ïåâíèõ äîäàòêîâèõ óìîâ) ÿâíó ôîðìóëó, ïîäàíó íèæ÷å.

Âèçíà÷åííÿ 6.5.1. Êàæóòü, ùî áiàëãåáðà U (bialg) = (C, B, µ, η,∆, ε) ¹

êâàçi-êîêîììóòàòèâíîþ, ÿêùî iñíó¹ îáîðîòíèé åëåìåíò R ∈ U (bialg) ⊗
U (bialg), ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ óíiâåðñàëüíîþ R-ìàòðèöåþ, òàêèé, ùî

∆cop(b) = R∆(b)R−1, ∀b ∈ U (bialg),

äå ∆cop � ïðîòèëåæíå êîìíîæåííÿ â U (bialg).

R-ìàòðèöÿ ñïëåòåíî¨ áiàëãåáðè U (bialg) çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì

(∆⊗ id)(R) = R13R23, (id⊗∆)(R) = R13R12, (6.5.1)

äå äëÿ R =
∑
i

si⊗ ti, R12 =
∑
i

si⊗ ti⊗1, òîùî [34]. Ó ïîäàëüøîìó â ìåæàõ

öüîãî ïiäðîçäiëó ìè ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäîê qn = 1, ùî ¹ ïðîòèëåæíèì äî

ïîïåðåäíüîãî êîíòåêñòó.
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Ðîçãëÿíåìî äâîñòîðîííié iäåàë Isl2 â U
(alg)
q (sl2), ãåíåðîâàíèé

{kn − 1, en, fn}, ðàçîì ç âiäïîâiäíîþ ôàêòîð-àëãåáðîþ Û
(alg)
q (sl2) =

U
(alg)
q (sl2)�Isl2.

Òåîðåìà 6.5.2 ([98, ñòîð. 230]). Óíiâåðñàëüíà R-ìàòðèöÿ äëÿ àëãåáðè

Û
(alg)
q (sl2) ìà¹ âèãëÿä

R̂ =
∑

0≤i,j,m≤n−1

Aij
m(q) · emki ⊗ fmkj,

Aij
m(q) =

1

n

(q − q−1)m

[m]!
q
m(m−1)

2 +2m(i−j)−2ij,

äå [m]! = [1][2] . . . [m], [m] = (qm − q−m)/(q − q−1).

Âèêîðèñòîâóþ÷è (6.3.5), îäåðæó¹ìî àíàëîã öi¹¨ òåîðåìè äëÿ U (Hopf)
K,L .

Ó ïîäiáíèé ñïîñiá ðîçãëÿíåìî ôàêòîð-àëãåáðó Û (Hopf)
K+L = U

(Hopf)
K,L /I

(Hopf)
K+L , äå

äâîñòîðîííié iäåàë I(Hopf)
K+L ãåíåðîâàíèé {Kn + Ln − 1, En, F n}.

Òåîðåìà 6.5.3. Óíiâåðñàëüíà R-ìàòðèöÿ äëÿ Û (Hopf)
K,L ìà¹ âèãëÿä

R̂
(Hopf)
K+L =

∑
0≤i,j,m≤n−1

Aij
m(q) · Em(K i + Li)⊗ Fm(Kj + Lj).

Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê ìîðôiçìó Φ̂ : Û
(alg)
q (sl2) → Û

(Hopf)
K+L , iíäóêîâà-

íîãî (6.3.5), i Òåîðåìè 6.5.2, äîñèòü (ç îãëÿäó íà îáîðîòíiñòü R) ïåðåâiðèòè

ñïiââiäíîøåííÿ ∆cop(ξ)R̂
(Hopf)
K+L = R̂

(Hopf)
K+L ∆(ξ) äëÿ ξ = K,K, îñêiëüêè ∆ i

∆cop ¹ ìîðôiçìàìè àëãåáð. Öå òâåðäæåííÿ çâîäèòüñÿ äî ïåðåâiðêè

(K ⊗K + L⊗ L)(Em(K i + Li)⊗ Fm(Kj + Lj)) =

= (Em(K i + Li)⊗ Fm(Kj + Lj))(K ⊗K + L⊗ L),

i (
K ⊗K + L⊗ L

) (
Em

(
K

i
+ L

i
)
⊗ Fm

(
K

j
+ L

j
))

=

=
(
Em

(
K

i
+ L

i
)
⊗ Fm

(
K

j
+ L

j
)) (

K ⊗K + L⊗ L
)
,

âèêîðèñòîâóþ÷è Òàáëèöþ 1 Äîäàòêó A.8. Ñïiââiäíîøåííÿ (6.5.1) ïåðåíî-

ñÿòüñÿ Φ̂, îñêiëüêè R̂(Hopf)
K+L ìiñòèòüñÿ ó òåíçîðíîìó êâàäðàòi îáðàçà Φ̂. �
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Ïåðåéäåìî äî ÿâíîãî âèãëÿäó óíiâåðñàëüíî¨ R-ìàòðèöi ó âè-

ïàäêó U
(vN−Hopf)
K,L . Çíîâó ðîçãëÿíåìî ôàêòîð-àëãåáðó Û

(vN−Hopf)
K+L =

U
(N−Hopf)
K,L /I

(vN−Hopf)
K+L , äå äâîñòîðîííié iäåàë I(vN−Hopf)

K,L ãåíåðîâàíèé {Kn +

Ln − 1, En, F n}.

Òåîðåìà 6.5.4. Óíiâåðñàëüíà R-ìàòðèöÿ äëÿ Û (vN−Hopf)
K+L ìà¹ âèãëÿä

R̂
(vN−Hopf)
K+L =

∑
0≤i,j,m≤n−1

Aij
m(q) · Em(K i + Li)⊗ Fm(Kj + Lj).

Äîâåäåííÿ ñïiâïàäà¹ ç òàêèì äëÿ Òåîðåìè 6.5.3. �

Çàçíà÷èìî, ùî R̂(vN−Hopf)
K+L íå âiäïîâiäà¹ ðîçêëàäó â ïðÿìó ñóìó (6.3.6).

Íèæ÷å ìè ïîäà¹ìî äåùî iíøå ïîíÿòòÿ R-ìàòðèöi, ÿêå øàíó¹ ðîçêëàä

(6.3.6), àëå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä òîãî, ùî îïèñàíî ó Âèçíà÷åííi 6.5.1, íåîáî-

ðîòíiñòþ.

Âèçíà÷åííÿ 6.5.5. Áiàëãåáðà Ũ (bialg) = (C, B, µ, η,∆, ε) íàçèâà¹òüñÿ

ìàéæå êâàçi-êîêîìóòàòèâíîþ, ÿêùî iñíó¹ åëåìåíò R̃ ∈ Ũ (bialg)⊗ Ũ (bialg),

ùî çâåòüñÿ óíiâåðñàëüíîþ ìàéæå-R-ìàòðèöåþ, òàêèé, ùî

∆cop(b)R̃ = R̃∆(b), ∀b ∈ Ũ (bialg),

äå ∆cop � ïðîòèëåæíå êîìíîæåííÿ â Ũ (bialg), à åëåìåíò R̃† ∈ Ũ (bialg) ⊗
Ũ (bialg) ¹ òàêèì, ùî

R̃R̃†R̃ = R̃, R̃†R̃R̃† = R̃†, (6.5.2)

R̃† íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíèì Ìóðà-Ïåíðîóçà äëÿ ìàéæå-R-ìàòðèöi [55,

149].

Ìàéæå-êâàçi-êîêîìóòàòèâíà áiàëãåáðà Ũ (bialg) íàçèâà¹òüñÿ ñïëåòåíîþ,

ÿêùî ¨¨ ìàéæå-R-ìàòðèöÿ çàäîâîëüíÿ¹ (6.5.1).

Ðîçãëÿíåìî ôàêòîð-àëãåáðó Û
(vN−Hopf)
K,L = U

(vN−Hopf)
K,L /I

(vN−Hopf)
K,L , äå

äâîñòîðîííié iäåàë I(vN−Hopf)
K,L ãåíåðîâàíèé {Kn − P,Ln −Q,En, F n}.

Òåîðåìà 6.5.6. Óíiâåðñàëüíà R-ìàòðèöÿ äëÿ Û (vN−Hopf)
K,L ¹ ñóìîþ

R̂
(vN−Hopf)
K,L = R̂

(vN−Hopf)
PP + R̂

(vN−Hopf)
QQ ,
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äå

R̂
(vN−Hopf)
PP =

∑
0≤i,j,m≤n−1

Aij
m(q) · EmK i ⊗ FmKj,

R̂
(vN−Hopf)
QQ =

∑
0≤i,j,m≤n−1

Aij
m(q) · EmLi ⊗ FmLj.

Çàóâàæåííÿ. Óíiâåðñàëüíà ìàéæå-R-ìàòðèöÿ R̂(vN−Hopf)
K,L ìîæå áóòè

ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi

R̂
(vN−Hopf)
K,L = (P ⊗ P )R̂

(vN−Hopf)
PP + (Q⊗Q)R̂

(vN−Hopf)
QQ . (6.5.3)

Äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî U (vN−Hopf)
K,L ïðèïóñêà¹ ðîçêëàä ó ïðÿìó

ñóìó (6.3.6), äå êîæåí ñêëàäíèê içîìîðôíèé Uq(sl2). Ôàêòîðèçóþ÷è çà iäå-

àëîì I
(vN−Hopf)
K,L , îäåðæó¹ìî

Û
(vN−Hopf)
K,L = PU

(vN−Hopf)
K,L P/{I(vN−Hopf)

K,L ∩ PU (vN−Hopf)
K,L P}+

+QU
(vN−Hopf)
K,L Q/{I(vN−Hopf)

K,L ∩QU (vN−Hopf)
K,L Q}. (6.5.4)

Êîæåí ñêëàäíèê ó ïðàâié ÷àñòèíi (6.5.4) ¹ çðîçóìiëèì ÷èíîì içîìîðôíèì

Û
(alg)
q (sl2), i ïðè öüîìó öåé içîìîðôiçì ïåðåâîäèòü 1 ∈ Û

(alg)
q (sl2) â P i

Q, âiäïîâiäíî. Âíàñëiäîê Òåîðåìè 6.5.2, êîæåí çi ñêëàäíèêiâ ó (6.5.3) çà-

äîâîëüíÿ¹ óìîâàì Âèçíà÷åííÿ 6.5.1 i (6.5.1), i òîìó òå æ ñàìå ìà¹ ìi-

ñöå äëÿ ¨õ ñóìè R̂(vN−Hopf)
K,L . Òàêîæ ç Òåîðåìè 6.5.2 âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü

R̂
(vN−Hopf)†
PP , R̂

(vN−Hopf)†
QQ ∈ Û (vN−Hopf)

K,L ⊗ Û (vN−Hopf)
K,L òàêi, ùî

R̂
(vN−Hopf)
PP R̂

(vN−Hopf)†
PP = R̂

(vN−Hopf)†
PP R̂

(vN−Hopf)
PP = P ⊗ P,

R̂
(vN−Hopf)
QQ R̂

(vN−Hopf)†
QQ = R̂

(vN−Hopf)†
QQ R̂

(vN−Hopf)
QQ = Q⊗Q,

i òîìó ðåãóëÿðíiñòü ôîí Íåéìàíà (6.5.2) ìà¹ ìiñöå äëÿ

R̂(vN−Hopf) = R̂
(vN−Hopf)
PP + R̂

(vN−Hopf)
QQ ,

îñêiëüêè R̂(vN−Hopf)
PP , R̂(vN−Hopf)†

PP i R̂(vN−Hopf)
QQ , R̂(vN−Hopf)†

QQ âçà¹ìíî îðòîãî-

íàëüíi. �
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 6

Ïîáóäîâàíî íîâi áiàëãåáðè íà îñíîâi Uq(sl2), ÿêi ìiñòÿòü iäåìïîòåíòè

i iíøi äiëüíèêè íóëÿ. Ó äåÿêèõ îêðåìèõ âèïàäêàõ íàâåäåíî ÿâíi ôîðìó-

ëè äëÿ R-ìàòðèöü. Âèçíà÷åíî ìàéæå-R-ìàòðèöi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâi

ðåãóëÿðíîñòi ôîí Íåéìàíà.

Ó ïîäiáíèé ñïîñiá ìîæíà ðîçãëÿíóòè àíàëîãè Uq(sln), óñòàòêîâàíi âiä-

ïîâiäíèìè áiëüø ðîçãàëóæåíèìè ñiìåéñòâàìè iäåìïîòåíòiâ. Êðiì òîãî, âàð-

òî äîñëiäèòè ñóïåðñèìåòðè÷íi âåðñi¨ ïîäàíèõ ñòðóêòóð.

Òðåáà ñïîäiâàòèñü, ùî öåé ïiäõiä çìîæå ñïðèÿòè ïîäàëüøèì äîñëi-

äæåííÿì áiàëãåáð, ÿêi ðîçïàäàþòüñÿ ó ïðÿìi ñóìè, ùî ¹ íîâèì øëÿõîì

óçàãàëüíåííÿ ñòàíäàðòíèõ àëãåáð Äðiíôåëüäà-Äæiìáî.
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ÐÎÇÄIË 7

ÑÈÌÅÒÐI� ÊÂÀÍÒÎÂÎ� ÏËÎÙÈÍÈ

Ðàíiøå ðîçãëÿäàëàñÿ ó ëiòåðàòóði ¹äèíà âèäiëåíà ñòðóêòóðà Uq(sl2)-

ìîäóëüíî¨ àëãåáðè íà êâàíòîâié ïëîùèíi. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî íàñïðàâäi iñíó¹

êîíòèíóóì íåiçîìîðôíèõ òàêèõ ñòðóêòóð.

7.1 Êëàñèôiêàöiÿ ñòðóêòóð Uq(sl2)-ìîäóëüíî¨ àëãå-

áðè íà êâàíòîâié ïëîùèíi

Ìè ïîäà¹ìî ïîâíèé ïåðåëiê ñòðóêòóð Uq(sl2)-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè íà

êâàíòîâié ïëîùèíi. Âèÿâëåíî ¨õ êëàñè içîìîðôiçìó, êîìïîçèöiéíi ðÿäè âiä-

ïîâiäíèõ çîáðàæåíü òà êëàñè÷íi ãðàíèöi (äèâ. [39])

7.1.1 Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

Íåõàé H � àëãåáðà Õîïôà ç êîìíîæåííÿì ∆, êîîäèíèöåþ ε i àíòè-

ïîäîì S [1]. Íåõàé òàêîæ A � àëãåáðà ç îäèíèöåþ 1. Ìè êîðèñòó¹ìîñÿ

ïîçíà÷åííÿìè Ñâiäëåðà ∆(h) =
∑
i

h′i ⊗ h′′i [182].

Âèçíà÷åííÿ 7.1.1. Ïiä ñòðóêòóðîþ H-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè íà A ìà¹òüñÿ

íà óâàçi ãîìîìîðôiçì π : H → EndCA òàêèé, ùî

(i) π(h)(ab) =
∑
i

π(h′i)(a) · π(h′′i )(b) äëÿ âñiõ h ∈ H, a, b ∈ A;

(ii) π(h)(1) = ε(h)1 äëÿ âñiõ h ∈ H.

Ñòðóêòóðè π1, π2 íàçèâàþòü içîìîðôíèìè, ÿêùî iñíó¹ àâòîìîðôiçì

Ψ àëãåáðè A òàêèé, ùî Ψπ1(h)Ψ−1 = π2(h) äëÿ âñiõ h ∈ H.

Íàøå ïðèïóùåííÿ ùîäî q ∈ C \ {0} ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âîíî íå ¹

êîðåíåì ç îäèíèöi (qn 6= 1 äëÿ âñiõ íåíóëüîâèõ öiëèõ n). Ðîçãëÿíåìî êâàí-

òîâó ïëîùèíó, ÿêà ¹ àëãåáðîþ ç îäèíèöåþ Cq[x, y] ç äâîìà òâiðíèìè x, y i

¹äèíèì ñïiââiäíîøåííÿì

yx = qxy. (7.1.1)

Íàøèì îá'¹êòîì ¹ êâàíòîâà óíiâåðñàëüíà îãîðòóþ÷à àëãåáðà Uq(sl2).

Öå àñîöiàòèâíà àëãåáðà ç îäèíèöåþ, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ òâiðíèìè Øåâàëë¹ k,
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k−1, e, f i ñïiââiäíîøåííÿìè (6.1.1) � (6.1.3) ç ïiäðîçäiëó 6.1. Òàì æå ïîäàíî

ñòàíäàðòíó ñòðóêòóðó àëãåáðè Õîïôà íà Uq(sl2).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Cq[x, y]i i-òó îäíîðiäíó êîìïîíåíòó àëãåáðè Cq[x, y],

ÿêà ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ìîíîìiâ xmyn iç m + n = i. Äëÿ çàäàíîãî ïîëi-

íîìà p ∈ Cq[x, y] ïîçíà÷èìî ÷åðåç (p)i i-òó îäíîðiäíó êîìïîíåíòó p, òîáòî

ïðîåêöiþ p íà Cq[x, y]i ïàðàëåëüíî ïðÿìié ñóìi âñiõ iíøèõ îäíîðiäíèõ êîì-

ïîíåíò àëãåáðè Cq[x, y].

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíèé ðåçóëüòàò Äæ. Àëåâà òà Ì.

Øàìàði, ùî ïîäà¹, çîêðåìà, îïèñ àâòîìîðôiçìiâ àëãåáðè Cq[x, y].

Òâåðäæåííÿ 7.1.2 (òâåðäæåííÿ 1.4.4(i) ç [3]). Íåõàé Ψ � àâòîìîð-

ôiçì àëãåáðè Cq[x, y], òîäi iñíóþòü íåíóëüîâi êîíñòàíòè α, β òàêi, ùî

Ψ : x 7→ αx, y 7→ βy. (7.1.2)

7.1.2 Ñòðóêòóðè Uq(sl2)-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè íà êâàíòîâié ïëî-

ùèíi

Äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñó, çàäàíié ñòðóêòóði Uq(sl2)-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè

íà Cq[x, y] ñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ìàòðèöþ ðîçìiðó 2 × 3 ç åëåìåíòàìè â

Cq[x, y]:

M
def
=

∥∥∥∥∥∥∥∥
k

e

f

∥∥∥∥∥∥∥∥ · ‖x, y‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥
k(x) k(y)

e(x) e(y)

f(x) f(y)

∥∥∥∥∥∥∥∥ , (7.1.3)

äå k, e, f � òâiðíi Uq(sl2) i x, y � òâiðíi Cq[x, y]. Ìè íàçèâà¹ìî M ïîâíîþ

ìàòðèöåþ äi¨. Íàâïàêè, íåõàé çàäàíî ìàòðèöþ M iç åëåìåíòàìè â Cq[x, y]

ÿê ó (7.1.3). Äëÿ ïîáóäîâè âiäïîâiäíî¨ ñòðóêòóðè Uq(sl2)-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè

íà Cq[x, y] ïîêëàäà¹ìî (ç âèêîðèñòàííÿì ïîçíà÷åíü Ñâiäëåðà)

(ab)u
def
= a(bu), a, b ∈ Uq(sl2), u ∈ Cq[x, y], (7.1.4)

a(uv)
def
= Σi(a

′
iu) · (a′′i v), a ∈ Uq(sl2), u, v ∈ Cq[x, y]. (7.1.5)

Öå çàäà¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíó äiþ Uq(sl2) íà Cq[x, y] çà âèêîíàííÿ íàñòó-

ïíèõ óìîâ. Ïî-ïåðøå, çàñòîñóâàííÿ (âèçíà÷åíå â (7.1.4)) åëåìåíòà iäåàëó
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ñïiââiäíîøåíü â Uq(sl2) (6.1.1) � (6.1.3) äî áóäü-ÿêîãî u ∈ Cq[x, y] ìà¹ äà-

âàòè íóëü. Ïî-äðóãå, ðåçóëüòàò çàñòîñóâàííÿ (âèçíà÷åíèé â (7.1.5)) áóäü-

ÿêîãî a ∈ Uq(sl2) äî åëåìåíòà iäåàëó ñïiââiäíîøåííÿ â Cq[x, y] (7.1.1) ìà¹

áóòè íóëüîâèì. Öi óìîâè ìàþòü ïåðåâiðÿòèñÿ â óñiõ âèïàäêàõ, ðîçãëÿíóòèõ

íèæ÷å.

Äëÿ çàäàíî¨ ñòðóêòóðè Uq(sl2)ìîäóëüíî¨ àëãåáðè íà êâàíòîâié ïëîùè-

íi, äiÿ òâiðíî¨ k âèçíà÷à¹ àâòîìîðôiçì àëãåáðè Cq[x, y], ùî ¹ íàñëiäêîì

îáîðîòíîñòi k i ∆(k) = k⊗k. Çîêðåìà, ç (7.1.2) âèïëèâà¹, ùî äiÿ k ïîâíiñòþ

âèçíà÷à¹òüñÿ éîãî äi¹þ Ψ íà òâiðíèõ, ÿêà çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ Mk ðîçìiðó

1× 2 :

Mk
def
= ‖k(x), k(y)‖ = ‖αx, βy‖ (7.1.6)

äëÿ ïåâíèõ α, β ∈ C\{0} (öå ¹ ìiíîð ìàòðèöi M (7.1.3)). Òîìó êîæåí ìîíîì

xnym ∈ Cq[x, y] ¹ âëàñíèì âåêòîðîì äëÿ k, i âiäïîâiäíå âëàñíå çíà÷åííÿ

αnβm áóäå íàçèâàòèñÿ âàãîþ öüîãî ìîíîìó, àáî ó çàïèñó wt(xnym) = αnβm.

Ìè òàêîæ ïîòðåáó¹ìî iíøèé ìiíîð ìàòðèöi M:

Mef
def
=

∥∥∥∥∥ e(x) e(y)

f(x) f(y)

∥∥∥∥∥ (7.1.7)

i ìè íàçèâà¹ìî Mk i Mef k-ìàòðèöåþ i ef-ìàòðèöåþ äi¨, âiäïîâiäíî.

Âíàñëiäîê (6.1.2), êîæíèé åëåìåíò ìàòðèöi M ¹ âàãîâèì âåêòîðîì,

çîêðåìà, âñi íåíóëüîâi ìîíîìè, ùî óòâîðþþòü êîíêðåòíèé ìàòðè÷íèé åëå-

ìåíò, ïîâèííi ìàòè îäíó é òó æ ñàìó âàãó. À ñàìå, öiíîþ ïåâíîãî íåõòóâàííÿ

òî÷íiñòþ ïîçíà÷åíü, ìîæíà çàïèñàòè

wt(M)
def
=

=


wt(k(x)) wt(k(y))

wt(e(x)) wt(e(y))

wt(f(x)) wt(f(y))

 ./


wt(x) wt(y)

q2wt(x) q2wt(y)

q−2wt(x) q−2wt(y)

 =


α β

q2α q2β

q−2α q−2β

 ,

äå âiäíîøåííÿ ./ ìiæ äâîìà ìàòðèöÿìè A = (aij) i B = (bij) ¹ òàêèì:

Ïîçíà÷åííÿ. A ./ B, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ïàðè iíäåêñiâ i, j òàêî¨, ùî i

aij, i bij íåíóëüîâi, ìà¹ ìiñöå aij = bij; íàïðèêëàä

(
1 0

0 2

)
./

(
1 3

0 0

)
.



252

Íàøèì ãîëîâíèì ñïîñòåðåæåííÿì ¹ òå, ùî äi¨ Uq(sl2), ÿêi ðîçãëÿäà-

þòüñÿ, íàñïðàâäi çíà÷íîþ ìiðîþ âèçíà÷åíi ïðîåêöiÿìè M äî íàéíèæ÷èõ

îäíîðiäíèõ êîìïîíåíò àëãåáðè Cq[x, y].

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç (M)i i-òó îäíîðiäíó êîìïîíåíòó ìàòðèöi M , ÷è¨ìè

åëåìåíòàìè ¹ i-òi îäíîðiäíi êîìïîíåíòè âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ M . Îòæå,

êîæåí åëåìåíò ìàòðèöi M , ÿêùî íå íóëü, ìà¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíó âàãó.

Ðîçãëÿíåìî êîíñòàíòè a0, b0, c0, d0 ∈ C òàêi, ùî êîìïîíåíòà ñòóïåíþ

íóëü ïîâíî¨ ìàòðèöi äi¨ ¹

(M)0 =


0 0

a0 b0

c0 d0


0

. (7.1.8)

Òóò ìè ïèøåìî iíäåêñ 0 äî ìàòðèöi ó ïðàâié ÷àñòèíi, àáè ïiäêðåñëèòè ¨¨

ïîõîäæåííÿ ÿê 0-âî¨ îäíîðiäíî¨ êîìïîíåíòè ìàòðèöi M. Çàçíà÷èìî, ùî íå-

íóëüîâi ïðîåêöi¨ (âàãîâèõ) åëåìåíòiâ M ïîâèííi ìàòè òó æ ñàìó âàãó. Òîìó

wt((M)0) ./


0 0

q2α q2β

q−2α q−2β


0

. (7.1.9)

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè âñi åëåìåíòè (M)0 ¹ êîíñòàíòàìè (7.1.8), äîõîäèìî

âèñíîâêó, øî

wt((M)0) ./


0 0

1 1

1 1


0

, (7.1.10)

äå ./ ìà¹ ñïðèéìàòèñÿ ÿê ìíîæèíà ïîåëåìåíòèõ ðiâíîñòåé, ùî ìàþòü ìiñöå

òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âîíè ìàþòü ñåíñ, òîáòî, êîëè âiäïîâiäíèé åëåìåíò

ìàòðèöi-ïðîåêöi¨ (M)0 íåíóëüîâèé. Òîìó íå ìîæóòü áóòè íóëÿìè îäíî÷àñíî

âñi åëåìåíòè â 0-ié îäíîðiäíié êîìïîíåíòi ìàòðèöi M.

Ïðîïîíîâàíà êëàñèôiêàöiÿ ñòðóêòóð Uq(sl2)-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè íà

êâàíòîâié ïëîùèíi çäiéñíþ¹òüñÿ ó òåðìiíàõ ïàðè ñèìâîëi÷íèõ ìàòðèöü,

ùî ïîõîäÿòü âiä ìiíîðà Mef . Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî (Mef)i äëÿ ïîáóäîâè ñèì-

âîëi÷íî¨ ìàòðèöi

(
?

Mef

)
i

, ÷è¨ìè åëåìåíòàìè ¹ ñèìâîëè 0 àáî ?: íåíóëüîâèé
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åëåìåíò (Mef)i çàìiíÿ¹òüñÿ íà ñèìâîë ?, à íóëüîâèé � íà ñèìâîë 0.

Ó âèïàäêó 0-¨ êîìïîíåíòè ïîåëåìåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ ç (7.1.9) ìàþòü

íàñëiäêîì òå, ùî êîæåí ñòîâï÷èê â

(
?

Mef

)
0

ìiñòèòü ïðèíàéìíi îäèí 0, i

çâiäñè

(
?

Mef

)
0

ìîæå áóòè îäíi¹þ ç òàêèõ 9 ìàòðèöü:(
0 0

0 0

)
0

,(
? 0

0 0

)
0

,

(
0 ?

0 0

)
0

,

(
0 0

? 0

)
0

,

(
0 0

0 ?

)
0

, (7.1.11)(
? ?

0 0

)
0

,

(
0 0

? ?

)
0

,

(
? 0

0 ?

)
0

,

(
0 ?

? 0

)
0

.

Çàñòîñóâàííÿ e i f äî (7.1.1) iç âèêîðèñòàííÿì (7.1.6) äà¹

ye(x)− qβe(x)y = qxe(y)− αe(y)x, (7.1.12)

f(x)y − q−1β−1yf(x) = q−1f(y)x− α−1xf(y). (7.1.13)

Ïðîåêòóþ÷è (7.1.12) � (7.1.13) íà Cq[x, y]1, îäåðæó¹ìî

a0(1− qβ)y = b0(q − α)x, d0

(
1− qα−1

)
x = c0

(
q − β−1

)
y,

çâiäêè ìà¹ìî

a0(1− qβ) = b0(q − α) = d0

(
1− qα−1

)
= c0

(
q − β−1

)
= 0.

Öå âèçíà÷à¹ òàêi âàãîâi êîíñòàíòè α i β:

a0 6= 0 =⇒ β = q−1, (7.1.14)

b0 6= 0 =⇒ α = q, (7.1.15)

c0 6= 0 =⇒ β = q−1, (7.1.16)

d0 6= 0 =⇒ α = q. (7.1.17)

Öåé âèñíîâîê ó ïîðiâíÿííi ç (7.1.9), (7.1.10) ìà¹ íàñëiäêîì òå, ùî ñèì-

âîëi÷íi ìàòðèöi ç (7.1.11), ÿêi ìiñòÿòü äâà ñèìâîëà ?, ïîâèííi áóòè âèêëþ÷å-

íi. Êðiì òîãî, âèêîðèñòîâóþ÷è (7.1.9) i (7.1.14) � (7.1.17), äîõîäèìî âèñíîâ-

êó, ùî ïîçèöiÿ ? ó ðåøòi ñèìâîëi÷íèõ ìàòðèöü öiëêîì âèçíà÷à¹ âiäïîâiäíi

âàãîâi êîíñòàíòè:
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(
? 0

0 0

)
0

=⇒ α = q−2, β = q−1, (7.1.18)(
0 ?

0 0

)
0

=⇒ α = q, β = q−2, (7.1.19)(
0 0

? 0

)
0

=⇒ α = q2, β = q−1, (7.1.20)(
0 0

0 ?

)
0

=⇒ α = q, β = q2. (7.1.21)

Ñòîñîâíî æ ìàòðèöi

(
0 0

0 0

)
0

, âîíà çîâñiì íå âèçíà÷à¹ âàãîâèõ êîíñòàíò.

Äàëi, äëÿ 1-¨ îäíîðiäíî¨ êîìïîíåíòè ìà¹ìî wt(e(x)) = q2wt(x) 6=
wt(x) (îñêiëüêè q2 6= 1), çâiäêè (e(x))1 = a1y, i ó ïîäiáíèé ñïîñiá ìà¹ìî

(Mef)1 =

(
a1y b1x

c1y d1x

)
1

,

äå a1, b1, c1, d1 ∈ C. Öå äîçâîëÿ¹ çàïðîâàäèòè ñèìâîëi÷íó ìàòðèöþ
(

?

Mef

)
1

,

çãàäàíó âèùå. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ âàãàìè ïîäiáíî äî

(7.1.9), îäåðæó¹ìî:

wt((Mef)1) ./

(
q2α q2β

q−2α q−2β

)
1

./

(
β α

β α

)
1

. (7.1.22)

Öå îçíà÷à¹, ùî êîæíà ñòðîêà i êîæåí ñòîâï÷èê ó

(
?

Mef

)
1

ìà¹ ìiñòèòè

ïðèíàéìíi îäèí 0. Ñïðîåêòó¹ìî (7.1.12) � (7.1.13) íà Cq[x, y]2:

a1(1− qβ)y2 = b1(q − α)x2, d1

(
1− qα−1

)
x2 = c1

(
q − β−1

)
y2,

çâiäêè a1(1 − qβ) = b1(q − α) = d1

(
1− qα−1

)
= c1

(
q − β−1

)
= 0. Â ÿêîñòi

íàñëiäêà ìà¹ìî
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a1 6= 0 =⇒ β = q−1, (7.1.23)

b1 6= 0 =⇒ α = q, (7.1.24)

c1 6= 0 =⇒ β = q−1, (7.1.25)

d1 6= 0 =⇒ α = q. (7.1.26)

Ïîðiâíÿííÿ (7.1.22) i (7.1.23) � (7.1.26) äîçâîëÿ¹ âèêëþ÷èòè ñèìâîëi-

÷íó ìàòðèöþ

(
? 0

0 ?

)
1

ç ïåðåëiêó ñèìâîëi÷íèõ ìàòðèöü ç ïðèíàéìíi îäíèì

0 ó êîæíié ñòðî÷öi ÷è ñòîâï÷èêó. Ùîäî iíøèõ ñèìâîëi÷íèõ ìàòðèöü iç çà-

çíà÷åíîþ âèùå âëàñòèâiñòþ ìà¹ìî(
? 0

0 0

)
1

=⇒ α = q−3, β = q−1, (7.1.27)(
0 ?

0 0

)
1

=⇒ α = q, β = q−1, (7.1.28)(
0 0

? 0

)
1

=⇒ α = q, β = q−1, (7.1.29)(
0 0

0 ?

)
1

=⇒ α = q, β = q3, (7.1.30)(
0 ?

? 0

)
1

=⇒ α = q, β = q−1. (7.1.31)

Ìàòðèöÿ

(
0 0

0 0

)
1

âçàãàëi íå âèçíà÷à¹ âàãîâèõ êîíñòàíò çàçíà÷åíèì

âèùå ñïîñîáîì.

Ç ïîïåðåäíiõ ðîçãëÿäiâ âèäíî, ùî ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ ïàðà ñèì-

âîëi÷íèõ ìàòðèöü, ùî âiäïîâiäàþòü 0-é òà 1-é îäíîðiäíèì êîìïîíåíòàì,

öiëêîì âèçíà÷àþòü âàãîâi êîíñòàíòè éìîâiðíèõ âiäïîâiäíèõ ñèìåòðié. Ç

ïîäàëüøîãî ñòàíå çðîçóìiëèì, ùî áiëüø âèñîêi îäíîðiäíi êîìïîíåíòè ¹

çàéâèìè ó ìåæàõ äàíî¨ êëàñèôiêàöi¨. Òîìó ìè ïîäà¹ìî ïåðåëiê ñiìåéñòâ

ñòðóêòóð Uq(sl2)-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè, êîæíà ç ÿêèõ iíäåêñó¹òüñÿ äâîìà
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ñèìâîëi÷íèìè ìàòðèöÿìè

(
?

Mef

)
0

,

(
?

Mef

)
1

, i íàçèâà¹ìî òàêå ñiìåéñòâî[(
?

Mef

)
0

;

(
?

Mef

)
1

]
-ñåði¹þ. Çàçíà÷èìî, ùî ñåði¨, iíäåêñîâàíi ïàðàìè íåíó-

ëüîâèõ ñèìâîëi÷íèõ ìàòðèöü íà êîæíié ç äâîõ ïîçèöié ¹ ïóñòèìè, îñêiëü-

êè êîæíà ç íåíóëüîâèõ ìàòðèöü âèçíà÷à¹ ïàðó âàãîâèõ êîíñòàíò α òà β

(7.1.18) � (7.1.21), ùî íå ñïiâïàäàþòü ç æîäíîþ ïàðîþ òàêèõ êîíñòàíò, ÿêi

âiäïîâiäàþòü íåíóëüîâèì ñèìâîëi÷íèì ìàòðèöÿì íà äðóãié ïîçèöi¨ (7.1.27)

� (7.1.31).

Êðiì òîãî, ñåði¨ ç íóëüîâîþ ñèìâîëi÷íîþ ìàòðèöåþ íà ïåðøié ïîçèöi¨ i

ñèìâîëi÷íîþ ìàòðèöåþ, ùî ìiñòèòü ëèøå îäèí ñèìâîë ? íà äðóãié ïîçèöi¨¨,

¹ ïóñòèìè. Íàïðèêëàä, ïîêàæåìî, ùî

[(
0 0

0 0

)
0

;

(
? 0

0 0

)
1

]
-ñåðiÿ ¹ ïóñòîþ.

ßêùî ïðèïóñòèòè ïðîòèëåæíå, òî âíàñëiäîê (6.1.3) ó òàêié ñåði¨ ìè á ìà-

ëè e(f(x)) − f(e(x)) = −(1 + q2 + q−2)x. Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî ïðîåêöiÿ

ëiâî¨ ÷àñòèíè íà Cq[x, y]1 íóëüîâà. Ñïî÷àòêó âiäìiòèìî, ùî ÿêùî ïåðøà ç

ñèìâîëi÷íèõ ìàòðèöü óòâîðåíà ëèøå ñèìâîëàìè 0, çàñòîñóâàííÿ e àáî f

íå çìåíøó¹ ñòóïiíü ìîíîìà. Ç iíøîãî áîêó, ó öié ñåði¨ f(x) ¹ ñóìîþ ìîíî-

ìiâ ñòóïåíþ ïðèíàéìíi 2. Òîìó, e(f(x)) ìà¹ íóëüîâó ïðîåêöiþ íà Cq[x, y]1.

Àíàëîãi÷íî, f(e(x)) òàêîæ ìà¹ íóëüîâó ïðîåêöiþ íà Cq[x, y]1. Îäåðæàíà

ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü íàøå òâåðäæåííÿ.

Ó ïîäiáíèé ñïîñiá ìîæíà äîâåñòè, ùî âñi iíøi ñåði¨ ç íóëüîâîþ ñèìâî-

ëi÷íîþ ìàòðèöåþ íà ïåðøié ïîçèöi¨ i ñèìâîëi÷íîþ ìàòðèöåþ, ÿêà ìiñòèòü

ëèøå îäíó ? íà äðóãié ïîçèöi¨, ¹ ïóñòèìè.

Îòæå, ó ìåæàõ íàøî¨ êëàñèôiêàöi¨ ìè îäåðæàëè 24 �ïóñòèõ�[(
?

Mef

)
0

;

(
?

Mef

)
1

]
-ñåðié. Ïåðåéäåìî äî �íåïóñòèõ� ñåðié. Ïî÷íåìî ç íàé-

ïðîñòiøîãî âèïàäêó, ó ÿêîìó ef-ìàòðèöÿ äi¨ íóëüîâà, à ïîâíà ìàòðèöÿ äi¨

ìà¹ âèãëÿä

M =

∥∥∥∥∥∥∥∥

αx βy

0 0

0 0


∥∥∥∥∥∥∥∥ .
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Òåîðåìà 7.1.3.

[(
0 0

0 0

)
0

;

(
0 0

0 0

)
1

]
-ñåðiÿ óòâîðåíà 4-ìà ñòðóêòóðàìè

Uq(sl2)-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè íà êâàíòîâié ïëîùèíi, çàäàíèìè òàê:

k(x) = ±x, k(y) = ±y, (7.1.32)

e(x) = e(y) = f(x) = f(y) = 0, (7.1.33)

ÿêi ïîïàðíî íåiçîìîðôíi.

Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî (7.1.32) � (7.1.33) çàäàþòü êîðåêòíî âè-

çíà÷åíó Uq(sl2)-äiþ, óçãîäæåíó ç ìíîæåííÿìè â Uq(sl2) i íà êâàíòîâié ïëî-

ùèíi, ÿê i ç êîìíîæåííÿì â Uq(sl2). Äîâåäåìî, ùî òóò íåìà¹ iíøèõ Uq(sl2)-

äié. çàñòîñóâàííÿ ëiâî¨ ÷àñòèíè (6.1.3) äî x àáî y ìà¹ íóëüîâó ïðîåêöiþ

íà Cq[x, y]1, îñêiëüêè ó öié ñåði¨ e òà f ïåðåâîäÿòü áóäü-ÿêèé ìîíîì ó ñóìó

ìîíîìiâ âèùîãî ñòóïåíþ. Òîìó
(
k− k−1

)
(x) =

(
k− k−1

)
(y) = 0, çâiäêè

α − α−1 = β − β−1 = 0, ùî ïðèçâîäèòü äî α, β ∈ {1,−1}. Äëÿ äîâåäåííÿ

(6.4.12), çàçíà÷èìî, ùî wt(e(x)) = q2wt(x) = ±q2 6= ±1. Ç iíøîãî áîêó,

âàãà áóäü-ÿêîãî âàãîâîãî âåêòîðà ó öié ñåði¨ ¹ ±1. Öå i ïîäiáíi ìiðêóâàííÿ

ùîäî e, f, x, y ìàþòü íàñëiäêîì (6.4.12).

Àáè ïîáà÷èòè, ùî ñòðóêòóðè Uq(sl2)-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè ïîïàðíî íåiçî-

ìîðôíi, çàçíà÷èìî, ùî áóäü-ÿêèé àâòîìîðôiçì êâàíòîâî¨ ïëîùèíè êîìóòó¹

ç äi¹þ k (äèâ. ïóíêò 7.1.1). �

Äiÿ ç íàñòóïíî¨ òåîðåìè äîáðå âiäîìà [130, 114, 98].

Òåîðåìà 7.1.4.

[(
0 0

0 0

)
0

;

(
0 ?

? 0

)
1

]
-ñåðiÿ óòâîðåíà îäíîïàðàìåòðè÷íèì

(τ ∈ C \ {0}) ñiìåéñòâîì ñòðóêòóð Uq(sl2)-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè íà êâàíòî-

âié ïëîùèíi:

k(x) = qx, k(y) = q−1y, (7.1.34)

e(x) = 0, e(y) = τx, (7.1.35)

f(x) = τ−1y, f(y) = 0. (7.1.36)

Óñi öi ñòðóêòóðè içîìîðôíi, çîêðåìà, äi¨ ç τ = 1.
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Äîâåäåííÿ. Ëåãêà ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî (7.1.34) � (7.1.36) ïðîïóñêà-

þòüñÿ ñêðiçü óñi ñïiââiäíîøåííÿ â Uq(sl2) i Cq[x, y], i òîìó çàäàþòü êîðåêòíî

âèçíà÷åíó ñòðóêòóðó Uq(sl2)-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè íà êâàíòîâié ïëîùèíi [130].

Äîâåäåìî, ùî

[(
0 0

0 0

)
0

;

(
0 ?

? 0

)
1

]
-ñåðiÿ íå ìiñòèòü íiÿêèõ iíøèõ äié

êðiì òèõ, ùî îïèñàíi â (7.1.34) � (7.1.36). Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî ìàòðè-

÷íi åëåìåíòè Mef (7.1.7) íå ìiñòÿòü ìîíîìiâ ñòóïåíþ, âèùîãî çà 1, òîáòî

(Mef)n = 0 äëÿ n ≥ 2. Çàãàëüíèé âèãëÿä äëÿ e(x) i e(y) òóò òàêèé:

e(x) =
∑

m+n≥2

ρmnx
myn, e(y) = τex+

∑
m+n≥2

σmnx
myn, (7.1.37)

äå τe, ρmn, σmn ∈ C, τe 6= 0. Ó öié ñåði¨

wt (Mef) =

(
q3 q

q−1 q−3

)
.

Çîêðåìà, wt(e(x)) = q3 i wt(e(y)) = q, ùî çâîäèòü çàãàëüíèé âèãëÿä

(7.1.37) äî ñóìè ìîíîìiâ ç îäíi¹þ ôiêñîâàíîþ âàãîþ

e(x) =
∑
m≥0

ρmx
m+3ym, e(y) = τex+

∑
m≥0

σmx
m+2ym+1. (7.1.38)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (7.1.38) äî (7.1.12) i äàëi ïðîåêòóþ÷è íà îäíîâèìiðíèé

ïiäïðîñòið Cxm+3ym+1 (äëÿ êîæíîãî m ≥ 0), îäåðæó¹ìî ρm
σm

= −q 1−qm+1

1−qm+3 .

Ó ïîäiáíèé ñïîñiá, ñïiââiäíîøåííÿ wt(f(x)) = q−1 i wt(f(y)) = q−3

ìàþòü íàñëiäêîì

f(x) = τfy +
∑
n≥0

ρ′nx
n+1yn+2, f(y) =

∑
n≥0

σ′nx
nyn+3, (7.1.39)

äå τf ∈ C\{0}. Çàñòîñóâàííÿ (7.1.39) i (7.1.13) ç ïîäàëüøèì ïðîåêòóâàííÿì

íà Cxn+1yn+3 (äëÿ êîæíîãî n ≥ 0) äîçâîëÿ¹ îäåðæàòè ρ′n
σ′n

= −q−1 1−qn+3

1−qn+1 .

Îòæå, ìà¹ìî

Mef =

(
0 τex

τfy 0

)
+

+
∑
n≥0

(
−µnq(1− qn+1)xn+3yn µn(1− qn+3)xn+2yn+1

νn(1− qn+3)xn+1yn+2 −νnq(1− qn+1)xnyn+3

)
,
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äå µn, νn ∈ C. Ìè äîâåäåìî, ùî äðóãà ìàòðèöÿ ó öié ñóìi íóëüîâà. Ïðè-

ïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Ó âèïàäêó, êîëè iñíóþòü ÿê íåíóëüîâi µn, òàê i íå-

íóëüîâi νn, i îñêiëüêè ñóìè òóò ñêií÷åííi, îáåðåìî íàéáiëüøèé iíäåêñ ne,

äëÿ ÿêîãî µne 6= 0, à òàêîæ íàéáiëüøèé iíäåêñ nf iç νnf 6= 0. Òîäi, âè-

êîðèñòîâóþ÷è (6.1.5), äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî íàéáiëüøèé ñòóïiíü ìîíîìiâ

ó (ef − fe)(x) ¹ 2ne + 2nf + 5. Öåé ìîíîì ¹äèíèé, i éîãî îá÷èñëåííÿ äà¹

µneνnfq
nenf−1(1−qn2+nf+4)(1−q2ne+2nf+6)xne+nf+3yne+nf+2. Òîìó (ef−fe)(x)

ìà¹ íåíóëüîâó ïðîåêöiþ íà îäíîâèìiðíèé ïiäïðîñòið, ãåíåðîâàíèé ìîíîìîì

xne+nf+3yne+nf+2, ÿêèé ìà¹ ñòóïiíü âèùèé âiä 1. Öå ñóïåðå÷èòü (6.1.3), ÷èÿ

ïðàâà ÷àñòèíà, çàñòîñîâàíà äî x, ìà¹ ñòóïiíü 1.

Ó âèïàäêó, êîëè âñi νn äîðiâíþþòü íóëþ, à äåÿêi ç µn íåíóëüîâi, ìîíîì

íàéâèùîãî ñòóïåíþ â (ef − fe)(x) ìà¹ âèãëÿä

τfµne
(1− qne+3)(1− q2ne+4)

qne+1(1− q2)
xne+2yne+1,

i îòæå ¹ íåíóëüîâèì çà íàøèõ ïðèïóùåíü ùîäî q. Öå çíîâ ïðèçâîäèòü äî

ñóïåðå÷íîñòi ÿê i âèùå. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó, êîëè âñi µn íóëüîâi, à

äåÿêi ç νn íåíóëüîâi, ìîæíî çäiéñíèòè ïîäiáíå îá÷èñëåííÿ, ùî çíîâó ïðè-

çâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi. Òîìó âñi µn i νn äîðiâíþþòü íóëþ.

Çðåøòîþ, çàñòîñóâàííÿ (6.1.3) äî x äà¹ τeτf = 1, i îòæå τe = τ i τf =

τ−1 äëÿ ïåâíîãî τ ∈ C \ {0}.
Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî âñi äi¨ ç íåíóëüîâèìè τ içîìîðôíi äi¨ ç τ = 1. Áà-

æàíèé içîìîðôiçì çàäà¹òüñÿ àâòîìîðôiçìîì Φτ : x 7→ x, y 7→ τy. Çîêðåìà,(
ΦτeτΦ

−1
τ

)
(y) = τ−1Φτ(τx) = x = e1(y), äå eτ(y) ïîçíà÷à¹ äiþ ç (7.1.35) ç

äîâiëüíèì τ 6= 0. �

Òåïåð ðîçãëÿíåìî äi¨, ÷è¨ ñèìâîëi÷íi ìàòðèöi

(
?

Mef

)
0

ìiñòèòü îäíó ?.

Òåîðåìà 7.1.5.

[(
0 ?

0 0

)
0

;

(
0 0

0 0

)
1

]
-ñåðiÿ óòâîðåíà îäíîïàðàìåòðè÷íèì

(b0 ∈ C \ {0}) ñiìåéñòâîì ñòðóêòóð Uq(sl2)-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè íà êâàí-
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òîâié ïëîùèíi

k(x) = qx, k(y) = q−2y, (7.1.40)

e(x) = 0, e(y) = b0, (7.1.41)

f(x) = b−1
0 xy, f(y) = −qb−1

0 y2. (7.1.42)

Âñi öi ñòðóêòóðè içîìîðôíi, çîêðåìà, äi¨ ç b0 = 1.

Äîâåäåííÿ. Ïðîñòå îá÷èñëåííÿ ïîêàçó¹, ùî ðîçøèðåííÿ (7.1.40) �

(7.1.42) äî äi¨ âñi¹¨ àëãåáðè Uq(sl2) íà Cq[x, y] ïðîïóñêà¹òüñÿ ÷åðåç óñi ñïiâ-

âiäíîøåííÿ.

Òåïåð äîâåäåìî, ùî

[(
0 ?

0 0

)
0

;

(
0 0

0 0

)
1

]
-ñåðiÿ íå ìiñòèòü íiÿêèõ iíøèõ

äié, êðiì (7.1.40) � (7.1.42). Ïîêàæåìî, ùî ìàòðè÷íi åëåìåíòè Mef (7.1.7)

íå ìiñòÿòü ìîíîìiâ ñòóïåíþ âèùå 2, òîáòî (Mef)n = 0 äëÿ n ≥ 3. Çàãàëüíèé

âèãëÿä äëÿ e(x), e(y), f(x), f(y) òàêèé:

e(x) =
∑

m+n≥0

ρmnx
myn, e(y) =

∑
m+n≥0

σmnx
myn, (7.1.43)

f(x) =
∑

m+n≥0

ρ′mnx
myn, f(y) =

∑
m+n≥0

σ′mnx
myn (7.1.44)

äå ρmn, σmn, ρ
′
mn, σ

′
mn ∈ C. Ó öié ñåði¨ ìàòðèöÿ âàã ¹ òàêîþ:

wt(Mef) =

(
q3 1

q−1 q−4

)
.

Ç îãëÿäó íà öå, çàãàëüíèé âèãëÿä (7.1.43) � (7.1.44) ìà¹ áóòè ñóìîþ

ìîíîìiâ îäíàêîâî¨ âàãè:

e(x) =
∑
m≥0

ρmx
2m+3ym, e(y) = b′ +

∑
m≥0

σmx
2m+2ym+1, (7.1.45)

f(x) = b′′xy +
∑
n≥0

ρ′nx
2n+3yn+2, f(y) = b′′′y2 +

∑
n≥0

σ′nx
2n+2yn+3. (7.1.46)

Ïîðiâíÿ¹ìî (7.1.45) (âiäïîâiäíî, (7.1.46)) i (7.1.12) (âiäïîâiäíî,

(7.1.13)), i äàëi ñïðîåêòó¹ìî âèõiäíå ñïiââiäíîøåííÿ íà îäíîâèìiðíèé ïðî-

ñòið Cx2m+3ym+2 (âiäïîâiäíî, Cx2n+3yn+3) (äëÿ êîæíîãî m ≥ 0, âiäïîâiäíî,
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n ≥ 0), ùî äà¹

ρm
σm

= −q2 1− qm+1

1− q2m+4
,

ρ′n
σ′n

= −q−1 1− qn+3

1− q2n+4
.

Îòæå, îäåðæó¹ìî

Mef =

(
0 b′

b′′xy b′′′y2

)
+

+
∑
n≥0

(
µnq

2(1− qn+1)x2n+3yn −µn(1− q2n+4)x2n+2yn+1

−νn(1− qn+3)x2n+3yn+2 νnq(1− q2n+4)x2n+2yn+3

)
, (7.1.47)

äå µn, νn ∈ C. Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî äðóãà ìàòðèöÿ íóëüîâà, ïðèïóñòèìî
ïðîòèëåæíå. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè iñíóþòü ÿê íåíóëüîâi µn,

òàê i íåíóëüîâi νn. Îñêiëüêè ñóìè ñêií÷åííi, çíàéäåìî íàéáiëüøèé iíäåêñ

ne iç µne 6= 0, i íàéáiëüøèé iíäåêñ nf iç νnf 6= 0. Ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ (6.1.5)

äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî íàéáiëüøèé ñòóïiíü ìîíîìiâ â (ef − fe)(x) ¹ 3ne +

3nf + 7. Öåé ìîíîì ¹äèíèé, i éîãî îá÷èñëåííÿ äà¹

µneνnfq
2nenf+2ne(1− qne+nf+4)(1− q2ne+2nf+6)x2ne+2nf+5yne+nf+2. (7.1.48)

Çà íàøèõ ïðèïóùåíü ùîäî q, ç îãëÿäó íà ne ≥ 0, nf ≥ 0, µneνnf 6= 0,

ñòà¹ çðîçóìiëèì, ùî (7.1.48) ¹ íåíóëüîâèì ìîíîìîì ñòóïåíþ âèùîãî çà 1.

Öå ñóïåðå÷èòü (6.1.3), ÷èÿ ïðàâà ÷àñòèíà, çàñòîñîâàíà äî x, ìà¹ ñòóïiíü 1.

Çàñòîñóâàííÿ (6.1.3) äî x òà y, ðàçîì ç (7.1.47), ïðèçâîäèòü äî (ç òî-

÷íiñòþ äî ÷ëåíiâ ñòóïåíþ âèùîãî çà 1)(
ef − fe− k− k−1

q − q−1

)
(x) = 0 = b′b′′x− x,(

ef − fe− k− k−1

q − q−1

)
(y) = 0 = b′b′′′(1 + q−2)y +

(
q + q−1

)
y,

çâiäêè b′ = b0, b′′ = b−1
0 , b′′′ = −qb−1

0 äëÿ ïåâíîãî b0 6= 0.

Ïîäiáíå, àëå áiëüø ïðîñòå îá÷èñëåííÿ ïîêàçó¹, ùî ó âèïàäêó, êîëè âñi

νn íóëüîâi, i ¹ íåíóëüîâi µn, ìà¹ìî ìîíîì íàéâèùîãî ñòóïåíþ â (ef−fe)(x)

âèãëÿäó

b−1
0 µne

(1− qne+3)(q2ne+4 − 1)

1− q2
x2ne+3yne+1.
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Öåé ìîíîì íåíóëüîâèé çà íàøèõ ïðèïóùåíü ùîäî q, ùî äà¹ ñóïåðå÷íiñòü

ÿê i âèùå. Ïðîòèëåæíèé âèïàäîê, êîëè âñi µn ¹ íóëÿìè, i äåÿêi ç νn íåíóëüî-

âi, ìîæå áóòè ðîçãëÿíóòèé àíàëîãi÷íî i òåæ ïðèçâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi.

Îòæå, âñi µn òà νn ¹ íóëüîâèìè. Öå äà¹ ñïiââiäíîøåííÿ (7.1.40) � (7.1.42).

Çðåøòîþ, ïîêàæåìî, ùî äi¨ (7.1.40) � (7.1.42) ç íåíóëüîâèìè b0 içîìîð-

ôíi äi¨ ç b0 = 1. ßê ïîêàçó¹ ëåãêå îá÷èñëåííÿ, áàæàíèé içîìîðôiçì ¹ òàêèì:

Φb0 : x 7→ x, y 7→ b0y. Òåîðåìó äîâåäåíî. �

Òåîðåìà 7.1.6.

[(
0 0

? 0

)
0

;

(
0 0

0 0

)
1

]
-ñåðiÿ óòâîðåíà îäíîïàðàìåòðè÷íèì

(c0 ∈ C \ {0}) ñiìåéñòâîì ñòðóêòóð Uq(sl2)-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè íà êâàí-

òîâié ïëîùèíi

k(x) = q2x, k(y) = q−1y, (7.1.49)

e(x) = −qc−1
0 x2, e(y) = c−1

0 xy,

f(x) = c0, f(y) = 0. (7.1.50)

Óñi öi ñòðóêòóðè içîìîðôíi, çîêðåìà, äi¨ ç c0 = 1.

Äîâåäåííÿ ìàéæå äîñëiâíî âiäòâîðþ¹ òàêå äëÿ ïîïåðåäíüî¨ Òåîðåìè.

�

Òåîðåìà 7.1.7.

[(
? 0

0 0

)
0

;

(
0 0

0 0

)
1

]
-ñåðiÿ óòâîðåíà òðèïàðàìåòðè÷íèì

(a0 ∈ C \ {0}, s, t ∈ C) ñiìåéñòâîì Uq(sl2)-äié íà êâàíòîâié ïëîùèíi

k(x) = q−2x, k(y) = q−1y, (7.1.51)

e(x) = a0, e(y) = 0, (7.1.52)

f(x) = −qa−1
0 x2 + ty4, f(y) = −qa−1

0 xy + sy3. (7.1.53)

Îáëàñòü ó ïðîñòîði ïàðàìåòðiâ {(a0, s, t)|s 6= 0, t 6= 0} ðîçïàäà¹òüñÿ
íà íåç÷èñëåííó êiëüêiñòü äèç'þíêòíèõ ïiäìíîæèí {(a0, s, t)| s 6= 0, t 6=
0, ϕ = const}, äå ϕ =

t

a0s2
. Êîæíà òàêà ïiäìíîæèíà âiäïîâiäà¹ êëàñó içî-

ìîðôiçìó ñòðóêòóð Uq(sl2)-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè. Äîäàòêîâî iñíó¹ ùå òðè

êëàñè içîìîðôiçìó, ÿêi âiäïîâiäàþòü ïiäìíîæèíàì

{(a0, s, t)| s 6= 0, t = 0}, {(a0, s, t)|s = 0, t 6= 0}, {(a0, s, t)| s = 0, t = 0}.
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Äîâåäåííÿ.Ïðîñòà ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî (7.1.51) � (7.1.53) ïðîïóñêà-

¹òüñÿ ñêðiçü ñïiââiäíîøåííÿ, ÿê i âèùå, i òîìó ìà¹ ðîçøèðåííÿ äî êîðåêòíî

çàäàíî¨ ñåði¨ Uq(sl2)-äié íà êâàíòîâié ïëîùèíi.

Ïåðåâiðèìî, ùî

[(
? 0

0 0

)
0

;

(
0 0

0 0

)
1

]
-ñåðiÿ íå ìiñòèòü iíøèõ äié, êðiì

(7.1.51) � (7.1.53). Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ïîëiíîì e(x). Îñêiëüêè éîãî âàãà

q2wt(x) = 1, i âàãà áóäü-ÿêîãî ìîíîìà, âiäìiííîãî âiä êîíñòàíòè, ¹ íåãàòèâ-

íèé ñòóïiíü q (ó ìåæàõ äàíî¨ ñåði¨), îòæå âiäìiííà âiä 1, ¹äèíîþ ìîæëè-

âiñòþ çàëèøà¹òüñÿ e(x) = a0. Ó ïîäiáíèé ñïîñiá, ¹äèíîþ ìîæëèâiñòþ äëÿ

e(y) ¹ íóëü, îñêiëüêè ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó, wt(e(y)) = q2wt(y) = q,

ùî íå ¹ ìîæëèâèì ç íàâåäåíèõ âèùå ìiðêóâàíü.

Ïåðåéäåìî äî f(x) i ïðèéìåìî äî óâàãè, ùî wt(f(x)) = q−4. Ëåãêî

áà÷èòè, ùî âñi ìîíîìè ç öi¹þ âàãîþ � öå x2, xy2, y4, òîáòî f(x) = ux2 +

vxy2 + wy4. Ó ïîäiáíèé ñïîñiá, wt(f(y)) = q−3, i òîìó f(y) = zxy + sy3.

Ïiäñòàíîâêà äî (6.1.3) äà¹
(
1 + q−2

)
ua0 = −

(
q + q−1

)
, v = 0, za0q

−1 = −1.

Çàçíà÷èìî, ùî (7.1.13) íå äà¹ íîâèõ ñïiââiäíîøåíü ìiæ u, v, z i íå äà¹

îáìåæåíü íà w i s. Öå ïðèçâîäèòü äî (7.1.53).

Äëÿ âèäiëåííÿ êëàñiâ içîìîðôiçìó ñòðóêòóð ó ìåæàõ öi¹¨ ñåði¨ ìè âèêî-

ðèñòîâó¹ìî Òåîðåìó 7.1.2 äëÿ çàïèñó ÿâíîãî âèãëÿäó àâòîìîðôiçìó àëãåáðè

Cq[x, y] ÿê Φθ,ω : x 7→ θx, y 7→ ωy. Çðîçóìiëî, ùî öå êîìóòó¹ ç äi¹þ k. Äëÿ

iíøèõ òâiðíèõ ìà¹ìî:(
Φθ,ωea0,s,tΦ

−1
θ,ω

)
(x) = Φθ,ωea0,s,t

(
θ−1x

)
= θ−1a0,(

Φθ,ωea0,s,tΦ
−1
θ,ω

)
(y) = Φθ,ωea0,s,t

(
ω−1y

)
= ω−1Φθ,ωea0,s,t(y) = 0,(

Φθ,ωfa0,s,tΦ
−1
θ,ω

)
(x) = Φθ,ωfa0,s,t

(
θ−1x

)
= θ−1Φθ,ω

(
−qa−1

0 x2 + ty4
)

= −qa−1
0 θx2 + θ−1tω4y4,(

Φθ,ωfa0,s,tΦ
−1
θ,ω

)
(y) = Φθ,ωfa0,s,t

(
ω−1y

)
= ω−1Φθ,ω

(
−qa−1

0 xy + sy3
)

= −qθa−1
0 xy + sω2y3.

Òîáòî àâòîìîðôiçì Φθ,ω ïåðåòâîðþ¹ ïàðàìåòðè äié (7.1.52) � (7.1.53) ó òà-

êèé ñïîñiá: a0 7→ θ−1a0, s 7→ ω2s, t 7→ θ−1ω4t. Çîêðåìà, öå îçíà÷à¹, ùî ó
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ìåæàõ îáëàñòi {s 6= 0, t 6= 0} îäåðæó¹ìî iíâàðiàíò ϕ = t
a0s2 êëàñó içîìîð-

ôiçìó. Î÷åâèäíî, äîäàòîê äî öi¹¨ îáëàñòi ìà¹ ïîäàëüøèé ðîçêëàä íà òðè

äèç'þíêòíi ïiäìíîæèíè {s 6= 0, t = 0}, {s = 0, t 6= 0}, {s = 0, t = 0}, ùî
âiäïîâiäàþòü êëàñàì içîìîðôiçìó ç ôîðìóëþâàííÿ Òåîðåìè. �

Òåîðåìà 7.1.8.

[(
0 0

0 ?

)
0

;

(
0 0

0 0

)
1

]
-ñåðiÿ óòâîðåíà òðèïàðàìåòðè÷íèì

(d0 ∈ C \ {0}, s, t ∈ C) ñiìåéñòâîì Uq(sl2)-äié íà êâàíòîâié ïëîùèíi

k(x) = qx, k(y) = q2y, (7.1.54)

e(x) = −qd−1
0 xy + sx3, e(y) = −qd−1

0 y2 + tx4, (7.1.55)

f(x) = 0, f(y) = d0. (7.1.56)

Òóò ìà¹ìî îáëàñòü {(d0, s, t)| s 6= 0, t 6= 0} ó ïðîñòîði ïàðàìå-

òðiâ, ùî ðîçïàäà¹òüñÿ íà äèç'þíêòíi ïiäìíîæèíè {(d0, s, t)| s 6= 0, t 6=
0, ϕ = const} ç ϕ = t

d0s2 . Öå íåç÷èñëåííå ñiìåéñòâî ïiäìíîæèí ¹

ó âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi ç êëàñàìè içîìîðôiçìó ñòðóêòóð

Uq(sl2)-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè. Ïîçà íèìè, iñíó¹ ùå òðè êëàñà içîìîðôiçìó,

ÿêi iíäåêñóþòüñÿ åëåìåíòàìè ïiäìíîæèí {(d0, s, t)| s 6= 0, t = 0},
{(d0, s, t)| s = 0, t 6= 0}, {(d0, s, t)| s = 0, t = 0}.

Äîâåäåííÿ ñïiâïàäà¹ ç òàêèì äëÿ ïîïåðåäíüî¨ Òåîðåìè. �

Çàóâàæåííÿ. Íå iñíó¹ içîìîðôiçìiâ ìiæ ñòðóêòóðàìè Uq(sl2)-

ìîäóëüíî¨ àëãåáðè íà Cq[x, y] ç ðiçíèõ ñåðié. Äiéñíî, êîæåí àâòîìîðôiçì

êâàíòîâî¨ ïëîùèíè êîìóòó¹ ç äi¹þ òâiðíî¨ k, i òîìó îáìåæåííÿ içîìîðôíèõ

äié íà k çàâæäè ñïiâïàäàþòü. Ç iíøîãî áîêó, äi¨ k ó ðiçíèõ ñåðiÿõ ðiçíi.

Çàóâàæåííÿ. Ïåðåëiê ñòðóêòóð Uq(sl2)-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè íà

Cq[x, y], ïîäàíèé ó òåîðåìàõ öüîãî ïóíêòó, ¹ ïîâíèì. Öå òîìó, ùî ïðèïóùå-

ííÿ öèõ òåîðåì âè÷åðïóþòü âñi ïðèïóñòèìi ôîðìè äëÿ êîìïîíåíò (Mef)0,

(Mef)1 äëÿ ef-ìàòðèöi äi¨.

7.1.3 Êîìïîçèöiéíi ðÿäè

Ïîäèâèìîñü íà ñòðóêòóðè Uq(sl2)-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè íà Cq[x, y], ïîäàíi

ó òåîðåìàõ ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó, ïðîñòî ÿê íà çîáðàæåííÿ Uq(sl2) ó âåêòîð-
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íîìó ïðîñòîði Cq[x, y]. Íàøèì çàâäàííÿì ¹ îïèñ êîìïîçèöiéíèõ ðÿäiâ öèõ

çîáðàæåíü.

Òâåðäæåííÿ 7.1.9. Çîáðàæåííÿ, ùî âiäïîâiäàþòü

[(
0 0

0 0

)
0

;

(
0 0

0 0

)
1

]
-

ñåði¨, îïèñàíié â (7.1.32) � (7.1.33), ðîçïàäàþòüñÿ ó ïðÿìó ñóìó Cq[x, y] =

⊕∞m=0 ⊕∞n=0 Cxmyn (íåçâiäíèõ) îäíîâèìiðíèõ ïiäçîáðàæåíü. Öi ïiäçîáðà-

æåííÿ ìîæóòü íàëåæàòè äî äâîõ êëàñiâ içîìîðôiçìó, çàëåæíî âiä âàãè

ìîíîìó xmyn, ÿêà ìîæå áóòè ±1 (äèâ. Òåîðåìó 7.1.3).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè e i f ïðåäñòàâëåíi íóëüîâèìè îïåðàòîðàìè i ìî-

íîìè xmyn ¹ âëàñíèìè âåêòîðàìè äëÿ k, êîæåí ïðÿìèé ñêëàäíèê ¹ Uq(sl2)-

iíâàðiàíòíèì. �

Ïåðåéäåìî äî íåòðèâiàëüíèõ ñòðóêòóð Uq(sl2)-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè i ïî-

÷íåìî ç äîáðå âiäîìîãî âèïàäêó [130, 98].

Òâåðäæåííÿ 7.1.10. Çîáðàæåííÿ, ùî âiäïîâiäàþòü

[(
0 0

0 0

)
0

;

(
0 ?

? 0

)
1

]
-

ñåði¨, îïèñàíié â (7.1.34) � (7.1.36), ðîçïàäàþòüñÿ ó ïðÿìó ñóìó Cq[x, y] =

⊕∞n=0Cq[x, y]n íåçâiäíèõ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïiäçîáðàæåíü, äå Cq[x, y]n � n-

íà îäíîðiäíà êîìïîíåíòà (îïèñàíà ó ïóíêòi 7.1.1), ç dimCq[x, y]n = n+ 1

i êëàñ içîìîðôiçìó öüîãî ïiäçîáðàæåííÿ ¹ V1,n [98, Ãëàâà VI].

Äîâåäåííÿ ¹ òàêèì äëÿ Òåîðåìè VII.3.3 (b) ç [98]. �

Ó ïîäàëüøèõ ðîçãëÿäàõ ìè ìàòèìåìî ðîçêëàäè, ùî íå çâîäÿòüñÿ äî

ñiìåéñòâà ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïiä- àáî ôàêòîðçîáðàæåíü. Ìè íàãàäà¹ìî âè-

çíà÷åííÿ ìîäóëiâ Âåðìà â íàøîìó îêðåìîìó âèïàäêó Uq(sl2).

Âèçíà÷åííÿ 7.1.11. Ìîäóëü Âåðìà V(λ) (λ ∈ C \ {0}) � öå âåêòîðíèé

ïðîñòið ç áàçîþ {vi, i ≥ 0}, ó ÿêîìó çàäàíà òàêà äiÿ Uq(sl2):

kvi = λq−2ivi, k−1vi = λ−1q2ivi,

ev0 = 0, evi+1 =
λq−i − λ−1qi

q − q−1
vi, fvi =

qi+1 − q−i−1

q − q−1
vi+1.

Ìîäóëü Âåðìà V(λ) ãåíåðîâàíèé ñòàðøèì âàãîâèì âåòîðîì v0, ÷èÿ

âàãà ¹ λ (äèâ. äåòàëi â, íàïðèêëàä, [98]).
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Òâåðäæåííÿ 7.1.12. Çîáðàæåííÿ, ùî âiäïîâiäàþòü

[(
0 ?

0 0

)
0

;

(
0 0

0 0

)
1

]
-

ñåði¨, îïèñàíié â (6.1.1) � (7.1.42), ðîçïàäàþòüñÿ ó ïðÿìó ñóìó ïiäçîáðà-

æåíü Cq[x, y] = ⊕∞n=0Vn, äå Vn = xnC[y]. Êîæåí Vn ìà¹ êîìïîçèöiéíèé ðÿä
âèãëÿäó 0 ⊂ Jn ⊂ Vn. Ïðîñòèé ïiäìîäóëü Jn âèìiðíîñòi n+ 1 ¹ ëiíiéíîþ

îáîëîíêîþ ìîíîìiâ xn, xny, . . . , xnyn−1, xnyn, ÷èé êëàñ içîìîðôiçìó ¹ V1,n,

i ïðè öüîìó Jn íå ¹ ïðÿìèì ñêëàäíèêîì â êàòåãîði¨ Uq(sl2)-ìîäóëiâ (íå

iñíó¹ ïiäìîäóëÿ W òàêîãî, ùî Vn = Jn⊕W). Ôàêòîðìîäóëü Vn/Jn = Zn
içîìîðôíèé (ïðîñòîìó) ìîäóëþ Âåðìà V

(
q−n−2

)
.

Äîâåäåííÿ. Çàâäÿêè òâåðäæåííþ ïðî içîìîðôiçì ç Òåîðåìè 7.1.5,

äîñèòü çàôiêñóâàòè ïàðàìåòð ñåði¨ b0 = 1 â (6.1.1) � (7.1.42). Çàñòîñóâàííÿ

e i f äî åëåìåíòiâ áàçè â Cq[x, y] äà¹:

e(xnyp) = q1−pq
p − q−p

q − q−1
xnyp−1 6= 0, ∀p > 0, (7.1.57)

e(xn) = 0, (7.1.58)

f(xnyp) = q−n
q2n − q2p

q − q−1
xnyp+1, ∀p ≥ 0, (7.1.59)

çâiäêè êîæíèé Vn ¹ Uq(sl2)-iíâàðiàíòíèì. Êðiì òîãî, Jn � ïiäìîäóëü â Vn,
ãåíåðîâàíèé ñòàðøèì âàãîâèì âåêòîðîì xn, îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü âàãîâèõ

âåêòîðiâ f(xnyp) îáðèâà¹òüñÿ: f(xnyn) = 0. Ñòàðøîþ âàãîþ ìîäóëÿ Jn ¹ qn,
i òîìó, âíàñëiäîê Òåîðåìè VI.3.5 ç [98], ïiäìîäóëü Jn ¹ ïðîñòèì, i éîãî êëàñ
içîìîðôiçìó ¹ V1,n.

Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, òîáòî íåõàé Vn = Jn ⊕ W äëÿ ïiäìîäóëÿ

W â Vn, i Vn 3 xnyn+1 = u + w, u ∈ Jn, w ∈ W � âiäïîâiäíèé ðîçêëàä.

Ç îãëÿäó íà (7.1.57) � (7.1.58), çàñòîñóâàííÿ en+1 äà¹ A(q)xn = en+1(w)

äëÿ ïåâíî¨ íåíóëüîâî¨ êîíñòàíòè A(q), îñêiëüêè en+1|Jn = 0. Öå ñòàíîâèòü

ñóïåðå÷íiñòü, àäæå Jn ∩W = {0}, i òîìó íå iñíó¹ ïiäìîäóëÿ W ÿê âèùå.

Ôàêòîðìîäóëü Zn ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ âåêòîðiâ ñâî¹¨ áàçè

zn+1, zn+2, . . ., ùî ¹ ïðîåêöiÿìè xnyn+1, xnyn+2, . . ., âiäïîâiäíî, íà Vn/Jn.
Âíàñëiäîê (7.1.57), zn+1 ¹ ñòàðøèì âàãîâèì âåêòîðîì ç âàãîþ q−n−2, i âií

ãåíåðó¹ Zn, ÿê öå ìîæíà ïîáà÷èòè ç (7.1.59). Ç âëàñòèâîñòi óíiâåðñàëüíî-



267

ñòi ìîäóëiâ Âåðìà (äèâ., íàïðèêëàä, Òâåðäæåííÿ VI.3.7 ç [98]) âèïëèâà¹,

ùî iñíó¹ ñþð'¹êòèâíèé ìîðôiçì ìîäóëiâ Π : V
(
q−n−2

)
→ Zn. Âíàñëiäîê

òâåðäæåííÿ 2.5 ç [88], ker Π = 0, i òîìó Π ¹ içîìîðôiçìîì. �

Íàñòóïíà ñåðiÿ, íà âiäìiíó âiä ïîïåðåäíüî¨, ïîâ'ÿçàíà ç ìîäóëÿìè Âåð-

ìà ç ìîëîäøîþ âàãîþ, à ïîçà öèì äîâåäåííÿ íàñòóïíîãî Òâåðäæåííÿ àíà-

ëîãi÷íå (ìè òàêîæ ïîêëàäà¹ìî òóò d0 = 1).

Òâåðäæåííÿ 7.1.13. Çîáðàæåííÿ, ùî âiäïîâiäàþòü

[(
0 0

? 0

)
0

;

(
0 0

0 0

)
1

]
-

ñåði¨, îïèñàíié â (7.1.49) � (7.1.50), ðîçïàäàþòüñÿ ó ïðÿìó ñóìó ïiäçîáðà-

æåíü Cq[x, y] = ⊕∞n=0Vn, äå Vn = C[x]yn. Êîæåí Vn ìà¹ êîìïîçèöiéíèé ðÿä
âèãëÿäó 0 ⊂ Jn ⊂ Vn. Ïðîñòèé ïiäìîäóëü Jn âèìiðíîñòi n+ 1 ¹ ëiíiéíîþ

îáîëîíêîþ yn, xyn, . . . , xn−1yn, xnyn. Öå Uq(sl2)-ìîäóëü, ÷è¨ì ìîëîäøèì âà-

ãîâèì âåêòîðîì ¹ yn ç âàãîþ q−n, i éîãî êëàñ içîìîðôiçìó ¹ V1,n. Ïiäìîäóëü

Jn íå ¹ ïðÿìèì ñêëàäíèêîì â êàòåãîði¨ Uq(sl2)-ìîäóëiâ (íå iñíó¹ ïiäìîäó-

ëÿ W òàêîãî, ùî Vn = Jn ⊕W). Ôàêòîðìîäóëü Vn/Jn = Zn içîìîðôíèé
(ïðîñòîìó) ìîäóëþ Âåðìà ç ìîëîäøîþ âàãîþ qn+2.

Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó òðèïàðàìåòðè÷íèõ ñåðié ç Òåîðåì 7.1.7, 7.1.8.

Íåçâàæàþ÷è íà íàÿâíiñòü òðüîõ ïàðàìåòðiâ, äëÿ âñi¹¨ ñåði¨ ìà¹ ìiñöå ¹äèíèé

ðîçêëàä.

Òâåðäæåííÿ 7.1.14. Çîáðàæåííÿ, ùî âiäïîâiäàþòü

[(
? 0

0 0

)
0

;

(
0 0

0 0

)
1

]
-

ñåði¨, îïèñàíié â (7.1.51) � (7.1.53), ðîçïàäàþòüñÿ â ïðÿìó ñóìó ïiäçîáðà-

æåíü Cq[x, y] = ⊕∞n=0Vn, äå Vn ç n ≥ 1 � ïiäìîäóëü, ãåíåðîâàíèé ñâî¨ì

ñòàðøèì âàãîâèì âåêòîðîì yn; âií içîìîðôíèé ïðîñòîìó ìîäóëþ Âåðìà

V (q−n) iç ñòàðøîþ âàãîþ. Ïiäìîäóëü V0 ìà¹ êîìïîçèöiéíèé ðÿä âèãëÿäó

0 ⊂ J0 ⊂ V0, äå J0 = C1. Ïiäìîäóëü J0 íå ¹ ïðÿìèì ñêëàäíèêîì â êà-

òåãîði¨ Uq(sl2)-ìîäóëiâ (íå iñíó¹ ïiäìîäóëÿ W òàêîãî, ùî V0 = J0 ⊕W).

Ôàêòîðìîäóëü V0/J0 içîìîðôíèé (ïðîñòîìó) ìîäóëþ Âåðìà V
(
q−2
)
.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî îêðåìèé âèïàäîê iç (7.1.52),

(7.1.53), ó ÿêîìó s = t = 0 i a0 = 1. Òîäi Vn = C[x]yn ¹ Uq(sl2)-iíâàðiàíòíèì,
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i ïðîñòå îá÷èñëåííÿ äà¹

e(xpyn) = q−n−p+1q
p − q−p

q − q−1
xp−1yn 6= 0, ∀p > 0,

e(yn) = 0,

f(xpyn) = qn+pq
p+n − q−p−n

q − q−1
xp+1yn, ∀p ≥ 0. (7.1.60)

Çàçíà÷èìî, ùî f(xpyn) = 0 ëèøå ó âèïàäêó p = n = 0. Òîìó Vn ç

n ≥ 1 ìà¹ ãåíåðóþ÷èé ñòàðøèé âàãîâèé âåêòîð yn, ÷è¹þ âàãîþ ¹ q−n. ßê

i â äîâåäåííi Òâåðäæåííÿ 7.1.12, äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî êîæåí Vn ç n ≥ 1

içîìîðôíèé (ïðîñòîìó) ìîäóëþ Âåðìà çi ñòàðøîþ âàãîþ V (q−n). Ó âèïàäêó

n = 0 çðîçóìiëî, ùî V0 ìiñòèòü î÷åâèäíèé ïiäìîäóëü C1, ùî íå ¹ ïðÿìèì

ñêëàäíèêîì ç ìiðêóâàíü, âèêëàäåíèõ ó äîâåäåííi Òâåðäæåííÿ 7.1.12.

Ïåðåéäåìî äî çàãàëüíîãî âèïàäêó ç òðüîìà ïàðàìåòðàìè áåç îáìå-

æåíü. Ôîðìóëè (7.1.51) � (7.1.53) âèçíà÷àþòü iñíóâàííÿ ïîñëiäîâíîñòi ïiä-

ìîäóëiâ, ùî ñïàäà¹

. . . ⊂ Fn+1 ⊂ Fn ⊂ Fn−1 ⊂ . . . ⊂ F2 ⊂ F1 ⊂ F0 = Cq[x, y],

äå Fn = ∪∞k=nC[x]yk, îñêiëüêè îïåðàòîðè äi¨, çàñòîñîâàíi äî ìîíîìà, ìî-

æóòü õiáà ùî ïiäâèùèòè éîãî ñòóïiíü çà y. Çàçíà÷èìî, ùî ôàêòîðìîäóëü

Fn/Fn+1 ç íåîáìåæåíèìè ïàðàìåòðàìè ¹ içîìîðôíèì ìîäóëþ C[x]yn ∼=
V (q−n), ÿê i ó âèïàäêó s = t = 0.

Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî Fn+1 ¹ ïðÿìèì ñêëàäíèêîì â Fn, à ñàìå Fn =

Vn ⊕Fn+1, n ≥ 0, äå Vn = Uq(sl2)y
n äëÿ n ≥ 1 i V0 = Uq(sl2)x.

Ñïåðøó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê n ≥ 1. Âíàñëiäîê (7.1.51) � (7.1.53), yn

¹ ãåíåðóþ÷èì ñòàðøèì âàãîâèì âåêòîðîì ïiäìîäóëÿ Vn = Uq(sl2)y
n, ÷è¹þ

âàãîþ ¹ q−n. Ùå îäíå çàñòîñóâàííÿ àðãóìåíòó ç äîâåäåííÿ Òâåðäæåííÿ

7.1.12 âñòàíîâëþ¹ içîìîðôiçì Vn ∼= V (q−n); çîêðåìà, Vn ¹ ïðîñòèì ìîäó-

ëåì âíàñëiäîê Òâåðäæåííÿ 2.5 ç [88]. Òîìó Vn∩Fn+1 íå ìîæå áóòè âëàñíèì

ïiäìîäóëåì â Vn. Îñêiëüêè Vn íå ìiñòèòüñÿ â Fn+1 (áî yn /∈ Fn+1), îñòàííié

ïåðåòèí ¹ íóëüîâèì, i îòæå ñóìà Vn +Fn+1 ¹ ïðÿìîþ. Ç iíøîãî áîêó, ïîðiâ-

íÿííÿ (7.1.53) ç (7.1.60) äîçâîëÿ¹ äiéòè âèñíîâêó, ùî Vn +Fn+1 ìiñòèòü âñi

ìîíîìè xpym, m ≥ n, p ≥ 0. Öå äîâîäèòü, ùî Fn = Vn ⊕Fn+1.



269

Ïåðåéäåìî äî âèïàäêó n = 0. Êîìïîçèöiéíèé ðÿä 0 ⊂ C1 ⊂ V0 =

Uq(sl2)x ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó òàêèé æå ñïîñiá, ÿê i äëÿ V0 â Òâåðäæåííi

7.1.12; çîêðåìà, ôàêòîðìîäóëü V0/C1 içîìîðôíèé ïðîñòîìó ìîäóëþ Âåð-

ìà V
(
q−2
)
. Íåõàé π : V0 → V0/C1 � ïðèðîäíà ïðîåêöiÿ. Çðîçóìiëî, ùî

F1 íå ìiñòèòü C1, òîìó îáìåæåííÿ π íà V0 ∩ F1 ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì.

Îòæå, àáè äîâåñòè, ùî îñòàííié ïåðåòèí íóëüîâèé, äîñèòü ïåðåâiðèòè, ùî

π(V0∩F1) ¹ íóëü. Îñêiëüêè ìîäóëü V0/C1 ïðîñòèé, ¹äèíîþ àëüòåðíàòèâîþ

äëÿ π(V0 ∩ F1) = {0} ìîãëî á ñòàòè π(V0 ∩ F1) = V0/C1. Çà îñòàííüîãî

ïðèïóùåííÿ ïîâèíåí áóâ áè iñíóâàòè åëåìåíò ç V0 ∩F1, ùî ìà¹ âèãëÿä Py

äëÿ ïåâíîãî P ∈ Cq[x, y], i ïðè öüîìó π(x) = π(Py). Öå ñïiââiäíîøåííÿ

åêâiâàëåíòíå x − Py = γ äëÿ ïåâíî¨ êîíñòàíòè γ, ùî íåìîæëèâî, àäæå

ìîíîìè, ùî ñêëàäàþòü Py, ðàçîì ç x i 1, ëiíiéíî íåçàëåæíi. Îäåðæàíà

íàìè ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü, ùî V0 ∩ F1 = {0}, i òîìó ñóìà V0 + F1 ¹ ïðÿ-

ìîþ. Ç iíøîãî áîêó, ïîðiâíÿííÿ (7.1.53) i (7.1.60) äîçâîëÿ¹ äiéòè âèñíîâêó,

ùî V0 + F1 ìiñòèòü âñi ìîíîìè xpym, iç m, p ≥ 0. Îòæå, ñïiââiäíîøåííÿ

Fn = Vn ⊕Fn+1 äîâåäåíî äëÿ n ≥ 0. Öå, ðàçîì ç ∩∞i=0Fi = {0}, ìà¹ íàñëiä-
êîì Cq[x, y] = (⊕∞n=1Uq(sl2)y

n)⊕ Uq(sl2)x, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. �

Ó ïîäiáíèé ñïîñiá îäåðæó¹ìî íàñòóïíå

Òâåðäæåííÿ 7.1.15. Çîáðàæåííÿ, ùî âiäïîâiäàþòü

[(
0 0

0 ?

)
0

;

(
0 0

0 0

)
1

]
-

ñåði¨, îïèñàíié â (7.1.54) � (7.1.56), ðîçïàäàþòüñÿ â ïðÿìó ñóìó ïiäçîáðà-

æåíü Cq[x, y] = ⊕∞n=0Vn, äå Vn ç n ≥ 1 � ïiäìîäóëü, ãåíåðîâàíèé ñâî¨ì

ìîëîäøèì âàãîâèì âåêòîðîì xn; âií içîìîðôíèé ïðîñòîìó ìîäóëþ Âåð-

ìà ç ìîëîäøîþ âàãîþ qn. Ïiäìîäóëü V0 ìà¹ êîìïîçèöiéíèé ðÿä âèãëÿäó

0 ⊂ J0 ⊂ V0, äå J0 = C1. Ïiäìîäóëü J0 íå ¹ ïðÿìèì ñêëàäíèêîì â êà-

òåãîði¨ Uq(sl2)-ìîäóëiâ (íå iñíó¹ ïiäìîäóëÿ W òàêîãî, ùî V0 = J0 ⊕W).

Ôàêòîðìîäóëü V0/J0 içîìîðôíèé (ïðîñòîìó) ìîäóëþ Âåðìà ç ìîëîäøîþ

âàãîþ q2.

Äi¨ àëãåáðè Ëi sl2 (òóò öå àëãåáðà Ëi, ãåíåðîâàíà òâiðíèìè e, f , h çi

ñïiââiäíîøåííÿìè [h, e] = 2e, [h, f ] = −2f , [e, f ] = h) äèôåðåíöiþâàí-

íÿìè íà C[x, y], ùî ¹ êëàñè÷íèìè ãðàíèöÿìè êâàíòîâèõ äié, âèâîäÿòüñÿ ç
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îñòàííiõ øëÿõîì ïiäñòàíîâêè k = qh iç ïîäàëüøèì ôîðìàëüíèì ãðàíè÷íèì

ïåðåõîäîì äëÿ q → 1.

Ìè ïîäà¹ìî ïåðåëiê êâàíòîâèõ ñèìåòðié ðàçîì iç âiäïîâiäíèìè êëà-

ñè÷íèìè ãðàíèöÿìè ó òàáëèöi ç Äîäàòêó A.9. Âàðòî âiäçíà÷èòè, ùî iñíó¹

áiëüøå äiéàëãåáðè Ëi sl2 íà C[x, y] äèôåðåíöiþâàííÿìè (äèâ., íàïðèêëàä,

[69]), íiæ ¨õ ìiñòèòüñÿ ó íàøié òàáëèöi. Ç íàøèõ ðåçóëüòàòiâ âèïëèâà¹, ùî

ðåøòà êëàñè÷íèõ äié íå ìàþòü êâàíòîâèõ àíàëîãiâ. Ç iíøîãî áîêó, ñåðåä

êâàíòîâèõ äié ç ïåðøîãî ðÿäêà òàáëèöi, ¹äèíîþ äi¹þ, äî ÿêî¨ ìîæëèâå çà-

ñòîñóâàííÿ ïðîöåäóðè ïåðåõîäó äî êëàñè÷íî¨ ãðàíèöi, ¹ äiÿ ç k(x) = x,

k(y) = y. Iíøi òðè äi¨ öi¹¨ ñåði¨ íå ìàþòü êëàñè÷íî¨ ãðàíèöi ó çàçíà÷åíîìó

âèùå ñåíñi.

7.2 Êâàíòîâi ñèìåòði¨ àëãåáðè ïîëiíîìiâ Ëîðàíà íàä

êâàíòîâîþ ïëîùèíîþ

Ìè ïîäà¹ìî ñiìåéñòâî Uq(sl2)-ñèìåòðié íà àëãåáði ïîëiíîìiâ Ëîðàíà

íàä êâàíòîâîþ ïëîùèíîþ, ùî ìiñòèòü íåç÷èñëåííó êiëüêiñòü êëàñiâ içî-

ìîðôiçìó (äèâ. [177, 178]).

7.2.1 Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

Íåõàé H � àëãåáðà Õîïôà ç êîìíîæåííÿì ∆, êîîäèíèöåþ ε òà àíòèïî-

äîì S [1]. Íåõàé òàêîæ A � àëãåáðà ç îäèíèö¹þ 1. Ìè áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ

ïîçíà÷åííÿìè Ñâiäëåðà ∆(h) =
∑
i

h′i ⊗ h′′i [182] i âèçíà÷åííÿì ñòðóêòóðè

H-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè íà A ç ïóíêòó 7.1.1.

Ñòðóêòóðè π1, π2 íàçèâàþòüñÿ içîìîðôíèìè, ÿêùî iñíó¹ àâòîìîðôiçì

Ψ àëãåáðè A ç âëàñòèâîñòÿìè Ψπ1(h)Ψ−1 = π2(h) äëÿ âñiõ h ∈ H.

Ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî q ∈ C \ {0} íå ¹ êîðåíåì ç 1 (qn 6= 1 äëÿ âñiõ

íåíóëüîâèõ öiëèõ ÷èñåë n). Ðîçãëÿíåìî êâàíòîâó ïëîùèíó, ÿêà ¹ àëãåáðîþ

ç îäèíèöåþ Cq[x, y] ç äâîìà òâiðíèìè x, y òà ¹äèíèì ñïiââiäíîøåííÿì

yx = qxy. (7.2.1)

Äîäàìî äî ïåðåëiêó òâiðíèõ ùå äâà åëåìåíòè x−1, y−1, òà äî ïåðåëiêó
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ñïiââiäíîøåíü

xx−1 = x−1x = yy−1 = y−1y = 1. (7.2.2)

Ðîçøèðåíà àëãåáðà ç îäèíèöåþ Cq[x±1, y±1], ÿêà âèíèêà¹ ó òàêèé ñïîñiá,

íàçèâà¹òüñÿ ðîçøèðåííÿì Ëîðàíà êâàíòîâî¨ ïëîùèíè (áiëüø òî÷íà íàçâà

� àëãåáðà ïîëiíîìiâ Ëîðàíà íà êâàíòîâié ïëîùèíi).

Êîæíié ìàòðèöi ç öiëèìè åëåìåíòàìè σ =

(
k l

m n

)
∈ SL(2,Z) òà ïàði

íåíóëüîâèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë (α, β) ∈ (C∗)2 ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü

àâòîìîðôiçì ϕσ,α,β Cq[x±1, y±1], âèçíà÷åíèé íà ãåíåðàòîðàõ x òà y ó òàêèé

ñïîñiá:

ϕσ,α,β(x) = αxkym; ϕσ,α,β(y) = βxlyn. (7.2.3)

Äîáðå âiäîìèé ðåçóëüòàò ñòâåðäæó¹, ùî êîæíèé àâòîìîðôiçì Cq[x±1, y±1]

ìà¹ âèãëÿä (7.2.3), i ãðóïà Aut(Cq[x±1, y±1]) àâòîìîðôiçìiâ Cq[x±1, y±1] ¹

íàïiâïðÿìèì äîáóòêîì ñâî¨õ ïiäãðóï SL(2,Z) òà (C∗)2, ÿêèé çàäà¹òüñÿ òàê:

σ(α, β)σ−1 = (α, β)σ
def
= (αkβm, αlβn). (7.2.4)

[102] (äèâ. òàêîæ [4], [140]).

Íàøèì îá'¹êòîì ¹ êâàíòîâà óíiâåðñàëüíà îãîðòóþ÷à àëãåáðà Uq(sl2).

Öå àñîöiàòèâíà àëãåáðà ç îäèíèöåþ, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ òâiðíèìè Øåâàëë¹ k,

k−1, e, f i ñïiââiäíîøåííÿìè (6.1.1) � (6.1.3) ç ïiäðîçäiëó 6.1. Òàì æå ïîäàíî

ñòàíäàðòíó ñòðóêòóðó àëãåáðè Õîïôà íà Uq(sl2).

7.2.2 Ñèìåòði¨ ç íåòðèâiàëüíèì σ

ßêùî çàäàíà ñòðóêòóðà Uq(sl2)-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè íà Cq[x±1, y±1] (ÿêó

ó ïîäàëüøîìó áóäåìî íàçèâàòè ñèìåòði¹þ, àáî ïðîñòî äi¹þ äëÿ ñêîðî÷åí-

íÿ), òâiðíà k äi¹ àâòîìîðôiçìîì àëãåáðè Cq[x±1, y±1], ÿê ëåãêî ìîæíà âèâå-

ñòè çi çâîðîòíiñòi k, Âèçíà÷åííÿ 7.1.1(i) òà (6.1.4). Çîêðåìà, êîæíà ñèìåòðiÿ

îäîíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ ìàòðèöþ σ ∈ SL(2,Z) ÿê ó (7.2.3).

Çàóâàæåííÿ. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiä-

íiñòü ìiæ Uq(sl2)-ñèìåòðiÿìè, ùî çàëèøàþòü iíâàðiàíòíèìè ïiäàëãåáðó

Cq[x, y] òà Uq(sl2)-ñèìåòðiÿìè íà Cq[x, y]. Äiéñíî, òàêó ñèìåòðiþ àëãåáðè

Cq[x±1, y±1] çàâæäè ìîæíà îáìåæèòè íà Cq[x, y].
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Ç iíøîãî áîêó, íåõàé äàíà äîâiëüíà ñèìåòðiÿ π íà Cq[x±1, y±1] (íå îáî-

â'ÿçêîâî òàêà, ùî çàëèøà¹ iíâàðiàíòíîþ ïiäàëãåáðó Cq[x, y]). Ìà¹ìî íàñòó-

ïíi ñïiââiäíîøåííÿ:

π(k)(x−1) = (π(k)x)−1 π(k)(y−1) = (π(k)y)−1 (7.2.5)

π(e)(x−1) = −x−1(π(e)x)(π(k)x)−1 (7.2.6)

π(e)(y−1) = −y−1(π(e)y)(π(k)y)−1 (7.2.7)

π(f)(x−1) = −(π(k−1)x)−1(π(f)x)x−1 (7.2.8)

π(f)(y−1) = −(π(k−1)y)−1(π(f)y)y−1 (7.2.9)

Òóò (7.2.5) ¹ î÷åâèäíèì, îñêiëüêè π(k) ¹ àâòîìîðôiçìîì; (7.2.6) � (7.2.9)

âèâîäÿòüñÿ �äèôåðåíöiþâàííÿì� (òîáòî, çàñòîñóâàííÿì e òà f, âiäïîâiäíî,

äî) (7.2.2). Öi ñïiââiäíîøåííÿ çàëèøàþòüñÿ ñïðàâåäëèâèìè, êîëè x àáî y

çàìiíþþòüñÿ íà äîâiëüíèé îáîðîòíèé åëåìåíò.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ çàäàíî¨ ñèìåòði¨ íà Cq[x, y], ñïiââiäíîøåííÿ (7.2.5)

� (7.2.9) çàäàþòü êîðåêòíî âèçíà÷åíå ¨¨ ïðîäîâæåííÿ íà äîäàòêîâi òâiðíi

x−1, y−1, i îòæå íà Cq[x±1, y±1].

Âèãëÿäà¹ òàê, íiáèòî òóò ìà¹ áóòè âåëèêà âiäìiííiñòü âiä êîíòåêñòó

ðîáîòè [39], ç îãëÿäó íà (óÿâíèé) íàäëèøîê íåâàãîâèõ äié, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç

íåòðèâiàëüíèìè ìàòðèöÿìè σ. Ïðîòå, âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî iñíó¹ ëèøå íåâåëèêå

ñiìåéñòâî òàêèõ ñèìåòðié. Ïî÷íåìî ç îïèñó îñòàííiõ äié.

Íåõàé äàíà ìàòðèöÿ σ =

(
k l

m n

)
∈ SL(2,Z), òàêîæ íåõàé λ i µ � ¨¨

âëàñíi çíà÷åííÿ. Ìè ðîçãëÿíåìî äâà ðÿäà ïðèïóùåíü íà σ:

(i) λ = µ òà (îñêiëüêè λµ = 1) |λ| = |µ| = 1,

(ii) λ, µ ∈ R òà λ, µ /∈ {−1, 1}.
Öå îçíà÷à¹, ïî-ïåðøå, λ + µ ∈ Z. Ó âèïàäêó (i), öå, ðàçîì ç iíøè-

ìè îáìåæåííÿìè (i), îçíà÷à¹, ùî ìîæëèâèìè çíà÷åííÿìè äëÿ λ+ µ = trσ

ìîæóòü áóòè ëèøå 0, ±1, ±2. Òàêèì ÷èíîì, ìàþ÷è çàâäàííÿì çíàéòè ñèìå-

òði¨, ùî âiäïîâiäàþòü ïðèïóùåííÿì (i), ìè ìà¹ìî ðîçãëÿíóòè ï'ÿòü îêðåìèõ

âèïàäêiâ.

(i-1) Ïðèïóñòèìî, ùî trσ = 2. Öå îçíà÷à¹, ùî λ = µ = 1.



273

Ðîçãëÿä âèïàäêó, êîëè σ ¹ ïðîñòî îäèíè÷íîþ ìàòðèöåþ I, âiäêëàäà¹-

òüñÿ äî íàñòóïíîãî ïóíêòó.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê (ìàòðèöi, ñïðÿæåíî¨ äî) áëîêà Æîðäàíà, iíøèìè

ñëîâàìè, âëàñíèé ïiäïðîñòið σ ¹ îäíîâèìiðíèì. Íàì íåîáõiäíà íàñòóïíà

Ëåìà 7.2.1. Ïîâíèé ïåðåëiê Uq(sl2)-ñèìåòðié íà àëãåáði ïîëiíîìiâ Ëîðàíà

C[z±1] îäíi¹¨ çìiííî¨ z âèãëÿäà¹ òàê.

1). Íåõàé γ ∈ C \ {0} ¹ òàêèì, ùî γr−1 = q2 äëÿ ïåâíîãî r ∈ Z. Iñíó¹
îäíîïàðàìåòðè÷íå (a ∈ C \ {0}) ñiìåéñòâî Uq(sl2)-ñèìåòðié íà C[z±1]:

π(k)(z) = γz; π(e)(z) =
a

q2 − 1
zr; π(f)(z) = q3(γ − 1)a−1z2−r.

Êðiì òîãî, iñíóþòü ùå äâi ñèìåòði¨

π(k)(z) = ±z; π(e)(z) = π(f)(z) = 0.

Óñi ñèìåòði¨ ç ôiêñîâàíèì γ ¹ içîìîðôíèìè, çîêðåìà, òié, äëÿ ÿêî¨ a = 1.

Iñíó¹ içîìîðôiçì ìiæ ñèìåòðiÿìè ç γ òà γ−1. Ó âñiõ iíøèõ âèïàäêàõ

ñèìåòði¨ ¹ íåiçîìîðôíèìè.

2). Íåõàé γ ∈ C\{0}. Iñíó¹ Uq(sl2)-ñèìåòðiÿ íà C[z±1], ÿêà ìà¹ âèãëÿä

π(k)(z) = γz−1; π(e)(z) = π(f)(z) = 0.

Âñi öi ñèìåòði¨ ¹ içîìîðôíèìè, çîêðåìà, òàêié ç γ = 1.

Ñèìåòði¨ ç 1) ¹ íåiçîìîðôíèìè òèì, ùî ¹ ó 2).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äëÿ ñèìåòði¨ π, π(k) ¹ àâòîìîðôiçìîì C[z±1], à

êîæíèé àâòîìîðôiçì C[z±1] ¹ àáî z 7→ γz, àáî z 7→ γz−1, γ ∈ C \ {0} [140],
íàì íåîáõiäíî ðîçãëÿíóòè äâà âèïàäêè.

1). Íåõàé π(k)(z) = γz.

Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî π(e)(z) 6= 0. Âíàñëiäîê (6.1.2), ìà¹ìî

π(ke)(z) = q2γπ(e)(z), i ÿêùî π(e)(z) =
∑
i

aiz
i, ç ïðèïóùåííÿ ar 6= 0 âè-

ïëèâà¹ arγrzr = q2γarz
r, îòæå

γr−1 = q2. (7.2.10)

Îñêiëüêè q íå ¹ êîðåíåì ç 1, òàêå r ∈ Z ¹ ¹äèíèì.
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Îòæå ìè âñòàíîâèëè, ùî π(e)(z) = azr, ç a ∈ C \ {0}.
Öiëêîì ïîäiáíå ìiðêóâàííÿ äîçâîëÿ¹ çðîáèòè âèñíîâîê, ùî π(f)(z) =

bz2−r. Òóò b ∈ C \ {0}, áî iíàêøå π(f) òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ íà C[z±1].

Çà îñòàííüîãî ïðèïóùåííÿ, ìè áà÷èìî, ùî (6.1.3), çàñòîñîâàíå äî z, íå

âèêîíó¹òüñÿ, îñêiëüêè éîãî ëiâà ÷àñòèíà äîðiâíþ¹ íóëþ, â òîé ÷àñ ÿê éîãî

ïðàâà ÷àñòèíà íå ¹ íóëü, áî γ, çàâäÿêè (7.2.10), íå ¹ êîðåíåì ç 1 ðàçîì ç q.

Öÿ ñóïåðå÷íiñòü ïîêàçó¹, ùî π(f)(z) 6= 0.

Çàëèøà¹òüñÿ âèêîðèñòàòè íàøi ôîðìóëè äëÿ π(e)(z) òà π(f)(z), çà-

ñòîñîâóþ÷è (6.1.3) äî z, àáè îá÷èñëèòè ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ a and b. Öå

ïîòðåáó¹ äâi äîäàòêîâi ôîðìóëè

π(e)(zp) =
γp − 1

γ − 1
azp+r−1 =

γp − 1

γ − 1
zp−1π(e)(z), (7.2.11)

π(f)(zp) =
γ−p − 1

γ − 1
bzp+1−r =

γ−p − 1

γ − 1
zp−1π(f)(z), (7.2.12)

p ∈ Z, ÿêi ëåãêî äîâîäÿòüñÿ. Ìà¹ìî

π(ef)(z) = π(e)(bz2−r) = b
γ2−r − 1

γ − 1
z1−rπ(e)(z) = ab

γ2−r − 1

γ − 1
z,

π(fe)(z) = π(f)(azr) = a
γ−r − 1

γ − 1
zr−1π(f)(z) = ab

γ−r − 1

γ − 1
z,

çâiäêè

π(ef − fe)(z) = ab
γ2−r − γ−r

γ − 1
z = abγ−r(γ + 1)z.

Ç iíøîãî áîêó,

π(k− k−1)

q − q−1
(z) =

γ − γ−1

q − q−1
z =

γ−1(γ2 − 1)

q − q−1
z.

Òàêèì ÷èíîì, îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ abγ−r(γ+1) = γ−1(γ2−1)
q−q−1 , çâiäêè, ç îãëÿäó

íà (7.2.10), âèâîäèìî ab = q2(γ−1)
q−q−1 . Îòæå, îòðèìó¹ìî ïåðøå ñiìåéñòâî ñèìå-

òðié ç òâåðäæåííÿ (1) Ëåìè. Íàâåäåíèé âèùå àðãóìåíò ïîêàçó¹, ùî ó âè-

ïàäêó, ÿêèé ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàðàç (π(k)(z) = γz, π(e)(z) 6= 0), íå iñíó¹ íiÿêèõ

iíøèõ ñèìåòðié. Ç iíøîãî áîêó, ïðîñòà ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî òi ôîðìóëè

ïðîïóñêàþòüñÿ ÷åðåç óñi ñïiââiäíîøåííÿ (7.2.1), (7.2.2), (6.1.1) � (6.1.3), i

òîìó çàäàþòü ñiìåéñòâî êîðåêòíî âèçíà÷åíèõ Uq (sl2)-ñèìåòðié íà C[z±1].
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Ðîçãëÿíåìî îêðåìî âèïàäîê π(e)(z) = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî π(e) òîòî-

æíî äîðiâíþ¹ íóëþ íà C[z±1]. Çàñòîñîâóþ÷è çíîâó (6.1.3) äëÿ z, äîõîäèìî

âèñíîâêó, ùî íàðàçi γ = ±1. Çâè÷àéíî, π(f) ≡ 0 ó öüîìó âèïàäêó, îñêiëü-

êè (ñïiââiäíîøåííÿ, ïîäiáíå äî) (7.2.10) íå âèêîíó¹òüñÿ. Òàêèì ÷èíîì, ìè

îäåðæó¹ìî äâi äîäàòêîâi ñèìåòði¨, ÿê ó Ëåìi (1); êîðåêòíiñòü ¨õ âèçíà÷åííÿ

ìîæå áóòè ëåãêî ïåðåâiðåíà.

Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî içîìîðôiçìè äié ç îäíèì i òèì æå γ òà ðiçíèìè

a çàäà¹òüñÿ ÿê Ψ(z) = αz äëÿ ïåâíîãî α. Içîìîðôiçì äié, ùî âiäïîâiäàþòü γ

òà γ−1, âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê Ψ(z) = z−1. Öèì âè÷åðïó¹òüñÿ äiÿ ãðóïè àâòîìîð-

ôiçìiâ íà ïðîñòîði ïàðàìåòðiâ ñèìåòðié, îòæå íåìà¹ iíøèõ içîìîðôiçìiâ

ìiæ ñèìåòðiÿìè.

2). Íåõàé π(k)(z) = γz−1.

Âíàñëiäîê ïðÿìîãî îá÷èñëåííÿ ìà¹ìî π(k)2 = id, çâiäêè

π(e) = π(k2e) = q4π(ek2) = q4π(e),

òîáòî π(e) ≡ 0. Àíàëîãi÷íå ìiðêóâàííÿ äîâîäèòü, ùî π(f) ≡ 0. Òàêèì

÷èíîì, (6.1.3) çàäîâiëüíÿ¹òüñÿ.

Içîìîðôiçì ìiæ ñèìåòðiÿìè ç ðiçíèìè γ çàäà¹òüñÿ ÿê Ψ(z) = αz äëÿ

ïåâíîãî α. �

Òâåðäæåííÿ 7.2.2. Íå iñíó¹ Uq(sl2)-ñèìåòði¨ íà Cq[x±1, y±1], ó ÿêié k äi¹

àâòîìîðôiçìîì ϕσ,α,β òàêèì, ùî ìàòðèöÿ σ ìà¹ âëàñíi çíà÷åííÿ λ = µ =

1 òà îäíîâèìiðíèé âëàñíèé ïiäïðîñòið.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî òàêà ñèìåòðiÿ π iñíó¹. ßñíî, ùî âëàñíèé

âåêòîð
(
v1

v2

)
äëÿ σ ìîæå áóòè îáðàíèé òàêèì ÷èíîì, ùî v1, v2 ¹ âçà¹ìíî

ïðîñòi öiëi ÷èñëà. Íåõàé u1, u2 ¹ òàêi öiëi, ùî u1v1 + u2v2 = 1. Ðîçãëÿíåìî

ìàòðèöþ θ =

(
v1 −u2

v2 u1

)
∈ SL(2,Z) ðàçîì ç àâòîìîðôiçìîì Φ = ϕθ,1,1

àëãåáðè Cq[x±1, y±1] ÿê ó (7.2.3). Ó âiäïîâiäíié içîìîðôíié ñèìåòði¨ òâiðíà

Êàðòàíà k äi¹ àâòîìîðôiçìîì Φ−1 ◦ π(k) ◦Φ ÿê ó (7.2.3) ç ìàòðèöåþ θ−1σθ,

ÿêà ìà¹ âèãëÿä

(
1 l

0 1

)
äëÿ ïåâíîãî l ∈ Z \ {0}. Òàêèì ÷èíîì, ìè ìîæåìî
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ïðèïóñòèòè, ùî σ ñàìà ìà¹ òàêèé âèãëÿä.

Âíàñëiäîê (7.2.3), ìà¹ìî π(k)(x) = αx, π(k)(y) = βxly äëÿ ïåâíèõ

α, β ∈ C \ {0}. Íåõàé π(e)(x) =
∑
i,j

aijx
iyj. Ïðÿìi îá÷èñëåííÿ, ÿêi âèêîðè-

ñòîâóþòü ñïiââiäíîøåííÿ

(xrys)i = q
i(i−1)

2 rsxriysi, i, r, s ∈ Z,

ïîêàçóþòü, ùî

q2π(ek)(x) = q2α
∑
i,j

aijx
iyj, (7.2.13)

π(ke)(x) =
∑
i,j

aijα
iβjq

j(j−1)
2 lxi+ljyj. (7.2.14)

Îñêiëüêè l 6= 0, ïîðiâíÿííÿ (7.2.13) òà (7.2.14) äåìîíñòðó¹, ùî êî-

ëè aij 6= 0 äëÿ ïåâíèõ i, j ç j 6= 0, òî (6.1.2) íå çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ. Òàêèì

÷èíîì, ìè îäåðæó¹ìî, ùî π(e)(x) ∈ C[x±1]. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî

π(f)(x) ∈ C[x±1]. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî äiÿ π àëãåáðè Uq(sl2) çàëèøà¹ ií-

âàðiàíòîþ ïiäàëãåáðó C[x±1], òàêèì ÷èíîì çàäàþ÷è Uq(sl2)-ñèìåòðiþ íà

C[x±1]. Âíàñëiäîê Ëåìè 7.2.1, íàì íåîáõiäíî ðîçãëÿíóòè äâà âèïàäêè.

(A). Íåõàé αr−1 = q2 äëÿ ïåâíîãî r ∈ Z i a ∈ C \ {0} òàêå, ùî

π(e)(x) =
a

q2 − 1
xr; π(f)(x) = q3(α− 1)a−1x2−r.

Ïîêëàäàþ÷è π(f)(y) =
∑
i,j

dijx
iyj, ìè îá÷èñëþ¹ìî, âèêîðèñòîâóþ÷è (7.2.12):

q−2π(fk)(y) = βq−2π(f)(xly) = βq−2π(f)(xl)y + βq−2π(k)−1(xl)π(f)(y) =

= β(α−l − 1)qa−1xl−r+1y + βα−lq−2xlπ(f)(y) =

= β(α−l − 1)qa−1xl−r+1y + βα−lq−2
∑
i,j

dijx
i+lyj; (7.2.15)

π(kf)(y) =
∑
i,j

dijα
iβjq

j(j−1)
2 lxi+ljyj. (7.2.16)

Îñêiëüêè l 6= 0, ïîðiâíÿííÿ (7.2.15) òà (7.2.16) äåìîíñòðó¹, ùî, êîëè dij 6= 0

äëÿ ïåâíèõ i, j ç j 6= 1, òî (6.1.2) íå âèêîíó¹òüñÿ. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî

π(f)(y)x = qxπ(f)(y). (7.2.17)
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Âèêîðèñòà¹ìî (7.2.17) òà (7.2.12) äëÿ îá÷èñëåííÿ

0 = π(kf − q−2fk)(y) = π(kf)(y)− q−2βπ(f)(xl)y− q−2βπ(k)−1(xl)π(f)(y) =

= π(kf)(y)− q−2β
α−l − 1

α− 1
xl−1π(f)(x)y − q−2βα−lxlπ(f)(y),

çâiäêè

π(kf)(y)− q−2α−lβxlπ(f)(y)− q−2β
α−l − 1

α− 1
xl−1π(f)(x)y = 0. (7.2.18)

Äàëi, çàñòîñóâàííÿ (7.2.17) i ÿâíèé âèãëÿä π(f)(x) ó íàøîìó âèïàäêó

äà¹

0 = π(f)(yx− qxy) =

= π(f)(y)x+ π(k)−1(y)π(f)(x)− qπ(f)(x)y − qπ(k)−1(x)π(f)(y) =

= q(1− α−1)xπ(f)(y) + q2−rαlβ−1x−lπ(f)(x)y − qπ(f)(x)y,

çâiäêè

π(f)(y) +
α

α− 1

(
q1−rαlβ−1x−l−1 − x−1

)
π(f)(x)y = 0. (7.2.19)

Íàì ïîòðiáíi äâà ïîõiäíi ñïiââiäíîøåííÿ. Ïåðøèì ¹ −π(k), çàñòîñîâà-

íå äî (7.2.19):

−π(kf)(y) +
αq−2

α− 1

(
βxl−1 − q1−rx−1

)
π(f)(x)y = 0. (7.2.20)

Äðóãå ïîõiäíå ñïiââiäíîøåííÿ � öå ïðîñòî (7.2.19), ïîìíîæåíå çëiâà íà

q−2α−lβxl:

q−2α−lβxlπ(f)(y) +
αq−2

α− 1

(
q1−rx−1 − α−lβxl−1

)
π(f)(x)y = 0. (7.2.21)

Íàðåøòi, çíàõîäèìî ñóìó (7.2.18), (7.2.20), òà (7.2.21) i îäåðæó¹ìî:

βq−2

α− 1
(1 + α)

(
1− α−l

)
xl−1π(f)(x)y = 0.

Îñêiëüêè Cq[x±1, y±1] ¹ îáëàñòþ öiëiñíîñòi, äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî ïðè-

íàéìíi îäèí ç ïîñòiéíèõ ìíîæíèêiâ ó öüîìó äîáóòêó ïîâèíåí äîðiâíþâàòè

íóëþ. Ïðîòå, ó âèïàäêó (A), ùî ìè ðîçãëÿäà¹ìî, öå íåìîæëèâî. Îòæå,

îäåðæó¹ìî ñóïåðå÷íiñòü.
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(B). Íåõàé α = ±1, π(e)(x) = π(f)(x) = 0. Ìà¹ìî

0 = π(e)(yx− qxy) = π(e)(y)π(k)(x)− qxπ(e)(y) = απ(e)(y)x− qxπ(e)(y),

çâiäêè π(e)(y)x = α−1qxπ(e)(y). Öå êâàçi-êîìóòàöiéíå ñïiââiäíîøåííÿ ìî-

æëèâå ëèøå ÿêùî π(e)(y) = ϕyp äëÿ ïåâíèõ ϕ ∈ C[x±1], p ∈ Z.
Ó âèïàäêó α = −1 öå íåìîæëèâî, òîìó ùî òîäi á ìè ìàëè qp−1 = −1.

Ç îñòàííüîãî âèïëèâà¹, ùî p − 1 6= 0 òà q2(p−1) = 1, ùî ñóïåðå÷èòü íàøèì

ïðèïóùåííÿì ùîäî q.

Çàëèøà¹òüñÿ ïðèïóñòèòè, ùî α = 1. Ó öüîìó âèïàäêó p = 1, i ìà¹ìî

π(e)(y) = ϕy, π(k)(ϕ) = ϕ, i òîìó

0 = π(ke− q2ek)(y) = π(k)(ϕ)βxly − q2βπ(e)(xly) = βxlϕy − q2βxlϕy,

çâiäêè β(1 − q2)xlϕy = 0. Öå îçíà÷à¹ ϕ = 0, òîìó π(e)(y) = 0. Îòæå,

π(e) òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ íà Cq[x±1, y±1]. Îñêiëüêè π(k)(y) 6= π(k)−1(y),

ìè áà÷èìî, ùî (6.1.3), çàñòîñîâàíå äî y, íå âèêîíó¹òüñÿ. Îòæå, îäåðæó¹ìî

îñòàòî÷íó ñóïåðå÷íiñòü, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ Òåîðåìè. �

(i-2) Ïðèïóñòèìî, ùî trσ = 1. Öå îçíà÷à¹, ùî λ = 1
2 + i

√
3

2 , µ = 1
2− i

√
3

2 .

Çîêðåìà, ìàòðèöÿ σ ìà¹ cêií÷åííèé ïîðÿäîê, òî÷íiøå σ6 = I. Îòæå, òå æ

ñàìå ìà¹ ìiñöå i äëÿ âiäïîâiäíîãî àâòîìîðôiçìó Cq[x±1, y±1] ÿê ó (7.2.3) ç

α = β = 1. Ïðîòå, ìè ïîòðåáó¹ìî áiëüø òîíêå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 7.2.3. Ïðèïóñòèìî çàäàíèìè äîâiëüíó ïàðó (α, β) ∈ (C∗)2 òà ìà-

òðèöþ σ ∈ SL(2,Z) ç âëàñòèâîñòÿìè, ùî ïåðåðàõîâàíi ó ïiä-âèïàäêó (i-2)

à òàêîæ i â ïiä-âèïàäêàõ (i-3), (i-4) íèæ÷å. Òîäi àâòîìîðôiçì ϕσ,α,β àëãå-

áðè Cq[x±1, y±1], ùî âèçíà÷åíèé (7.2.3), ìà¹ ñêií÷åííèé ïîðÿäîê, áiëüøèé

íiæ 2.

Äîâåäåííÿ. Ëåãêå îá÷èñëåííÿ äà¹ det(σ − I) = 2 − trσ = 1, îòæå

îáåðíåíà ìàòðèöÿ (σ − I)−1 ìà¹ öiëi åëåìåíòè. Òàêèì ÷èíîì, îäåðæó¹ìî

êîðåêòíî âèçíà÷åíó ïàðó (α′, β′) = (σ − I)(α, β)(σ − I)−1 ∈ (C∗)2 ÿê ó

(7.2.4). Íàðàçi ïðîñòå îá÷èñëåííÿ ïîêàçó¹, ùî ó ãðóïi Aut(Cq[x±1, y±1]) ìà¹

ìiñöå ñïðÿæåííÿ (α′, β′)−1σ(α′, β′) = (α, β)σ. Çâiäñè âèïëèâà¹ ϕ6
σ,α,β = id,
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ùî äîâîäèòü Ëåìó ó öüîìó ïiä-âèïàäêó (i-2). ßê ñòàíå ÿñíî ó ïîäàëüøîìó,

ó ïiä-âèïàäêàõ (i-3), (i-4) öå äîâåäåííÿ ïîòðåáó¹ ëèøå íåçíà÷íèõ çìií. �

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî π � ñèìåòðiÿ, ÷èÿ ìàòðèöÿ σ çàäîâîëüíÿ¹ âëà-

ñòèâîñòÿì, ùî ïåðåðàõîâàíi ó ïiä-âèïàäêó (i-2). Âíàñëiäîê (6.1.2) ìà¹ìî

k6ek−6 = q12e. Ç Ëåìè 7.2.3 âèïëèâà¹, ùî π(k)6 = id, îòæå q12π(e) = π(e).

Îñêiëüêè q íå ¹ êîðåíåì ç 1, π(e) òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ. Ïîäiáíi ìiðêó-

âàííÿ âñòàíîâëþþòü òàêîæ, ùî π(f) ≡ 0.

Çàñòîñó¹ìî π äî (6.1.3). Íàâåäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ ïîêàçóþòü, ùî ìè

îäåðæó¹ìî íóëü ó ëiâié ÷àñòèíi. Àëå öå íå òàê ó ïðàâié ÷àñòèíi, òîìó ùî

π(k) 6≡ π(k)−1, áî ç Ëåìè 7.2.3 ìè çíà¹ìî, ùî ïîðÿäîê π(k) áiëüøèé, íiæ 2.

Ñóïåðå÷íiñòü, îäåðæàíà ó òàêèé ñïîñiá, äîâîäèòü, ùî íå iñíó¹ ñèìåòði¨ ç

ìàòðèöåþ σ ÿê ó ïiä-âèïàäêó (i-2).

(i-3) Ïðèïóñòèìî, ùî trσ = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî λ = i, µ = −i. Ìàòðèöÿ

σ ìà¹ ïîðÿäîê 4, σ4 = I, îòæå ϕ4
σ,1,1 = id.

Äëÿ äîâåäåííÿ Ëåìè 7.2.3 ó öüîìó ïiä-âèïàäêó, çàçíà÷èìî ñïî÷àòêó,

ùî ïiäãðóïà T ⊂ (C∗)2 ⊂ Aut(Cq[x±1, y±1]), óòâîðåíà ïàðàìè (r, s) ç

r, s = ±1, ¹ íîðìàëüíîþ â Aut(Cq[x±1, y±1]), ÿê öå ìîæíà ïîáà÷èòè ç (7.2.4).

Îòæå, ïiäãðóïà ãðóïè Aut(Cq[x±1, y±1]), ãåíåðîâàíà T òà σi, i = 0, 1, 2, 3, ¹

ñêií÷åííîþ.

Ó öüîìó ïiä-âèïàäêó ìà¹ìî det(σ−I) = 2−trσ = 2, îòæå (σ−I)σ′ = 2I

äëÿ ïåâíî¨ ìàòðèöi σ′ ç öiëèìè åëåìåíòàìè. Îñêiëüêè (äðóãà ðiâíiñòü ó)

(7.2.4) çàäà¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíó äiþ ïîëóãðóïè ìàòðèöü ç öiëèìè åëåìåí-

òàìè íà (C∗)2, äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè (α, β) ∈ (C∗)2

(α, β)(σ−I)σ′ =
(

(α, β)σ
′
)(σ−I)

= (α, β)2.

Ïiñëÿ ïåðåõîäó äî êâàäðàòíèõ êîðåíiâ, ìà¹ìî(
(α′, β′)σ

′
)(σ−I)

= (r, s)(α, β),

äëÿ ïåâíèõ α′, β′, r, s òàêèõ, ùî α′2 = α, β′2 = β; r, s ∈ {−1, 1}. Ïîêëàäåìî
(α′′, β′′)

def
= (α′, β′)σ

′
. Ïðîñòi îá÷èñëåííÿ ïîêàçóþòü, ùî ìà¹ ìiñöå ñïðÿæåí-

íÿ (α′′, β′′)−1(r, s)σ(α′′, β′′) = (α, β)σ. Ç âèêëàäåíèõ âèùå ìiðêóâàíü, (r, s)σ
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ìà¹ ñêií÷åííèé ïîðÿäîê ÿê åëåìåíò ñêií÷åííî¨ ïiäãðóïè, îòæå òå æ ñàìå

ñïðàâåäëèâî òàêîæ äëÿ ñïðÿæåíîãî åëåìåíòà (α, β)σ. Öåé ïîðÿäîê íå ìî-

æå áóòè ìåíøèì çà ïîðÿäîê ïðîåêöi¨ σ íà SL(2,Z), ùî ¹ 4. Öå äîâîäèòü

Ëåìó 7.2.3. Çàëèøà¹òüñÿ ïðîäîâæèòè òàê ñàìî, ÿê ó âèïàäêó (i-2), òà äiéòè

âèñíîâêó, ùî íå iñíó¹ ñèìåòðié ç ìàòðèöåþ σ ÿê ó ïiä-âèïàäêó (i-3).

(i-4) Íåõàé trσ = −1. Öå îçíà÷à¹, ùî λ = −1
2 + i

√
3

2 , µ = −1
2 − i

√
3

2 .

Ìàòðèöÿ σ ìà¹ ïîðÿäîê 3, σ3 = I, îòæå ϕ3
σ,1,1 = id.

Äëÿ äîêàçó Ëåìè 7.2.3 ó öüîìó ïiä-âèïàäêó, çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî

ïiäãðóïà T ⊂ (C∗)2 ⊂ Aut(Cq[x±1, y±1]), óòâîðåíà ïàðàìè (r, s) ç r, s = ζ i,

ζ = −1
2 + i

√
3

2 , i = 0, 1, 2, ¹ íîðìàëüíîþ â ãðóïi Aut(Cq[x±1, y±1]), ÿê öå

ìîæíà ïîáà÷èòè ç (7.2.4). Òàêèì ÷èíîì, ïiäãðóïà ãðóïè Aut(Cq[x±1, y±1]),

ãåíåðîâàíà T òà σi, i = 0, 1, 2, ¹ ñêií÷åííîþ.

Ó öüîìó ïiä-âèïàäêó ìà¹ìî det(σ − I) = 2 − trσ = 3, îòæå (σ −
I)σ′ = 3I äëÿ ïåâíî¨ ìàòðèöi σ′ ç öiëèìè åëåìåíòàìè. Îñêiëüêè (äðóãå

ðiâíÿííÿ â) (7.2.4) çàäà¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíó äiþ íàïiâãðóïè ìàòðèöü ç

öiëèìè åëåìåíòàìè íà (C∗)2, äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè

(α, β) ∈ (C∗)2

(α, β)(σ−I)σ′ =
(

(α, β)σ
′
)(σ−I)

= (α, β)3.

Ïåðåõîäÿ÷è äî êóái÷íèõ êîðåíiâ, îäåðæó¹ìî(
(α′, β′)σ

′
)(σ−I)

= (r, s)(α, β),

äëÿ ïåâíèõ α′, β′, r, s òàêèõ, ùî α′3 = α, β′3 = β; r, s ∈ {ζ i, i = 0, 1, 2}.
Ïîêëàäà¹ìî (α′′, β′′)

def
= (α′, β′)σ

′
. Îá÷èñëåííÿ ïîêàçóþòü, ùî ìà¹ìî ñïðÿæå-

ííÿ (α′′, β′′)−1(r, s)σ(α′′, β′′) = (α, β)σ. Ç íàâåäåíèõ âèùå ìiðêóâàíü, (r, s)σ

ìà¹ ñêií÷åííèé ïîðÿäîê ÿê åëåìåíò ñêií÷åííî¨ ïiäãðóïè, îòæå òå æ ñàìå

ñïðàâåäëèâî äëÿ ñïðÿæåíîãî åëåìåíòà (α, β)σ. Öåé ïîðÿäîê íå ìîæå áóòè

ìåíøèì âiä ïîðÿäêó ïðîåêöi¨ σ íà SL(2,Z), ÿêèé ¹ 3. Öå äîâîäèòü Ëå-

ìó 7.2.3. Çàëèøà¹òüñÿ ïðîäîâæèòè òàê ñàìî, ÿê ó ïiä-âèïàäêó (i-2), àáè

çðîáèòè âèñíîâîê, ùî íå iñíó¹ ñèìåòðié ç ìàòðèöåþ σ ÿê ó ïiä-âèïàäêó

(i-4).

(i-5) Ïðèïóñòèìî, ùî trσ = −2. Öå îçíà÷à¹, ùî λ = µ = −1, îòæå
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àáî σ = −I, àáî σ ñïðÿæåíà áëîêó Æîðäàíà, òîáòî ¨¨ âëàñíèé ïiäïðîñòið

îäíîâèìiðíèé.

Òåîðåìà 7.2.4. Iñíó¹ äâîïàðàìåòðè÷íå (α, β ∈ C∗) ñiìåéñòâî Uq(sl2)-

ñèìåòðié íà Cq[x±1, y±1], ùî âiäïîâiäà¹ ìàòðèöi σ = −I:

π(k)(x) = α−1x−1; π(k)(y) = β−1y−1; (7.2.22)

π(e)(x) = 0; π(e)(y) = 0; (7.2.23)

π(f)(x) = 0; π(f)(y) = 0. (7.2.24)

Öå ñêëàäà¹ ïîâíèé ïåðåëiê ñèìåòðié ç σ = −I. Çàçíà÷åíi ñèìåòði¨ óñi
içîìîðôíi, çîêðåìà òàêié iç α = β = 1.

Äîâåäåííÿ. Ðóòèííà ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî äiÿ (7.2.22) � (7.2.24) ïðî-

ïóñêà¹òüñÿ ÷åðåç óñi ñïiââiäíîøåííÿ (7.2.1), (7.2.2) ó Cq[x±1, y±1] òà (6.1.1)

� (6.1.3) ó Uq(sl2). Öå îçíà÷à¹, ùî öÿ äiÿ ¹ äiéñíî Uq(sl2)-ñèìåòði¹þ.

Àáè ïîáà÷èòè, ùî íåìà¹ iíøèõ ñèìåòðié ç σ = −I, âiçüìåìî äî óâàãè,
ùî α òà β ¹ äîâiëüíi íåíóëüîâi êîìïëåêñíi ÷èñëà, îòæå (7.2.22) âè÷åðïó¹ óñi

ìîæëèâîñòi äëÿ äi¨ òâiðíî¨ k àâòîìîðôiçìîì (äèâ. (7.2.3)). Ùîäî äi¨ e òà

f, âiäìiòèìî, ùî π(k)2 = id (ïðÿìå îá÷èñëåííÿ). Îòæå ç îãëÿäó íà (6.1.2)

ìà¹ìî π(e) = π(k2ek−2) = q4π(e). Îñêiëüêè q íå ¹ êîðåíåì ç 1, ìà¹ìî, ùî

π(e) ≡ 0. Àíàëîãi÷íî, π(f) ≡ 0.

Ïåðåâiðèìî, ùî óñi ñèìåòði¨, ïåðåëi÷åíi ó Òåîðåìi, içîìîðôíi.

Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèìåòði¨ ç π(k), ùî äi¹ àâòîìîðôiçìîì (α, β)(−I) ∈
Aut(Cq[x±1, y±1]) òà äîâiëüíîãî àâòîìîðôiçìó A = (µ, ν)τ , τ ∈ SL(2,Z),

(µ, ν) ∈ (C∗)2, ìà¹ìî A(α, β)(−I)A−1 = (µ2, ν2)(α, β)τ(−I). Î÷åâèäíî, ùî

âiäïîâiäíèé âèáið (µ, ν), τ ðîáèòü îñòàííié ñïðÿæåíèé àâòîìîðôiçì òàêèì,

ùî ñïiâïàäà¹ ç (−I). �

Çàóâàæåííÿ. Õî÷à äi¨ òâiðíî¨ k ó ñèìåòðiÿõ ç Òåîðåìè 7.2.4 íå çâî-

äÿòüñÿ äî ìíîæåííÿ x, y íà âàãîâi êîíñòàíòè ÿê ó [39], âiäïîâiäíi Uq(sl2)-

ìîäóëi ¹ âàãîâèìè. À ñàìå, áàçà âàãîâèõ âåêòîðiâ ó Cq[x±1, y±1] ìà¹ âèãëÿä

{1}∪ {uij = αiβjxiyj + x−iy−j| i, j > 0}∪ {vij = αiβjxiyj − x−iy−j| i, j > 0},

i ïðè öüîìó π(k)(1) = 1, π(k)(uij) = uij, π(k)(vij) = −vij.
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Òâåðäæåííÿ 7.2.5. Íå iñíó¹ Uq(sl2)-ñèìåòðié íà Cq[x±1, y±1], äëÿ ÿêèõ

k äi¹ àâòîìîðôiçìîì ϕσ,α,β ç ìàòðèöåþ σ, ùî ìà¹ âëàñíi çíà÷åííÿ λ =

µ = −1 òà îäíîâiìèðíèé âëàñíèé ïðîñòið.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî òàêà ñèìåòðiÿ π iñíó¹. Ìîæíà çàñòîñó-

âàòè òîé æå àðãóìåíò, ùî é íà ïî÷àòêó äîâåäåííÿ Òâåðäæåííÿ 7.2.2, àáè

îáãðóíòóâàòè ìîæëèâiñòü îáìåæèòèñÿ îêðåìèì âèïàäêîì σ =

(
−1 l

0 −1

)
äëÿ ïåâíîãî l ∈ Z \ {0}.

Âíàñëiäîê (7.2.3) ìà¹ìî, ùî π(k)(x) = αx−1, π(k)(y) = βxly−1 äëÿ

ïåâíèõ α, β ∈ C \ {0}. Íåõàé π(e)(x) =
∑
i,j

aijx
iyj. Ïðÿìå îá÷èñëåííÿ, ùî

âèêîðèñòîâó¹ (7.2.6), ïîêàçó¹, ùî

q2π(ek)(x) = −
∑
i,j

qj+2aijx
iyj, (7.2.25)

π(ke)(x) =
∑
i,j

aijα
iβjq−

j(j−1)
2 lx−i+ljy−j. (7.2.26)

Ïîðiâíÿ¹ìî (7.2.25) i (7.2.26). Ïðèðiâíþþ÷è êîåôiöi¹íòè ïðè xi, i x−i, âiä-

ïîâiäíî, i ∈ Z, j = 0, ìà¹ìî:

−q2ai0 = a−i,0α
−i, −q2a−i,0 = ai0α

i.

Äîáóòîê äâîõ îñòàííiõ ñïiââiäíîøåíü ¹ q4ai,0a−i,0 = ai,0a−i,0. Çâiäñè ìà¹ìî

ai,0a−i,0 = 0. Çàâäÿêè ñïiââiäíîøåííÿì âèùå, îäåðæó¹ìî, ùî ai,0 = 0 äëÿ

âñiõ i.

Çàðàç íåõàé j 6= 0. Ïîðiâíÿ¹ìî çíîâó (7.2.25) i (7.2.26) òà, ïðèðiâíþþ÷è

êîåôiöi¹íòè ïðè x−i+ljy−j, îäåðæó¹ìî a−i+lj,−j = −q−
j(j−1)

2 l+j−2αiβjaij. Ùå

îäíà iòåðàöiÿ öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ äà¹

ai−2lj, j = −q−
(−j)(−j−1)

2 l−j−2α−i+ljβ−ja−i+lj,−j = q−j
2l−4αljaij.

Îñêiëüêè l 6= 0, öå îçíà÷à¹, ùî, çà ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî ÿêèéñü aij

ç j 6= 0 ¹ âiäìiííèìè âiä íóëÿ, òîäi íåñêií÷åííî áàãàòî iíøèõ aij ìà¹

áóòè íåíóëüîâèìè. Öå çðîçóìiëèì ÷èíîì íåìîæëèâî, òîìó ùî åëåìåíò
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π(e)(x) =
∑
i,j

aijx
iyj àëãåáðè Cq[x±1, y±1] ó áóäü-ÿêîìó âèïàäêó ¹ ñêií÷åííà

ñóìà ìîíîìiâ. Öå äîâîäèòü, ùî ç j 6= 0, aij = 0 äëÿ âñiõ i ∈ Z.
Îòæå, äîõîäèìî âèñíîâêó ïðî òå, ùî π(e)(x) = 0. Íàðàçi îá÷èñëþ¹ìî

0 = π(e)(yx− qxy) = απ(e)(y)x−1 − qxπ(e)(y),

çâiäêè απ(e)(y)x−1 = qxπ(e)(y). Îñòàíí¹ íå ìîæå âiäáóòèñÿ ç íåíóëüîâèì

π(e)(y), îñêiëüêè ìàêñèìàëüíà ñòóïiíü çà x ìîíîìiâ ó ëiâié ÷àñòèíi íèæ-

÷å, íiæ òàêà ñòóïiíü ó ïðàâié ÷àñòèíi. Òîìó π(e)(y) = 0, i îòæå π(e) ¹

òîòîæíiì íóëåì íà Cq[x±1, y±1]. Ç iíøîãî áîêó, π(k)(y) 6= π(k)−1(y), îòæå

(6.1.3), çàñòîñîâàíå äî y, íå âèêîíó¹òüñÿ. Öÿ ñóïåðå÷íiñòü çàâåðøó¹ äîâå-

äåííÿ Òâåðäæåííÿ. �

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê (ii).

Òâåðäæåííÿ 7.2.6. Íå iñíó¹ Uq(sl2)-ñèìåòðié íà Cq[x±1, y±1], ó ÿêèõ k

äi¹ àâòîìîðôiçìîì ϕσ,α,β, äå ìàòðèöÿ σ ìà¹ âëàñíi çíà÷åííÿ λ, µ ∈ R \
{−1, 1}.

Äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî Òâåðäæåííÿ ìè ïîòðåáó¹ìî äåÿêèõ ñïîñòåðå-

æåíü. Ïî-ïåðøå, äëÿ çàäàíî¨ ñèìåòði¨ π, ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

π(e)(x) =
∑
i,j

aijx
iyj, π(e)(y) =

∑
i,j

bijx
iyj. (7.2.27)

Òóò, çâè÷àéíî, ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü aij, bij ¹ íåíóëüîâèìè. Íåõàé D ={(
i
j

)
∈ Z2 : aij 6= 0

}
, E =

{(
i
j

)
∈ Z2 : bij 6= 0

}
.

Iíäóêöiéíèé àðãóìåíò äîçâîëÿ¹ âèâåñòè ñïiââiäíîøåííÿ

π(e)(xp) =

p−1∑
r=0

xp−1−rπ(e)(x)π(k)(x)r,

äëÿ öiëèõ p > 0, ðàçîì ç ïîäiáíîþ, àëå òðîõè âiäìiííîþ ôîðìóëîþ äëÿ

p < 0 (çàâäÿêè (7.2.6)):

π(e)(xp) = −
−p−1∑
r=0

xp+rπ(e)(x)π(k)(x)−r−1.
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Ìîæíà îá'¹äíàòè öi äâi ôîðìóëè i îäåðæàòè óíiâåðñàëüíó ôîðìóëó

äëÿ âñiõ p ∈ Z \ {0}, ÿêà, îäíàê, íå âðàõîâó¹ êîíêðåòíi çíà÷åííÿ ïîñòiéíèõ
ìíîæíèêiâ ïðè ìîíîìàõ. Òî÷íiøå, ìè ìà¹ìî

π(e)(xp) =
∑

(ij)∈D

max{0,p}−1∑
r=min{0,p}

const(i, j, p, r, k,m)xp−1−r+i+rkyj+rm, (7.2.28)

äå k i m âèçíà÷àþòüñÿ äi¹þ òâiðíî¨ k ÿê ó (7.2.3), êîíñòàíòè aij ¹ ÿê ó

(7.2.27), òà óñi êîíñòàíòè const(. . .) ¹ íåíóëüîâèìè. Öÿ ôîðìóëà ñòàíå ó

íàãîäi â ïîäàëüøîìó, êîëè ìè îá÷èñëþâàòèìåìî ñóìè ìîíîìiâ ïî ìîäóëþ

ïîñòiéíèõ ìíîæíèêiâ.

Ïîäiáíî äî öüîãî, ìà¹ìî

π(e)(yp) =

p−1∑
r=0

yp−1−r(π(e)y)(π(k)y)r,

äëÿ öiëèõ p > 0, òà

π(e)(yp) = −
−p−1∑
r=0

yp+r(π(e)y)(π(k)y)−r−1,

äëÿ p < 0.

Çíîâó. îñòàííi äâi ôîðìóëè ìîæíà ñêîìáiíóâàòè äëÿ îòðèìàííÿ óíi-

âåðñàëüíî¨ ôîðìóëè äëÿ óñiõ p ∈ Z \ {0}, ïîäiáíî äî (7.2.28):

π(e)(yp) =
∑

(ij)∈E

max{0,p}−1∑
r=min{0,p}

const(i, j, p, r, l, n)xi+rlyp−1−r+j+rn, (7.2.29)

äå l òà n âèçíà÷àþòü äiþ k ÿê ó (7.2.3), êîíñòàíòè bij ¹ ÿê ó (7.2.27), òà óñi

êîíñòàíòè const(. . .) íåíóëüîâi.

Iíøå ñïîñòåðåæåííÿ ïîâ'ÿçàíî ç êîíêðåòíîþ ôîðìîþ (öiëèõ) åëåìåí-

òiâ ìàòðèöi

σN =

(
a(N) b(N)

c(N) d(N)

)
.

Íåõàé λ, λ−1 � äiéñíi âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi σ ÿê ó ôîðìóëþâàííi
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Òâåðäæåííÿ 7.2.6, |λ| > 1, òîäi

σN = Φ

(
λN 0

0 λ−N

)
Φ−1

äëÿ ïåâíî¨ îáîðîòíî¨ êîìïëåêñíî¨ ìàòðèöi Φ òà N ∈ Z. Ïðîñòå îá÷èñëåííÿ
ïîêàçó¹, ùî

σN =

(
aλN + a′λ−N bλN + b′λ−N

cλN + c′λ−N dλN + d′λ−N

)
,

äëÿ ïåâíèõ a, a′, b, b′, c, c′, d, d′ ∈ C. Ïiäñòàâèìî N = 0; îñêiëüêè σ0 = I, ìè

çíàõîäèìî, ùî íàñïðàâäi

σN =

(
aλN + (1− a)λ−N b(λN − λ−N)

c(λN − λ−N) dλN + (1− d)λ−N

)
.

Çðåøòîþ, îá÷èñëþþ÷è detσN , ùî äîðiâíþ¹ 1, ìè çíàõîäèìî, ùî ad−bc = 0

òà d = 1− a.
Çàçíà÷èìî, ùî çà óìîâ Òâåðäæåííÿ 7.2.6 b 6= 0. Äiéñíî, êîëè b = 0,

òîäi ad = 0, îòæå àáî a = 0 àáî a = 1. Â îáèäâîõ âèïàäêàõ σ ñòàíîâèòü

òðèêóòíó ìàòðèöþ ç äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè λ, λ−1. Îñêiëüêè âîíè ¹

öiëèìè, ìà¹ìî λ = ±1, ùî íå ¹ íàø âèïàäîê.

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì âèâîäèìî, ùî c 6= 0, a 6= 0, a 6= 1.

Îòæå, ìà¹ìî c = a(1−a)
b , i òîìó

σN =

(
a(N) b(N)

c(N) d(N)

)
=

(
aλN + (1− a)λ−N b(λN − λ−N)
a(1−a)

b (λN − λ−N) (1− a)λN + aλ−N

)
. (7.2.30)

Äîâåäåííÿ Òâåðäæåííÿ 7.2.6. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, òîáòî iñíó¹

ñèìåòðiÿ π ç âëàñòèâîñòÿìè ÿê ó Òâåðäæåííi 7.2.6. Ìè îáìåæèìîñÿ ðîçãëÿ-

äîì âèïàäêó, êîëè k äi¹ àâòîìîðôiçìîì ϕσ,α,β ç α = β = 1. Â ïîäàëüøîìó,

ñòàíå ÿñíî, ùî öå äîäàòêîâå ïðèïóùåííÿ íå îáìåæó¹ çàãàëüíîñòi. Ïðîòå, öå

îáìåæåííÿ áóäå ìàòèñÿ íà óâàçi, ëèøå ÿêùî ÿâíî íå çàçíà÷åíî ïðîòèëåæíå.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (7.2.3), (6.1.5), (7.2.28), (7.2.29), îá÷èñëþ¹ìî (ïî ìî-

äóëþ íåíóëüîâèõ ïîñòiéíèõ ìíîæíèêiâ ïðè ìîíîìàõ)
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π
(
ekN
)

(x) = π(e)
(
xa(N)yc(N)

)
=

= xa(N)π(e)
(
yc(N)

)
+ π(e)

(
xa(N)

)
π(k)

(
yc(N)

)
=

= xa(N)
∑

(ij)∈E

max{0,c(N)}−1∑
r=min{0,c(N)}

constxi+rb(1)yj+c(N)−1+r(d(1)−1)+

+
∑

(ij)∈D

max{0,a(N)}−1∑
r=min{0,a(N)}

constxi+a(N)−1+r(a(1)−1)yj+rc(1)
(
xb(1)yd(1)

)c(N)

=

=
∑

(ij)∈E

max{0,c(N)}−1∑
r=min{0,c(N)}

constxi+a(N)+rb(1)yj+c(N)−1+r(d(1)−1)+

+
∑

(ij)∈D

max{0,a(N)}−1∑
r=min{0,a(N)}

constxi+a(N)+b(1)c(N)−1+r(a(1)−1)yj+d(1)c(N)+rc(1). (7.2.31)

Ïîñòiéíi ìíîæíèêè òóò âñi íå íóëüîâi. Ó ðàçi, êîëè àáî a(N) = 0, àáî

c(N) = 0, âiäïîâiäíà ñóìà â (7.2.31) ïîâíiñòþ âiäñóòíÿ (äîðiâíþ¹ 0), ùî

óçãîäæó¹òüñÿ ç π(e)(1) = 0. Ç iíøîãî áîêó,

π
(
kNe
)

(x) = π
(
kN
)∑

(ij)∈D

constxiyj

 =

=
∑

(ij)∈D

const
(
xa(N)yc(N)

)i (
xb(N)yd(N)

)j
=

=
∑

(ij)∈D

constxia(N)+jb(N)yic(N)+jd(N), (7.2.32)

ç óñiìà ïîñòiéíèìè ìíîæíèêàìè íåíóëüîâèìè.

Íåõàé ξ =
(
ξ1
ξ2

)
, η =

(
η1

η2

)
� âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi σ, ùî âiäïîâiäàþòü

âëàñíèì çíà÷åííÿì λ òà λ−1, ç |λ| > 1 òà |λ−1| < 1, âiäïîâiäíî. Ìîæíà

ââàæàòè, ùî ξi, ηi äiéñíi, i âñå âêëàäà¹òüñÿ â äiéñíèé âåêòîðíèé ïðîñòið

R2, ðàçîì ç äi¹þ SL(2,Z) íà íüîìó, ùî çàëèøà¹ iíâàðiàíòíîþ ðåøiòêó Z2.
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Âiäìiòèìî, ùî η2

η1
¹ iððàöiîíàëüíèì. Äiéñíî, ÿêùî ïðèïóñòèòè ïðîòè-

ëåæíå, ìîæíà íîðìàëiçóâàòè η òàê, ùî âîíî ðàçîì ç óñiìà σNη ìàþòü öiëi

êîîðäèíàòè, N ∈ Z. Îñêiëüêè îñòàííi âåêòîðè ¹ λ−Nη, ìà¹ìî ñóïåðå÷íiñòü.
Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì, ξ2ξ1 iððàöiîíàëüíå.

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè Φ, Ψ íà äiéñíîìó âåêòîðíîìó ïðî-

ñòîði R2, çàäàíi òàê: Φ(sξ + tη) = s, Ψ(sξ + tη) = t, s, t ∈ R. Íåõàé òàêîæ

Lε =
{
w ∈ R2 : |Ψ(w)| < ε

}
äëÿ ε > 0.

Âiäçíà÷èìî äëÿ ïîäàëüøîãî âèêîðèñòàííÿ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íó âiäïî-

âiäíiñòü constxiyj 7→
(
i
j

)
ìiæ ìîíîìàìè ç Cq[x±1, y±1] ïî ìîäóëþ íåíóëüî-

âèõ ïîñòiéíèõ ìíîæíèêiâ i ïàðàìè öiëèõ ç Z2. ßêùî äèâèòèñÿ íà ðåøiòêó

Z2, òî âíàñëiäîê (6.1.2), òðåáà î÷iêóâàòè, ùî (ñêií÷åííèé) íàáið ïàð öiëèõ,

ùî ïîõîäèòü ç (7.2.31) i ç (7.2.32), ìà¹ áóòè òîé ñàìèé. Àëå öi íàáîðè íà

âèãëÿä äîñèòü ðiçíi. Ùîäî (7.2.32), âiäïîâiäíà ïiäìíîæèíà ó Z2 ⊂ R2 � íå

ùî iíøå, ÿê σND, ùî ìiñòèòüñÿ ó âóçüêié ñòði÷öi Lε, iç ε > 0 ÿê çàâãî-

äíî ìàëèì äëÿ äîñèòü âåëèêîãî N ∈ Z+. Ç iíøîãî áîêó, ìíîæèíà ïàð, ùî

ïîõîäèòü ç (7.2.31), óòâîðåíà äâîìà íàáîðàìè àðèôìåòè÷íèõ ïðîãðåñié

{(
i+ a(N) + rb(1)

j + c(N)− 1 + r(d(1)− 1)

)
:

r ∈ Z, min{0, c(N)} ≤ r < max{0, c(N)}
}
, (7.2.33)

ç
(
i
j

)
∈ E, i{(
i+ a(N) + b(1)c(N)− 1 + r(a(1)− 1)

j + d(1)c(N) + rc(1)

)
:

r ∈ Z, min{0, a(N)} ≤ r < max{0, a(N)}
}
, (7.2.34)

ç
(
i
j

)
∈ D. Ó ðàçi, êîëè àáî a(N) = 0, àáî c(N) = 0, âiäïîâiäíèé íàáið

ïðîãðåñié òðàêòó¹òüñÿ ÿê ïîðîæíié, îñêiëüêè âiäïîâiäíà ñóìà â (7.2.31)

ïîâíiñòþ âiäñóòíÿ (äîðiâíþ¹ 0). Êðîêè öèõ ïðîãðåñié, hE =
(

b(1)
d(1)−1

)
òà

hD =
(
a(1)−1
c(1)

)
, âiäïîâiäíî, íå çàëåæàòü âiä N . Öi âåêòîðè ëiíiéíî íåçàëå-

æíi ÿê ñòîâïöi íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi σ − I.
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Òàêèì ÷èíîì, ¹äèíà ïðîáëåìà â îòðèìàííi áàæàíî¨ ñóïåðå÷íîñòi ïîëÿ-

ãà¹ â ñïîñòåðåæåííi, ùî äåÿêi ïàðè â (7.2.33) òà â (7.2.34) ìîæóòü âèÿâèòèñÿ

òàêèìè, ùî ñïiâïàäàþòü, i òîìó âiäïîâiäíi ìîíîìè â (7.2.31) ìîæóòü íå âè-

æèòè ïiñëÿ ìîæëèâèõ ñêîðî÷åíü.

Ëåìà 7.2.7. Êîæíà ìíîæèíà D òà E ìiñòèòü íå áiëüøå äâîõ åëåìåí-

òiâ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî öþ Ëåìó äëÿ D. Àáñîëþòíî àíàëîãi÷íå ìiðêó-

âàííÿ ìîæå áóòè âèêîðèñòàíå äëÿ E.

Ïîïåðåäí¹ ìiðêóâàííÿ ïðî iððàöiîíàëüíiñòü ìà¹ íàñëiäêîì, ùî âñi çíà-

÷åííÿ Φ
(
i
j

)
,
(
i
j

)
∈ D, ïîïàðíî ðiçíi, òîìó

dΦ = min

{∣∣∣∣Φ(ij
)
− Φ

(
i′

j′

)∣∣∣∣ :

(
i

j

)
6=
(
i′

j′

)
∈ D

}
> 0,

òà ∣∣λN ∣∣ dΦ = min

{∣∣∣∣Φ(ij
)
− Φ

(
i′

j′

)∣∣∣∣ :

(
i

j

)
6=
(
i′

j′

)
∈ σND

}
äëÿ N ∈ Z. Çâè÷àéíî, îñòàííÿ íåðiâíiñòü (dΦ > 0) ïåðåäáà÷à¹ cardD > 1,

îñêiëüêè ïðîòèëåæíå ïðèïóùåííÿ ìà¹ íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ Ëåìè.

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì, ïîêëàäà¹ìî

dΨ = max

{∣∣∣∣Ψ(ij
)
−Ψ

(
i′

j′

)∣∣∣∣ :

(
i

j

)
,

(
i′

j′

)
∈ D

}
.

Íåõàé A = max
{∣∣∣Φ(ij)− Φ

(
i′

j′

)∣∣∣ :
(
i
j

)
,
(
i′

j′

)
∈ D

}
. Îñêiëüêè Ψ(hD) 6= 0,

ìîæíà âèáðàòè ε > 0 òàê, ùî ε < 1
2 |Ψ(hD)|, à ïîòiì âèáåðåìî N > 0 òàê,

ùî σND ⊂ Lε òà ∣∣λN ∣∣ dΦ > A+ (dΨ + 2ε)

∣∣∣∣Φ(hD)

Ψ(hD)

∣∣∣∣+ 1. (7.2.35)

Ðîçãëÿíåìî äðóãó ñóìó â (7.2.31), ùî âiäïîâiäà¹
(
i
j

)
∈ D, ðàçîì ç âiä-

ïîâiäíèì íàáîðîì ïðîãðåñié (7.2.34) â Z2. Çà íàøèì âèáîðîì ε, êîæíà òàêà

ïðîãðåñiÿ ìà¹ íå áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè ïåðåòèíó ç Lε, à îòæå i ç σND. Ìè

ñòâåðäæó¹ìî, ùî íàñïðàâäi âñi ïðîãðåñi¨ ó (7.2.34) ðàçîì ìàþòü íå áiëü-

øå îäíi¹¨ òî÷êè ïåðåòèíó ç σND. Ùîá ïåðåêîíàòèñÿ â öüîìó, ïðèïóñòèìî
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ïðîòèëåæíå, òîáòî äâi ïðîãðåñi¨, ç (7.2.34) ïåðåòèíàþòü σND ó äâîõ ði-

çíèõ òî÷êàõ. Îñêiëüêè êðîêè öèõ ïðîãðåñié îäíàêîâi, öi ïðîãðåñi¨ äèç'þí-

êòíi. Òî÷íiøå êàæó÷è, ìà¹ìî
(
i1
j1

)
,
(
i2
j2

)
∈
(
a(N)+b(1)c(N)−1

d(1)c(N)

)
+ D i r1, r2 ∈ Z ç

min{0, a(N)} ≤ r < max{0, a(N)}, òàêi, ùî(
i1
j1

)
+ r1hD,

(
i2
j2

)
+ r2hD ∈ σND.

Çà öèì ìà¹ìî

dΨ ≥
∣∣∣∣Ψ(i1j1

)
−Ψ

(
i2
j2

)∣∣∣∣ ≥
≥ |r1 − r2||Ψ(hD)| −

∣∣∣∣Ψ((i1j1

)
+ r1hD

)
−Ψ

((
i2
j2

)
+ r2hD

)∣∣∣∣ ≥
≥ |r1 − r2||Ψ(hD)| − 2ε,

çâiäêè |r1 − r2| ≤ dΨ+2ε
|Ψ(hD)| . Öÿ îöiíêà, ðàçîì ç (7.2.35), ìà¹ íàñëiäêîì

A ≥
∣∣∣∣Φ(i1j1

)
− Φ

(
i2
j2

)∣∣∣∣ ≥
≥
∣∣∣∣Φ((i1j1

)
+ r1hD

)
− Φ

((
i2
j2

)
+ r2hD

)∣∣∣∣− |r1 − r2||Φ(hD)| ≥

≥
∣∣λN ∣∣ dΦ −

dΨ + 2ε

|Ψ(hD)|
|Φ(hD)| > A+ 1.

Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìó¹ìî ñóïåðå÷íiñòü, ÿêà äîâîäèòü iñíóâàííÿ íå áiëü-

øå îäíi¹¨ òî÷êè ïåðåòèíó ïðîãðåñié (7.2.34) òà σND äëÿ N îáðàíîãî âèùå

i âñiõ áiëüøèõ N .

Àíàëîãi÷íå ìiðêóâàííÿ, ìîæëèâî ïiñëÿ çìåíøåííÿ ε i çáiëüøåííÿ N ,

äîçâîëÿ¹ âñòàíîâèòè iñíóâàííÿ äîäàòêîâî íå áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè ïåðåòè-

íó ïðîãðåñié (7.2.33) òà σND. Öå äîâîäèòü òâåðäæåííÿ Ëåìè, îñêiëüêè, ç

îãëÿäó íà (6.1.2), îá'¹äíàííÿ òî÷îê ç (7.2.34) òà (7.2.33) ïîâèííå ìiñòèòè

σND. �

Ëåìà 7.2.8. cardD = cardE = 2, i D =
{(

i
j

)
;
(
i
j

)
+ hD

}
, E ={(

i′

j′

)
;
(
i′

j′

)
+ hE

}
äëÿ ïåâíèõ öiëèõ i, j, i′, j′.

Äîâåäåííÿ. Ç îãëÿäó íà Ëåìó 7.2.7, ìè ïîâèííi ðîçãëÿíóòè ñêií÷åííó

êiëüêiñòü àëüòåðíàòèâ, ùî ìàþòü áóòè âiäêèíóòi.
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(a) Ïðèïóñòèìî, ùî cardD = 0. Öå îçíà÷à¹ ùî π(e)(x) = 0. ßêùî ïðè

öüîìó òàêîæ cardE = 0, òîáòî π(e)(y) = 0, òîäi π(e) òîòîæíî äîðiâíþ¹ íó-

ëþ. Çàñòîñó¹ìî (6.1.3) ÷åðåç äiþ π äî x. Â òîé ÷àñ, ÿê ëiâà ÷àñòèíà äîðiâíþ¹

íóëþ, ïðàâà ÷àñòèíà äîðiâíþ¹ íóëþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè π(k)2(x) = x.

Ç öüîãî âèïëèâà¹ (íàâiòü íå ïðèïóñêàþ÷è, α = β = 1 ÿê íà ïî÷àòêó äîâåäå-

ííÿ), ùî ìàòðèöÿ σ2 ìà¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì 1, ùî íå ïåðåäáà÷åíî íàøèì

âèïàäêîì. Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìó¹ìî ñóïåðå÷íiñòü.

Ïðèïóñòèìî òåïåð ó öüîìó âèïàäêó cardE = 1, òîáòî (7.2.33) óòâîðåíå

ðiâíî îäíi¹þ ïðîãðåñi¹þ (çàóâàæèìî, ùî c(N) 6= 0), â òîé ÷àñ, ÿê (7.2.34) ¹

ïóñòèì. Îñêiëüêè âiäïîâiäíi ìîíîìè ó (7.2.31) ëiíiéíî íåçàëåæíi, äîõîäèìî

âèñíîâêó, ùî (7.2.31) íåíóëüîâå, â òîé ÷àñ ÿê (7.2.32) äîðiâíþ¹ íóëþ. Öå

ñóïåðå÷èòü (6.1.2).

Îñòàííié ïiä-âèïàäîê òóò cardE = 2. Çíîâó æ, îñêiëüêè c(N) 6= 0,

(7.2.33) óòâîðåíå ðiâíî äâîìà ïðîãðåñiÿìè. Âîíè íå ìîæóòü ñïiâïàäàòè ÿê

ìíîæèíè òî÷îê, îñêiëüêè âîíè âiäïîâiäàþòü ðiçíèì òî÷êàì E i ìàþòü îäèí

i òîé æå êðîê hE. Îòæå, iñíó¹ òî÷êà, ÿêà íàëåæèòü îäíié ç ïðîãðåñié, àëå

íå iíøié. Âiäïîâiäíèé ìîíîì ó (7.2.31) âèæèâå ó ìîæëèâèõ ñêîðî÷åííÿõ,

òàêèì ÷èíîì ðîáëÿ÷è (7.2.31) íåíóëüîâèì, â òîé ÷àñ ÿê (7.2.32) äîðiâíþ¹

íóëþ. Öå ñóïåðå÷èòü (6.1.2).

(b) Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê cardD = 1. Iñíó¹ ¹äèíà ïðîãðåñiÿ ó (7.2.34).

Âèáåðåìî ε > 0 òà N > 0 ÿê ó äîâåäåííi Ëåìè 7.2.7; öå çàáåçïå÷ó¹, ùî

ïðîãðåñiÿ ç (7.2.34) ìiñòèòü íå áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè ïåðåòèíó ç σND. Äî-

äàòêîâî, îñòàííÿ ìíîæèíà ìîæå ìiñòèòè íå áiëüøå äâîõ òî÷îê ïåðåòèíó ç

ïðîãðåñiÿìè ç (7.2.33). Öå ¹ íàñëiäêîì Ëåìè 7.2.7 à òàêîæ òîãî ôàêòó, ùî

êðîêè hD òà hE ëiíiéíî íåçàëåæíi. Ùîäî ðåøòè òî÷îê â ïðîãðåñi¨ ç (7.2.34)

(ÿêi, áåçóìîâíî, ïðèñóòíi ç N > 0 äîñèòü âåëèêèì), âîíè âñi çà ìåæàìè

σND, i âiäïîâiäíi ìîíîìè ó (7.2.31) âèæèâàþòü ó ìîæëèâèõ ñêîðî÷åííÿõ.

Öå ñóïåðå÷èòü (6.1.2).

(c) Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè cardD = 2, òîáòî D óòâîðåíå äâîìà ði-

çíèìè òî÷êàìè
(
i1
j1

)
,
(
i2
j2

)
. Âiäïîâiäíî, (7.2.34) óòâîðåíå äâîìà ïðîãðåñiÿìè ç

êðîêîì hD i äîâæèíîþ |a(N)|. ßê ìîæíà ïîáà÷èòè ç (7.2.30), îñòàíí¹ çíà÷å-
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ííÿ íåíóëüîâå i çðîñòà¹ äëÿ N > 0 äîñèòü âåëèêîãî, ÷èé âèáið çíàõîäèòüñÿ

â íàøèõ ðóêàõ.

Ïðèïóñòèìî, ùî öi äâi ïðîãðåñi¨ íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Â öüîìó âèïàäêó

ìîæíà âèáðàòè áóäü-ÿêó ç íèõ, i, çàñòîñîâóþ÷è àðãóìåíò ç (b), îäåðæàòè

áàæàíó ñóïåðå÷íiñòü. Çðîçóìiëî, ùî öåé àðãóìåíò ìîæå áóòè òàêîæ çàñòî-

ñîâàíèé äî ïðîãðåñié ç (7.2.33).

Íàðåøòi, ïðèïóñòèìî, ùî äâi ïðîãðåñi¨ â (7.2.34) ïåðåòèíàþòüñÿ (ïðè-

íàéìíi, êîëè ¨õ äîâæèíà |a(N)| ¹ äîñèòü âåëèêîþ). Òî÷íiøå, òðåáà ïðèïó-
ñòèòè, ùî

(
i2
j2

)
=
(
i1
j1

)
+ shD äëÿ ïåâíîãî öiëîãî s. Íàñïðàâäi s = 1, îñêiëüêè

â iíøîìó âèïàäêó ñèìåòðè÷íà ðiçíèöÿ öèõ äâîõ ïðîãðåñié ìiñòèòü 2s (ïðè-

íàéìíi 4) òî÷îê. Ïiñëÿ âèäàëåííÿ íå áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè ïåðåòèíó ç ïðîãðå-

ñiÿìè ç (7.2.33), îäåðæó¹ìî ïðèíàéìíi 3 òî÷êè â (7.2.34), ùî âiäïîâiäàþòü,

ùîíàéìåíøå, 3 ìîíîìàì ó (7.2.31) ÿêi âèæèâàþòü ïiñëÿ âñiõ ñêîðî÷åíü ó

(7.2.31). Îñêiëüêè (7.2.32) ìiñòèòü íå áiëüøå 2 ìîíîìiâ, ìè îäåðæó¹ìî ñó-

ïåðå÷íiñòü iç (6.1.2). Îòæå, s = 1, i ïîäiáíèé àðãóìåíò ïðàöþ¹ òàêîæ äëÿ

E. �

Ïîâåðíåìîñÿ äîÄîâåäåííÿ Òâåðäæåííÿ 7.2.6. Íà öüîìó åòàïi íàì ïî-

òðiáíî âiäiéòè âiä íàøîãî ïîïåðåäíüîãî ïiäõîäó, çàñíîâàíîãî íà íåõòóâàííi

êîíêðåòíèõ íåíóëüîâèõ ïîñòiéíèõ ìíîæíèêiâ ïðè ìîíîìàõ. Êðiì òîãî, òå-

ïåð ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî k äi¹ àâòîìîðôèçìîì ϕσ,α,β çàãàëüíîãî âèãëÿäó. À

ñàìå, ìè ìà¹ìî

π(k)(x) = αxa(1)yc(1); π(k)(y) = βxb(1)yd(1). (7.2.36)

Êðiì òîãî, ç Ëåìè 7.2.8 ìà¹ìî

π(e)(x) = a1x
iyj + a2x

i+a(1)−1yj+c(1), (7.2.37)

π(e)(y) = b1x
i′yj

′
+ b2x

i′+b(1)yj
′+d(1)−1 (7.2.38)

äëÿ ïåâíèõ a1, a2, b1, b2 ∈ C \ {0}. Îá÷èñëèìî

π(e)(yx) = yπ(e)(x) + π(e)(y)π(k)(x) =

= a1q
ixiyj+1 + a2q

i+a(1)−1xi+a(1)−1yj+c(1)+1 + b1αq
a(1)j′xi

′+a(1)yj
′+c(1)+

+ b2αq
a(1)(j′+d(1)−1)xi

′+a(1)+b(1)yj
′+c(1)+d(1)−1, (7.2.39)
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qπ(e)(xy) = qxπ(e)(y) + qπ(e)(x)π(k)(y) =

= b1qx
i′+1yj

′
+ b2qx

i′+b(1)+1yj
′+d(1)−1 + a1βq

b(1)j+1xi+b(1)yj+d(1)+

+ a2βq
b(1)(j+c(1))+1xi+a(1)+b(1)−1yj+c(1)+d(1). (7.2.40)

Ïðèðiâíþþ÷è (7.2.39) òà (7.2.40), îäåðæó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ ç ñóìîþ 8

íåíóëüîâèõ ìîíîìiâ, ùî äîðiâíþ¹ íóëþ. Ðîçãëÿíåìî ñèòóàöiþ, ùî âèíèêà¹

âíàñëiäîê âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íî¨ âiäïîâiäíîñòi constxiyj 7→
(
i
j

)
ìiæ ìîíîìà-

ìè â Cq[x±1, y±1] ïî ìîäóëþ íåíóëüîâèõ ïîñòiéíèõ ìíîæíèêiâ i Z2. Ñåðåä 8

ìîíîìiâ, òi 4, ÿêi ìiñòÿòü i, j â ñâî¨õ ïîêàçíèêàõ, âiäïîâiäàþòü íàñòóïíèì

4 òî÷êàì â Z2: u =
(

i
j+1

)
, u+ hD, u+ hE, u+ hD + hE. Öi 4 òî÷êè ïîïàðíî

ðiçíi, òîìó âiäïîâiäíi ìîíîìè ëiíiéíî íåçàëåæíi.

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì, 4 ìîíîìè, ÿêi ìiñòÿòü i′, j′ â ñâî¨õ ïîêàçíèêàõ,

âiäïîâiäàþòü íàñòóïíèì 4 ðiçíèì òî÷êàì ó Z2: v =
(
i′+1
j′

)
, v + hD, v + hE,

v + hD + hE; òîìó âiäïîâiäíi ìîíîìè ëiíiéíî íåçàëåæíi. Ñëiä çàçíà÷èòè,

ùî â îáîõ âèïàäêàõ ìè ìà¹ìî ïàðàëåëîãðàìè, ñòîðîíè ÿêèõ âèçíà÷àþòüñÿ

îäíi¹þ é òi¹þ æ ïàðîþ âåêòîðiâ hD, hE. Ç îãëÿäó íà íàøi ñïîñòåðåæåííÿ,

äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî ñóìà 8 ìîíîìiâ ìîæå äîðiâíþâàòè íóëþ ëèøå â òîìó

âèïàäêó, êîëè äâà çàçíà÷åíi ïàðàëåëîãðàìè ñïiâïàäàþòü. Ç öüîãî âèïëèâà¹,

çîêðåìà, i = i′ + 1, j + 1 = j′.

Ç óðàõóâàííÿì îñòàííüîãî âèñíîâêó, íàø íàñòóïíèé êðîê ïîëÿãà¹ â

ïðèðiâíþâàííi êîåôiöi¹íòiâ ïðè âiäïîâiäíèõ ìîíîìàõ â (7.2.39), (7.2.40).

Öå ïðèçâîäèòü äî íàñòóïíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü:

a1q
i = b1q

a2q
i+a(1)−1 = −b1αq

a(1)j+a(1)

a1βq
b(1)j+1 = −b2q

a2βq
b(1)(j+c(1))+1 = b2αq

a(1)(j+d(1))

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä

a1 = g, a2 = −gαqa(1)j, b1 = gqi−1, b2 = −gβqb(1)j, g ∈ C \ {0}.

Öå äîçâîëÿ¹ ïåðåïèñàòè (7.2.37) i (7.2.38) òàê:
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π(e)(x) = gxiyj − gαqa(1)jxi+a(1)−1yj+c(1), (7.2.41)

π(e)(y) = gqi−1xi−1yj+1 − gβqb(1)jxi+b(1)−1yj+d(1). (7.2.42)

Òåïåð ïîâåðíåìîñÿ äî (7.2.31), (7.2.32), ðàçîì ç âiäïîâiäíèìè êîíôiãó-

ðàöiÿìè â Z2 (7.2.33), (7.2.34), îáèäâi ó âèïàäêó N = 1, äëÿ òîãî, àáè âè-

âåñòè áiëüøå íàñëiäêiâ ç (6.1.2), çàñòîñîâàíîãî äî x. Äèâëÿ÷èñü íà (7.2.34),

çàçíà÷èìî, ùî, ç îãëÿäó íà Ëåìó 7.2.8, âñå çâîäèòüñÿ äî äâîõ ïðîãðåñié, îáè-

äâi ç ÿêèõ ìàþòü îäíàêîâó äîâæèíó |a(1)| i òîé ñàìèé êðîê hD. Öi ïðîãðåñi¨
ïåðåòèíàþòüñÿ; òî÷íiøå, âîíè ¹ çñóâàìè îäíà îäíî¨ òàêèì ÷èíîì, ùî ïî÷à-

òêîâà òî÷êà îäíi¹¨ ç íèõ çáiãà¹òüñÿ ç äðóãîþ òî÷êîþ iíøî¨. Öå îçíà÷à¹, ùî

êiíöi îá'¹äíàííÿ öèõ äâîõ ïðîãðåñié âiäïîâiäàþòü ìîíîìàì ó (7.2.31), ÿêi

âèæèâàþòü ïiñëÿ ìîæëèâîãî ñêîðî÷åííÿ â ðàìêàõ äðóãî¨ ñóìè â (7.2.31).

Äëÿ òîãî, ùîá íàïèñàòè öi äâi òî÷êè u1, u2 ∈ Z2 ÿâíî, íåîáõiäíî ïiäñòàâèòè

r = 0 i r = a(1) äî (7.2.34), âiäïîâiäíî, i öå, î÷åâèäíî, íå çàëåæèòü âiä

çíàêó a(1). À ñàìå, ìà¹ìî

u1 =

(
i+ a(1)− 1 + b(1)c(1)

j + c(1)d(1)

)
; u2 =

(
i+ a(1)2 − 1 + b(1)c(1)

j + a(1)c(1) + c(1)d(1)

)
.

Ìîæå âèãëÿäàòè òàê, ùî âñå öå ïåðåäáà÷à¹ a(1) 6= 0. Îäíàê öå ñïðàâåäëèâî

ëèøå â íàâåäåíîìó âèùå. ßê ñòàíå ÿñíî â ïîäàëüøîìó, äëÿ âèïàäêó a(1) =

0, íåçâàæàþ÷è íà çíèêíåííÿ âèùå äâîõ ïðîãðåñié, öå íå ïîðóøó¹ àðãóìåíò

â öiëîìó.

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì, ðîçãëÿíåìî ïðîãðåñi¨ ç (7.2.33), äîâæèíà ÿêèõ

ñòàíîâèòü |c(1)|, à êðîê hE, i çàïèøåìî ÿâíî êiíöåâi òî÷êè v1, v2 ∈ Z2,

ïiäñòàâëÿþ÷è r = 0 òà r = c(1) äî (7.2.33), âèêîðèñòîâóþ÷è ïðè öüîìó

ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ i, j, i′, j′:

v1 =

(
i+ a(1)− 1

j + c(1)

)
; v2 =

(
i+ a(1)− 1 + b(1)c(1)

j + c(1)d(1)

)
.

Çàçíà÷èìî, ùî c(1) 6= 0, îñêiëüêè ìàòðèöÿ σ íå ìîæå áóòè òðèêóòíîþ çà

íàøèõ ïðèïóùåíü. Çíîâó æ, âiäïîâiäíi ìîíîìè â (7.2.31) âèæèâàþòü ïiñëÿ

ìîæëèâèõ ñêîðî÷åíü â ìåæàõ ïåðøî¨ ñóìè â (7.2.31). Ïðîòå, âñi ÷îòèðè ìî-

íîìè ïîâèííi ÿêèìîñü ÷èíîì çíèêàòè ïðè ïðèðiâíþâàííi (7.2.31) i (7.2.32)
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âíàñëiäîê (6.1.2). Ç îãëÿäó íà öå, ïîðiâíÿ¹ìî u1, u2, v1, v2 ç òî÷êàìè σD,

ÿêi âiäïîâiäàþòü ìîíîìàì ó (7.2.32). Âíàñëiäîê (7.2.41),
(
i
j

)
∈ D, îòæå, äâi

òî÷êè ç σD ¹ w1 = σ
(
i
j

)
i w2 = σ

((
i
j

)
+ hD

)
.

Çàçíà÷èìî, ùî u1 = v2. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî {u2, v1} = σD (î÷åâèäíî,

íåìà¹ æîäíèõ iíøèõ âàðiàíòiâ). Òî÷íiøå, îñêiëüêè u2 = u1 + a(1)hD =

u1 + a(1)(σ − I)
(

1
0

)
i v1 = v2 − c(1)hE = v2 − c(1)(σ − I)

(
0
1

)
, ìà¹ìî

u2−v1 = a(1)(σ−I)

(
1

0

)
+c(1)(σ−I)

(
0

1

)
= (σ−I)

(
a(1)

c(1)

)
= (σ−I)σ

(
1

0

)
.

Òàêîæ ìà¹ìî

w2 − w1 = σhD = σ(σ − I)

(
1

0

)
,

i, îñêiëüêè ìàòðèöi σ, σ− I êîìóòóþòü, u2−v1 = w2−w1. Çâiäñè âèïëèâà¹,

ùî v1 = w1, u2 = w2. Ïåðøó ç öèõ ðiâíîñòåé ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

σ

(
i

j

)
=

(
i+ a(1)− 1

j + c(1)

)
,

òîìó

(σ − I)

(
i

j

)
= hD = (σ − I)

(
1

0

)
,

i, îñêiëüêè σ − I ¹ îáîðîòíîþ ìàòðèöåþ, äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî i = 1,

j = 0, i öå ðiøåííÿ ¹äèíå. Çâè÷àéíî, òîé æå ðåçóëüòàò ìîæíà âèâåñòè ç

u2 = w2. Öå, ðàçîì ç (7.2.36), äîçâîëÿ¹ ùå ðàç óòî÷íèòè (7.2.41), (7.2.42):

π(e)(x) = gx− gαxa(1)yc(1) = g(id−π(k))(x), (7.2.43)

π(e)(y) = gy − gβxb(1)yd(1) = g(id−π(k))(y), (7.2.44)

äëÿ ïåâíîãî g ∈ C \ {0}.
Ïðîñòà ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ Φ = g(id−π(k))

íà Cq[x±1, y±1] ìà¹ òó æ âëàñòèâiñòü Φ(ξη) = ξΦ(η) + Φ(ξ)π(k)(η), ùî é

π(e). Öå äîçâîëÿ¹ ðîçøèðèòè ñïiââiäíîøåííÿ (7.2.43), (7.2.44) ç òâiðíèõ íà

óñþ àëãåáðó Cq[x±1, y±1], i îòæå π(e) = g(id−π(k)) òîòîæíî íà Cq[x±1, y±1].

Îñêiëüêè öå âiäîáðàæåííÿ êîìóòó¹ ç π(k), äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî (6.1.2)

íå âèêîíó¹òüñÿ. Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ. �
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Çàóâàæåííÿ. Ç îãëÿäó íà ðåçóëüòàòè öüîãî ïóíêòó, ïîâíèé ïåðåëiê

Uq(sl2)-ñèìåòðié íà Cq[x±1, y±1], ó ÿêèõ k äi¹ àâòîìîðôèçìîì ϕσ,α,β ç íå

îäèíè÷íîþ ìàòðèöåþ σ, ïîäà¹òüñÿ Òåîðåìîþ 7.2.4.

7.2.3 σ = I: âèïàäîê çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ

Â âèïàäêó σ = I, äiÿ êàðòàíiâñüêî¨ òâiðíî¨ k çàäà¹òüñÿ ìíîæåííÿì

òâiðíèõ x, y íà âàãîâi êîíñòàíòè. ßê i â (7.2.3), ìè ïîçíà÷à¹ìî öi âàãîâi

êîíñòàíòè α òà β, âiäïîâiäíî. Ìîíîìè óòâîðþþòü áàçó âàãîâèõ âåêòîðiâ

(âëàñíèõ âåêòîðiâ äëÿ π(k)), i âiäïîâiäíi âëàñíi çíà÷åííÿ íàçèâàþòüñÿ âà-

ãàìè.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè àáî π(e), àáî π(f) íå ¹ òîòîæíiì íóëåì. Çà

öèõ óìîâ ìè îïèñó¹ìî ðÿä ñèìåòðié, ÿêi ìè íàçèâà¹ìî ñèìåòðiÿìè çàãàëü-

íîãî ïîëîæåííÿ.

Ïàðà íåíóëüîâèõ êîìïëåêñíèõ êîíñòàíò α òà β, ÿêi ìîæóòü âiäiãðà-

âàòè ðîëü âàãîâèõ êîíñòàíò Uq(sl2)-ñèìåòði¨ íà Cq[x±1, y±1], íå ìîæå áóòè

äîâiëüíîþ. Äiéñíî, î÷åâèäíèì íàñëiäêîì (6.1.2) ¹ òå, ùî π(e) ïåðåâîäèòü

âåêòîð, âàãà ÿêîãî γ, ó âåêòîð, ÷èÿ âàãà q2γ. Çîêðåìà, π(e)(x), ÿêùî íå

íóëü, ¹ ñóìîþ ìîíîìiâ ç (îäíi¹þ é òi¹þ æ) âàãîþ q2α. Îñêiëüêè âàãà ìîíî-

ìà axiyj (ç a 6= 0) ¹ αiβj, ìà¹ìî αuβv = q2 äëÿ ïåâíèõ öiëèõ u, v. Ïîäiáíi

âèñíîâêè ìîæóòü áóòè òàêîæ îäåðæàíi çàñòîñóâàííÿì (6.1.2) äî x òà y. Çà

íàøèõ ïðèïóùåíü, öåé àðãóìåíò ïîâèíåí ñïðàöþâàòè ïðèíàéìíi îäèí ðàç.

Íàñòóïíà Òåîðåìà îõîïëþ¹ âñi, êðiì ç÷èñëåííîãî ñiìåéñòâà, ïðèïóñòè-

ìi ïàðè âàãîâèõ êîíñòàíò.

Òåîðåìà 7.2.9. Íåõàé α, β ∈ C \ {0} òàêi, ùî αuβv = q2 äëÿ ïåâíèõ

u, v ∈ Z òà αm 6= βn äëÿ âñiõ íåíóëüîâèõ öiëèõ m, n. Òîäi iñíó¹ îäíîïàðà-

ìåòðè÷íå (a ∈ C \ {0}) ñiìåéñòâî Uq(sl2)-ñèìåòðié íà Cq[x±1, y±1]:

π(k)(x)=αx π(k)(y)=βy (7.2.45)

π(e)(x)=aquv+3 1− αqv

(1− q2)2
xu+1yv π(e)(y)=aquv+3 qu − β

(1− q2)2
xuyv+1 (7.2.46)

π(f)(x)=−(α−1 − q−v)
a

x−u+1y−v π(f)(y)=−(β−1q−u − 1)

a
x−uy−v+1 (7.2.47)

Íå iñíó¹ íiÿêèõ iíøèõ ñèìåòðié ç âàãîâèìè êîíñòàíòàìè α òà β.
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Ëåìà 7.2.10. Íåõàé π � Uq(sl2)-ñèìåòðiÿ íà Cq[x±1, y±1]:

π(k)(x) = αx π(k)(y) = βy (7.2.48)

π(e)(x) =
∑
i,j

ai,jx
iyj π(e)(y) =

∑
i,j

bi,jx
iyj (7.2.49)

π(f)(x) =
∑
i,j

ci,jx
iyj π(f)(y) =

∑
i,j

di,jx
iyj, (7.2.50)

ç α, β ∈ C \ {0}, ai,j, bi,j, ci,j, di,j ∈ C, i âñi ñóìè òóò ¹ ñêií÷åííèìè. Òîäi

ai+1,j

(
qi − β

)
= bi,j+1

(
1− αqj

)
, (7.2.51)

ci+1,j

(
1− β−1qi

)
= di,j+1

(
qj − α−1

)
. (7.2.52)

Äîâåäåííÿ. Öå ¹ íàñëiäêîì (7.2.1). Ìà¹ìî

π(e)(yx) = yπ(e)(x) + π(e)(y)π(k)(x) =
∑
i,j

ai,jq
ixiyj+1 +

∑
i,j

bi,jαq
jxi+1yj,

qπ(e)(xy) = qxπ(e)(y) + qπ(e)(x)π(k)(y) =
∑
i,j

bi,jqx
i+1yj +

∑
i,j

ai,jβqx
iyj+1.

Ç öèì, ìè ïðîåêòó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ π(e)(yx) = qπ(e)(xy) íà îäíîâèìið-

íèé ïiäïðîñòið Cxi+1yj+1 ïàðàëåëüíî ëiíiéíî¨ îáîëîíöi âñiõ iíøèõ ìîíîìiâ

i îäåðæó¹ìî (7.2.51). Äîâåäåííÿ (7.2.52) ¹ ïîäiáíèì. �

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 7.2.9. Ìè çáèðà¹ìîñÿ çàñòîñóâàòè íàñòóïíi ñïiâ-

âiäíîøåííÿ, ñïðàâåäëèâi çà ïðèïóùåííÿ σ = I öüîãî ïóíêòó:

π(e)(xp)=
∑
i,j

ai,j
αpqjp − 1

αqj − 1
xp−1+iyj, π(e)(yp)=

∑
i,j

bi,j
βp − qip

β − qi
xiyp−1+j,

π(f)(xp)=
∑
i,j

ci,j
α−p − qjp

α−1 − qj
xp−1+iyj, π(f)(yp)=

∑
i,j

di,j
β−pqip − 1

β−1qi − 1
xiyp−1+j,

äå p ∈ Z, ai,j, bi,j, ci,j, di,j ∈ C ¹ ÿê ó (7.2.49), (7.2.50). Öi ñïiââiäíîøåííÿ

âèâîäÿòüñÿ ïðîñòèì çàñòîñóâàííÿì iíäóêöi¨.

Ïðÿìå îá÷èñëåííÿ, ÿêå çàñòîñîâó¹ âèùåçãàäàíi ñïiââiäíîøåííÿ, äîçâî-

ëÿ¹ ïåðåâiðèòè, ùî ïðîäîâæåííÿ äi¨ (7.2.45) � (7.2.47) ç òâiðíèõ íà âñi àëãå-

áðè Uq(sl2) òà Cq[x±1, y±1] ïðîïóñêà¹òüñÿ ÷åðåç âñi ñïiââiäíîøåííÿ (7.2.1),

(7.2.2), (6.1.1) � (6.1.3). Òîìó (7.2.45) � (7.2.47) çàäàþòü êîðåêòíî âèçíà÷åíó

Uq(sl2)-ñèìåòðiþ íà Cq[x±1, y±1].
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Äîâåäåìî, ùî íåìà¹ íiÿêèõ iíøèõ ñèìåòðié. Çàçíà÷èìî íàñàìïåðåä,

ùî çà ïðèïóùåííü Òåîðåìè ïðî âàãîâi êîíñòàíòè α and β, ïàðà öiëèõ ÷èñåë

u, v ç âëàñòèâiñòþ αuβv = q2 ¹ ¹äèíîþ. Òîìó ìîíîìè ïî ìîäóëþ (íåíóëüî-

âèõ) ïîñòiéíèõ ìíîæíèêiâ ¹ ó âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíiñòi äî ¨õ âàã.

Îñêiëüêè, ç îãëÿäó íà (6.1.2), π(e) òà π(f) �ìíîæàòü� âàãó âàãîâîãî âåêòîðà

íà q2 òà q−2, âiäïîâiäíî, äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî π(e)(x), π(e)(y), π(f)(x),

π(f)(y) ¹ ìîíîìàìè, ÿêi, ç òî÷íiñòþ äî ïîñòiéíèõ ìíîæíèêiâ, ìàþòü áóòè

òàêèìè, ÿê â (7.2.46), (7.2.47).

Çàóâàæèìî, ùî â ïðèïóùåííÿõ Òåîðåìè ïðî âàãîâi êîíñòàíòè α òà

β, æîäåí ç ïîñòiéíèõ ìíîæíèêiâ â (7.2.46), (7.2.47) íå ìîæå äîðiâíþâàòè

íóëþ. Òîìó, âíàñëiäîê Ëåìè 7.2.10, âiäíîøåííÿ êîåôiöi¹íòiâ ïðè ìîíîìàõ

π(e)(x) òà π(e)(y) ìà¹ áóòè òàêèì, ÿê â (7.2.46). Àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ

âiðíå i äëÿ (7.2.47).

Çàëèøà¹òüñÿ âñòàíîâèòè ñïiââiäíîøåííÿ êîåôiöi¹íòiâ â (7.2.46) i òàêi

â (7.2.47). Öå ðîáèòüñÿ çàñòîñóâàííÿì (6.1.3) äî x òà y. Öå îá÷èñëåííÿ,

ÿêå çàëèøà¹òüñÿ ÷èòà÷åâi, â îáîõ âèïàäêàõ ïðèâîäèòü äî îäíîãî é òîãî æ

ðåçóëüòàòó, âiäîáðàæåíîãî â (7.2.46), (7.2.47). �

Çàóâàæåííÿ. Òåîðåìà 7.2.9 ïîäà¹ íåç÷èñëåííå ñiìåéñòâî êëàñiâ içî-

ìîðôiçìó Uq(sl2)-ñèìåòðié íà Cq[x±1, y±1].

Äiéñíî, ìà¹ìî íåç÷èñëåííå ñiìåéñòâî ïðèïóñòèìèõ (òîáòî òàêèõ, ùî

âiäïîâiäàþòü óìîâàì Òåîðåìè 7.2.9) ïàð âàãîâèõ êîíñòàíò α, β. Ç iíøîãî

áîêó, äiÿ ãðóïè àâòîìîðôiçìiâ àëãåáðè Cq[x±1, y±1] (ÿêà ¹ íàïiâïðÿìèì äî-

áóòêîì ñâî¨õ ïiäãðóï SL(2,Z) òà (C∗)2) íà ïðîñòîði ïàðàìåòðiâ ñèìåòðié

çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ ¹ òàêîþ, ùî äiÿ íîðìàëüíî¨ ïiäãðóïè (C∗)2 çàëè-

øà¹ íåçìiííîþ êîæíó ïàðó âàãîâèõ êîíñòàíò (α, β). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

(ïðîåêöiÿ) êîæíî¨ îðáiòè ãðóïè àâòîìîðôiçìiâ íà ïðîñòið ïðèïóñòèìèõ ïàð

âàãîâèõ êîíñòàíò α, β ¹ ëèøå ç÷èñëåííîþ.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 7

Ðàíiøå ó ëiòåðàòóði ç êâàíòîâèõ ãðóï ðîçãëÿäàëàñÿ ëèøå îäíà âèäiëå-

íà ñòðóêòóðà Uq(sl2)-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè íà êâàíòîâié ïëîùèíi. Ç íåçðîçóìi-

ëèõ ïðè÷èí ïèòàííÿ ïðî ¨¨ ¹äèíiñòü íå ñòàâèëîñÿ. Ó öié ðîáîòi ç'ÿñîâàíî,

ùî íàñïðàâäi íi ïðî ÿêó ¹äèíiñòü ìîâà íå éäå. Ïîäàíî ïîâíèé ïåðåëiê òà-

êèõ ñòðóêòóð íà êâàíòîâié ïëîùèíi. Ç öüîãî ïåðåëiêó âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ

íåç÷èñëåííî¨ êiëüêîñòi êëàñiâ içîìîðôiçìó ñòðóêòóð Uq(sl2)-ìîäóëüíî¨ àëãå-

áðè íà êâàíòîâié ïëîùèíi. Äëÿ âiäïîâiäíèõ çîáðàæåíü Uq(sl2) ó âåêòîðíîìó

ïðîñòîði îá÷èñëåíî êîìïîçèöiéíi ðÿäè.

Íåçâàæàþ÷è íà íàÿâíiñòü êîíòèíóóìó íåiçîìîðôíèõ Uq(sl2)-ñèìåòðié

íà (àëãåáði ïîëiíîìiâ íà) êâàíòîâié ïëîùèíi, âàðòî âiäçíà÷èòè iñíóâàííÿ

ëèøå ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ñåðié òàêèõ ñèìåòðié, ùî âèçíà÷àþòüñÿ, çîêðåìà,

ïàðàìè âàãîâèõ êîíñòàíò. Öå ñïðèéìà¹òüñÿ ÿê íàòÿê íà ìîæëèâå iñíóâàííÿ

áiëüø ñèìåòðè÷íèõ îá'¹êòiâ (àëãåáð), ïîâ'ÿçàíèõ iç êâàíòîâîþ ïëîùèíîþ.

Ç îãëÿäó íà öå, ìè ðîçãëÿíóëè ðîçøèðåííÿ Ëîðàíà êâàíòîâî¨ ïëîùè-

íè, �äîçâîëèâøè� ¨¨ òâiðíèì x, y áóòè îáîðîòíèìè. Òóò ñèìåòðié çi ñòðóêòó-

ðîþ, ïðèíöèïîâî âiäìiííîþ âiä òàêèõ äëÿ ñòàíäàðòíî¨ êâàíòîâî¨ ïëîùèíè,

ïîðiâíÿíî íåáàãàòî, i äëÿ íèõ ó ðîáîòi ïîäàíî ïîâíèé ïåðåëiê. I âñå æ âè-

ÿâèëîñÿ, ùî ðîçøèðåííÿ Ëîðàíà ¹ íàáàãàòî áiëüø ñèìåòðè÷íèì îá'¹êòîì,

íiæ ñòàíäàðòíà êâàíòîâà ïëîùèíà (òîáòî âiäïîâiäíà àëãåáðà çâè÷àéíèõ ïî-

ëiíîìiâ). Áiëüø òî÷íèé ñåíñ öüîãî òâåðäæåííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî, ç îäíîãî

áîêó, ÿê öå ç'ÿñîâàíî, êîæíà ñèìåòðiÿ ñòàíäàðòíî¨ êâàíòîâî¨ ïëîùèíè ìà¹

ïðîäîâæåííÿ íà àëãåáðó ïîëiíîìiâ Ëîðàíà. Ç iíøîãî áîêó, íà àëãåáði ïîëi-

íîìiâ Ëîðàíà iñíó¹ �áàãàòî� ñèìåòðié, ùî íå çàëèøàþòü iíâàðiàíòíîþ ïiä-

àëãåáðó çâè÷àéíèõ ïîëiíîìiâ. �õ íàñòiëüêè áàãàòî, ùî âiäïîâiäíà ìíîæèíà

ïàð âàãîâèõ êîíñòàíò íå ëèøå íå ¹ ñêií÷åííîþ, ÿê ó âèïàäêó ñòàíäàðòíî¨

êâàíòîâî¨ ïëîùèíè, àëå íàâiòü íåç÷èñëåííà. Ïðè öüîìó ìîâà éäå ëèøå ïðî

òàê çâàíi ñèìåòði¨ çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ, îïèñàíi â ðîáîòi.

Òîìó çàâäàííÿì äëÿ ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ ¹ ïîäàííÿ ïîâíîãî ïå-

ðåëiêó ñèìåòðié ðîçøèðåííÿ Ëîðàíà êâàíòîâî¨ ïëîùèíè. Çâè÷àéíî, âàðòî
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ðîçãëÿíóòè êâàíòîâi ãðóïè ñèìåòðié äëÿ iíøèõ êâàíòîâèõ àëãåáð, çîêðåìà

äëÿ êâàíòîâîãî êîëà òà éîãî ðîçøèðåíü.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ðîáîòi âèðiøåíî íèçêó çìiñòîâíèõ çàäà÷ ó ãàëóçi åðãîäè÷íî¨ òåîði¨

òà òåîði¨ êâàíòîâèõ ãðóï.

Ó ðîçäiëi 2 îäåðæàíî îñòàòî÷íèé ðåçóëüòàò ùîäî ìîæëèâîñòi ïðåä-

ñòàâëåííÿ àìåíàáåëüíî¨ äi¨ ëîêàëüíî êîìïàêòíî¨ ñåïàðàáåëüíî¨ (ë.ê.ñ.) ãðó-

ïè ó âèãëÿäi äi¨ Ìàêêi åðãîäè÷íîãî àâòîìîðôiçìó, çîêðåìà i äëÿ äié (íå

îáîâ'ÿçêîâî àìåíàáåëüíî¨) ë.ê.ñ. ãðóïè ç íåòðèâiàëüíèìè ñòàáiëiçàòîðàìè.

Àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò âñòàíîâëåíî òàêîæ äëÿ òàê çâàíèõ �ïîäâiéíèõ äié�,

ùî ¹ äiÿìè Ìàêêi �ïîäâiéíèõ êîöèêëiâ�. Âñòàíîâëåíî, ùî àìåíàáåëüíiñòü

ãðóïîâî¨ äi¨ åêâiâàëåíòíà àìåíàáåëüíîñòi âiäïîâiäíîãî âiäíîøåííÿ åêâiâà-

ëåíòíîñòi, ðàçîì iç àìåíàáåëüíiñòþ ñòàáiëiçàòîðiâ.

Äàëi äîâîäèòüñÿ áiëüø çíà÷óùà òåîðåìà ¹äèíîñòi äëÿ êîöèêëiâ, ÿêà

âñòàíîâëþ¹ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ êëàñàìè ñëàáî¨ åêâiâà-

ëåíòíîñòi êîöèêëiâ i êëàñàìè ñïðÿæåíîñòi ¨õ äié Ìàêêi. Iíàêøå êàæó÷è,

ïîäàíî õàðàêòåðèçàöiþ êëàñiâ êîöèêëiâ ç içîìîðôíèìè �âiðòóàëüíèìè îáðà-

çàìè�. Öåé ðåçóëüòàò âñòàíîâëåíî íà íàéáiëüø çàãàëüíîìó ðiâíi.

Çìiñòîâíiñòü öüîãî ðåçóëüòàòó ïîëÿãà¹ ó ìîæëèâîñòi éîãî åôåêòèâíîãî

çàñòîñóâàííÿ äî âèðiøåííÿ ðiçíîìàíiòíèõ çàäà÷ åðãîäè÷íî¨ òåîði¨. Ó ìåæàõ

ðîçäiëó öå ïðîäåìîíñòðîâàíî çàñòîñóâàííÿìè äî âèâ÷åííÿ ôóíäàìåíòàëü-

íî¨ ãðóïè äèíàìi÷íèõ ñèñòåì òà äî äîñëiäæåííÿ äiéñíîçíà÷íèõ êîöèêëiâ

ç íåîáìåæåíèìè ëàêóíàìè ç òî÷êè çîðó íàÿâíîñòi ñêií÷åííî¨ iíâàðiàíòíî¨

ìiðè äëÿ ¨õ ïîòîêiâ Ìàêêi.

Êîíöåïöiþ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi êîöèêëiâ ïåðåíåñåíî ç âèìiðíî¨ åð-

ãîäè÷íî¨ òåîði¨ äî òåîði¨ ãðóï ïñåâäî-ãîìåîìîðôiçìiâ äîñêîíàëîãî ïîëü-

ñüêîãî ïðîñòîðó. Ó öüîìó íîâîìó êîíòåêñòi äîâåäåíî òåîðåìè iñíóâàííÿ

òà ¹äèíîñòi äëÿ åðãîäè÷íèõ êîöèêëiâ. Ó ÿêîñòi çàñòîñóâàííÿ äîâåäåíî òåî-

ðåìó ïðî çîâíiøíþ ñïðÿæåíiñòü ç÷èñëåííèõ ïiäãðóï íîðìàëiçàòîðà ïîâíî¨

ãðóïè. Àëå âàðòî âiäçíà÷èòè, ùî çàëèøàþòüñÿ âiäêðèòèìè íèçêà ïðîáëåì,

ïîâ'ÿçàíèõ ç ïåðåíåñåííÿì äî äàíîãî êîíòåêñòó áiëüø çàãàëüíèõ ðåçóëüòà-

òiâ ùîäî êðèòåði¨â ñëàáî¨ åêâiâàëåíòíîñòi êîöèêëiâ, çîâíiøíüî¨ ñïðÿæåíîñòi
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òîùî, ÿêi iñíóþòü ó ðàìêàõ âèìiðíî¨ åðãîäè÷íî¨ òåîði¨. Öå ìîæå ñòàòè ïðå-

äìåòîì ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíü.

Ùå îäíi¹þ ïðîáëåìîþ, ÿêó âèðiøåíî ó ðîçäiëi, ¹ ïðîáëåìà ðåãóëÿðè-

çàöi¨ äié ë.ê.ñ. ãðóï òà âèìiðíèõ ãðóïî¨äiâ àâòîìîðôiçìàìè âèìiðíèõ âiä-

íîøåíü åêâiâàëåíòíîñòi. ßê âiäîìî, ñòàíäàðòíèé ïiäõiä ó âèìiðíié åðãî-

äè÷íié òåîði¨ ïîëÿãà¹ ó ðîçãëÿäi iíäèâiäóàëüíèõ àâòîìîðôiçìiâ, òî÷êîâèõ

âëàñòèâîñòåé äèíàìi÷íèõ ñèñòåì òîùî ç òî÷íiñòþ äî ìíîæèíè ìiðè íóëü.

Öÿ âèêëþ÷íà ìíîæèíà ¹ ñïåöèôi÷íîþ äëÿ êîæíîãî iíäèâiäóàëüíîãî ïåðå-

òâîðåííÿ ïðîñòîðó ç ìiðîþ, i ó âèïàäêó, êîëè öi ïåðåòâîðåííÿ ñêëàäàþòü

íåïåðåðâíó ãðóïó ÷è ãðóïî¨ä, òàêi åëåìåíòè íåêîðåêòíî¨ ïîâåäiíêè ìîæóòü

ñòâîðþâàòè ïðîáëåìè ïðè âèðiøåííi êîíêðåòíèõ çàäà÷ åðãîäè÷íî¨ òåîði¨.

Ìîæëèâiñòü ðåãóëÿðèçàöi¨, äîâåäåíà ó ìåæàõ ðîçäiëó, ðåàëiçó¹òüñÿ øëÿõîì

çìiíè âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi ìiðè íóëü.

Ðîçäië 3 ïðèñâÿ÷åíèé âèâ÷åííþ âëàñòèâîñòåé ñïðÿæåíîñòi òà içîìîð-

ôiçìó ñòàáiëiçàòîðiâ íåâiëüíèõ ãðóïîâèõ äié. Ñòàíäàðòíèì àðãóìåíòîì âè-

ìiðíî¨ åðãîäè÷íî¨ òåîði¨ ¹ äîâåäåííÿ iíâàðiàíòíîñòi òi¹¨ ÷è iíøî¨ ôóíêöi¨

âiäíîñíî åðãîäè÷íî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè, ïiñëÿ ÷îãî ðîáèòüñÿ âèñíîâîê ïðî

òå, ùî òàêà ôóíêöiÿ ¹ êîíñòàíòîþ. Çâiñíî, éäåòüñÿ ïðî ôóíêöi¨ çi çíà÷åííÿ-

ìè ó �ãàðíèõ� ïðîñòîðàõ, ñêàæiìî, êîìïëåêñíîçíà÷íi. Íà ïðàêòèöi äîâîäè-

òüñÿ ñòèêàòèñÿ ç âiäîáðàæåííÿìè äî ïðîñòîðiâ, ãàðíi âëàñòèâîñòi ÿêèõ íå ¹

î÷åâèäíèì ôàêòîì; òàêèìè ìîæóòü áóòè, íàïðèêëàä, ðiçíîìàíiòíi ôàêòîð-

ïðîñòîðè �ãàðíèõ� ïðîñòîðiâ. Â íàøîìó äîñëiäæåííi éäåòüñÿ ïðî ïðîñòîðè

êëàñiâ ñïðÿæåíîñòi ÷è içîìîðôiçìó çàìêíóòèõ ïiäãðóï ë.ê.ñ. ãðóïè, àäæå

ñòàáiëiçàòîðè ãðóïîâî¨ äi¨ ñïðÿæåíi íàä êîæíîþ òðà¹êòîði¹þ.

Ó ðîçäiëi äîâåäåíî, ùî åðãîäè÷íà äiÿ äiéñíî¨ ãðóïè Ëi ç êîìïàêòíèìè

ñòàáiëiçàòîðàìè ìà¹ âñi ñòàáiëiçàòîðè ñïðÿæåíèìè. Ùå îäèí ðåçóëüòàò � öå

içîìîðôiçì ñêií÷åííèõ ñòàáiëiçàòîðiâ äëÿ åðãîäè÷íèõ äié ë.ê.ñ. ãðóïè.

Ïîäàíî çìiñòîâíi êîíòðïðèêëàäè, â ÿêèõ åðãîäè÷íi äi¨ ãðóï Ëi ìàþòü

íåñïðÿæåíi àáî íåiçîìîðôíi ñòàáiëiçàòîðè.

Âàðòî çâåðíóòè óâàãó íà äîñi âiäêðèòi ïèòàííÿ ïðî ñïðÿæåíiñòü ÷è içî-

ìîðôiçì ñòàáiëiçàòîðiâ åðãîäè÷íèõ ãðóïîâèõ äié çà áiëüø çàãàëüíèõ ïðè-
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ïóùåíü, íàñàìïåðåä äëÿ äié ç÷èñëåííèõ ãðóï ç íåñêií÷åííèìè ñòàáiëiçàòî-

ðàìè.

Ðîçäië 4 ìiñòèòü ðåçóëüòàòè ç åíòðîïiéíî¨ òåîði¨ àìåíàáåëüíèõ ãðóï

ïåðåòâîðåíü. Êëàñè÷íi ðåçóëüòàòè ç åíòðîïiéíî¨ òåîði¨ àâòîìîðôiçìiâ ïðî-

ñòîðó ç ìiðîþ ïåðåíåñåíî íà ñêií÷åííî-ãåíåðîâàíi íiëüïîòåíòíi ãðóïè áåç

êðó÷åíü. Öå ñòàëî ìîæëèâèì çàâäÿêè òîìó, ùî öi ãðóïè ¹ âïîðÿäêîâàíèìè,

ÿê i ãðóïà Z.
Ó ðîçäiëi äîâåäåíî ôîðìóëó Ïiíñêåðà äëÿ ñåðåäíüî¨ åíòðîïi¨ ïåðåòè-

íó ðîçáèòòiâ, ïîäàíî îïèñ àëãåáð Ïiíñêåðà äëÿ äié ñêií÷åííî-ãåíåðîâàíèõ

íiëüïîòåíòíèõ ãðóï. Ðîçãëÿíóòî ðîçáèòòÿ ç ðiçíîìàíiòíèìè âëàñòèâîñòÿìè

iíâàðiàíòíîñòi: iíâàðiàíòíi, ñèëüíî iíâàðiàíòíi, òîòàëüíî iíâàðiàíòíi, âè-

÷åðïíi, äîñêîíàëi. Ó òåðìiíàõ òàêèõ ðîçáèòòiâ ïîäàíî îïèñ K-ñèñòåì ÿê

òàêèõ, ùî ìàþòü öiëêîì ïîçèòèâíó åíòðîïiþ, à òàêîæ äîâåäåíî, ùî äèíà-

ìi÷íà ñèñòåìà ç äîäàòíîþ åíòðîïi¹þ ìà¹ ç÷èñëåííèé ëåáåãiâñüêèé ñïåêòð

â îðòîãîíàëüíîìó äîäàòêó äî L2-ïðîñòîðó íàä àëãåáðîþ Ïiíñêåðà.

Ó ðîçäiëi òàêîæ äîñëiäæåíî ñïiââiäíîøåííÿ âëàñòèâîñòåé áåðíóëëi-

¹âîñòi òà öiëêîì ïîçèòèâíî¨ åíòðîïi¨ äëÿ äié ç÷èñëåííèõ àìåíàáåëüíèõ

ãðóï. Äîáðå âiäîìî, ùî áåðíóëëi¨âñüêi äi¨ ìàþòü öiëêîì ïîçèòèâíó åíòðî-

ïiþ (ö.ï.å.), i ïðè öüîìó iñíóþòü íåáåðíóëi¨âñüêi ïåðåòâîðåííÿ ç öiëêîì

ïîçèòèâíîþ åíòðîïi¹þ.

Âèÿâëåíî, ùî âàæëèâèì çàñîáîì ïîáóäîâè ãðóïîâèõ äié iç çàçíà÷å-

íèìè âèùå âëàñòèâîñòÿìè ¹ òàê çâàíi êîiíäóêîâàíi äi¨. Ïðîöåäóðà êîiíäó-

êóâàííÿ äîçâîëÿ¹ áóäóâàòè äiþ ãðóïè çà äi¹þ ¨¨ ïiäãðóïè (çi ñêií÷åííîþ

iíâàðiàíòíîþ ìiðîþ), i ïðè öüîìó, ÿê âñòàíîâëåíî ó ðîáîòi, çáåðiãàþòüñÿ

âëàñòèâîñòi áåðíóëëi¹âîñòi òà ö.ï.å.

Ç îãëÿäó íà íàçâàíèé âèùå êëàñè÷íèé ðåçóëüòàò ùîäî ãðóïè Z, ó ðî-
áîòi äîâåäåíî, ùî ç÷èñëåííà àìåíàáåëüíà ãðóïà, ÿêà ìiñòèòü åëåìåíò íå-

ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó, ìà¹ íåáåðíóëëi¨âñüêó äiþ ç ö.ï.å.

Çàëèøà¹òüñÿ íåâèðiøåíèì ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ íåáåðíóëëi¨âñüêèõ

äié ç ö.ï.å. äëÿ ç÷èñëåííèõ ãðóï, âñi åëåìåíòè ÿêèõ ìàþòü ñêií÷åííi ïîðÿä-

êè. Éìîâiðíî, äëÿ öüîãî òàêîæ ìîæëèâå çàñòîñóâàííÿ êîiíäóêöi¨.
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Ðîçäië 5 ïðèñâÿ÷åíèé âèðiøåííþ äåÿêèõ ïðîáëåì ç òåîði¨ çîáðàæåíü

êâàíòîâèõ àëãåáð. Ó ïiäðîçäiëi 5.1 ðîçãëÿíóòî àëãåáðè Ãåêêå (äèâ. [104]) ó

êâàíòîâîìó âèïàäêó. Öå äîçâîëèëî ïîáóäóâàòè êâàíòîâèé àíàëîã ôóíêòîðà

Áåðíøòåéíà, ùî ¹ êðîêîì íà øëÿõó äî êîãîìîëîãi÷íî¨ iíäóêöi¨ ó êîíòåêñòi

êâàíòîâèõ ãðóï.

Ó ïiäðîçäiëi 5.2 âèâ÷àþòüñÿ âëàñòèâîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ ÷èñëåíü íà

ïîëiíîìiàëüíèõ àëãåáðàõ íàä êâàíòîâèìè ïåðåäîäíîðiäíèìè âåêòîðíèìè

ïðîñòîðàìè êîìóòàòèâíîãî ïàðàáîëi÷íîãî òèïó. Â öüîìó êîíòåêñòi âñòà-

íîâëåíî äóàëüíiñòü êîìïëåêñà äå Ðàìà ãîëîìîðôíèõ ôîðì ç ïîëiíîìiàëü-

íèìè êîåôiöi¹íòàìè i óçàãàëüíåíîãî êîìïëåêñó Áåðíøòåéíà-Ãåëüôàíäà-

Ãåëüôàíäà äëÿ òðèâiàëüíîãî Uqg-ìîäóëÿ.

Ïiäðîçäië 5.3 ìiñòèòü âèêëàäåííÿ îñíîâ òåîði¨ ôóíêöié íà êâàíòîâèõ

àíàëîãàõ êîìïëåêñíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ïðîñòîðiâ Hn,m i âiäïîâiäíèõ içîòðî-

ïíèõ êîíóñiâ Ξn,m. Çàïðîâàäæóþòüñÿ àëãåáðè ôiíiòíèõ ôóíêöié. Äëÿ íèõ

ïîáóäîâàíî òî÷íi çîáðàæåííÿ òà iíòåãðàëè; äëÿ öèõ îñòàííiõ äîâåäåíî ií-

âàðiàíòíiñòü ùîäî äi¨ êâàíòîâî¨ óíiâåðñàëüíî¨ îãîðòóþ÷î¨ àëãåáðè Uqsun,m.

Ïîáóäîâàíî êâàíòîâèé àíàëîã îñíîâíî¨ óíiòàðíî¨ ñåði¨ Uqsun,m-ìîäóëiâ, ïî-

â'ÿçàíèõ ç êâàíòîâèì àíàëîãîì êîíóñà Ξ. Äëÿ öèõ ìîäóëiâ âñòàíîâëåíî

íåîáõiäíi óìîâè åêâiâàëåíòíîñòi.

Ùå îäèí ðåçóëüòàò (ïiäðîçäië 5.4) ïîâ'ÿçàíèé ç îäåðæàííÿì êâàíòî-

âèõ àíàëîãiâ äëÿ iíòåãðàëà Ïóàññîíà i ðiâíÿíü Õóà. Ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó

iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð Ïóàññîíà ñïëiòà¹ äi¨ ãðóïè SUn,n ó ïðîñòîðàõ íåïå-

ðåðâíèõ ôóíêöié íà ìàòðè÷íié êóëi i ¨¨ ìåæi Øèëîâà (óíiòàðíèõ ìàòðè-

öÿõ). Àëå íå áóäü-ÿêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ íà ìàòðè÷íié êóëi ìîæå áóòè

îäåðæàíà øëÿõîì çàñòîñóâàííÿ iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Ïóàññîíà äî íå-

ïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ íà ìåæi Øèëîâà. Êëàñè÷íèé ðåçóëüòàò ñòâåðäæó¹, ùî

ïîâíó õàðàêòåðèçàöiþ îáðàçà îïåðàòîðà Ïóàññîíà äà¹ ñèñòåìà äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü Õóà.

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ïîäàíî êâàíòîâèé àíàëîã îïåðàòîðà Ïóàññîíà.

Âèâåäåíî ðiâíÿííÿ Õóà ó êâàíòîâîìó âèïàäêó. Äîâåäåíî, ùî öi ðiâíÿííÿ ¹

íåîáõiäíîþ óìîâîþ ïðèíàëåæíîñòi ôóíêöi¨ äî îáðàçó êâàíòîâîãî îïåðàòîðà
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Ïóàññîíà. Äîñi íåâiäîìî, ÷è ¹ öÿ óìîâà òàêîæ i äîñòàòíüîþ, ùî ìîæå ñòàòè

ïðåäìåòîì ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ.

Ðîçäië 6 ïðèñâÿ÷åíèé ïîáóäîâi íîâèõ áiàëãåáð íà îñíîâi Uq(sl2), ùî

ìiñòÿòü iäåìïîòåíòè i iíøi äiëüíèêè íóëÿ. Ó äåÿêèõ îêðåìèõ âèïàäêàõ

íàâåäåíî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ R-ìàòðèöü. Âèçíà÷åíî ìàéæå-R-ìàòðèöi, ùî

çàäîâîëüíÿþòü óìîâi ðåãóëÿðíîñòi ôîí Íåéìàíà.

Ó ïîäiáíèé ñïîñiá ìîæíà ðîçãëÿíóòè àíàëîãè Uq(sln), óñòàòêîâàíi âiä-

ïîâiäíèìè áiëüø ðîçãàëóæåíèìè ñiìåéñòâàìè iäåìïîòåíòiâ. Âàðòî òàêîæ

äîñëiäèòè ñóïåðñèìåòðè÷íi âåðñi¨ ïîäàíèõ ñòðóêòóð. Öåé ïiäõiä ìà¹ ñïðèÿ-

òè ïîäàëüøèì äîñëiäæåííÿì áiàëãåáð, ÿêi ðîçïàäàþòüñÿ ó ïðÿìi ñóìè, ùî

¹ íîâèì øëÿõîì óçàãàëüíåííÿ ñòàíäàðòíèõ àëãåáð Äðiíôåëüäà-Äæiìáî.

Ðîçäië 7 ïîäà¹ îïèñ äîñëiäæåííÿ, ÿêå âïåðøå ñòàâèòü ïèòàííÿ ïðî ¹äè-

íiñòü ñòðóêòóðè Uq(sl2)-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè íà êâàíòîâié ïëîùèíi, ùî ðàíi-

øå ðîçãëÿäàëàñÿ ó ëiòåðàòóði. Ç'ÿñîâàíî, ùî íàñïðàâäi íi ïðî ÿêó ¹äèíiñòü

íå éäåòüñÿ. Ïîäàíî ïîâíèé ïåðåëiê òàêèõ ñòðóêòóð íà êâàíòîâié ïëîùè-

íi, ç ÿêîãî âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ íåç÷èñëåííî¨ êiëüêîñòi êëàñiâ içîìîðôiçìó

ñòðóêòóð Uq(sl2)-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè íà êâàíòîâié ïëîùèíi. Äëÿ âiäïîâiäíèõ

çîáðàæåíü Uq(sl2) ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði îá÷èñëåíî êîìïîçèöiéíi ðÿäè.

Ðîçãëÿíóòî òàêîæ ðîçøèðåííÿ Ëîðàíà êâàíòîâî¨ ïëîùèíè, ó ÿêîìó

�äîçâîëÿ¹òüñÿ� ¨¨ òâiðíèì x, y áóòè îáîðîòíèìè. Ïîäàíî ïîâíèé ïåðåëiê ñè-

ìåòðié çi ñòðóêòóðîþ, ïðèíöèïîâî âiäìiííîþ âiä òàêèõ äëÿ ñòàíäàðòíî¨

êâàíòîâî¨ ïëîùèíè. Âèÿâèëîñÿ, ùî ðîçøèðåííÿ Ëîðàíà ¹ íàáàãàòî áiëüø

ñèìåòðè÷íèì îá'¹êòîì, íiæ ñòàíäàðòíà êâàíòîâà ïëîùèíà (òîáòî âiäïîâiä-

íà àëãåáðà çâè÷àéíèõ ïîëiíîìiâ). Òî÷íiøå êàæó÷è, ç'ÿñîâàíî, ùî êîæíà

ñèìåòðiÿ ñòàíäàðòíî¨ êâàíòîâî¨ ïëîùèíè ìà¹ ïðîäîâæåííÿ íà àëãåáðó ïî-

ëiíîìiâ Ëîðàíà. Ç iíøîãî áîêó, íà àëãåáði ïîëiíîìiâ Ëîðàíà iñíó¹ �áàãàòî�

ñèìåòðié, ùî íå çàëèøàþòü iíâàðiàíòíîþ ïiäàëãåáðó çâè÷àéíèõ ïîëiíîìiâ.

�õ íàñòiëüêè áàãàòî, ùî âiäïîâiäíà ìíîæèíà ïàð âàãîâèõ êîíñòàíò íå ëèøå

íå ¹ ñêií÷åííîþ, ÿê ó âèïàäêó ñòàíäàðòíî¨ êâàíòîâî¨ ïëîùèíè, àëå íàâiòü

íåç÷èñëåííà. Ïðè öüîìó ìîâà éäå ëèøå ïðî òàê çâàíi ñèìåòði¨ çàãàëüíîãî

ïîëîæåííÿ, îïèñàíi â ðîçäiëi.
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Òîìó çàâäàííÿì äëÿ ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ ¹ ïîäàííÿ ïîâíîãî ïå-

ðåëiêó ñèìåòðié ðîçøèðåííÿ Ëîðàíà êâàíòîâî¨ ïëîùèíè. Çâè÷àéíî, âàðòî

ðîçãëÿíóòè êâàíòîâi ãðóïè ñèìåòðié äëÿ iíøèõ êâàíòîâèõ àëãåáð, çîêðåìà

äëÿ êâàíòîâîãî êîëà òà éîãî ðîçøèðåíü.
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ÄÎÄÀÒÊÈ

A.1 Ïðèêëàäè åðãîäè÷íèõ ãðóïîâèõ äié iç íåñïðÿ-

æåíèìè ñòàáiëiçàòîðàìè

Ïðèêëàä. Óìîâà êîìïàêòíîñòi ñòîñîâíî ñòàáiëiçàòîðiâ â Òåîðåìi
3.1.17 âèÿâëÿ¹òüñÿ ñóòò¹âîþ, ÿê öå ìîæíà ïîáà÷èòè ç íàñòóïíîãî.

Ðîçãëÿíåìî ãðóïó Ìàóòíåðà

H =


eit 0 z1

0 eiαt z2

0 0 1

 : t ∈ R, z1, z2 ∈ C

 ,

äëÿ ïåâíîãî ôiêñîâàíîãî iððàöiîíàëüíîãî äiéñíîãî α. Çðîçóìiëî, ùî H �
ùiëüíà ïiäãðóïà â ãðóïi

G =


ζ1 0 z1

0 ζ2 z2

0 0 1

 : ζ1, ζ2 ∈ T, z1, z2 ∈ C

 .

Äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷íî¨ ïiäãðóïè

A =


1 0 t

0 1 t

0 0 1

 : t ∈ R


ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíèé ïðîñòið G/A, íà ÿêîìó åðãîäè÷íî äi¹ ãðóïà H. Ñòà-
áiëiçàòîðîì öi¹¨ äi¨ â êëàñi ñóìiæíîñòi gA, äå

g =

ζ1 0 z1

0 ζ2 z2

0 0 1

 ,

¹ ïiäãðóïà

gAg−1 =


1 0 ζ1t

0 1 ζ2t

0 0 1

 : t ∈ R

 ,

à ñïðÿæåííÿ åëåìåíòîì g çäiéñíþ¹òüñÿ â ãðóïi G. Àëå â ãðóïi Ìàóòíåðà
H öÿ ïiäãðóïà íå ¹ ñïðÿæåíîþ ïiäãðóïi A, çà âèêëþ÷åííÿì âèïàäêó, êîëè
(ζ1, ζ2) = (eit, eiαt) äëÿ ïåâíîãî t ∈ R. Çîêðåìà, îáëàñòi ñïðÿæåíîñòi H-
ñòàáiëiçàòîðiâ ¹ âèêëþ÷íî H-òðà¹êòîði¨ â G/A, ÿêi ¹ ìíîæèíàìè ìiðè íóëü
çàâäÿêè âëàñíié åðãîäè÷íîñòi äi¨ ãðóïè H íà G/A.
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Ïðèêëàä. Íàâiòü ñêií÷åííi ñòàáiëiçàòîðè ìîæóòü âèÿâèòèñÿ íå ñïðÿ-
æåíèìè äëÿ åðãîäè÷íî¨ äi¨ çàãàëüíî¨ ë.ê.ñ. ãðóïè.

Ðîçãëÿíåìî êîìïàêòíó àáåëåâó ãðóïó K = (Z2)
Z ç ìiðîþ Õààðà µ,

ïðîñòið ËåáåãàX = (K×K,µ×µ), i íåõàé Q � çñóâ Áåðíóëëi íàK, (Qx)n =

xn−1. Òîäi íà (X,µ) ìà¹ìî ãðóïó ïåðåòâîðåíü Q(x, y) = (Qx,Qy), S(x, y) =

(x, y + x), ùî çáåðiãàþòü ìiðó, à òàêîæ äiþ ãðóïè K, à ñàìå α(k)(x, y) =

(x, y + k), k ∈ K. Ðàçîì öi äi¨ óòâîðþþòü åðãîäè÷íó ðîçâ'ÿçíó öiëêîì
íåçâ'ÿçíó ë.ê.ñ. ãðóïó ïåðåòâîðåíü G íà (X,µ), ÿêà ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì
äâîõ ïiäãðóï. Ïåðøà ç íèõ � öå Z2 (ãåíåðîâàíà ïåðåòâîðåííÿì S), à äðóãà
� íàïiâïðÿìèé äîáóòîê ñâî¹¨ íîðìàëüíî¨ ïiäãðóïè K íà ïiäãðóïó Z, ÿêà äi¹
ïåðåòâîðåííÿì Q.

Öÿ äiÿ ãðóïè G íå ¹ âiëüíîþ, i ñòàáiëiçàòîðîì ó òî÷öi (x, y) ∈ X ¹
ïiäãðóïà Z2, ãåíåðîâàíà ïåðåòâîðåííÿì S ·α(x). Çðîçóìiëî, ùî iñíó¹ íåç÷è-
ñëåííà ìíîæèíà ïîïàðíî âiäìiííèõ ñòàáiëiçàòîðiâ íàä áóäü-ÿêîþ ìíîæè-
íîþ äîäàòíî¨ ìiðè â X. Ç iíøîãî áîêó, ìíîæèíà âíóòðiøíiõ àâòîìîðôiçìiâ
ãðóïè G ¹ ëèøå ç÷èñëåííîþ, i òîìó ñòàáiëiçàòîðè íå ¹ ñïðÿæåíèìè íàä
êîíóëüîâîþ ìíîæèíîþ.

A.2 Ïðèêëàäè åðãîäè÷íèõ ãðóïîâèõ äié iç íåiçîìîð-

ôíèìè ñòàáiëiçàòîðàìè

Íàâåäåìî ïðèêëàäè åðãîäè÷íèõ äié ãðóï Ëi, äëÿ ÿêèõ ñòàáiëiçàòîðè
íå ¹ içîìîðôíèìè ì.â.

Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî äiéñíó ãðóïó Ëi

G̃ =



k l s a

m n t b

0 0 1 u

0 0 0 1

 :

(
k l

m n

)
∈ SL(2,Z); a, b, s, t, u ∈ R


ðàçîì iç ñiìåéñòâîì ¨¨ çàìêíóòèõ ïiäãðóï

L̃α,β =




1 0 αs a

0 1 βs b

0 0 1 u

0 0 0 1

 : a, b, s, u ∈ R

 ,
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äå α, β ∈ R. Äèñêðåòíà ïiäãðóïà ãðóïè G̃

Γ =




1 0 0 m

0 1 0 n

0 0 1 0

0 0 0 1

 : m,n ∈ Z


ìiñòèòüñÿ â óñiõ ïiäãðóïàõ L̃α,β. Íåõàé p : G̃ → G = G̃/Γ � ïðèðîäíà
ïðîåêöiÿ, i ïîêëàäåìî Lα,β = L̃α,β/Γ.

Çàçíà÷èìî, ùî ãðóïà G̃ ¹ íàïiâïðÿìèì äîáóòêîì ñâî¹¨ ïiäãðóïè
SL(2,Z) i íiëüïîòåíòíî¨ íîðìàëüíî¨ ïiäãðóïè. Ùå îäíå ñïîñòåðåæåííÿ ïî-
ëÿãà¹ â òîìó, ùî ïåðåòèí âñiõ ïiäãðóï L̃α,β ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì ¨õ ñïiëüíîãî
öåíòðó

C =




1 0 0 a

0 1 0 b

0 0 1 0

0 0 0 1

 : a, b ∈ R

 ∼= R2

i ùå îäíi¹¨ ïiäãðóïè, içîìîðôíî¨ R (âîíà âiäïîâiäà¹ ïàðàìåòðó u). Ôàêòîð-
ãðóïà G̃/C içîìîðôíà

(
SL(2,Z)n R2

)
×R. Íàïiâïðÿìèé äîáóòîê SL(2,Z)n

R2 òóò ïîõîäèòü âiä ïðèðîäíî¨ äi¨ ãðóïè SL(2,Z) íà R2, à ìíîæåííÿ â
SL(2,Z)n R2 ¹ òàêèì:

(A, (a, b))(B, (c, d)) = (AB,B−1(a, b) + (c, d)).

Öå ìíîæåííÿ ðåàëiçó¹òüñÿ, ÿêùî îòîòîæíèòè åëåìåíò (A, (a, b)) ç êëàñîì
ñóìiæíîñòi 

a11 a12 a11a+ a12b ∗
a21 a22 a21a+ a22b ∗
0 0 1 ∗
0 0 0 1

 ,

ãðóïè G̃, äå A = (aij) ∈ SL(2,Z).
Âèçíà÷èìî äiþ ãðóïè SL(2,Z) n R2 íà R3 ÷åðåç (òàêå ëiíiéíå çîáðà-

æåííÿ): (A, (a, b))(x, y, z) = (A(x, y), z − ya+ xb).
Ïðîñòå îá÷èñëåííÿ ïîêàçó¹, ùî íàä êîíóëüîâîþ ïiäìíîæèíîþ (âiäíî-

ñíî ìiðè Ëåáåãà íà R3) ñòàáiëiçàòîð îñòàííüî¨ äi¨ â òî÷öi (αs, βs, z) ìà¹
âèãëÿä {(I, (αt, βt)) : t ∈ R}, äå I � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.

Öÿ äiÿ ïðèïóñêà¹ ïiäíÿòòÿ äî äi¨ ãðóïè
(
SL(2,Z)n R2

)
× R, â ÿêié

ïðÿìèé ìíîæíèê R íå äi¹ çîâñiì. Íåõàé π : G→ G̃/C � ïðèðîäíà ïðîåêöiÿ.
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Âîíà äîçâîëÿ¹ ïiäíÿòè íàøó äiþ äî äi¨ ãðóïè G, ó ÿêié öåíòðàëüíèé â G0

òîð T2 (ùî ñïiâïàäà¹ ç ÿäðîì ïðîåêöi¨ π) íå äi¹ çîâñiì. Ç íàâåäåíèõ âèùå
ðîçãëÿäiâ âèïëèâà¹, ùî ñòàáiëiçàòîðè öi¹¨ äi¨ ãðóïè G ¹ â òî÷íîñòi Lα,β.

Çàçíà÷èìî, ùî ñòàáiëiçàòîðè Lα,β ìàþòü ñïiëüíèé öåíòð

p




1 0 0 a

0 1 0 b

0 0 1 0

0 0 0 1

 : a, b ∈ R


içîìîðôíèé òîðó T2, i ïðè öüîìó êîìóòàòîðè åëåìåíòiâ ãðóïè Lα,β ìiñòÿ-
òüñÿ â òàêié îäíîïàðàìåòðè÷íié ïiäãðóïi ãðóïè T2:

p




1 0 0 αs

0 1 0 βs

0 0 1 0

0 0 0 1

 : s ∈ R

 .

Îòæå, içîìîðôiçì ïiäãðóï Lα,β i Lα′,β′ âèçíà÷à¹ òàêîæ àâòîìîðôiçì òîðà
T2, ÿêèé òàêîæ ìà¹ ñïëiòàòè âiäïîâiäíi îäíîïàðàìåòðè÷íi ïiäãðóïè, çà-
çíà÷åíi âèùå. Îñêiëüêè áóäü-ÿêèé àâòîìîðôiçì ãðóïè T2 çàäà¹òüñÿ ìà-
òðèöåþ A ∈ SL(2,Z), içîìîðôiçì ãðóï Lα,β i Lα′,β′ ðiâíîçíà÷íèé óìîâi
λ(α′, β′) = A(α, β) äëÿ ïåâíèõ A ∈ SL(2,Z), λ ∈ R. Ç îãëÿäó íà öå ðîáèìî
âèñíîâîê, ùî äëÿ çàçíà÷åíî¨ âèùå äi¨ ãðóïèG âñi îáëàñòi içîìîðôiçìó ñòàái-
ëiçàòîðiâ ¹ ìíîæèíàìè ìiðè íóëü; çîêðåìà, ñòàáiëiçàòîðè íå ¹ içîìîðôíèìè
íàä êîíóëüîâîþ ìíîæèíîþ.

Ïðèêëàä 2. Ïîïåðåäíié Ïðèêëàä 1 ìîæå çäàâàòèñÿ äåùî øòó÷íèì,
îñêiëüêè äiÿ ìà¹ ÿäðî p(C)×R, ó òîé ÷àñ ÿê äiÿ ôàêòîð-ãðóïè G/(p(C)×R)

ìà¹ içîìîðôíi ñòàáiëiçàòîðè. Öå ìîæíà óñóíóòè, çàñòîñîâóþ÷è ïðîöåäóðó
iíäóêóâàííÿ [196].

À ñàìå, äëÿ ãðóïè G ç Ïðèêëàäó 1 ðîçãëÿíåìî ïðÿìèé äîáóòîê G×G
ðàçîì ç éîãî àâòîìîðôiçìîì σ, σ(g, h) = (h, g). Íåõàé Ĝ � âiäïîâiäíèé
íàïiâïðÿìèé äîáóòîê ãðóïè Z2 íà G × G, â ÿêèé ãðóïà G âêëàäà¹òüñÿ ó
âèãëÿäi ïiäãðóïè G × {1}. Íåõàé s : Ĝ/(G × {1}) → Ĝ � áîðåëiâñüêèé
ïåðåðiç îäíîðiäíîãî ïðîñòîðó Ĝ/(G× {1}), s[σn · (g, h)] = σn · (1, h).

Ñòàðòóþ÷è ç äi¨ ãðóïè G ' G×{1} íà R3 ÿê ó Ïðèêëàäi 1, ïîáóäó¹ìî
iíäóêîâàíó äiþ ãðóïè Ĝ, ÷èé ÿâíèé îïèñ ¹ òàêèì [196]. Ïðîñòîðîì öi¹¨ äi¨

¹ R3 ×
(
Ĝ/G× {1}

)
ç ïðèðîäíèì êëàñîì ìið, à ñàìà äiÿ çàäàíà òàê:

g(x, h(G× {1})) = (α(g, h(G× {1}))x, gh(G× {1})),
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äå x ∈ R3, g, h ∈ Ĝ, à êîöèêë α : Ĝ × Ĝ/(G × {1}) → Ĝ çàäà¹òüñÿ ÿê
α(g, h(G× {1})) = s(gh(G× {1}))−1gs(h(G× {1})).

Çàçíà÷èìî, ùî ñòàáiëiçàòîðè öi¹¨ äi¨ ¹ ïiäãðóïàìè, ñïðÿæåíèìè â ãðóïi
Ĝ ïiäãðóïàì Lα,β×{1}, i ïðè öüîìó âîíè, ÿê i ó Ïðèêëàäi 1, íå ¹ içîìîðôíè-
ìè ì.â. Ç iíøîãî áîêó, êëàñ öèõ ñïðÿæåíèõ ïiäãðóï âêëþ÷à¹ òàêîæ ïiäãðóïè
âèãëÿäó {1} × Lα,β. Îòæå, ïåðåòèí óñiõ öèõ ïiäãðóï ¹ òðèâiàëüíèì, òîáòî
äiÿ ìà¹ òðèâiàëüíå ÿäðî.

Çàóâàæåííÿ 1. Äi¨ Ïðèêëàäiâ 1 òà 2 çáåðiãàþòü íåñêií÷åííó ìiðó.
ßêùî ó Ïðèêëàäi 1 çàìiíèòè ïðîñòið R3 ãðóïîâî¨ äi¨ ïðîñòîðîì T3, òî äóæå
ïîäiáíà ïîáóäîâà äîçâîëÿ¹ îäåðæàòè äiþ òi¹¨ æ ãðóïè, ùî çáåðiãà¹ ñêií÷åí-
íó ìiðó. Ó öüîìó âèïàäêó ñòàáiëiçàòîðè ñòàþòü íåçâ'ÿçíèìè, àëå ¨õ çâ'ÿçíi
êîìïîíåíòè îäèíèöi òi æ, ùî é ó Ïðèêëàäi 1, ÷èì çáåðiãà¹òüñÿ ôåíîìåí íå-
içîìîðôíîñòi. Íàñïðàâäi, ¹äèíîþ óìîâîþ içîìîðôiçìó äâîõ ñòàáiëiçàòîðiâ
¹ òå, ùî âîíè ëåæàòü íàä òi¹þ æ ñàìîþ òðà¹êòîði¹þ ãðóïîâî¨ äi¨; ñòàáiëi-
çàòîðè íàä áóäü-ÿêèìè ðiçíèìè òðà¹êòîðiÿìè íå ¹ içîìîðôíèìè.

Çàóâàæåííÿ 2. Ëåãêå ñïîñòðåæåííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî äi¨, ïîáóäî-
âàíi ó Ïðèêëàäàõ 1 i 2, ¹ àìåíàáåëüíèìè äiÿìè [64] íåàìåíàáåëüíèõ ãðóï.
Àëå æ ìîæíà ïîáóäóâàòè äiþ àìåíàáåëüíî¨ ãðóïè ç íåiçîìîðôíèìè ñòàái-
ëiçàòîðàìè, çàìiíÿþ÷è â Ïðèêëàäàõ 1 i 2 ãðóïó SL(2,Z) ñòóïåíÿìè ¹äèíî¨
ìàòðèöi A ç öiëèìè åëåìåíòàìè, ÿêà ãåíåðó¹ åðãîäè÷íèé ãðóïîâèé àâòî-
ìîðôiçì äâîâèìiðíîãî òîðà.

A.3 Äîâåäåííÿ äîïîìiæíèõ Ëåì

Ìè êîðèñòó¹ìîñÿ ïîçíà÷åííÿìè i òåðìiíîëîãi¹þ ïiäðîçäiëó 5.1.
Íåõàé L ⊂ G ⊂ {1, 2, . . . , l}. Îáëàøòó¹ìî Uqg ãðàäóþâàííÿì:

degEj =

{
1, j ∈ G \ L
0, j ∈ L

degFj =

{
−1, j ∈ G \ L
0, j ∈ L

degK±1
j = 0, j = 1, 2, . . . , l.

Íåõàé
(
Uqq

±
L
)
j

=
{
ξ ∈ Uqq±L

∣∣ deg ξ = j
}
. Çðîçóìiëî, ùî

(
Uqq

±
L
)

0
= Uql.

Ëåìà A.3.1. Îäíîðiäíi êîìïîíåíòè
(
Uqq

±
L
)
j
¹ âiëüíèìè ëiâèìè òà âiëü-

íèìè ïðàâèìè Uql-ìîäóëÿìè ñêií÷åííîãî ðàíãó.

Äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî ïiäìíîæèíè L ⊂ G ⊂ {1, 2, . . . , l} âè-
çíà÷àþòü ïiäãðóïè WL ⊂ WG ãðóïè Âåéëÿ W . Òi ïiäãðóïè ñïiâïàäàþòü ç
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ãðóïàìè Âåéëÿ àëãåáð Ëi l i g, âiäïîâiäíî. Íåõàé w0,L (âiäïîâiäíî, w0,G) �
íàéäîâøèé åëåìåíò ãðóïè Âåéëÿ WL (âiäïîâiäíî, WG).

Ðîçïî÷íåìî ç áiëüøî¨ ïiäìíîæèíè G. Âèáåðåìî çâåäåíèé ðîçêëàä

w0,G = si1si2si3 . . . siM , (A.3.1)

äå sik � âiääçåðêàëåííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ ïðîñòîìó êîðåíþ αik . Ðîçãëÿíåìî
àâòîìîðôiçìè Ëþñòiãà Ti, i ∈ G, àëãåáðè Uqg

′, ãåíåðîâàíî¨ Ei, Fi, K±1
i ,

i ∈ G, [88, Ãëàâà 8]. Âîíè ìàþòü âèãëÿä

Ti(Kj) = KjK
−aij
i ,

Ti(Ei) = −FiKi, Ti(Fi) = −K−1
i Ei,

Ti(Ej) =
∑

r+s=−aij

constEs
iEjE

r
i , i 6= j,

Ti(Fj) =
∑

r+s=−aij

constF r
i FjF

s
i , i 6= j.

(A.3.2)

Ó ïîäiáíèé ñïîñiá, ðîçãëÿíåìî àëãåáðó Uql′, ùî âiäïîâiäà¹ ïiäìíîæèíi L.
Íåõàé WL = {w ∈ WG| l(ws) > l(w) äëÿ âñiõ ïðîñòèõ âiääçåðêàëåíü s ∈
WL}, äå l(w) � äîâæèíà w. Ìà¹ìî w0,G = wLw0,L, äå wL ∈ WL i l(w0,G) =

l(wL) + l(w0,L) [83, òâåðäæåííÿ 1.10(c)]. Öå äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè çâåäåíèé
ðîçêëàä (A.3.1) ó âèãëÿäi

w0,G = si1si2si3 . . . siM ′siM ′+1
siM ′+2

. . . siM , (A.3.3)

äå w0,L = siM ′+1
, siM ′+2

, . . . , siM i wL = si1si2si3 . . . siM ′ .
Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó Ëþñòiãà [88, òåîðåìà 8.24]. Çàçíà÷èìî, ùî çâåäå-

íèé ðîçêëàä ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó (A.3.3), ç îãëÿäó íà ÿâíèé âèãëÿä àâòî-
ìîðôiçìiâ Ëþñòiãà (A.3.2), ìàþòü íàñëiäêîì òå, ùî âñi ìîíîìè

Ti1Ti2 · · ·TiM ′−1
(E

aM ′
iM ′

) · Ti1Ti2 · · ·TiM ′−2
(E

aM ′−1

iM ′−1
) · . . . · Ti1Ti2(E

a3

i3
) · Ti1(E

a2

i2
) ·Ea1

i1

ìiñòÿòüñÿ â Uql′. Ç òåîðåìè Ëþñòiãà [88, òåîðåìà 8.24] âèïëèâà¹, ùî ìîíîìè

Ti1Ti2 · · ·TiM−1
(EaM

iM
) · Ti1Ti2 · · ·TiM−2

(E
aM−1

iM−1
) · . . .

. . . · Ti1Ti2 · · ·TiM ′+1
(E

aM ′+2

iM ′+2
) · Ti1Ti2 · · ·TiM ′(E

aM ′+1

iM ′+1
)

äå âñi aik ∈ Z+, óòâîðþþòü âiëüíó áàçó ïðàâîãî Uql-ìîäóëÿ Uqq+
L . Îñêiëüêè

äëÿ êîæíîãî j ∈ Z+ ìîæíà âiäîêðåìèòè ñêií÷åííó êiëüêiñòü òàêèõ ìîíî-
ìiâ, ùî ãåíåðóþòü j-ó îäíîðiäíó êîìïîíåíòó, ìè îäåðæó¹ìî íàøå òâåðäæå-
ííÿ äëÿ (Uqq

+
L )j ÿê ïðàâîãî Uql-ìîäóëÿ. Âñi iíøi òâåðäæåííÿ ìîæóòü áóòè

äîâåäåíi ó ïîäiáíèé ñïîñiá. �
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Íàñëiäîê A.3.2. Êîæåí Uqg-ìîäóëü V ìiñòèòü íàéáiëüøèé ïiäìîäóëü
Vl êàòåãîði¨ C(g, l)q.

Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî V ìà¹ íàéáiëüøèé âàãîâèé ïiäìîäóëü Vh.
Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî ïiäïðîñòið Vl = {v ∈ Vh| dim(Uqlv) < ∞} ¹
ïiäìîäóëåì Uqg-ìîäóëÿ V . Íåõàé ξ ∈

(
Uqq

±
L
)
j
, v ∈ Vl. Âíàñëiäîê Ëåìè

A.3.1, äëÿ ïåâíèõ {η1, η2, . . . , ηN(j)} ìà¹ìî
(
Uqq

±
L
)
j

=
N(j)∑
k=1

ηkUql. Òîìó

dim(Uql ξv) ≤ dim
((
Uqq

±
L
)
j
v
)

= dim

N(j)∑
k=1

ηkUql v

 <∞.

Îòæå, ξv ∈ Vl. �

Íàñëiäîê A.3.3. Äëÿ áóäü-ÿêîãî V ∈ C(l, l)q, ìîäóëü P (V ) íàëåæèòü
êàòåãîði¨ C(g, l)q.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè Uqg � âiëüíèé ïðàâèé Uql-ìîäóëü, ìà¹ ìiñöå
âêëàäåííÿ Uql-ìîäóëiâ i : V ↪→ P (V ), i : v 7→ 1 ⊗ v. Ñïiââiäíîøåííÿ
P (V ) = P (V )l âèêîíó¹òüñÿ çàâäÿêè

P (V ) = Uqg i(V ) ⊂ UqgP (V )l = P (V )l.

Ðåøòà òâåðäæåíü Ëåìè 5.1.3 ìîæå áóòè äîâåäåíà ó òàêèé æå ñïîñiá,
ÿê i â êëàñè÷íîìó âèïàäêó q = 1. �

Äëÿ äîâåäåííÿ Ëåìè 5.1.7 ìè ïîòðåáó¹ìî íàñòóïíó äîïîìiæíó Ëåìó.

Ëåìà A.3.4. Íåõàé λ ∈ PL+ i
(
Uqq

±
L
)
j
� îäíîðiäíi êîìïîíåíòè ãðàäóéîâà-

íèõ àëãåáð Uqq±L .
1. Âåêòîðíi ïðîñòîðè

(
Uqq

±
L
)
j
· Pλ ⊂ EndV univ ñêií÷åííîâèìiðíi.

2. Âåêòîðíi ïðîñòîðè Pλ·
(
Uqq

±
L
)
j
⊂ EndV univ ñêií÷åííîâèìiðíi. (Òóò

êðàïêà ïîçíà÷à¹ äîáóòîê åëåìåíòiâ EndV univ.)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ïåðøå òâåðäæåííÿ. Ìè ðîçãëÿäà¹ìî EndV univ

ÿê Uql-ìîäóëü ùîäî òàêî¨ äi¨:

(ξa) : v 7→ ξ(av), v ∈ V univ, a ∈ EndV univ, ξ ∈ Uql.

Çðîçóìiëî, ùî
(
Uqq

±
L
)
j
· Pλ � ïiäìîäóëü Uql-ìîäóëÿ EndV univ.



331

Íåõàé πλ : Uql → EndL(l, λ) � çîáðàæåííÿ ïiäàëãåáðè Õîïôà Uql, ùî
âiäïîâiäà¹ Uql-ìîäóëþ L(l, λ). ßêùî ξ ∈ Kerπλ, òî ξ ·Pλ = 0. Òîìó äiàãðàìà

Uql

πλ
��

ξ 7→ξ·Pλ // EndV univ

EndL(l, λ)

77

ìîæå áóòè ïðîäîâæåíà äî êîìóòàòèâíî¨, i

dim(Uql · Pλ) ≤ (dim(L(l, λ)))2.

Îòæå, ïåðøå òâåðäæåííÿ Ëåìè äîâåäåíå ó âèïàäêó j = 0. Çàëèøà¹òüñÿ
âèêîðèñòàòè òîé ôàêò, ùî (Uqq

±
L )j � ïðàâèé Uql-ìîäóëü ñêií÷åííîãî ðàíãó

(äèâ. Ëåìó A.3.1).
Íàðàçi ïåðøå òâåðäæåííÿ äîâåäåíî. Äðóãå òâåðäæåííÿ ìîæå áóòè äî-

âåäåíå ó ïîäiáíèé ñïîñiá iç âèêîðèñòàííÿì êîìóòàòèâíî¨ äiàãðàìè

Uql

πλ
��

ξ 7→Pλ·ξ // EndV univ

EndL(l, λ)

77

â êàòåãîði¨ Uqlop-ìîäóëiâ. �

Ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ Ëåìè 5.1.7. Ðîçãëÿíåìî ïiäïðîñòið A ⊂ Uqg

òàêèõ åëåìåíòiâ ξ ∈ Uqg, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî λ ∈ PL+ iñíó¹ ñêií÷åííà ïiä-
ìíîæèíà Λ ⊂ PL+ , äëÿ ÿêî¨

ξ · Pλ = χΛ · ξ · Pλ, (A.3.4)

Pλ · ξ = Pλ · ξ · χΛ. (A.3.5)

Òðåáà äîâåñòè, ùî A = Uqg. Äëÿ öüîãî äîñèòü ïîêàçàòè, ùî A � ïiäàëãåáðà
â Uqg i A ⊃

(
Uqq

±
L
)
j
äëÿ âñiõ j.

Äîâåäåìî ïåðøå òâåðäæåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî A � âåêòîðíèé ïiäïðîñòið.
Íåõàé ξ, η ∈ A, i ðîçãëÿíåìî äîáóòîê ξη. Ïîäâiéíå çàñòîñóâàííÿ (A.3.4),
ñïåðøó âiäíîñíî η, à ïîòiì ùîäî ξ, äîçâîëÿ¹ âèâåñòè, ùî îáðàç ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà ξ · η · Pλ ∈ EndV univ ìiñòèòüñÿ â ñóìi ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi
içîòèïi÷íèõ êîìïîíåíò V univ

λ . Íåõàé öÿ ñóìà ìà¹ âèãëÿä
⊕
λ′∈Λ′

V univ
λ′ , òîäi

ξ · η · Pλ = χΛ′ · ξ · η · Pλ. Îòæå, îäåðæó¹ìî (A.3.4) äëÿ ξη.
Ó ïîäiáíèé ñïîñiá, çàñòîñîâóþ÷è (A.3.5) äâi÷i, âèâîäèìî, ùî äëÿ ïåâíî¨

ñêií÷åííî¨ ïiäìíîæèíè Λ′′ ⊂ PL+ ìà¹ ìiñöå Ker(Pλ · ξ · η) ⊃ (id− χΛ′′)V
univ,

òîìó Pλ · ξ · η = Pλ · ξ · η · χΛ′′. Îòæå (A.3.5) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ξη.
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Ïåðåéäåìî äî äðóãîãî òâåðäæåííÿ. Ìè îáìåæèìîñÿ äîâåäåííÿì òî-
ãî, ùî (A.3.4) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ξ ∈

(
Uqq

±
L
)
j
. Âíàñëiäîê Ëåìè A.3.4,

äëÿ êîæíèõ j, λ, âåêòîðíèé ïðîñòið
(
Uqq

±
L
)
j
· Pλ ñêií÷åííîâèìiðíèé. Âií ¹

òàêîæ Uql-ìîäóëåì, îñêiëüêè Uql
(
Uqq

±
L
)
j
⊂
(
Uqq

±
L
)
j
. Òîìó

(
Uqq

±
L
)
j
· Pλ ðîç-

ïàäà¹òüñÿ â ñóìó ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi Uql-içîòèïi÷íèõ êîìïîíåíò. Ç iíøîãî
áîêó, ÿêùî äëÿ ïåâíîãî a ∈ EndV univ Uql-module Uql · a ⊂ EndV univ ¹
êðàòíèì L(l, µ), µ ∈ PL+ , òî aV

univ ⊂ V univ
µ i Pµ · a = a. Âíàñëiäîê öüîãî

Pλ′ ·
(
Uqq

±
L
)
j
· Pλ = 0 äëÿ âñiõ λ′ ∈ PL+ , îêðiì ñêií÷åííî¨ ¨õ êiëüêîñòi. Òîìó

ξ · Pλ = χΛ · ξ · Pλ äëÿ ïåâíî¨ ñêií÷åííî¨ ïiäìíîæèíè Λ ⊂ PL+ . �

A.4 Àëãåáðè i ìîäóëi â òåíçîðíèõ êàòåãîðiÿõ

Ðîçãëÿíåìî àáåëåâó ñïëåòåíó òåíçîðíó êàòåãîðiþ C−, ïîâíó ïiäêàòå-
ãîðiþ âàãîâèõ Uqb−-ñêií÷åííèõ Uqg-ìîäóëiâ. Ñïëåòåííÿ ŘV1,V2

: V1 ⊗ V2 →
V2 ⊗ V1 çàçâè÷àé âèçíà÷à¹òüñÿ ó òåðìiíàõ óíiâåðñàëüíî¨ R-ìàòðèöi [98].

Àëãåáðà F â êàòåãîði¨ C− íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàòèâíîþ â öié êàòåãîði¨,
ÿêùî m = mŘFF , äå m : F ⊗ F → F � ìíîæåííÿ â F .

Ðîçãëÿíåìî áiìîäóëü E íàä êîìóòàòèâíîþ àëãåáðîþ F â êàòåãîði¨ C−:

mleft : F ⊗ E → E, mright : E ⊗ F → E.

Íàñëiäóþ÷è òåðìiíîëîãiþ [121], ìè íàçèâà¹ìî éîãî ñèìåòðè÷íèì, ÿêùî
mright = mleftŘEF .

Ïðèêëàä. Àëãåáðà F â êàòåãîði¨ C− ¹ áiìîäóëåì íàä áóäü-ÿêîþ ñâî¹þ
ïiäàëãåáðîþ F ′. ßêùî F êîìóòàòèâíà â C−, òàêèé áiìîäóëü ñèìåòðè÷íèé.

Òâåðäæåííÿ A.4.1. ([139, Çàóâàæåííÿ 1.1]) ßêùî E1, E2 � ñèìåòðè-
÷íi áiìîäóëi íàä êîìóòàòèâíîþ àëãåáðîþ F â êàòåãîði¨ C−, òî áiìîäóëü
E1 ⊗F E2 òàêîæ ñèìåòðè÷íèé.

Òâåðäæåííÿ A.4.2. ([139, Çàóâàæåííÿ 1.2]) Íåõàé E � ëiâèé ìîäóëü
mleft : F ⊗E → E íàä êîìóòàòèâíîþ àëãåáðîþ F â C−. Ìîðôiçì mright =

mleftŘEF îáëàøòîâó¹ E ñòðóêòóðîþ ñèìåòðè÷íîãî áiìîäóëÿ íàä F â C−.

Öå îçíà÷à¹, ùî êîæåí ëiâèé ìîäóëü E íàä êîìóòàòèâíîþ àëãåáðîþ F

â C− ¹ ñèìåòðè÷íèì áiìîäóëåì íàä F â C−.
Áiìîäóëü E íàä êîìóòàòèâíîþ àëãåáðîþ F â êàòåãîði¨ C− íàçèâà¹òüñÿ

äèñëåêòè÷íèì, ÿêùî mright = mleftŘEF , mleft = mrightŘFE.
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Òâåðäæåííÿ A.4.3. ([139, òâåðäæåííÿ 2.4, òåîðåìà 2.5]) Íåõàé E1, E2

� äèñëåêòè÷íi áiìîäóëi íàä êîìóòàòèâíîþ àëãåáðîþ F â êàòåãîði¨ C− i j
� êàíîíi÷íèé åíäîìîðôiçì E1 ⊗ E2 → E1 ⊗F E2. Òîäi

1. E1 ⊗F E2 � äèñëåêòè÷íèé áiìîäóëü íàä F ;

2. iñíó¹ ¹äèíèé ìîðôiçì RE1E2
: E1 ⊗F E2 → E2 ⊗F E1 â êàòåãîði¨ C−

òàêèé, ùî RE1E2
j = jŘE1E2

.

Öå îçíà÷à¹, ùî êàòåãîðiÿ äèñëåêòè÷íèõ áiìîäóëiâ íàä êîìóòàòèâíîþ
àëãåáðîþ â êàòåãîði¨ C− ¹ àáåëåâîþ ñïëåòåíîþ òåíçîðíîþ êàòåãîði¹þ.

Äîâåäåííÿ Òâåðäæåíü A.4.3 i A.4.2 îäåðæàíî Ïàðåéãiñîì iç âèêîðè-
ñòàííÿì ìåòîäiâ òåîði¨ êàòåãîðié íà äîñèòü øèðîêîìó ðiâíi çàãàëüíîñòi.
Çàçíà÷èìî, ùî ìîäóëi íàä êîìóòàòèâíèìè àëãåáðàìè â ñïëåòåíèõ àáåëå-
âèõ òåíçîðíèõ êàòåãîðiÿõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ â àëãåáðà¨÷íié K-òåîði¨ [121] i
ïðèðîäíèì ÷èíîì âèíèêàþòü ó êîíôîðìíié êâàíòîâié òåîði¨ ïîëÿ [100, 52].

A.5 Âiäîìîñòi ç òåîði¨ ôóíêöié íà êâàíòîâié ìàòðè-

÷íié êóëi

Ó öüîìó òà äâîõ íàñòóïíèõ ïiäðîçäiëàõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïîçíà÷åííÿ
òà òåðìiíîëîãiÿ ç ïiäðîçäiëó 5.4.

Íåõàé q ∈ (0, 1). Àëãåáðà Õîïôà UqslN çàäàíà ñâî¨ìè òâiðíèìè Ki,
K−1
i , Ei, Fi, i = 1, 2, . . . , N − 1, i äîáðå âiäîìèìè ñïiââiäíîøåííÿìè òà

ôîðìóëàìè äëÿ êîìíîæåííÿ ∆, àíòèïîäó S i êîîäèíèöi ε, äèâ. ïóíêò 5.3.1
òà [88, Ãëàâà 4].

Ðîçãëÿíåìî àëãåáðó Õîïôà Uqsl2n. Îáëàøòó¹ìî ¨¨ ñòðóêòóðîþ ∗-
àëãåáðè Õîïôà, ùî çàäà¹òüñÿ iíâîëþöi¹þ

K∗j = Kj, E∗j =

{
KjFj, j 6= n,

−KjFj, j = n,
F ∗j =

{
EjK

−1
j , j 6= n,

−EjK
−1
j , j = n.

Öÿ ∗-àëãåáðà Õîïôà (Uqsl2n, ∗) ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê Uqsun,n.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Uqk = Uqs(un × un) ∗-ïiäàëãåáðó Õîïôà, ãåíåðîâàíó

Ei, Fi, i 6= n; K±1
j , j = 1, 2, . . . , 2n− 1.

Ðîçãëÿíåìî ∗-àëãåáðó Pol(Matn)q ç òâiðíèìè {zαa }a,α=1,2,...,n i âèçíà-
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÷àëüíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè

zαa z
β
b =


qzβb z

α
a , a = b & α < β àáî

a < b & α = β

zβb z
α
a , a < b & α > β

zβb z
α
a + (q − q−1)zβa z

α
b , a < b & α < β,

(A.5.1)

(zβb )∗zαa = q2
n∑

a′,b′=1

m∑
α′,β′=1

R(b, a, b′, a′)R(β, α, β′, α′)zα
′

a′ (z
β′

b′ )
∗ + (1− q2)δabδ

αβ

äå δab, δαβ � ñèìâîëè Êðîíåêåðà i

R(b, a, b′, a′) =


q−1, a 6= b & b = b′ & a = a′

1, a = b = a′ = b′

−(q−2 − 1), a = b & a′ = b′ & a′ > a

0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C[Matn]q ïiäàëãåáðó, ãåíåðîâàíó zαa , a, α = 1, 2, . . . , n.
Öå ¹ äîáðå âiäîìèé àíàëîã àëãåáðè ãîëîìîðôíèõ ïîëiíîìiâ íà Matn.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó àëãåáðó Õîïôà A i A-ìîäóëüíó àëãåáðó F . Ïðè-
ïóñòèìî, ùî A ¹ ∗-àëãåáðîþ Õîïôà. ∗-àëãåáðà F íàçèâà¹òüñÿ A-ìîäóëüíîþ
àëãåáðîþ, ÿêùî iíâîëþöi¨ óçãîäæåíi ó òàêèé ñïîñiá:

(af)∗ = (S(a))∗f ∗, a ∈ A, f ∈ F,

äå S � àíòèïîä â A.
ßê áóëî ïîêàçàíî â [169], äèâ. Òâåðäæåííÿ 8.12 i 10.1, ìà¹ìî

Òâåðäæåííÿ A.5.1. C[Matn]q íåñå ñòðóêòóðó Uqsl2n-ìîäóëüíî¨ àëãåáðè:

K±1
n zαa =


q±2zαa , a = α = n,

q∓1zαa , a = n & α 6= n àáî a 6= n & α = n,

zαa , â iíøèõ âèïàäêàõ,

Fnz
α
a = q1/2 ·

{
1, a = α = n,

0, â iíøèõ âèïàäêàõ,

Enz
α
a = −q1/2 ·


q−1znaz

α
n , a 6= n & α 6= n,

(znn)2, a = α = n,

znnz
α
a , â iíøèõ âèïàäêàõ,
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i äëÿ k 6= n

K±1
k zαa =


q±1zαa , k < n & a = k àáî k > n & α = 2n− k,
q∓1zαa , k < n & a = k + 1 àáî k > n & α = 2n− k + 1,

zαa , â iíøèõ âèïàäêàõ äëÿ k 6= n;

Fkz
α
a = q1/2 ·


zαa+1, k < n & a = k,

zα+1
a , k > n & α = 2n− k,

0, â iíøèõ âèïàäêàõ äëÿ k 6= n;

Ekz
α
a = q−1/2 ·


zαa−1, k < n & a = k + 1,

zα−1
a , k > n & α = 2n− k + 1,

0, â iíøèõ âèïàäêàõ äëÿ k 6= n

Òàêîæ Pol(Matn)q îáëàøòîâàíà ó òàêèé ñïîñiá ñòðóêòóðîþ Uqsun,n-
ìîäóëüíî¨ àëãåáðè.

Äîáðå âiäîìî, ùî â êëàñè÷íîìó âèïàäêó q = 1 ìåæà Øèëîâà ìàòðè-
÷íî¨ êóëi D ¹ ìíîæèíîþ S(D) âñiõ óíiòàðíèõ ìàòðèöü. Íàøèì çàâäàííÿì
¹ îäåðæàòè q-àíàëîã ìåæi Øèëîâà äëÿ êâàíòîâî¨ ìàòðè÷íî¨ êóëi. Çàïðîâà-
äèìî ïîçíà÷åííÿ äëÿ êâàíòîâèõ ìiíîðiâ ìàòðèöi z = (zαa ):

(z∧k)
{α1,α2,...,αk}
{a1,a2,...,ak}

def
=
∑
s∈Sk

(−q)l(s)zαs(1)
a1 z

αs(2)
a2 · · · zαs(k)

ak ,

äå α1 < α2 < . . . < αk, a1 < a2 < . . . < ak, i l(s) � êiëüêiñòü iíâåðñié äëÿ
s ∈ Sk.

Âiäîìî, ùî êâàíòîâèé äåòåðìiíàíò

detq z = (z∧n)
{1,2,...,n}
{1,2,...,n}

ëåæèòü ó öåíòði C[Matn]q. Ëîêàëiçàöiÿ C[Matn]q âiäíîñíî ìóëüòèïëiêàòèâ-
íî¨ ñèñòåìè (detq z)N íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðîþ ðåãóëÿðíèõ ôóíêöié íà êâàí-
òîâié ãðóïi GLn i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç C[GLn]q.

Ëåìà A.5.2 (Ëåìà 2.1 ç [186]). Iñíó¹ ¹äèíà iíâîëþöiÿ ∗ íà C[GLn]q òà-
êà, ùî

(zαa )∗ = (−q)a+α−2n(detq z)−1 detq zαa ,

äå zαa � ìàòðèöÿ, îäåðæàíà ç z øëÿõîì âèëó÷åííÿ ñòðîêè α i ñòîâïöÿ a.
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∗-àëãåáðà C[S(D)]q = (C[GLn]q, ∗) ¹ q-àíàëîãîì àëãåáðè ðåãóëÿðíèõ
ôóíêöié íà ìåæi Øèëîâà ìàòðè÷íî¨ êóëi D. Ìîæíà ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî
C[S(D)]q ¹ Uqsun,n-ìîäóëüíîþ àëãåáðîþ (äèâ. äîâåäåííÿ [186, òåîðåìà 2.2 i
òâåðäæåííÿ 2.7]).

Iñíó¹ iíøå âèçíà÷åííÿ àëãåáðè C[S(D)]q. Ðîçãëÿíåìî äâîñòîðîííié iäå-
àë J ∗-àëãåáðè Pol(Matn)q, ãåíåðîâàíèé ñïiââiäíîøåííÿìè

n∑
j=1

q2n−α−βzαj (zβj )∗ − δαβ = 0, α, β = 1, 2, . . . , n. (A.5.2)

Ìîæíà äîâåñòè, ùî öåé iäåàë ¹ Uqsun,n-iíâàðiàíòíèì. Öå äîçâîëÿ¹ âèçíà÷è-
òè Uqsun,n-ìîäóëüíó àëãåáðó Pol(Matn)q/J . ßê ïîêàçàíî â [186, ñòîð. 381,
òâåðäæåííÿ 6.1], C[S(D)]q = Pol(Matn)q/J , ùî ¹ òàêîæ âèçíà÷åííÿì àëãå-
áðè ðåãóëÿðíèõ ôóíêöié íà ìåæi Øèëîâà êâàíòîâî¨ ìàòðè÷íî¨ êóëi.

Ìîäóëü V íàä Uqsl2n íàçèâà¹òüñÿ âàãîâèì, ÿêùî

V =
⊕
λ∈P

Vλ, Vλ =
{
v ∈ V

∣∣ Kiv = qλiv, i = 1, 2, . . . , 2n− 1
}
,

äå λ = (λ1, λ2, . . . , λ2n−1) i P ∼= Z2n−1 � ðåøiòêà âàã àëãåáðè Ëi sl2n. Íåíó-
ëüîâèé ñêëàäíèê Vλ ó öüîìó ðîçêëàäi íàçèâà¹òüñÿ âàãîâèì ïiäïðîñòîðîì,
ùî âiäïîâiäà¹ âàçi λ.

Êîæíîìó âàãîâîìó Uqsl2n-ìîäóëþ V ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ëiíiéíi
âiäîáðàæåííÿ Hi, i = 1, 2, . . . , 2n− 1, â V òàêi, ùî Hiv = λiv òîäi é òiëüêè
òîäi, êîëè v ∈ Vλ.

Çàôiêñó¹ìî åëåìåíò H0 =
n−1∑
j=1

j(Hj + H2n−j) + nHn. Áóäü-ÿêèé âàãî-

âèé Uqsl2n-ìîäóëü V ìîæå áóòè îáëàøòîâàíèé Z-ãðàäóþâàííÿì V = ⊕
r
Vr,

ïîêëàäàþ÷è v ∈ Vr ÿêùî H0v = 2rv.
Ìè ïîòðåáó¹ìî äåÿêi áiëüø âèòîí÷åíi ïðîñòîðè. Âiäîìî, ùî

Pol(Matn)q =
∞⊕

k,j=0

C[Matn]q,k · C[Matn]q,−j.

Òóò C[Matn]q � ïiäàëãåáðà â Pol(Matn)q, ãåíåðîâàíà (zαa )∗, a, α = 1, 2, . . . , n,
i C[Matn]q,−j, C[Matn]q,k � îäíîðiäíi êîìïîíåíòè, ïîâ'ÿçàíi ç ãðàäóþâàííÿì

deg(zαa ) = 1, deg(zαa )∗ = −1, a, α = 1, 2, . . . , n.

Îòæå, áóäü-ÿêèé f ∈ Pol(Matn)q ìà¹ ¹äèíèé ðîçêëàä ó ñêií÷åííó ñóìó

f =
∑
k,j≥0

fk,j, fk,j ∈ C[Matn]q,k · C[Matn]q,−j. (A.5.3)



337

Çàçíà÷èìî, ùî dimC[Matn]q,k · C[Matn]q,−j <∞.
Ðîçãëÿíåìî âåêòîðíèé ïðîñòið D(D)′q ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ âèãëÿäó

(A.5.3) iç ïî÷ëåííîþ òîïîëîãi¹þ. Äiÿ Uqsl2n i iíâîëþöiÿ ∗ ïîøèðþþòüñÿ
çà íåïåðåðâíiñòþ ç ùiëüíîãî ëiíiéíîãî ïiäïðîñòîðó Pol(Matn)q íà D(D)′q

∗ :
∞∑

k,j=0

fk,j 7→
∞∑

k,j=0

f ∗k,j.

Êðiì òîãî, D(D)′q � Uqsl2n-ìîäóëüíèé áiìîäóëü íàä Pol(Matn)q. Ìè íàçè-
âà¹ìî åëåìåíòè D(D)′q óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè íà êâàíòîâié îáìåæåíié
ñèìåòðè÷íié îáëàñòi.

A.6 Iíâàðiàíòíi óçàãàëüíåíi ÿäðà i âiäïîâiäíi iíòå-

ãðàëüíi îïåðàòîðè

Íàãàäà¹ìî äåÿêi ïðîçîði, àëå ìåíø âiäîìi âèçíà÷åííÿ i ðåçóëüòàòè
ùîäî iíâàðiàíòíèõ iíòåãðàëiâ i iíâàðiàíòíèõ ÿäåð, äèâ. [187]. Ðîçãëÿíåìî
àëãåáðó Õîïôà A i A-ìîäóëüíó àëãåáðó F . Ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë ν íà F
íàçèâà¹òüñÿ A-iíâàðiàíòíèì iíòåãðàëîì, ÿêùî ν � ìîðôiçì A-ìîäóëiâ:

ν(af) = ε(a)f, a ∈ A, f ∈ F,

äå ε � êîîäèíèöÿ â A.
Iñíó¹ ¹äèíèé Uqs(gln × gln)-iíâàðiàíòíèé iíòåãðàë

ν : C[S(D)]q → C, ν : ϕ 7→
∫

S(D)q

ϕdν,

íîðìàëiçîâàíèé óìîâîþ
∫

S(D)q

1dν = 1 (äèâ. [186, Ãëàâà 3]). Òàì áóëî òàêîæ

ïîêàçàíî, ùî C[S(D)]q içîìîðôíà àëãåáði ðåãóëÿðíèõ ôóíêöié íà êâàíòîâié
ãðóïi Un ÿê Uqs(gln × gln)-ìîäóëüíà ∗-àëãåáðà. Öåé içîìîðôiçì ìîæå áóòè
âèêîðèñòàíèé äëÿ ïåðåíåñåííÿ ν íà îñòàííþ àëãåáðó, äå âií âiäîìèé ÿê
ïîçèòèâíèé [193]. Òîìó ν ñàì ¹ ïîçèòèâíèì:

∫
S(D)q

ϕ∗ϕdν > 0 äëÿ âñiõ íåíó-

ëüîâèõ ϕ ∈ C[S(D)]q. Íàøi ïîäàëüøi ðåçóëüòàòè äåìîíñòðóþòü ìîæëèâîñòi
âèêîðèñòàííÿ öüîãî Uqs(gln×gln)-iíâàðiàíòíîãî iíòåãðàëó äëÿ ïîáóäîâè ií-
òåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ, ùî ¹ ìîðôiçìàìè Uqsl2n-ìîäóëiâ.

Ðîçãëÿíåìî A-ìîäóëüíi àëãåáðè F1, F2. Ëiíiéíîìó ôóíêöiîíàëó ν :
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F2 → C i K ∈ F1 ⊗ F2 ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð

K : F2 → F1, K : f 7→ (id⊗ν)(K(1⊗ f)).

Ó öüîìó êîíòåêñòi K íàçèâà¹òüñÿ ÿäðîì öüîãî iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà.
Ïðèïóñòèìî, ùî iíòåãðàë ν íà F2 iíâàðiàíòíèé, i áiëiíiéíà ôîðìà f ′ ×
f ′′ 7→ ν(f ′ f ′′), f ′, f ′′ ∈ F2, íåâèðîäæåíà. Ëåãêî çðîçóìiòè, ùî iíòåãðàëüíèé
îïåðàòîð ç ÿäðîì K ¹ ìîðôiçìîì A-ìîäóëiâ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè öå
ÿäðî ¹ iíâàðiàíòíèì [187]. Ùå îäíå òâåðäæåííÿ ç [187], ùî áóäå iñòîòíî
âèêîðèñòàíå ó ïîäàëüøié ïîáóäîâi, ¹ òàêèì: A-iíâàðiàíòíi ÿäðà óòâîðþþòü
ïiäàëãåáðó â F op

1 ⊗F2, äå F
op
1 � àëãåáðà, îäåðæàíà ç F1 çàìiíîþ ¨¨ ìíîæåííÿ

íà ïðîòèëåæíå.
Îêðiì àëãåáðè ÿäåð Pol(Matn)

op
q ⊗C[S(D)]q ìè âèêîðèñòà¹ìî áiìîäóëü

óçàãàëüíåíèõ ÿäåð D(D× S(D))′q, ÷è¨ìè åëåìåíòàìè ¹ ôîðìàëüíi ðÿäè∑
i,j

fij ⊗ ϕij, fij ∈ C[Matn]
op
q,−jC[Matn]

op
q,i, ϕij ∈ C[S(D)]q.

Öå ¹ áiìîäóëü íàä àëãåáðîþ Pol(Matn)
op
q ⊗ C[S(D)]q.

A.7 Ïåðåõiä âiä àôiííèõ äî îäíîðiäíèõ êîîðäèíàò

Öåé ïóíêò, ÿê i ïóíêòè A.5 i A.6, ìiñòèòü ïîïåðåäíi âiäîìîñòi i âiäîìi
ðåçóëüòàòè, îäåðæàíi â [184, 169, 186].

Ïîâåðíåìîñü äî êâàíòîâî¨ ãðóïè SLN . Ìè êîðèñòó¹ìîñÿ çàãàëüíîþ
iäå¹þ Äðiíôåëüäà [33] ùîäî ðîçãëÿäó àëãåáðè Õîïôà C[SLN ]q ìàòðè÷íèõ
åëåìåíòiâ ñêií÷åííîâèìiðíèõ âàãîâèõ UqslN -ìîäóëiâ. �¨ íàçèâàþòü �àëãå-
áðîþ ðåãóëÿðíèõ ôóíêöié íà êâàíòîâié ãðóïi SLN �. Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ
â (UqslN)∗, äóàëüíi äî îïåðàòîðiâ ìíîæåííÿ çëiâà íà åëåìåíòè UqslN îáëà-
øòîâóþòü C[SLN ]q ñòðóêòóðîþ UqslN -ìîäóëüíî¨ àëãåáðè çà äóàëüíiñòþ.

Íàãàäà¹ìî, ùî C[SLN ]q ìîæå áóòè âèçíà÷åíà òâiðíèìè tij, i, j =

1, . . . , N , (ìàòðè÷íèìè åëåìåíòàìè âåêòîðíîãî çîáðàæåííÿ ó âàãîâié áàçi)
i ñïiââiäíîøåííÿìè

tij′tij′′ = qtij′′tij′, j′ < j′′,

ti′jti′′j = qti′′jti′j, i′ < i′′,

tijti′j′ = ti′j′tij, i < i′ & j > j′,

tijti′j′ = ti′j′tij + (q − q−1)tij′ti′j, i < i′ & j < j′,
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ùî âiäòâîðþþòü (A.5.1), ðàçîì ç ùå îäíèì ñïiââiäíîøåííÿì

detq t = 1,

äå detq t � q-äåòåðìiíàíò ìàòðèöi t = (tij)i,j=1,...,N :

detq t =
∑
s∈SN

(−q)l(s)t1s(1)t2s(2) . . . tNs(N),

iç l(s) = card{(i, j)|i < j & s(i) > s(j)}.
Äîáðå âiäîìî, ùî detq t êîìóòó¹ ç óñiìà tij. Îòæå, C[SLN ]q ñòà¹ ôàêòî-

ðàëãåáðîþ àëãåáðè C[MatN ]q âiäíîñíî äâîñòîðîííüîãî iäåàëó, ãåíåðîâàíîãî
detqt− 1.

Çàçíà÷èìî, ùî C[SLN ]q ¹ îáëàñòþ öiëiñíîñòi.
Ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó q = 1 ìàòðè÷íà êóëÿ ïðèïóñêà¹ ïðèðîäíå âêëà-

äåííÿ â ãðàñìàíiàí Grn,2n

(ñòèñíåííÿ A ∈ EndCn) 7→ (ëiíiéíà îáîëîíêà (v, Av), v ∈ Cn),

äå îñòàííÿ ïàðà ¹ åëåìåíòîì Cn⊕Cn ' C2n. Íàøèì çàâäàííÿì ¹ ïîáóäîâà
q-àíàëîãà öüîãî âêëàäåííÿ.

Íåõàé

I = {i1, i2, . . . , ik} ⊂ {1, 2, . . . , 2n}, i1 < i2 < . . . < ik;

J = {j1, j2, . . . , jk} ⊂ {1, 2, . . . , 2n}, j1 < j2 < . . . < jk.

Åëåìåíòè t∧kIJ =
∑
s∈Sk

(−q)l(s)tis(1)j1tis(2)j2 . . . tis(k)jk àëãåáðè C[SL2n]q íàçèâàþ-

òüñÿ êâàíòîâèìè ìiíîðàìè; ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî

t∧kIJ =
∑
s∈Sk

(−q)l(s)ti1js(1)
ti2js(2)

. . . tikjs(k)
.

Ðîçãëÿíåìî íàéìåíøó ïiäàëãåáðó ç îäèíèöåþ C[X]q ⊂ C[SL2n]q, ùî
ìiñòèòü êâàíòîâi ìiíîðè t∧n{1,2,...,n}J , t

∧n
{n+1,n+2,...,2n}J , J = {j1, j2, . . . , jn} ⊂

{1, 2, . . . , 2n}. Öå Uqsl2n-ìîäóëüíà ïiäàëãåáðà, ùî ¹ çàìiíîþ êëàñè÷íîãî êî-
îðäèíàòíîãî êiëüöÿ íà ãðàñìàíiàíi.

Íàñòóïíi ðåçóëüòàòè ¹ ëåãêèìè ìîäèôiêàöiÿìè òàêèõ ç [169].

Òâåðäæåííÿ A.7.1. Iñíó¹ ¹äèíà àíòèëiíiéíà iíâîëþöiÿ ∗ íà C[X]q òà-
êà, ùî (C[X]q, ∗) ¹ Uqsun,n-ìîäóëüíîþ àëãåáðîþ i(

t∧n{1,2,...,n}{n+1,n+2,...,2n}

)∗
= (−q)n2

t∧n{n+1,n+2,...,2n}{1,2,...,n}.
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Ëåìà A.7.2 (Ëåìà 11.3 ç [169]). Íåõàé J ⊂ {1, 2, . . . , 2n}, card(J) = n,
J c = {1, 2, . . . , 2n} \ J , l(J, J c) = card{(j′, j′′) ∈ J × J c| j′ > j′′}. Òîäi(

t∧n{1,2,...,n}J

)∗
= (−1)card({1,2,...,n}∩J)(−q)l(J,Jc)t∧n{n+1,n+2,...,2n}Jc. (A.7.1)

Çàïðîâàäèìî ñêîðî÷åíå ïîçíà÷åííÿ t = t∧n{1,2,...,n}{n+1,n+2,...,2n}, x = tt∗.
Çàçíà÷èìî, ùî t, t∗ i x êâàçi-êîìóòóþòü ç óñiìà òâiðíèìè tij àëãåáðè
C[SL2n]q. Ëîêàëiçàöiÿ C[X]q,x àëãåáðè C[X]q âiäíîñíî ìóëüòèïëiêàòèâíî¨
ìíîæèíè xZ+ ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíîþ. Ñòðóêòóðà Uqsun,n-ìîäóëüíî¨ àëãå-
áðè ìà¹ ¹äèíå ïðîäîâæåííÿ ç C[X]q íà C[X]q,x [169].

Òâåðäæåííÿ A.7.3 (äèâ. Òâåðäæåííÿ 3.2 ç [170]). Iñíó¹ ¹äèíå âêëà-
äåííÿ Uqsun,n-ìîäóëüíèõ ∗-àëãåáð I : Pol(Matn)q ↪→ C[X]q,x òàêå, ùî
Izαa = t−1t∧n{1,2,...,n}Jaα, äå Jaα = {a} ∪ {n+ 1, n+ 2, . . . , 2n}\{2n+ 1− α}.

Íàñëiäîê A.7.4. Iy = x−1, äå

y = 1 +
m∑
k=1

(−1)k
∑

{J ′| card(J ′)=k}

∑
{J ′′| card(J ′′)=k}

z∧k J
′

J ′′

(
z∧k J

′

J ′′

)∗
. (A.7.2)

Ôîðìàëüíèé ãðàíè÷íèé ïåðåõiä äëÿ q → 1 ïðèçâîäèòü äî ñïiââiäíî-
øåííÿ y = det(1− zz∗).

Òâåðäæåííÿ A.7.5 (äèâ. Ãëàâó 11 ç [169]). Íåõàé 1 ≤ α1 < α2 <

. . . < αk ≤ n, 1 ≤ a1 < a2 < . . . < ak ≤ n, J = {n+ 1, n+ 2, . . . , 2n} \ {n+

α1, n+ α2, . . . , n+ αk} ∪ {a1, a2, . . . , ak}. Òîäi

Iz∧k{n+1−αk,n+1−αk−1,...,n+1−α1}
{a1,a2,...,ak} = t−1t∧n{1,2,...,n}J . (A.7.3)

Ìè áóäåìî îòîòîæíþâàòè òâiðíi zαa , a, α = 1, 2, . . . , n, i ¨õ îáðàçè âiä-
íîñíî I.

Ðîçãëÿíåìî ïiäàëãåáðó â C[X]q,x, ãåíåðîâàíó Pol(Matn)q
I
↪→ C[X]q,x,

ðàçîì iç t±1, t∗±1. Åëåìåíòè öi¹¨ ïiäàëãåáðè ìàþòü ¹äèíèé ðîçêëàä âèãëÿäó∑
(i,j)/∈(−N)×(−N)

tit∗jfij, fij ∈ Pol(Matn)q (A.7.4)

(âèáið ìíîæèíè ïàð (i, j) ïîâ'ÿçàíèé iç òèì ôàêòîì, ùî t−1t∗−1 ∈
Pol(Matn)q).

Îáëàøòó¹ìî Cn⊕Cn ïiâòîðàëiíiéíîþ ôîðìîþ (·, ·)1− (·, ·)2. Ó êëàñè-
÷íîìó âèïàäêó q = 1 ìåæà Øèëîâà ìàòðè÷íî¨ êóëi ¹ ãðóïîþ Un. Ãðàôiêè
óíiòàðíèõ îïåðàòîðiâ óòâîðþþòü içîòðîïíèé ãðàñìàíiàí (éîãî òî÷êàìè ¹



341

ïiäïðîñòîðè, íà ÿêèõ çàçíà÷åíà âèùå ôîðìà íà C2n çàíóëÿ¹òüñÿ). Íàøèì
çàâäàííÿì ¹ îïèñ ¨¨ q-àíàëîãó, ó ÿêiì içîòðîïíèé ãðàñìàíiàí çàìiíåíî íà
îäíîðiäíå êîîðäèíàòíå êiëüöå.

Ðîçãëÿíåìî ðîçøèðåííÿ C[Ξ]q àëãåáðè C[S(D)]q ó êëàñi Uqsun,n-
ìîäóëüíèõ ∗-àëãåáð. Âîíî çäiéñíþ¹òüñÿ äîäàííÿì òâiðíî¨ t i ñïiââiäíîøåíü

tt∗ = t∗t; tzαa = q−1zαa t; t∗zαa = q−1zαa t
∗, a, α = 1, 2, . . . , n. (A.7.5)

Äiÿ àëãåáðè Uqsun,n ïîøèðþ¹òüñÿ íà C[Ξ]q ó òàêèé ñïîñiá:

Ejt = Fjt = (K±1
j − 1)t = 0, j 6= n,

Fnt = (K±1
n − 1)t = 0, Ent = q−1/2tznn.

Íåõàé ξ = tt∗. Ìîæíà ðîçãëÿíóòè ëîêàëiçàöiþ C[Ξ]q,ξ àëãåáðè C[Ξ]q
âiäíîñíî ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ìíîæèíè ξZ+. Iíâîëþöiÿ ∗ i ñòðóêòóðà Uqsun,n-
ìîäóëüíî¨ àëãåáðè ó ¹äèíèé ñïîñiá ïîøèðþþòüñÿ ç C[Ξ]q íà C[Ξ]q,ξ.

Àëãåáðà C[Ξ]q îáëàøòîâàíà Uqsl2n-iíâàðiàíòíèì áiãðàäóþâàííÿì

deg zαa = deg(zαa )∗ = (0, 0), deg t = (1, 0), deg t∗ = (0, 1),

ÿêå ïîøèðþ¹òüñÿ íà ëîêàëiçàöiþ C[Ξ]q,ξ. ßê áóëî ïîêàçàíî â [186], îäíî-

ðiäíà êîìïîíåíòà C[Ξ]
(−n,−n)
q,ξ íåñå íà ñîái íåíóëüîâèé Uqsl2n-iíâàðiàíòíèé

iíòåãðàë η òàêèé, ùî

η(t∗−nft−n) =

∫
S(D)q

fdν.

Îñêiëüêè t, t∗ íîðìàëiçóþòü êîæíó Uqs(un × un)-içîòèïi÷íó êîìïîíåíòó â
C[S(D)]q i äiÿ Uqs(un × un) â C[S(D)]q íå ìà¹ êðàòíîñòåé [14, òâåðäæåííÿ
4], ç âèçíà÷åííÿ iíòåãðàëó íà ìåæi Øèëîâà âèïëèâà¹

η(t∗−nt−nf) = η(ft∗−nt−n) =

∫
S(D)q

fdν. (A.7.6)



342

A.8 Òàáëèöi ñïiââiäíîøåíü äëÿ êâàíòîâèõ àëãåáð ç

iäåìïîòåíòàìè

Òàáëèöÿ 1.
U

(alg)22
K,L,norm U

(alg)22
K,L,twist

KKK = K, KKK = K, KKK = K, KKK = K,
KK = KK, KK = KK,
LLL = L, LLL = L, LLL = L, LLL = L,
LL = LL, LL = LL,
KK + LL = 1, KK + LL = 1,
KE = q2EK, LE = q2EL, KE = q2EL, LE = q2EK,
KE = q−2EK, LE = q−2EL, KE = q−2EL, LE = q−2EK,
KF = q−2FK, LF = q−2FL, KF = q−2FL, LF = q−2FK,
KF = q2FK, LF = q2FL, KF = q2FL, LF = q2FK,

EF − FE =
(K + L)−

(
K + L

)
q − q−1

EF − FE =
(K + L)−

(
K + L

)
q − q−1

Òàáëèöÿ 2.
U

(alg)31
K,L,norm U

(alg)31
K,L,twist

KKK = K, KKK = K KKK = K, KKK = K

KK = KK, KK = KK

LLL = L, LLL = L LLL = L, LLL = L

LL = LL LL = LL

KK + LL = 1 KK + LL = 1

KEK = q2EKK, LEL = q2ELL KEL = q2ELL, LEK = q2EKK

KEK = q−2EKK, LEL = q−2ELL KEL = q−2ELL, LEK = q−2EKK

KFK = q−2FKK, LFL = q−2FLL KFL = q−2FLL, LFK = q−2FKK

KFK = q2FKK, LFL = q2FLL KFL = q2FLL, LFK = q2FKK

KK(EF − FE) =
K −K
q − q−1

KK(EF − FE) =
K −K
q − q−1

LL(EF − FE) =
L− L
q − q−1

LL(EF − FE) =
L− L
q − q−1
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Òàáëèöÿ 3.
U

(coalg)
K,L,norm U

(coalg)
K,L,twist

∆(K) = K ⊗K ∆(K) = K ⊗K + L⊗ L
∆(K) = K ⊗K ∆(K) = K ⊗K + L⊗ L
∆(L) = L⊗ L+ L⊗K +K ⊗ L ∆(L) = L⊗K +K ⊗ L
∆(L) = L⊗ L+ L⊗K +K ⊗ L ∆(L) = L⊗K +K ⊗ L
∆(E) = 1⊗ E + E ⊗ (K + L) ∆(E) = 1⊗ E + E ⊗ (K + L)

∆(F ) = F ⊗ 1 +
(
K + L

)
⊗ F ∆(F ) = F ⊗ 1 + (K + L)⊗ F

ε(E) = ε(F ) = 0 ε(E) = ε(F ) = 0

ε(K) = 1, ε(K) = 1 ε(K) = 1, ε(K) = 1

ε(L) = ε(L) = 0 ε(L) = ε(L) = 0
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A.9 Ïîâíèé ïåðåëiê ñòðóêòóð Uq(sl2)-ìîäóëüíî¨ àë-

ãåáðè íà êâàíòîâié ïëîùèíi

Ñèìâîëi÷íi Uq(sl2)− ñèìåòði¨ äi¨ sl2, ùî ¹ êëà-
ìàòðèöi ñè÷íèìè ãðàíèöÿìè[(

0 0

0 0

)
0

;

(
0 0

0 0

)
1

] k(x) = ±x, k(y) = ±y,
e(x) = e(y) = 0,

f(x) = f(y) = 0,

h(x) = 0, h(y) = 0,

e(x) = e(y) = 0,

f(x) = f(y) = 0,

[(
0 ?

0 0

)
0

;

(
0 0

0 0

)
1

] k(x) = qx,

k(y) = q−2y,

e(x) = 0, e(y) = b0,

f(x) = b−1
0 xy,

f(y) = −qb−1
0 y2

h(x) = x,

h(y) = −2y,

e(x) = 0, e(y) = b0,

f(x) = b−1
0 xy,

f(y) = −b−1
0 y2

[(
0 0

? 0

)
0

;

(
0 0

0 0

)
1

] k(x) = q2x,

k(y) = q−1y,

e(x) = −qc−1
0 x2,

e(y) = c−1
0 xy,

f(x) = c0, f(y) = 0,

h(x) = 2x,

h(y) = −y,
e(x) = −c−1

0 x2,

e(y) = c−1
0 xy,

f(x) = c0, f(y) = 0.

[(
? 0

0 0

)
0

;

(
0 0

0 0

)
1

] k(x) = q−2x,

k(y) = q−1y,

e(x) = a0, e(y) = 0,

f(x) = −qa−1
0 x2 + ty4,

f(y) = −qa−1
0 xy + sy3.

h(x) = −2x,

h(y) = −y,
e(x) = a0, e(y) = 0,

f(x) = −a−1
0 x2 + ty4,

f(y) = −a−1
0 xy + sy3.

[(
0 0

0 ?

)
0

;

(
0 0

0 0

)
1

] k(x) = qx, k(y) = q2y,

e(x) = −qd−1
0 xy + sx3,

e(y) = −qd−1
0 y2 + tx4,

f(x) = 0, f(y) = d0,

h(x) = x, h(y) = 2y,

e(x) = −d−1
0 xy + sx3,

e(y) = −d−1
0 y2 + tx4,

f(x) = 0, f(y) = d0,[(
0 0

0 0

)
0

;

(
0 ?

? 0

)
1

] k(x) = qx,

k(y) = q−1y,

e(x) = 0, e(y) = τx,

f(x) = τ−1y, f(y) = 0,

h(x) = x,

h(y) = −y,
e(x) = 0, e(y) = τx,

f(x) = τ−1y, f(y) = 0.


