
Нацiональна академiя наук України

Фiзико-технiчний iнститут низьких температур iм. Б.I. Вєркiна

На правах рукопису

Фардигола Лариса Василiвна

УДК 517.98: 517.95

ОПЕРАТОРИ ПЕРЕТВОРЕННЯ ТА ОПЕРАТОРИ ВПЛИВУ

В ЗАДАЧАХ КЕРУВАННЯ

01.01.01 — математичний аналiз

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня

доктора фiзико-математичних наук

Харкiв — 2016



2

ЗМIСТ

ВСТУП 6

1. ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ, ПОПЕРЕДНI РЕЗУЛЬТАТИ ТА

ВИБIР НАПРЯМКУ ДОСЛIДЖЕННЯ 17

1.1. Огляд лiтератури . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.2. Простори Соболєва . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1.3. Оператори перетворення для оператора Штурма—Лiувiлля 32

1.4. Вибiр напрямку дослiджень . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

1.4.1. Проблеми керованостi . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

1.4.2. Проблеми стабiлiзацii . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

1.4.3. Крайовi задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2. ОПЕРАТОРИ ВПЛИВУ ТА ПРОСТОРИ СОБОЛЄВ-

СЬКОГО ТИПУ, ЩО ВИНИКАЮТЬ В ЗАДАЧАХ КЕ-

РУВАННЯ ДЛЯ ХВИЛЬОВОГО РIВНЯННЯ ЗI СТА-

ЛИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ 48

2.1. Простори H̃m
+ , Ĥm
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Оператори перетворення для рiвнянь Штур-

ма–Лiувiлля є потужним iнструментом для дослiдження рiзноманiтних

проблем теорiї диференцiальних рiвнянь i математичної фiзики (див.,

наприклад, [99], [54]–[56], [120]).

Нехай Tr : L2(0,+∞) → L2(0,+∞), D(Tr) = L2(0,+∞), є добре

вiдомим оператором перетворення, який зберiгає асимптотику функцiй

на нескiнченностi, i такий, що(
d2

dx2
− r(x)

)
Trg = Tr

d2

dξ2
g, g ∈ H2(0,+∞), (0.1)

за умов

r ∈ C1[0,+∞),

∫ ∞
0

x|r(x)| dx <∞, (0.2)

де H2(0,+∞) — простiр Соболєва. Оскiльки цей оператор є оборотним:

T−1
r : L2(0,+∞) → L2(0,+∞), D(T−1

r ) = L2(0,+∞), то для кожного

λ ∈ C вiн взаємно однозначно вiдображає множину розв’язкiв рiвняння

−v′′ = λ2v, x > 0, (0.3)

на множину розв’язкiв рiвняння

−y′′ + r(x)y = λ2y, x > 0, (0.4)
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до того ж
y(x, λ)

v(x, λ)
→ 1, коли x→ +∞, (0.5)

якщо y(·, λ) = Trv(·, λ), λ ∈ C. Це дає можливiсть застосувати цей опе-

ратор (i формулу (0.1)) для розв’язання рiзноманiтних проблем для хви-

льового рiвняння на пiвосi

wtt = wxx − r(x)w, x > 0, t > 0. (0.6)

Проте, формула (0.1) справедлива лише для функцiй g ∈ H2(0,+∞),

але задачi для рiвняння (0.6) деколи доводиться розглядати в просторах

функцiй, ширших за H2(0,+∞), наприклад, задачi керування для та-

кого рiвняння, як правило, розглядаються для w(·, t) ∈ H0(0,+∞) або

w(·, t) ∈ H1(0,+∞), t > 0. Тому виникає проблема продовження цього

оператора, щонайменше, на H−1(0,+∞).

Крiм того, досить цiкавою є проблема побудови оператора, подiбного

до оператора перетворення, для трансформацiї розв’язкiв рiвняння (0.3)

на розв’язки рiвняння

−y′′ + q2y = λ2y, x > 0, (0.7)

за умови (0.5), де q > 0 є сталою. Нажаль, такий оператор не є взаєм-

но однозначним, але вiн вiдiграє важливу роль в розв’язаннi проблем

керованостi для хвильового рiвняння

wtt = wxx − q2w, x > 0, t > 0, (0.8)

тому вiд також вартий на увагу. Його названо оператором впливу то-

му, що вiн, зокрема, описує вплив керування на кiнцевий стан керованої
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системи.

Наступним кроком у розглядi оператора перетворення є узагальнен-

ня його на диференцiальнi оператори другого порядку зi змiнними коефi-

цiєнтами. А саме, побудова для заданого m = −2,−1 бiєктивного опера-

тора T : Hm(0,+∞)→ Hm(0,+∞), D(T) = L2(0,+∞), який вiдображає

множину розв’язкiв рiвняння (0.7) на множину розв’язкiв рiвняння

− 1

ρ(x)
(k(x)y′)

′ − γ(x)w = λ2y, x > 0, (0.9)

за деякого аналога умови (0.5), де ρ, k, γ ∈ C1[0,+∞), ρ та k є додатни-

ми на [0,+∞). Тут Hm(0,+∞) є деяким новим простором соболєвського

типу, який слiд побудувати з урахуванням коефiцiєнтiв ρ i k. Такий опе-

ратор дає можливiсть зведення вивчення властивостей хвильового рiв-

няння

wtt =
1

ρ(x)
(k(x)wx)x + γ(x)w, x > 0, t > 0, (0.10)

до властивостей рiвняння (0.7). Добре вiдомо [88], що простори Соболєва

Hm(R) є “природним оточенням” для гiперболiчних рiвнянь зi сталими

коефiцiєнтами, зокрема, хвильових рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами.

Тому побудова оператора перетворення T i просторiв Hm соболєвського

типу, пов’язаних з ними, дає можливiсть знайти таке “природне оточен-

ня” для хвильових рiвнянь зi змiнними коефiцiєнтами.

Таким чином, побудова операторiв перетворення для операторiв дру-

гого порядку зi змiнними коефiцiєнтами i просторiв соболєвського типу,

пов’язаних з ними, а також теорiї їх застосування до проблем теорiї ке-

рування i теорiї крайових задач є актуальною та сучасною галуззю ма-
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тематичних дослiджень.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-

ми. Дисертацiйна робота виконана в математичному вiддiленнi Фiзико-

технiчного iнституту низьких температур iм. Б.I.Вєркiна НАН України.

Результати дисертацiї є складовою частиною держбюджетних науково-

дослiдних робiт “Методи комплексного аналiзу та їх застосування в теорiї

операторiв, теорiї ймовiрностей i математичнiй статистицi” (номер дер-

жавної реєстрацiї 0102U000320), “Методи комплексного аналiзу та їх за-

стосування в спектральнiй теорiї, математичнiй статистицi, теорiї дифе-

ренцiальних рiвнянь та проблемi моментiв” (номер державної реєстрацiї

0102U000321), “Теорiя функцiй та її застосування в спектральнiй теорiї,

аналiтичних питаннях математичної статистики, теорiї диференцiйних

рiвнянь, ергодичнiй теорiї” (номер державної реєстрацiї 0105U001053),

“Теорiя функцiй та її застосування в теорiї операторiв, аналiтичних пи-

таннях теорiї ймовiрностей, теорiї диференцiальних та функцiональних

рiвнянь, ергодичнiй теорiї” (номер державної реєстрацiї 0108U000053) та

“Новi методи теорiї функцiй та їх застосування в спектральнiй теорiї, ха-

рактеризацiйних задачах математичної статистики, теорiї керування та

ергодичнiй теорiї” (номер державної реєстрацiї 0113U001130).

Мета i задачi дослiдження. Метою дослiдження є побудова нових

типiв операторiв перетворення для диференцiальних операторiв другого

порядку, зокрема, операторiв iз змiнними коефiцiєнтами, та просторiв,

породжених ними, i побудова теорiї застосування цих операторiв до про-

блем теорiї керування та теорiї крайових задач.
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Об’єктом дослiдження є диференцiальнi оператори другого порядку,

оператори перетворення для них, простори соболєвського типу, керованi

системи та нелокальнi крайовi задачi для хвильових рiвнянь на необме-

жених областях.

Предметом дослiдження є властивостi операторiв перетворення для

диференцiальних операторiв другого порядку, властивостi просторiв со-

болєвського типу, пов’язаних з ними, властивостi операторiв впливу, а

також властивостi керованостi, стабiлiзовностi та коректностi нелокаль-

них крайових задач для хвильових рiвнянь на необмежених областях.

Задачi дослiдження:

• побудувати i дослiдити оператори перетворення для диференцiаль-

них операторiв другого порядку зi змiнними коефiцiєнтами на пiвосi

та простори соболєвського типу, пов’язанi з ними;

• побудувати i дослiдити оператори перетворення для двовимiрного

оператора Лапласа, визначеного на радiально симетричних розпо-

дiлах, та простори соболєвського типу, пов’язанi з ними та засто-

сувати одержанi результати для вивчення керованостi хвильового

рiвняння зi сталими коефiцiєнтами на пiвплощинi;

• побудувати i дослiдити оператори впливу, що виникають в задачах

керованостi для хвильового рiвняння зi сталими коефiцiєнтами на

пiвосi та застосувати одержанi результати для вивчення керованостi

цього рiвняння;
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• вивчити проблеми стабiлiзовностi та властивостi коректностi нело-

кальних крайових задач для хвильового рiвняння.

• застосовуючи побудованi оператори перетворення для диференцi-

альних операторiв другого порядку зi змiнними коефiцiєнтами на

пiвосi та властивостi просторiв соболєвського типу, пов’язаних з ни-

ми, дослiдити проблеми керованостi, стабiлiзовностi та коректностi

нелокальних крайових задач для хвильового рiвняння зi змiнними

коефiцiєнтами на пiвосi.

Методи дослiдження. У дисертацiйнiй роботi використовуються

методи математичного i функцiонального аналiзу, теорiї диференцiаль-

них рiвнянь та теорiї керування.

Наукова новизна одержаних результатiв. У роботi побудовано

новi типи операторiв перетворення для деяких диференцiальних опера-

торiв другого порядку та новi простори соболєвського типу, пов’язанi з

ними, i розроблено теорiю застосування цих операторiв до проблем теорiї

керування та теорiї крайових задач. Зокрема одержано наступнi резуль-

тати:

• уперше введено i дослiджено оператори впливу (якi є подiбними до

операторiв перетворення), що виникають в задачах керованостi для

хвильового рiвняння зi сталими коефiцiєнтами на пiвосi, керованого

крайовою умовою Дiрiхле або Неймана;

• уперше введено i дослiджено оператори перетворення для диферен-

цiального оператора другого порядку зi змiнними коефiцiєнтами та
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новi простори Hm, m = −2, 2, соболєвського типу, пов’язанi з ними;

• уперше введено та дослiджено оператори перетворення для двови-

мiрного оператора Лапласа, визначеного на радiально симетричних

розподiлах i новi простори H
s[1/2]
0 та H0

s[1/2], s ∈ R, соболєвського

типу, пов’язанi з ними;

• застосовуючи оператори впливу та їх властивостi, одержано новi

критерiї керованостi за заданий i вiльний час для хвильового рiв-

няння зi сталими коефiцiєнтами на пiвосi, керованого крайовими

умовами Дiрiхле або Неймана;

• застосовуючи оператори перетворення для двовимiрного оператора

Лапласа, визначеного на радiально симетричних розподiлах та вла-

стивостi просторiв Hs[1/2]
0 та H0

s[1/2], s ∈ R, одержано новi критерiї

керованостi за заданий i вiльний час для хвильового рiвняння зi ста-

лими коефiцiєнтами на пiвплощинi, керованого крайовими умовами

Дiрiхле або Неймана iмпульсного типу;

• розв’язано проблему стабiлiзовностi для хвильового рiвняння зi ста-

лими коефiцiєнтами на пiвосi;

• одержано критерiї коректностi для нелокальних крайових задач для

хвильового рiвняння зi сталими коефiцiєнтами;

• застосовуючи оператори перетворення для диференцiального опера-

тора другого порядку зi змiнними коефiцiєнтами та властивостi про-

сторiв Hm, m = −2, 2, одержано новi критерiї керованостi, розв’я-
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зано проблему стабiлiзовностi i одержано новi критерiї коректностi

нелокальних крайових задач для хвильового рiвняння зi змiнними

коефiцiєнтами на пiвосi.

Практичне значення одержаних результатiв. У дисертацiї про-

ведено фундаментальнi теоретичнi дослiдження, якi поглиблюють нашi

знання про диференцiальнi оператори другого порядку зi сталими i змiн-

ними коефiцiєнтами та їх зв’язок з формуванням нових операторiв пе-

ретворення i нових просторiв соболєвського типу. Вони можуть бути ви-

користанi в теорiї диференцiальних рiвнянь, математичнiй фiзицi, теорiї

просторiв соболєвського типу та iнших роздiлах математики.

Особистий внесок здобувача. Усi результати дисертацiї одержано

автором особисто. Зi спiльних праць до дисертацiї включено лише тi

результати, якi належать автору. У роздiлi 1 дисертацiї розповiдається

про внесок спiвавторiв до цих робiт.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дослi-

джень, наведенi в дисертацiї, доповiдалися та обговорювалися на таких

мiжнародних конференцiях та семiнарах:

• “Boundary-Value Problems, Special Functions and Fractional Calculus”,

Мiнськ, Бiлорусь, 1996;

• “2nd European Congress of Mathematics”, Будапешт, Угорщина, 1996;

• “Theory of Functions and Mathematical Physics”, Харкiв, 2001;

• “Inverse Problems and Nonlinear Equations”, Харкiв, 2002;



14

• “Mathematical Analysis and Economics”, Суми, 2003;

• “Nonlinear Partial Differential Equations” , Алушта, 2003, 2005;

• “First Karazin Scientific Readings”, Харкiв, 2004;

• “International Conference on Differential Equations”, Львiв, 2006;

• “Differential Equations and Related Topics” dedicated to I.G.Petrovskii,

Москва, Росiя, 2007;

• “Lyapunov Memorial Conference”, Харкiв, 2007;

• “Further Progress in Analysis”, 6th International ISAAC Congress, Ан-

кара, Туреччина, 2007;

• “International V.Ya.Skorobohatko Mathematical Conference”, Дрого-

бич, 2011, 2015;

• “Complex Analysis and its Applications”, Харкiв, 2011;

• “Spectral Theory and Differential Equations”, Харкiв, 2012;

• “Mathematical Analysis and Mathematical Physics”, Харкiв, 2015;

• семiнар з теорiї функцiй в Iнститутi математики Мюнхенського унi-

верситету, Нiмеччина (керiвник Г. Зайдентоп);

• семiнар з теорiї функцiй i функцiонального аналiзу в Харкiвському

нацiональному унiверситетi iм. В.Н. Каразiна (керiвник А.П. Гри-

шин);
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• семiнар математичного вiддiлення Фiзико-технiчного iнституту

iм. Б.I.Вєркiна НАН України (керiвник Є.Я. Хруслов);

• семiнар кафедри прикладної математики в Харкiвському нацiональ-

ному унiверситетi iм. В.Н.Каразiна (керiвник В.I. Коробов)

• семiнар вiддiлу нелiнiйного аналiзу в Iнститутi математики НАН

України, Київ (керiвник В.А. Михайлець).

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiковано в 45 наукових публi-

кацiях, в тому числi в 23 наукових статтях у вiтчизняних та закордонних

фахових наукових виданнях: [15]–[26], [71], [72], [107]–[115] та в 22 тезах

доповiдей на наукових конференцiях: [27]–[45] , [93], [116], [117].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу,

семи роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел, що мiстить 120

найменувань та займає 20 сторiнок. Загальний обсяг роботи становить

295 сторiнок, основна частина становить 270 сторiнок.

У роздiлi 1 зроблено огляд лiтератури за темою дисертацiї, наведено

деякi попереднi результати та зроблено вибiр напрямку дослiдження.

У роздiлi 2 в класичних просторах Соболєва введено та дослiджено

оператори впливу, що виникають в задачах керування для хвильового

рiвняння зi сталими коефiцiєнтами.

У роздiлi 3 введено i дослiджено оператори перетворення та простори

соболєвського типу для диференцiальних операторiв другого порядку зi

змiнними коефiцiєнтами.

У роздiлi 4 введено i дослiджено оператори перетворення та просто-
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ри соболєвського типу для двовимiрного оператора Лапласа зi сталими

коефiцiєнтами, визначеного на радiально симетричних функцiях.

У роздiлi 5 на основi результатiв, одержаних у роздiлi 2, одержано

критерiї керованостi для хвильового рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

на пiвосi, керованого крайовою умовою Дiрiхле або крайовою умовою

Неймана. Застосовуючи результати роздiлу 4, одержано також критерiї

керованостi хвильового рiвняння зi сталими коефiцiєнтами на пiвплощи-

нi, керованого крайовою умовою Дiрiхле або крайовою умовою Неймана

iмпульсного типу. У цьому ж роздiлi доведено стабiлiзовнiсть хвильового

рiвняння зi сталими коефiцiєнтами за допомогою позицiйного керуван-

ня без запiзнення або за допомогою такого керування iз запiзненням.

Крiм того, одержано критерiї коректностi нелокальної крайової задачi

для хвильового рiвняння зi сталими коефiцiєнтами.

У роздiлi 6, застосовуючи результати одержанi у роздiлi 3, основ-

нi результати роздiлу 5 узагальнено на хвильовi рiвняння зi змiнними

коефiцiєнтами на пiвосi. А саме, для цього рiвняння одержано критерiї

керованостi крайовою умовою Дiрiхле або крайовою умовою Неймана,

доведено стабiлiзовнiсть за допомогою позицiйного керування та одер-

жано критерiї коректностi нелокальної крайової задачi.

У роздiлi 7 наведено приклади, що iлюструють та доповнюють ре-

зультати попереднiх роздiлiв.
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РОЗДIЛ 1.

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ, ПОПЕРЕДНI

РЕЗУЛЬТАТИ ТА ВИБIР НАПРЯМКУ

ДОСЛIДЖЕННЯ

1.1. Огляд лiтератури

Оператори перетворення для рiвняння Штурма–Лiувiлля є потужни-

ми iнструментами сучасної математики, якi застосовуються для розв’я-

зання рiзноманiтних проблем теорiї диференцiальних рiвнянь, матема-

тичної фiзики та iнших галузей математики. Вони виникли в 40-i роки

минулого сторiччя в теорiї операторiв узагальненого зсуву, побудованої

Ж. Дезартом та Б.М. Левiтаном [96]. Далi оператори перетворення дослi-

джувалися i застосовувалися багатьма математиками (див., наприклад,

[54]–[56], [90], [95], [96], [99], [104], [120]).

Оператори перетворення для рiвняння Штурма–Лiувiлля, якi зберi-

гають початковi умови, було застосовано в задачах керування для хви-

льового рiвняння на скiнченному за просторовою змiнною вiдрiзку та для

цього рiвняння на пiвосi але з фiнiтними початковими даними в роботах

[57], [58], [118].
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Оператори перетворення, для двовимiрного оператора Лапласа, ви-

значеного на радiально симетричних розподiлах, було введено i дослi-

джено в [25], [115]. Разом з цими операторами введено та дослiджено

деякi модифiкованi простори соболєвського типу, породженi ними.

Одним з добре вивчених є оператор перетворення для рiвняння

Штурма–Лiувiлля на пiвосi, який зберiгає асимптотику розв’зкiв на не-

скiнченностi, тобто оператор, що трансформує розв’язки рiвняння (0.3)

у розв’язки рiвняння (0.4) за умови (0.5). Але оператори перетворення

дослiджувалися i для iнших складнiших рiвнянь, наприклад, для рiвня-

ння

y′′ + ϕ1(x)y′ + ϕ2(x)y + iλϕ3(x)y + λ2y = 0, ξ > 0, (1.1)

для λ ∈ C i рiзноманiтних ϕ1, ϕ2, ϕ3 (у тому числi i матричних ) [54]–[56],

[120]. Цi оператори визначено на сiм’ях розв’язкiв рiвнянь, що розгляда-

ються. Нажаль, не всi з цих операторiв перетворення можливо розповсю-

дити на весь простiр L2(0,+∞), тим паче, на ширшi простори. У деяких

задачах, наприклад, в задачах теорiї розсiювання, застосування цих опе-

раторiв дає бажаний результат. Але для дослiдження iнших, наприклад,

задач теорiї керування, потрiбнi оператори, якi вiдображають нормованi

простори, у яких розглядаються цi задачi, цiлком.

Оператор перетворення Tr : L2(0,+∞) → L2(0,+∞), D(Tr) =

L2(0,+∞) є взаємно однозначним оборотним оператором, R(Tr) =

L2(0,+∞), який вiдображає розв’язки рiвняння (0.3) на розв’язки рiв-

няння (0.4) за умови (0.5), задовольняє ще й умову (0.1), якщо для по-
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тенцiала r виконано (0.2). У роботi [23] цей оператор вперше був засто-

сований для дослiдження керованостi хвильового рiвняння рiвняння зi

змiнним потенцiалом за додаткової умови на потенцiал: |r(x)| ≤ βe−αx,

x > 0. У цiй роботi оператор Tr було продовжено на простори Собо-

лєва до оператора T̃r : H̃−2 → H̃−2, D(H̃r) = H̃−2, де H̃m = {ϕ ∈

Hm | ϕ є непарним}, Hm = Hm(R) є простором Соболєва, m ∈ Z. Цей

продовжений оператор є взаємно однозначним оборотним обмеженим

оператором, обернений до якого є також обмеженим. Тому вiн дозво-

ляє звести проблему крайової керованостi умовами Дiрiхле для хвильо-

вого рiвняння вигляду (0.6) зi змiнним потенцiалом p(x) = q2 + r(x),

x > 0, до тiєї ж проблеми для хвильового рiвняння зi сталим потен-

цiалом (0.7). У роботi [119] бiльшiсть властивостей оператора T̃r бу-

ло перенесено на випадок потенцiала r, який задовольняє умову (0.2),

тобто, удалося позбутися умови експоненцiйного спадання потенцiала.

У роботi [59] було побудовано продовження оператора Tr на простори

Ĥm = {ϕ ∈ Hm(R) | ϕ є парним}. Деякi додатковi властивостi цього

продовження було одержано в [26]. Таке продовження дало можливiсть

звести проблему крайової керованостi умовами Неймана для хвильового

рiвняння вигляду (0.6) зi змiнним потенцiалом p(x) = q2 + r(x), x > 0,

до тiєї ж проблеми для хвильового рiвняння зi сталим потенцiалом (0.7).

Подальшi вдосконалення операторiв перетворення, що використову-

ються в теорiї керування, стосуються рiвнянь зi змiнними коефiцiєнтами

(0.9). У роботi [24] побудовано оператор перетворення T̃ : H̃−2 → H̃−2,

D(T̃) = H̃−2, який перетворює розв’язки рiвняння (0.7) з деяким q ≥ 0
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на розв’язки рiвняння (0.9) за деяких додаткових умов на коефiцiєнти ρ,

k, γ. Тут q визначається за ρ, k, γ. У цiй роботi, також, уведено та дослi-

джено оператор S : H̃−2 → H̃−2, D(S) = H̃−2, що є оператором перетво-

рення, який вiдображає розв’язки рiвняння (0.6) зi змiнним потенцiалом

p(x) = q2 + r(x), x > 0, на розв’язки рiвняння (0.9) за вже згаданих

додаткових умов на коефiцiєнти ρ, k, γ. Тут r i q визначаються за ρ, k,

γ. Разом з оператором S введено спецiальнi модифiкованi простори собо-

лєвського типу Hm, m = −2, 2, в яких простiр L2(R) замiнено на ваговий

простiр L2
ρ(R) з вагою √ρ, а диференцiальнi оператори d/dx замiнено на

“лiнiйно деформованi” оператори
√
k/ρ
(
d/dx +

(
ρ′/ρ + k′/k

)
/4
)
, де за-

мiсть k i ρ ми розглядаємо їх парнi продовження. Цей оператор S є iзоме-

тричним iзоморфiзмом Hm
0 i Hm, зокрема, S(Hm

0 ) = Hm, m = −2, 2. Опе-

ратор S зберiгає значення функцiй в нулi, але не зберiгає їх асимптотику

на нескiнченностi. Зростання розподiлiв з Hm залежить вiд даних ρ and k

рiвняння (0.9), m = −2, 2. У цiй роботi доведено, що D ⊂ Hm ⊂ Hn ⊂ D′

є вкладеннями, −2 ≤ n ≤ m ≤ 2. Тут D є простором нескiнченно ди-

ференцiйовних функцiй з компактними носiями. Крiм того, там також

доведено, щоD є щiльним вHm,Hm є щiльним вHn таHn є щiльним вD′,

−2 ≤ n ≤ m ≤ 2. До того ж показано, що спiввiдношення мiж простором

Шварца S швидко спадних функцiй i простором Hm залежить вiд ρ i k,

m = −2, 2. Доведено, що T̃ = ST̃r, де T̃r є вже згаданим продовженням

оператора перетворення для рiвняння Штурма–Лiувiлля на пiвосi, який

зберiгає асимптотику розв’зкiв на нескiнченностi. Застосовуючи опера-

тор T̃ у роботi [24] проблему крайової керованостi умовою Дiрiхле для
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рiвняння (0.9) зведено до тiєї ж проблеми для рiвняння (0.7) з деяким

q ≥ 0, що визначається за ρ, k, γ. Аналогiчний оператор T̂ = ST̂r, який

породжуються проблемою крайової керованостi умовою Неймана, введе-

но та дослiджено в роботi [26].

Класичнi простори Соболєва Hm(R) та їх застосування в теорiї ево-

люцiйних рiвнянь викладено в [88]. Вони є “природним оточенням” для

гiперболiчних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами, зокрема, хвильових рiв-

нянь зi сталими коефiцiєнтами. Тому побудова операторiв перетворення

T̃ = ST̃r та T̂ = ST̂r i просторiв Hm соболєвського типу, пов’язаних з

ними, дає можливiсть знайти таке “природне оточення” для хвильових

рiвнянь зi змiнними коефiцiєнтами.

Класичнi простори Соболєва є унiверсальним iнструментом, за допо-

моги якого можна вивчати диференцiальнi рiвняння рiзних типiв. Але

при дослiдженнi багатьох спецiальних властивостей цих рiвнянь потрi-

бнi простори, якi точнiше вiдповiдають властивостям дослiджуваних рiв-

нянь. Рiзноманiтнi модифiкацiї просторiв Соболєва дослiджено та засто-

совано до задач теорiї диференцiальних рiвнянь, математичної фiзики,

теорiї керування та iнших роздiлiв математики в роботах багатьох нау-

ковцiв (див., наприклад, [11]–[13], [24]–[26], [47], [48], [53], [73], [79], [100],

[115]).

У цiй дисертацiйнiй роботi вивчаються задачi керованостi, задачi ста-

бiлiзовностi та нелокальнi крайовi задачi для хвильового рiвняння на

пiвосi, а також задачi керованостi для цього рiвняння на пiвплощинi.

Загальнi питання керованостi, спостережуваностi та стабiлiзовностi до-
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слiджено в [6], [10], [61], [63], [68], [75], [78], [80] та iнших.

Вiдмiтимо, що задачi керованостi для хвильового рiвняння зi стали-

ми та зi змiнними коефiцiєнтами в обмежених областях вивченi досить

добре (див, наприклад, [3], [7], [14], [20], [50]– [52], [57], [58], [62], [65], [66],

[70], [77], [81], [92], [101], [113] та багато iнших). На вiдмiну вiд цього, за-

дачi керованостi для цього рiвняння в необмежених областях дослiдженi

набагато гiрше. Наведемо деякi роботи, присвяченi цьому питанню: [18],

[19], [21]–[26], [59], [60], [71], [72], [82], [114], [115], [118], [119]. Це пов’язано,

насамперед, з тим, що поводження розв’язкiв хвильового рiвняння на пiв-

осi або пiвплощинi iстотно вiдрiзняється вiд поводження розв’язкiв цього

рiвняння у скiнченних областях (див., наприклад, [86]). Зокрема, добре

вiдомо, що для рiвняння скiнченної струни, керованої своїм лiвим кiн-

цем i закрiпленої на правому кiнцi, кожний стан такої керованої системи

є 0-керованим за час удвiчi бiльший за довжину струни [92]. На вiдмiну

вiд цього, якщо стан

w(·, 0)

wt(·, 0)

 хвильового рiвняння на пiвосi, керова-

ного крайовою умовою на межi цiєї пiвосi, є наближено 0-керованим за

заданий час, то функцiї, що задають початковий стан, мають обмеженi

носiї, бiльш того, wt(·, 0) залежить вiд w(·, 0) [19], [21], [71], [72], [114].

Таким чином, для хвильового рiвняння на пiвплощинi актуальною не

тiльки проблема (наближеної) 0-керованостi за заданий час, але й така

проблема за вiльний час. Центральними методами дослiдження проблем

керованостi є HUM (Hilbert Uniqueness Method) [6], [63], теорiя двоїстостi

[10], [78] та метод C0-пiвгруп [61], [68], [75], [80]. Першi два метода подiбнi
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один до одного i можуть бути застосованими лише для дослiдження ке-

рованостi за заданий час. Оскiльки для задач керованостi для хвильового

рiвняння на пiвосi та на пiвплощинi актуальною є проблема керованостi

за вiльний час, то ми застосовуємо C0-пiвгрупи для постановки задач та

їх дослiдження (див. нижче пiдроздiл 1.4).

Коротко переглянемо роботи, у яких дослiджено проблеми керовано-

стi в необмежених областях. У роботi [82] дослiджено проблеми керова-

ностi для хвильового рiвняння в R3. У роботах [18], [25] i [115] вивчено

проблеми керованостi для хвильового рiвняння на пiвплощинi, керовано-

го крайовою умовою Дiрiхле або крайовою умовою Неймана iмпульсного

типу в класичних просторах Соболєва. За допомоги операторiв перетво-

рення для оператора Лапласа, заданого на радiально симетричних роз-

подiлах, одержано критерiї керованостi для цього рiвняння за заданий

та вiльний час. Деякi допомiжнi результати щодо керованостi хвильово-

го рiвняння зi сталими коефiцiєнтами опублiковано в роботах [20], [113].

У роботi [113] Л.В. Фардиголi належать результати щодо керованостi за

час T ≥ π, а К.С. Халiної — результати щодо керованостi за час T < π.

Для хвильового рiвняння (0.8) зi сталими коефiцiєнтами i сталим по-

тенцiалом q ≥ 0, керованого крайовою умовою Дiрiхле, проблеми L∞-

керованостi та наближеної L∞-керованостi було дослiджено в [71], [72]

для q = 0 i в [21] для q > 0, а цi проблеми для того самого рiвнян-

ня, керованого крайовою умовою Неймана, було одержано в [114] для

q = 0 i в [19], [22] для q > 0. У цих роботах розв’язки було знайде-

но в явному виглядi, а проблеми керованостi було розв’язано (одержано
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критерiї керованостi) за допомоги операторiв впливу. Було доведено, що

властивостi керованостi рiвняння (0.8) за заданий час у випадках q = 0

i q > 0 подiбнi. На вiдмiну вiд цього, властивостi керованостi рiвняння

(0.8) за вiльний час у випадках q = 0 i q > 0 iстотно рiзнi. Зокрема,

якщо q > 0, то кожний початковий стан цього рiвняння є наближено

L∞-керованим за вiльний час, а, якщо q = 0, то початковий стан цього

рiвняння

w(·, 0)

wt(·, 0)

 є наближено L∞-керованим за вiльний час тодi i ли-

ше тодi, коли wt(·, 0) = wx(·, 0). Подiбне спiввiдношення мiж компонен-

тами початкової умови є необхiдним для L∞-керованостi та наближеної

L∞-керованостi за заданий час в обох випадках: q = 0 i q > 0. Зазначи-

мо, що в роботi [71] Л.В. Фардиголi належать результати пiдроздiлу 1 та

приклади з пiдроздiлу 2, а Г.М. Скляру належать результати пiдроздi-

лу 2 за виключенням прикладiв; в роботi [72] Л.В. Фардиголi належать

результати пiдроздiлу 1 та теорема 2.1 з пiдроздiлу 2, а Г.М. Скляру

належать результати пiдроздiлу 2 за виключенням теореми 2.1.

Для хвильового рiвняння wtt = wxx − p(x)w, x > 0, t > 0 зi ста-

лими коефiцiєнтами i сталим потенцiалом p(x) = q2 − r(x), керовано-

го крайовою умовою Дiрiхле, проблеми L∞-керованостi та наближеної

L∞-керованостi було дослiджено в [119] для q = 0 i в [23] для q ≥ 0,

а цi проблеми для того самого рiвняння, керованого крайовою умовою

Неймана, було одержано в [59] для q = 0. Це рiвняння розглянуто в

класичних просторах Соболєва. У роботi [23] за умов r ∈ C1[0,+∞) i

|r(x)| ≤ βe−αx, x > 0 (α > 0 i β > 0 є деякими сталими) оператор
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перетворення Tr було продовжено до згаданого вище оператора T̃r i са-

ме застосування цього оператора дало можливiсть довести у цiй роботi,

що зазначене хвильове рiвняння, кероване крайовою умовою Дiрiхле,

вiдтворює властивостi керованостi хвильового рiвняння (0.8) зi сталими

коефiцiєнтами i сталим потенцiалом q ≥ 0. Тому критерiї керованостi у

цьому випадку одержано з вiдповiдних критерiїв керованостi для (0.8),

якi було одержано в [21]. У роботах [59] i [119] бiльшiсть властивостей

продовженого оператора T̃r i його аналога для парних розподiлiв пе-

ренесено на випадок r ∈ C1[0,+∞) ∩ L∞(0,+∞),
∫∞

0 x|r(x)| dx < ∞,

тобто, експоненцiйну оцiнку для r замiнено на iнтегральну умову. Засто-

сування цих операторiв та результатiв роботи [118], дозволило одержати

критерiї L∞-керованостi та наближеної L∞-керованостi за заданий час

для зазначеного на початку цього абзацу рiвняння з q = 0. Але, нажаль,

у роботах [59] i [119] за цих умов на r вдалося довести лише достатнi

умови наближеної L∞-керованостi за вiльний час для цього рiвняння.

Проблеми керованостi для хвильового рiвняння (0.9) зi змiнними ко-

ефiцiєнтами i нульовим потенцiалом γ, керованого нелокальними крайо-

вими умовами, у просторахW 1,2×W 1,1 дослiджено в [60]. У цiй роботi на

розв’язки цього рiвняння накладаються ще додатковi умови на нескiн-

ченностi. Нарештi, для хвильового рiвняння (0.9) зi змiнними коефiцi-

єнтами i змiнним потенцiалом γ, керованого крайовою умовою Дiрiхле,

проблеми L∞-керованостi та наближеної L∞-керованостi було дослiдже-

но в [24], а цi проблеми для того самого рiвняння, керованого крайовою
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умовою Неймана, було одержано в [26]. Тут ρ, k, γ ∈ C1[0,+∞), ρ та k є

додатними на [0,+∞) та задовольняють деякi додатковi умови (див. умо-

ви (6.1), (6.2), (6.3) в роздiлi 6). Це рiвняння розглянуто в модифiкованих

просторах Hm соболєвського типу, пов’язаних з операторами перетворе-

ння T̃ i T̂, введеними i дослiдженими в роботах [24] i [26]. Застосовуючи

оператори перетворення T̃ i T̂, доведено що хвильове рiвняння (0.9) вiд-

творює властивостi керованостi хвильового рiвняння (0.8) зi сталими ко-

ефiцiєнтами i деяким сталим потенцiалом q ≥ 0, який визначається за ρ,

k та γ. Тому критерiї керованостi у цьому випадку одержано в [24] i [26]

з вiдповiдних критерiїв керованостi для (0.8), якi було одержано в [21],

[19], [22], [71], [72], [114]. Зокрема, якщо q > 0, то кожний початковий

стан хвильового рiвняння (0.9) зi змiнними коефiцiєнтами ρ, k i змiн-

ним потенцiалом γ є наближено L∞-керованим за вiльний час, а, якщо

q = 0, то початковий стан цього рiвняння

w(·, 0)

wt(·, 0)

 є наближено L∞-

керованим за вiльний час тодi i лише тодi, коли його компоненти w(·, 0) i

wt(·, 0) пов’язанi деяким спiввiдношенням. Подiбне спiввiдношення мiж

компонентами початкової умови є необхiдним для L∞-керованостi та на-

ближеної L∞-керованостi за заданий час в обох випадках: q = 0 i q > 0.

Ще однiєю проблемою теорiї керування, яка вивчається багатьма ма-

тематиками, є проблема стабiлiзовностi. Загальнi питання та постановки

задач стабiлiзовностi розглянуто в [5], [67], [68], [74]–[76], [94]. Стабiлiзов-

нiсть хвильового рiвняння було дослiджено в [1], [9], [15]–[17], [46], [49],

[64], [111], [112]. Вiдмiтимо, що в роботах [15], [111], [112] одержано крите-
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рiї стабiлiзовностi загальних еволюцiйних рiвнянь та систем за допомоги

позицiйних керувань без запiзнення, а в [16], [17] — умови стабiлiзовностi

таких рiвнянь за допомоги позицiйних керувань iз запiзненням. У роботi

[112] твердження 3 i приклади належать Л.В. Фардиголi, а твердження

1 i 2 — Ю.В. Шевелевiй. У роботi [16] результати пiдроздiлiв 1 та 2 нале-

жать Л.В. Фардиголi, а результати пiдроздiлiв 3 та 4 — М.В. Лобановiй.

Проблеми коректної розв’язностi крайових задач для еволюцiйних

рiвнянь та систем також є актуальними та дослiджуваними багатьма

математиками (див., наприклад, [83]–[85], [91], [97], [98], [102], [103],

[105]–[110]). Серед цих проблем особливо видiляється проблема коре-

ктної розв’язностi нелокальних крайових задач у необмежених областях

[83]–[85], [97], [102], [103], [106]–[110]. У роботах [107]–[110] було одержано

критерiї коректностi нелокальних крайових задач з диференцiальними

операторами в крайових умовах для загальних еволюцiйних рiвнянь та

систем, окремим випадком яких є хвильове рiвняння.

1.2. Простори Соболєва

У Rn та Cn через |x| позначимо евклiдову норму вектора x, а че-

рез (x, y) — скалярний (ермiтiв) добуток векторiв x та y. Позначимо

xα = xα1
1 x

α2
2 . . . xαnn для вектора x ∈ Rn та мультиiндекса α ∈ Nn

0 , де

N0 = N
⋃
{0}. Крiм того, позначимо D = (−i∂/∂x1, . . . ,−i∂/∂xn). Та-

кож позначимо R+ = (0,+∞).
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Позначимо через

S(Rn) =
{
ϕ ∈ C∞(Rn) | ∀α ∈ Nn

0 ∀β ∈ Nn
0 sup

{∣∣xαDβϕ
∣∣ | x ∈ Rn

}
<∞

}
простiр швидко спадних функцiй iз наступною збiжнiстю: sk → 0, коли

k →∞, якщо ∀α ∈ Nn
0 ∀β ∈ Nn

0 x
αDβsk ⇒ 0 на Rn, коли k →∞. Через

S′(Rn) позначимо двоїстий простiр помiрних розподiлiв (тобто, простiр

неперервних лiнiйних функцiоналiв на S(Rn)) iз слабкою топологiєю.

Далi, для топологiчного простору Ψ завжди позначатимемо через

Ψ′ спряжений (двоїстий) простiр iз слабкою топологiєю, а через Ψ∗ —

спряжений простiр iз сильною топологiєю. Через 〈f, ϕ〉 позначатимемо

значення розподiлу f на тестовiй функцiї ϕ.

Для s, l ∈ R позначимо

Hs
l (Rn) =

{
f ∈ S′(Rn) |

(
1 + |x|2

)l/2 (
1 + |D|2

)s/2
f ∈ L2(Rn)

}
з нормою

‖f‖sl =
∥∥∥(1 + |x|2

)l/2 (
1 + |D|2

)s/2
f
∥∥∥
L2(Rn)

.

Простiр Hs
l (Rn) є рефлексивним, H−s−l (Rn) = (Hs

l (Rn))∗ та

‖f‖−s−l = sup

{
|〈f, ϕ〉|
‖ϕ‖sl

| 0 6= ϕ ∈ Hs
l (Rn)

}
, s, l ∈ R

(див. [88, гл. 1]). Простори Hs
l (Rn), l, s ∈ R, S(Rn) та S′(Rn) є повними

вiдносно введеної топологiї.

Теорема 1.1 [88, гл. 1]. Нехай s, s′, l, l′ ∈ R. Тодi мають мiсце наступнi

щiльнi вкладення:

S(Rn) ⊂ Hs
l (Rn) ⊂ Hs′

i′ (Rn) ⊂ S′(Rn), s′ ≤ s, l′ ≤ l,
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зокрема,

‖f‖s
′

l′ ≤ ‖f‖
s
l , f ∈ Hs

l , s′ ≤ s, l′ ≤ l.

Теорема 1.2 [88, гл. 1]. Кожна функцiя f ∈ Hs
l (Rn) є неперервною на

R для s > n/2 та l ∈ R.

Позначимо через F оператор перетворення Фур’є: F : S′(Rn) →

S′(Rn), D(F) = S′(Rn),

Fϕ =
1

(2π)n/2

∫
R
e−i(σ,x)ϕ(x) dx для ϕ ∈ S(Rn)

та

〈Ff, ϕ〉 = 〈f,F−1ϕ〉 для f ∈ S′(Rn), ϕ ∈ S(Rn).

Теорема 1.3 [88, гл. 1]. Справедливi наступнi твердження:

(i) Оператор F є автоморфiзмом простору S(Rn) та автоморфiзмом про-

стору S′(Rn).

(ii) Оператор F є iзоморфiзмом просторiв Hs
l (Rn) та H l

s(Rn), s, l ∈ Rn.

(iii) Оператор F є iзометричним iзоморфiзмом просторiв Hs
0(Rn) та

H0
s (Rn), s ∈ Rn.

Для s, l ∈ R позначимо через H̃s
l (Rn) пiдпростiр усiх непарних роз-

подiлiв простору Hs
l (Rn), а через Ĥs

l (Rn) пiдпростiр усiх парних роз-

подiлiв простору Hs
l (Rn). Зрозумiло, що простори H̃s

l (Rn) та Ĥs
l (Rn) є

повними вiдносно топологiї, iндукованої Hs
l (Rn). Позначимо H̃s

0(Rn) =

H̃s
0(Rn) × H̃s−1

0 (Rn) та Ĥs
0(Rn) = Ĥs

0(Rn) × Ĥs−1
0 (Rn) з нормою |||·|||s0, i
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позначимо H̃l(Rn) = H̃l(Rn)× H̃l−1(Rn) та Ĥl(Rn) = Ĥl(Rn)× Ĥl−1(Rn)

з нормою |||·|||l.

Нехай Ω — це область (тобто, вiдкрита зв’язна множина) в Rn. По-

значимо через Cm(Ω) множину функцiй m-разiв неперервно диференцi-

йовних на Ω, n ∈ N0, а через C∞(Ω) =
⋂
m∈N0

Cm(Ω) множину функцiй

нескiнченно диференцiйовних на Ω.

Розглянемо простiр

Cm
0 (Ω) = {ϕ ∈ Cm(Ω) | suppϕ ⊂ Ω ∧ suppϕ є обмеженим}

з нормою |ϕ|mΩ = sup {|Dαϕ(x)| | x ∈ Ω ∧ |α| ≤ m} та простiр D(Ω) =

C∞0 (Ω) =
⋂
m∈N0

Cm
0 (Ω) iз наступною збiжнiстю: sk → 0, коли k → ∞,

якщо iснує обмежена пiдобласть Ω′ така, що Ω ⊂ Ω′, sk ∈ Cm
0 (Ω′), k ∈ N,

та |sk|mΩ′ → 0, коли k → ∞, для всiх m ∈ N0. Розглянемо також двоїстi

простори (Cm
0 (Ω))′ та D′(Ω) (iз слабкою топологiєю), m ∈ N0.

Для m ∈ N0 розглянемо простiр

Hm(Ω) =
{
ϕ ∈ L2(Ω) | ∀α ∈ (N0)

n |α| ≤ m⇒ Dαϕ ∈ L2(Ω)
}

з нормою

‖ϕ‖mΩ =

∑
|α|≤m

(
‖Dαϕ‖L2(Ω)

)2

1/2

та спряжений до нього простiр H−m(Ω) = (Hm(Ω))∗ з нормою

‖f‖mΩ = sup

{
|〈f, ϕ〉|
‖ϕ‖mΩ

| 0 6= ϕ ∈ Hm(Ω)

}
.

Добре вiдомо (див., напр., [53, Chap. 1–4, 7]), що простори Cm
0 (Ω),

(Cm
0 (Ω))′, D(Ω), D′(Ω) та Hm(Ω), m ∈ Z є повними вiдносно введеної

топологiї.
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Теорема 1.4 [88, гл. 1]. Для будь-якого m ∈ Z маємо Hm(Rn) =

Hm
0 (Rn), i тотожне вкладення є iзоморфiзмом цих просторiв. Зокрема,

1

Km
‖f‖mRn ≤ ‖f‖

m
0 ≤ Km ‖f‖mRn , f ∈ Hm(Rn),

де Km > 0 є деякою сталою.

Ми будемо використовувати наступне означення значення розподiлу

в точцi, що є модифiкацiєю означення даного в [2, п. 3.4.2].

Означення 1.5. Нехай f ∈ D′(R+). Будемо вважати, що iснує

f(+0) = f0 ∈ R, якщо для кожного ϕ ∈ D(R+) маємо

〈f(α(·)), ϕ〉 → 〈f0, ϕ〉, коли α→ +0.

Тут 〈f(α(·)), ϕ〉 =
〈
f, 1

αϕ
(

(·)
α

)〉
.

З [2, п. 3.4.3] випливає, що для локально iнтегровної на R+ функцiї f ,

неперервної справа в точцi 0, значення цiєї функцiї в точцi 0 в сенсi

означення 1.5 збiгається зi значенням f(0).

Далi, до кiнця цього роздiлу розглядатимемо n = 1.

Позначимо D = D(R), D′ = D′(R), S = S(R), S′ = S′(R), Cm
0 =

Cm
0 (R), (Cm

0 )′ = (Cm
0 (R))′ Hs

l = Hs
l (R), H̃s

l = H̃s
l (R), Ĥs

l = Ĥs
l (R), H̃s

0 =

H̃s
0(R), Ĥs

0 = Ĥs
0(R), H̃l = H̃l(R), Ĥl = Ĥl(R), m ∈ N0, s, l ∈ Rn.

Позначимо також Hm = Hm(R) та ‖·‖m = ‖·‖mR .

Добре вiдомо (див., напр., [53, Chap. 1]), що D ⊂ S ⊂ S′ ⊂ D′ є

щiльними вкладеннями. З теорем 1.1 та 1.4 випливає

Висновок 1.6. Мають мiсце наступнi щiльнi вкладення:

D ⊂ Hm ⊂ Hn ⊂ D′, −∞ < n ≤ m < +∞.



32

Нехай Ω = (a, b), −∞ < a < b < +∞.

Теорема 1.7. Мають мiсце наступнi щiльнi вкладення:

D(a, b) ⊂ Cm
0 (a, b) ⊂ H0(a, b) ⊂ (Cm

0 (a, b))′ ⊂ D′(a, b), m ∈ N0.

Теорема 1.8. Нехай −∞ < n ≤ m < +∞. Тодi

‖ϕ‖n(a,b) ≤ ‖ϕ‖
m
(a,b) , ϕ ∈ Hm(a, b).

та Hm(a, b) ⊂ Hn(a, b) є вкладенням.

Нехайm ∈ Z. Позначимо через H̃m пiдпростiр усiх непарних розподi-

лiв просторуHm, а через Ĥm — пiдпростiр усiх парних розподiлiв просто-

ру Hm. Очевидно, що простори H̃m та Ĥm є повними вiдносно топологiї,

iндукованої Hm. Позначимо H̃m = H̃m × H̃m−1 та Ĥm = Ĥm × Ĥm−1 з

нормою |||·|||m. За теоремою 1.4 маємо H̃m = H̃m
0 та Ĥm = Ĥm

0 i тотожнi

вкладення є iзоморфiзмами для обох пар просторiв.

1.3. Оператори перетворення для оператора

Штурма—Лiувiлля

Оператори перетворення для оператора Штурма—Лiувiлля є поту-

жним iнструментом для дослiдження рiзних проблем в теорiї диферен-

цiальних рiвнянь i математичнiй фiзицi. Зокрема, цей оператор може

бути використаний для дослiдження проблеми керованостi для хвильо-

вого рiвняння iз змiнними коефiцiєнтами.
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Спочатку розглянемо класичний оператор перетворення для опера-

тора Штурма—Лiувiлля на пiвосi, який зберiгає асимптотику на нескiн-

ченностi. Скрiзь у цьому роздiлi ми вважаємо, що виконано наступнi

умови:

r ∈ C1[0,+∞) ∩ L∞(R+) та
∫ ∞

0

λ |r(λ)| dλ <∞. (1.2)

Нехай K є розв’язком системи

Ky1y1(y)−Ky2y2(y) = r(y1)K(y), y2 > y1 > 0,

K(y1, y1) =
1

2

∫ ∞
y1

r(ξ) dξ, y1 > 0

lim
y1+y2→∞

Ky1(y) = lim
y1+y2→∞

Ky2(y) = 0, y2 > y1 > 0.

(1.3)

За [99, гл. 3] система (1.3) має єдиний розв’язок K, i справджується

наступна теорема.

Теорема 1.9. Нехай K є розв’язком системи (1.3). Тодi K ∈ C2{y ∈

R2 | y2 > y1 > 0} i

|K(y)| ≤M0σ0

(
y1 + y2

2

)
, y2 > y1 > 0 (1.4)∣∣Kyj(y)

∣∣ ≤1

4

∣∣∣∣r(y1 + y2

2

)∣∣∣∣
+M1σ0

(
y1 + y2

2

)
, y2 > y1 > 0, j = 1, 2. (1.5)

де M0 > 0, M1 > 0 та σ0(λ) =
∫∞
λ |r(ξ)| dξ, λ > 0.

Далi ми скрiзь позначатимемо через D(A), N(A) та R(A) область

визначення, ядро та образ оператора A, вiдповiдно.
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Розглянемо оператор T0 : L2(R+)→ L2(R+), D (T0) = L2(R+),

(T0g) (λ) = g(λ) +

∫ ∞
λ

K(λ, ξ)g(ξ) dξ, λ > 0, g ∈ D(T0).

Бачимо, що цей оператор зберiгає асимптотику функцiй на нескiнчен-

ностi, але не зберiгає їх початковi значення. Крiм того (див. [99, гл. 3]),

справедлива формула(
d2

dλ2
− r(·)

)
T0g = T0

d2

dξ2
g, g ∈ ∩H2(R+). (1.6)

У [99, гл. 3] також доведено, що оператор T0 є оборотним, T−1
0 :

L2(R+)→ L2(R+), D
(
T−1

0

)
= L2(R+),(

T−1
0 f
)

(ξ) = f(ξ) +

∫ ∞
ξ

L(ξ, λ)f(λ) dλ, ξ > 0, f ∈ D(T−1
0 ),

де ядро L ∈ C2{y ∈ R2 | y2 > y1 > 0} визначається спiввiдношенням

L(y) +K(y) +

∫ y2

y1

L(y1, ξ)K(ξ, y2) dξ = 0, y2 > y1 > 0, (1.7)

або

L(y) +K(y) +

∫ y2

y1

K(y1, ξ)L(ξ, y2) dξ = 0, y2 > y1 > 0, (1.8)

та для ядра L справедлива наступна теорема.

Теорема 1.10. Нехай K є розв’язком системи (1.3), а L ∈ C2{y ∈

R2 | y2 > y1 > 0} задовольняє умову (1.7) або (1.8). Тодi

|L(y)| ≤N0σ0

(
y1 + y2

2

)
, y2 > y1 > 0 (1.9)∣∣Lyj(y)

∣∣ ≤1

4

∣∣∣∣r(y1 + y2

2

)∣∣∣∣
+N1σ0

(
y1 + y2

2

)
, y2 > y1 > 0, j = 1, 2, (1.10)

де N0 > 0, N1 > 0 та σ0(λ) =
∫∞
λ |r(ξ)| dξ, λ > 0.



35

Для дослiдження проблем керованостi для хвильового рiвняння на

пiвосi не достатньо мати формулу (1.6) на L2(R+)∩H2(R+). Добре було б

мати аналог цiєї формули для функцiй, похiднi яких не належать L2(R+).

Тому далi ми розглянемо продовження оператора T0 на H̃−2 та Ĥ−1.

Продовження оператора T0 на H̃−2 було спочатку розглянуто i до-

слiджено для деяких спецiальних потенцiалiв r в роботi [23], а вже потiм

узагальнено на випадок, коли потенцiал r задовольняє умову (1.2), в [24]

та [119]. Продовження цього оператора на Ĥ−1 було розглянуто i дослi-

джено в [26] та [59].

Усi результати, що наводяться нижче до кiнця цього пiдроздiлу, одер-

жано в щойно згаданих роботах.

Позначимо через T̃0 продовження оператора T0 на H̃0. Маємо T̃0 :

H̃0 → H̃0, D
(

T̃0

)
= H̃0,(

T̃0g
)

(λ) = g(λ) + sgnλ

∫ ∞
|λ|

K(|λ|, ξ)g(ξ) dξ, λ ∈ R, g ∈ D(T̃0).

Очевидно, що цей оператор є оборотним i T̃−1
0 : H̃0 → H̃0, D(T̃−1

0 ) = H̃0,(
T̃−1

0 f
)

(ξ) = f(ξ) + sgn ξ

∫ ∞
|ξ|

L(|ξ|, λ)f(λ) dλ, ξ ∈ R, f ∈ D(T̃−1
0 ).

Для того, щоб продовжити оператор T̃0 на H̃−2, розглянемо спряжений

до нього оператор. Маємо T̃∗0 : H̃0 → H̃0, D(T̃∗0) = H̃0,(
T̃∗0ϕ

)
(ξ) = ϕ(ξ) + sgn ξ

∫ |ξ|
0

K(λ, |ξ|)ϕ(λ) dλ, ξ ∈ R, ϕ ∈ D(T̃∗0),

та (T̃−1
0 )∗ = (T̃∗0)

−1 : H̃0 → H̃0, D
(
(T̃∗0)

−1
)

= H̃0,(
(T̃∗0)

−1ψ
)

(λ) = ψ(λ)+sgnλ

∫ |λ|
0

L(ξ, |λ|)ψ(ξ) dξ, λ ∈ R, ψ ∈ D
(
(T̃∗0)

−1)
)
.
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Справедлива наступна теорема.

Теорема 1.11. Оператор T̃∗0 є автоморфiзмом простору H̃m, m =

0, 1, 2.

Позначимо T̃r =
(

T̃∗0|H̃2

)∗
. Маємо T̃r : H̃−2 → H̃−2, D(T̃r) = H̃−2,〈

T̃rg, ϕ
〉

=
〈
g, T̃∗0ϕ

〉
, g ∈ D(T̃r), ϕ ∈ D(T̃∗0) ∩ H̃2 = H̃2.

Тодi T̃−1
r =

((
T̃∗0

)−1

|H̃2

)∗
i T̃−1

r : H̃−2 → H̃−2, D(T̃−1
r ) = H̃−2,

〈
T̃−1
r f, ψ

〉
=

〈
g,
(

T̃∗0

)−1

ψ

〉
, f ∈ D(T̃−1

r ), ψ ∈ D
(
(T̃∗0)

−1)
)
∩ H̃2 = H̃2.

Справедлива також теорема.

Теорема 1.12. Оператор T̃r є автоморфiзмом простору H̃m, m =

−2,−1, 0.

Крiм того для операторiв T̃r та T̃−1
r мають мiсце аналоги формули (1.6).

Теорема 1.13. Якщо g ∈ H̃0 та iснує g(+0), то то iснує
(
T̃rg

)
(+0)

i (
d2

dλ2
− r(| · |)

)
T̃rg − 2

(
T̃rg

)
(+0)δ′ = T̃r

(
d2

dξ2
g − 2g(+0)δ′

)
.

Теорема 1.14. Якщо f ∈ H̃0 та iснує f(+0), то то iснує
(
T̃−1
r f
)

(+0)

i

d2

dξ2
T̃−1
r f − 2

(
T̃−1
r f
)

(+0)δ′ = T̃−1
r

((
d2

dλ2
− r(| · |)

)
f − 2f(+0)δ′

)
.

Наступна теорема також є корисною при дослiдженнi проблем керова-

ностi.
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Теорема 1.15. Маємо T̃r (δ′) = δ′.

Позначимо через T̂0 продовження оператора T0 на Ĥ0. Маємо T̂0 :

Ĥ0 → Ĥ0, D
(

T̂0

)
= Ĥ0,(

T̂0g
)

(λ) = g(λ) +

∫ ∞
|λ|

K(|λ|, ξ)g(ξ) dξ, λ ∈ R, g ∈ D(T̂0).

Очевидно, що цей оператор є оборотним i T̂−1
0 : Ĥ0 → Ĥ0, D(T̂−1

0 ) = Ĥ0,(
T̂−1

0 f
)

(ξ) = f(ξ) +

∫ ∞
|ξ|

L(|ξ|, λ)f(λ) dλ, ξ ∈ R, f ∈ D(T̂−1
0 ).

Для того, щоб продовжити оператор T̂0 на Ĥ−1, розглянемо спряжений

до нього оператор. Маємо T̂∗0 : Ĥ0 → Ĥ0, D(T̂∗0) = Ĥ0,(
T̂∗0ϕ

)
(ξ) = ϕ(ξ) +

∫ |ξ|
0

K(λ, |ξ|)ϕ(λ) dλ, ξ ∈ R, ϕ ∈ D(T̂∗0),

та (T̂−1
0 )∗ = (T̂∗0)

−1 : Ĥ0 → Ĥ0, D
(
(T̂∗0)

−1
)

= Ĥ0,(
(T̂∗0)

−1ψ
)

(λ) = ψ(λ) +

∫ |λ|
0

L(ξ, |λ|)ψ(ξ) dξ, λ ∈ R, ψ ∈ D
(
(T̂∗0)

−1)
)
.

Справедлива наступна теорема.

Теорема 1.16. Оператор T̂∗0 є автоморфiзмом простору Ĥm, m =

0, 1.

Позначимо T̂r =
(

T̂∗0|Ĥ1

)∗
. Маємо T̂r : Ĥ−1 → Ĥ−1, D(T̂r) = Ĥ−1,〈

T̂rg, ϕ
〉

=
〈
g, T̂∗0ϕ

〉
, g ∈ D(T̂r), ϕ ∈ D(T̂∗0) ∩ Ĥ2 = Ĥ2.

Тодi T̂−1
r =

((
T̂∗0

)−1

|Ĥ1

)∗
i T̂−1

r : Ĥ−1 → Ĥ−1, D(T̂−1
r ) = Ĥ−1,

〈
T̂−1
r f, ψ

〉
=

〈
g,
(

T̂∗0

)−1

ψ

〉
, f ∈ D(T̂−1

r ), ψ ∈ D
(
(T̂∗0)

−1)
)
∩ Ĥ2 = Ĥ2.

Справедлива також теорема.
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Теорема 1.17. Оператор T̂r є автоморфiзмом простору Ĥm, m =

−1, 0, 1.

Крiм того для операторiв T̂r та T̂−1
r мають мiсце аналоги формули (1.6).

Теорема 1.18. Якщо g ∈ Ĥ1 та iснує g′(+0), то iснує
(
T̂rg

)′
(+0) i(

d2

dλ2
− r(| · |)

)
T̂rg − 2

(
T̂rg

)′
(+0)δ = T̂r

(
d2

dξ2
g − 2g′(+0)δ

)
.

Теорема 1.19. Якщо f ∈ Ĥ1 та iснує f ′(+0), то iснує
(
T̂−1
r f
)′

(+0)

i

d2

dξ2
T̂−1
r f − 2

(
T̂−1
r f
)′

(+0)δ = T̂−1
r

((
d2

dλ2
− r(| · |)

)
f − 2f ′(+0)δ

)
.

Наступна теорема також є корисною при дослiдженнi проблем керова-

ностi.

Теорема 1.20. Маємо T̂rδ = δ.

1.4. Вибiр напрямку дослiджень

1.4.1. Проблеми керованостi. Нехай H0, H1, H2 є банаховими

просторами, а H0 ⊂ H1 ⊂ H2 є щiльними вкладеннями, оператори

A : H2 → H2, D(A) = H0, та B : R→ H2, D(B) = R, є лiнiйними.

Розглянемо керовану систему

w′′ = Aw + Bu, t ∈ (0, T ), (1.11)

w(0) = w0
0, w′(0) = w0

1, (1.12)
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де w(j) : [0, T ] → Hj, j = 0, 1, 2, w0
0 ∈ H0, w0

1 ∈ H1, u ∈ L∞(0, T ) є

керуванням. Позначивши

W =

w

w′

 , W0 =

w0
0

w0
1

 , H = H1 ×H2, H = H0 ×H1,

A =

0 Id

A 0

 : H→ H, D(A) = H, B =

0

B

 : R→ H, D(B) = R,

де Id є тотожнiм оператором, бачимо що система (1.11), (1.12) еквiвален-

тна керованiй системi

W′ = AW + Bu, t ∈ (0, T ), (1.13)

W(0) = W0, (1.14)

де W : [0, T ]→ H, W′ : [0, T ]→ H, W0 ∈ H, u ∈ L∞(0, T ) є керуванням.

Нехай T > 0. Для W0 ∈ H позначимо через RT (W0) множину

тих WT =

wT
0

wT
1

 ∈ H, для яких iснує керування u ∈ L∞(0, T ) таке,

що кожен розв’язок задачi Кошi (1.11), (1.12) (або (1.13), (1.14)) задо-

вольняє умову W(T ) =

w(T )

w′(T )

 = WT . Позначимо також R(W0) =⋃
T>0 RT (W0).

Означення 1.21. Стан W0 ∈ H керованої системи (1.11), (1.12) (або

(1.13), (1.14)) називається L∞-керованим за заданий час T > 0, якщо

0 ∈ RT (W0).

Означення 1.22. Стан W0 ∈ H керованої системи (1.11), (1.12) (або
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(1.13), (1.14)) називається наближено L∞-керованим за заданий час T >

0, якщо 0 ∈ RT (W0) (замикання розглядається в H).

Означення 1.23. Стан W0 ∈ H керованої системи (1.11), (1.12) (або

(1.13), (1.14)) називається наближено L∞-керованим за вiльний час, якщо

0 ∈ R(W0) (замикання розглядається в H).

Нехай оператор A є iнфiнiтезимальним генератором C0-групи S :

R → L(H), де L(H) є простором лiнiйних обмежених операторов, що

визначенi на всьому H i дiють в H. Тодi єдиним розв’язком (1.13), (1.14)

є

W(t) = S(t)

(
W0 +

∫ t

0

S(−ξ)Bu(ξ) dξ

)
, t ∈ [0, T ]. (1.15)

Тому для W0 ∈ H маємо

RT (W0) =

{
WT ∈ H | ∃u ∈ L∞(0, T )

S(−T )WT −W0 =

∫ T

0

S(−ξ)Bu(ξ) dξ

}
Позначимо через

LT =
{

W0 ∈ H | 0 ∈ RT (W0)
}
,

LT =
{

W0 ∈ H | 0 ∈ RT (W0)
}
,

L =
{

W0 ∈ H | 0 ∈ R(W0)
}
.

Розглянемо iнтегральний оператор Λ : L2(R+)→ H,

Λf = lim
T→∞

∫ T

0

S(−ξ)Bf(ξ) dξ,



41

визначений для тих f ∈ L2(R+), для яких iснує вiдповiдна границя.

Цей оператор було названо оператором впливу [21], [22], тому що вiн,

фактично, описує вплив керування на кiнцевий стан керованої системи

(1.13), (1.14).

Позначимо

MT =
{

W0 ∈ H | ∃u ∈ L∞(R+)
(
suppu ∈ [0, T ] ∧W0 + Λu = 0

) }
,

MT =
{

W0 ∈ H | ∃{un}∞n=1 ⊂ L∞(R+)(
∀n ∈ N suppun ∈ [0, T ] ∧W0 + Λun → 0, коли n→∞

) }
,

M =
{

W0 ∈ H | ∃{Tn}∞n=1 ⊂ R+ {un}∞n=1 ⊂ L∞(R+)(
∀n ∈ N suppun ∈ [0, Tn] ∧W0 + Λun → 0, коли n→∞

) }
Зрозумiло, що справедливе наступне твердження

Твердження 1.24. Нехай W0 ∈ H. Тодi

(i) стан W0 ∈ H є L∞-керованим за заданий час T > 0 тодi i лише тодi,

коли W0 ∈ LT ;

(ii) стан W0 ∈ H є наближено L∞-керованим за заданий час T > 0 тодi

i лише тодi, коли W0 ∈ LT ;

(iii) стан W0 ∈ H є наближено L∞-керованим за вiльний час тодi i лише

тодi, коли W0 ∈ L.

Аналiзуючи означення керованостi, множин LT , LT , L, MT , MT , M

та формулу (1.15), одержуємо

LT ⊂ LT ⊂ L, MT ⊂MT ⊂M, T > 0, (1.16)



42

L =
⋃
T>0

LT , M =
⋃
T>0

MT , T > 0, (1.17)

LT ⊂ LT ′, LT ⊂ LT ′, MT ⊂MT ′, MT ⊂MT ′, T ′ ≥ T > 0, (1.18)

LT = MT , LT = MT , T > 0. (1.19)

i бачимо, що має мiсце

Твердження 1.25. Нехай оператори групи S є рiвномiрно вiдносно

t ∈ R обмеженими, тобто, ‖S(t)‖ ≤ C, t ∈ R, для деякого C > 0, незале-

жного вiд t. Тодi L = M.

Таким чином, у бiльшостi випадкiв дослiдження (наближеної) L∞-

керованостi системи (1.11), (1.12) (або (1.13), (1.14)) зводиться до дослi-

дження множин MT , MT та M, якi описуються оператором впливу Λ.

Отже, дослiдження граничного переходу

W0 + Λun → 0, коли n→∞ (1.20)

i побудова послiдовностей {Tn}∞n=1 ⊂ R+ та {un}∞n=1 ⊂ L∞(R+), suppun ⊂

[0, Tn], n ∈ N, для яких виконується (1.20) для заданого W0 ∈ H, є цен-

тральною проблемою у вивченнi (наближеної) L∞-керованостi цiєї систе-

ми.

Оператори впливу для хвильового рiвняння зi сталими коефiцiєнта-

ми на пiвосi, керованого крайовою умовою Дiрiхле або Неймана, вивча-

ються в роздiлi 2. Результати цього роздiлу дають можливiсть одержати

критерiї керованостi для цього рiвняння в пiдроздiлi 5.1.



43

1.4.2. Проблеми стабiлiзацii. Нехай H0, H1, H2 є банаховими

просторами, а H0 ⊂ H1 ⊂ H2 є щiльними вкладеннями, оператори

A : H2 → H2, D(A) = H0, та B : R→ H2, D(B) = R, є лiнiйними.

Розглянемо керовану систему

w′′ = Aw + u + f, t > 0, (1.21)

за умов (1.12), де w(j) : [0,+∞) → Hj, j = 0, 1, 2, w0
0 ∈ H0, w0

1 ∈ H1,

f ∈ F є заданими, а u ∈ L2(R+) є керуванням вигляду

u = b0w + b1w
′, (1.22)

де b0 ∈ R та b1 ∈ R є сталими, що визначають керування. Тут F є деяким

лiнiйним простором функцiй функцiй f : [0,+∞)→ H2. Позначивши

W =

w

w′

 , W0 =

w0
0

w0
1

 , H = H1 ×H2, H = H0 ×H1,

A =

0 Id

A 0

 : H→ H, D(A) = H,

бачимо що система (1.21), (1.12) еквiвалентна керованiй системi

W′ = AW + U +

0

f

 , t > 0, (1.23)

де W : [0,+∞)→ H, W′ : [0, T ]→ H, W0 ∈ H, U є керуванням вигляду

U = BW, B =

 0 0

b0 b1

 . (1.24)
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Означення 1.26. Система (1.21), (1.12) (або (1.23), (1.14)) називає-

ться стабiлiзовною, якщо iснують b0, b1 ∈ R такi, що для кожної функцiї

f ∈ F i кожного стану W0 ∈ H розв’язок W цiєї системи задовольняє

умову ‖W(t)‖H → 0, коли t→ +∞.

Пiдставляючи керування U вигляду (1.24) в систему (1.23), одержу-

ємо

W′ = (A + B)W +

0

f

 , t > 0, (1.25)

де B : H→ H є оператором множення на матрицю B.

Припустимо, що оператор A + B є iнфiнiтезимальним генератором

C0-групи Sb : R→ L(H). Тодi єдиним розв’язком (1.25), (1.14) є

W(t) = Sb(t)W0 +

∫ t

0

Sb(t− ξ)

 0

f(ξ)

 dξ, t > 0. (1.26)

Тому

‖W(t)‖H ≤ ‖Sb‖H
∥∥W0

∥∥
H

+ ‖Λb(t)f‖H , t > 0, (1.27)

де

Λb(t)f =

∫ t

0

Sb(t− ξ)

 0

f(ξ)

 dξ, t > 0.

Зрозумiло, що справедливе наступне твердження

Твердження 1.27. Якщо iснують значення b0, b1 ∈ R, для яких ви-

конано умови

‖Sb‖H → 0, t→ +∞, (1.28)

‖Λb(t)f‖H → 0, t→ +∞, (1.29)
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то система (1.21), (1.12) (i (1.23), (1.14)) є стабiлiзовною.

Оператори Sb i Λb(t) для хвильового рiвняння зi сталими коефiцiєн-

тами на пiвосi за умови Дiрiхле або Неймана, вивчаються в роздiлi 5.1. У

цьому ж роздiлi доведено стабiлiзовнiсть цих рiвнянь. Далi, у роздiлi 6 за

допомогою операторiв перетворення, якi вивчено в роздiлi 3, одержано

умови стабiлiзовностi для хвильового рiвняння зi змiнними коефiцiєнта-

ми на пiвосi за умови Дiрiхле або Неймана.

Далi розглянемо проблеми стабiлiзацiї за допомоги позицiйного ке-

рування iз запiзненням. Розглянемо керовану систему

W′ = AW + U, t > h, (1.30)

W(t) = W0(t), t ∈ [0, h], (1.31)

де A : H → H є iнфiнiтезимальним оператором з областю визначення

D(A) = H, W : [0,+∞)→ H, W′ : [0, T ]→ H, W0 ∈ H, U є керуванням

вигляду

U(t) = BW(t− h), t > h, (1.32)

де A : H → H є лiнiйним оператором з областю визначення D(A) = H.

Нехай B є деяким класом допустних операторiв.

Означення 1.28. Система (1.30), (1.31) називається стабiлiзовною

за допомогою позицiйного керування iз запiзненням, якщо iснує оператор

B ∈ B такий, що для кожного стану W0 ∈ C([0, h]; H) розв’язок W цiєї

системи задовольняє умову ‖W(t)‖H → 0, коли t→ +∞.
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Пiдставляючи керування (1.32) в рiвняння (1.30), одержуємо дифе-

ренцiально-рiзницеве рiвняння, для вивчення якого в пунктi 5.3.3 буде

використано результати роботи [4].

1.4.3. Крайовi задачи. Зафiксуємо T > 0. Нехай Hj, j = 0, 4 є

банаховими просторами, а H0 ⊂ H1 ⊂ H2 та H3 ⊂ H4 є щiльними вкла-

деннями, оператори A : H2 → H2, D(A) = H0, B : R → H2, D(B) = R,

P0 : H0 ×H1 → H3 ×H4, D(P0) = H0 ×H1 та PT : H0 ×H1 → H3 ×H4,

D(PT ) = H0 ×H1, є лiнiйними.

Розглянемо крайову задачу

w′′ = Aw + Bf, t ∈ (0, T ), (1.33)

P0

w(0)

w′(0)

+ PT

w(T )

w′(T )

 =

w0
0

w0
1

 , (1.34)

де w(j) : [0, T ] → Hj, j = 0, 1, 2, w0
0 ∈ H3, w0

1 ∈ H4, f ∈ L2(0, T ).

Позначивши

W =

w

w′

, W0 =

w0
0

w0
1

, H = H1 ×H2, H = H0 ×H1, H = H3 ×H4,

A =

0 Id

A 0

 : H→ H, D(A) = H, B =

0

B

 : R→ H, D(B) = R,

бачимо що задача (1.33), (1.34) еквiвалентна задачi

W′ = AW + Bf, t ∈ (0, T ), (1.35)

P0W(0) + PTW(T ) = W0, (1.36)

де W : [0, T ]→ H, W′ : [0, T ]→ H, W0 ∈ H, f ∈ L2(0, T ).
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Означення 1.29. Задача (1.35), (1.36) (або (1.33), (1.34)) називає-

ться коректною, якщо iснує N > 0 таке, що для кожного f ∈ L2(0, T )

i кожного W0 ∈ H iснує єдиний розв’язок W задачi (1.35), (1.36) (або

(1.33), (1.34), вiдповiдно), який задовольняє умову

‖W(t)‖H ≤ N
(∥∥W0

∥∥
H

+ ‖f‖L2(0,T )

)
, t ∈ [0, T ].

Нехай оператор A є iнфiнiтезимальним генератором C0-групи S :

R → L(H), де L(H) є простором лiнiйних обмежених операторов, що

визначенi на всьому H i дiють в H. Тодi єдиним розв’язком (1.35), (1.36)

є

W(t) = S(t) (P0 + PTS(T ))−1

(
W0 +

∫ T

0

S(T − ξ)Bf(ξ) dξ

)
+

∫ t

0

S(t− ξ)Bf(ξ) dξ, t ∈ [0, T ], (1.37)

якщо оператор P0 + PTS(T ) є оборотним, а обернений до нього є обме-

женим. Основна проблема у вивченнi коректностi задач (1.33), (1.34) та

(1.35), (1.36) полягає в дослiдженнi оператора P0 + PTS(T ). Крайовi за-

дачи для хвильового рiвняння зi сталими коефiцiєнтами вивчено в пiд-

роздiлi 5.4, а для таких рiвнянь зi змiнними коефiцiєнтами — у пiдроздiлi

6.3.
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РОЗДIЛ 2.

ОПЕРАТОРИ ВПЛИВУ ТА ПРОСТОРИ

СОБОЛЄВСЬКОГО ТИПУ, ЩО

ВИНИКАЮТЬ В ЗАДАЧАХ

КЕРУВАННЯ ДЛЯ ХВИЛЬОВОГО

РIВНЯННЯ ЗI СТАЛИМИ

КОЕФIЦIЄНТАМИ

2.1. Простори H̃m
+ , Ĥm

+ та Hm
⊕

Нехай m ∈ N0. Позначимо через H̃m
+ пiдпростiр простору Hm(R+),

що мiстить усi звуження на R+ функцiй з простору H̃m, а через Ĥm
+ —

пiдпростiр простору Hm(R+), що мiстить усi звуження на R+ функцiй з

простору Ĥm. Для функцiї ϕ ∈ Hm будемо позначати через ϕ+ її звужен-

ня на R+. Зрозумiло, що вiдображення ϕ 7→ ϕ+ є iзоморфiзмом просторiв

H̃m та H̃m
+ i просторiв Ĥm та Ĥm

+ тому, що

‖ϕ‖m =
√

2 ‖ϕ+‖mR+
=
√

2 ‖ϕ+‖m+ ,

де ‖·‖m+ є нормою просторiв H̃m
+ та Ĥm

+ . Отже, простори H̃m
+ та Ĥm

+ є

повними вiдносно топологiї, iндукованої Hm(R+). Враховуючи терему
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1.2, одержуємо, що

H̃m
+ =

{
g ∈ Hm(R+) | ∀k = 0,m− 1 g(k)(+0) ∈ R

∧(g(k)(+0) = 0, якщо k є парним)
}
,

Ĥm
+ =

{
g ∈ Hm(R+) | ∀k = 0,m− 1 g(k)(+0) ∈ R

∧(g(k)(+0) = 0, якщо k є непарним)
}
.

Позначимо через Imodd : H̃m
+ → H̃m, D(Imodd) = H̃m

+ , оператор непарно-

го продовження, а через Imeven : Ĥm
+ → Ĥm, D(Imeven) = Ĥm

+ — оператор

парного продовження. Очевидно, маємо R(Imodd) = H̃m та R(Imeven) = Ĥm.

Зрозумiло, що оберненими до операторiв Imodd та Imeven будуть звуження

оператора (·)+ на H̃m та Ĥm, вiдповiдно. Таким чином, оператор Imodd

є iзоморфiзмом H̃m
+ та H̃m, i оператор Imeven є iзоморфiзмом Ĥm

+ та Ĥm,

зокрема,

‖Imoddϕ‖
m =
√

2 ‖ϕ‖m+ =
√

2 ‖ϕ‖mR+
, ϕ ∈ H̃m

+ , (2.1)

‖Imevenϕ‖
m =
√

2 ‖ϕ‖m+ =
√

2 ‖ϕ‖mR+
, ϕ ∈ Ĥm

+ . (2.2)

Зауважимо, що норми в просторах H̃m
+ та Ĥm

+ позначенi одним сим-

волом. Оскiльки одночасно парною i непарною може бути лише функцiя,

що тотожно дорiвнює нулю, то це не призводить до плутанини.

Позначимо H̃−m+ =
(
H̃m

+

)∗
i Ĥ−m+ =

(
Ĥm

+

)∗
з нормою

‖f‖−m+ = sup

{
|〈f, ϕ〉+|
‖ϕ‖m+

| 0 6= ϕ ∈ Hm
+

}
, f ∈ (Hm

+ )∗ ,

де 〈f, ϕ〉+ є значенням розподiлу f ∈ (Hm
+ )∗ на тестовiй функцiї ϕ ∈ Hm

+ ,

Hm
+ є простором H̃m

+ або простором Ĥm
+ . Позначимо через I−modd : H̃−m+ →



50

H̃−m, D(I−modd ) = H̃−m+ , оператор непарного продовження, який дiє за

правилом

〈I−modd f, ϕ〉 = 2〈f, (Imodd)
−1 ϕ〉, f ∈ H̃−m+ , ϕ ∈ H̃m.

а через Imeven : Ĥ−m+ → Ĥ−m, D(I−meven) = Ĥ−m+ — оператор парного продов-

ження, який дiє за правилом

〈I−mevenf, ϕ〉 = 2〈f, (Imeven)
−1 ϕ〉, f ∈ Ĥ−m+ , ϕ ∈ Ĥm.

Очевидно, маємо R(I−modd ) = H̃−m та R(I−meven) = Ĥ−m. Крiм того, оператор

I−modd є iзоморфiзмом H̃−m+ та H̃−m, i оператор I−meven є iзоморфiзмом Ĥ−m+

та Ĥ−m, зокрема,∥∥I−modd f
∥∥−m =

√
2 ‖f‖−m+ ≤

√
2 ‖f‖−mR+

, ϕ ∈ H̃−m+ , (2.3)∥∥I−mevenf
∥∥−m =

√
2 ‖f‖−m+ ≤

√
2 ‖f‖−mR+

, ϕ ∈ Ĥ−m+ . (2.4)

Розглянемо також простiр

Hm
⊕ =

{
ϕ ∈ Hm(R+) | ∀k = 0,m− 1 ϕ(k)(+0) = 0

}
з нормою

‖ϕ‖m⊕ = ‖ϕ‖m+ , ϕ ∈ Hm
⊕ , (2.5)

та простiр H−m⊕ = (Hm
⊕ )∗ з нормою

‖f‖−m⊕ = sup

{
|〈f, ϕ〉⊕|
‖ϕ‖m⊕

| 0 6= ϕ ∈ Hm
⊕

}
, f ∈ (Hm

⊕ )∗ ,

де 〈f, ϕ〉⊕ є значенням розподiлу f ∈ H−m⊕ на тестовiй функцiї ϕ ∈ Hm
⊕ .

Оскiльки Hm
⊕ є пiдпростором простору H̃m

+ i пiдпростором простору Ĥm
+ ,

то i

‖f‖−m⊕ ≤ ‖f‖−m+ , f ∈ H−m⊕ . (2.6)
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Бачимо, що будь-яка функцiя з Hm
⊕ пiсля продовження нулем на R−

буде належати Hm i навпаки: звуження будь-якої функцiї з Hm, носiй

якої мiститься в R+, на належатиме Hm
⊕ . Крiм того,

‖ϕ‖m = ‖ϕ‖m⊕ , де ϕ є продовженням нулем на R функцiї ϕ ∈ Hm
⊕ .

Тобто, ми маємо iзометричний iзоморфiзм просторiв Hm
⊕ та {ϕ ∈ Hm |

suppϕ ∈ [0,+∞)}. Оскiльки останнiй простiр є повним, то i Hm
⊕ є пов-

ним. Крiм того, H−m⊕ також є повним простором. Таким чином ми маємо

низку банахових просторiв Hk(R+), H̃k
+, Ĥk

+, Hk
⊕, k ∈ Z. Зазначимо, що

для m = 0 маємо

‖ϕ‖0
⊕ = ‖ϕ‖0

+ = ‖ϕ‖0
R+

= ‖ϕ‖0
L2(R+)

та

H0
⊕ = H̃0

+ = Ĥ0
+ = H0(R+) = L2(R+).

Тому (
H0
⊕
)∗

=
(
H̃0

+

)∗
=
(
Ĥ0

+

)∗
=
(
H0(R+)

)∗
= L2(R+).

Аналiзуючи означення просторiв H̃k
+, Ĥk

+, Hk
⊕, k ∈ Z, та, враховуючи

(2.1)–(2.6) i висновок 1.6, одержуємо наступнi двi теореми.

Теорема 2.1. Для m ∈ N мають мiсце наступнi вкладення

D(R+) ⊂ Hm
⊕ ⊂ H̃m

+ ⊂ H̃−m+ ⊂ H−m⊕ ⊂ D′(R+),

D(R+) ⊂ Hm
⊕ ⊂ Ĥm

+ ⊂ Ĥ−m+ ⊂ H−m⊕ ⊂ D′(R+),

Теорема 2.2. Мають мiсце наступнi вкладення

Hk
⊕ ⊂ Hn

⊕, H̃k
+ ⊂ H̃n

+, Ĥk
+ ⊂ Ĥn

+, −∞ < n ≤ k < +∞.
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Крiм того, наступнi вкладення є щiльними:

H̃k
+ ⊂ H̃n

+, Ĥk
+ ⊂ Ĥn

+, −∞ < n ≤ k < +∞.

Зрозумiло, що

〈f ′, ϕ〉⊕ = −〈f, ϕ′〉⊕, f ∈ H−m⊕ , ϕ ∈ Hm+1
⊕ , m ∈ N0, (2.7)

але аналоги цього спiввiдношення не виконуються в просторахH−m(R+),

H̃−m+ , Ĥ−m+ . Деякi властивостi похiдних в цих просторах дослiджено в

наступних двох теоремах i у висновку.

Теорема 2.3. Нехай f ∈ H̃0
+ = H0

⊕ та iснує f(+0) ∈ R. Тодi f ′′ ∈

H−2
⊕ i цей розподiл може бути продовжений до розподiлу з H̃−2

+ (а, отже,

i до розподiлу з H̃−2) за правилом

I−2
oddf

′′ =
(
I0

oddf
)′′ − 2f(+0)δ′. (2.8)

Доведення. Для доведення (2.8) ми, фактично, маємо довести, що

розподiл f ′′ може бути продовжений за правилом

〈f ′′, ϕ〉+ =
1

2
〈
(
I0

oddf
)′′
, I2

oddϕ〉+ f(+0)ϕ′(+0), ϕ ∈ H̃2
+. (2.9)

Припустимо, що iснує послiдовнiсть {fp}∞p=0 ⊂ C2[0,+∞) така, що

supp fp є обмеженим, p ∈ N, та

‖f − fp‖0
+ = ‖f − fp‖0

⊕ → 0 i fp(+0)→ f(+0), коли p→∞.

(2.10)

Для кожного p ∈ N i кожного ϕ ∈ H̃2
+ маємо

〈f ′′p , ϕ〉+ =

∫ ∞
0

f ′′p (x)ϕ(x) dx = fp(+0)ϕ′(+0) +

∫ ∞
0

fp(x)ϕ′′(x) dx
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= fp(+0)ϕ′(+0) + 〈fp, ϕ′′〉+ = fp(+0)ϕ′(+0) +
1

2
〈I0

oddfp, I
0
oddϕ

′′〉.

Оскiльки I0
oddϕ

′′ =
(
I2

oddϕ
)′′, то застосовуючи (2.10), звiдси одержуємо

〈f ′′p , ϕ〉+ →f(+0)ϕ′(+0) +
1

2
〈I0

oddf,
(
I2

oddϕ
)′′〉

=f(+0)ϕ′(+0) +
1

2
〈
(
I0

oddf
)′′
, I2

oddϕ〉, коли p→∞, ϕ ∈ H̃2
+.

Оскiльки результат граничного переходу не залежить вiд вибору послi-

довностi, що задовольняє (2.10), то для завершення доведення залиши-

лось побудувати будь-яку послiдовнiсть {fp}∞p=0 ⊂ C2[0,+∞) таку, що

supp fp є обмеженим, p ∈ N, i для якої виконано (2.10).

Побудуємо її. Для кожного n ∈ N позначимо F (x) = H(x)f(x),

Fn(x) = (H(x) − H(x − n))f(x), x ∈ R. Тодi F ∈ H0 та Fn ∈ H0,

n ∈ N, i

‖F − Fn‖0 → 0, коли n→∞. (2.11)

Нехай ψ ∈ D — невiд’ємна на R функцiя, suppψ ⊂ [0, 1],
∫∞
−∞ ψ(x) dx.

Позначимо ψk = kψ(−k(·)), F k
n = Fn ∗ ψk, n, k ∈ N. Тодi F k

n ∈ C∞(R),

suppF k
n ∈ [−1

k , n], n, k ∈ N, i

∥∥Fn − F k
n

∥∥0 → 0, коли k →∞, n ∈ N. (2.12)

Порiвнюючи (2.11) i (2.11), бачимо, що iснують зростаючи послiдовностi

{np}∞p=0 i {kp}∞p=0 такi, що∥∥∥F − F kp
np

∥∥∥0

→ 0, коли p→∞.

Позначивши через fp звуження F kp
np на R+, звiдси одержуємо, що fp ∈



54

C∞[0,+∞), supp fp є обмеженим, p ∈ N, i

‖f − fp‖0
+ → 0, коли p→∞. (2.13)

Скориставшись означенням значення розподiлу в точцi 0 (див. означення

1.5), одержуємо

fp(+0) =F kp
np

(0) =

∫ np

0

f(x)kpψ(kpx) dx (2.14)

=〈f, kpψ(kp(·))〉+ → f(+0) коли p→∞. (2.15)

З (2.13) i (2.14) випливає (2.10). Теорему доведено. 2

Теорема 2.4. Нехай f ∈ H̃0
+ = H0

⊕ та iснує f(+0) ∈ R. Тодi f ′ ∈ H−1
⊕

i цей розподiл може бути продовжений до розподiлу з Ĥ−1
+ (а, отже, i до

розподiлу з Ĥ−1) за правилом

I−1
evenf

′ =
(
I0

oddf
)′ − 2f(+0)δ. (2.16)

Доведення. Для доведення (2.16) ми, фактично, маємо довести, що

розподiл f ′ може бути продовжений за правилом

〈f ′, ϕ〉+ =
1

2
〈
(
I0

oddf
)′
, I1

evenϕ〉+ f(+0)ϕ(+0), ϕ ∈ Ĥ1
+. (2.17)

З доведення теореми 2.3 випливає, що iснує послiдовнiсть {fp}∞p=0 ⊂

C1[0,+∞) таку, що supp fp є обмеженим, p ∈ N, i для якої виконано

(2.10). Для кожного p ∈ N i кожного ϕ ∈ Ĥ1
+ маємо

〈f ′p, ϕ〉+ =

∫ ∞
0

f ′p(x)ϕ(x) dx = −fp(+0)ϕ(+0)−
∫ ∞

0

fp(x)ϕ′(x) dx

= −fp(+0)ϕ(+0)− 〈fp, ϕ′〉+ = −fp(+0)ϕ(+0)− 1

2
〈I0

oddfp, I
0
oddϕ

′〉.
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Оскiльки I0
oddϕ

′ =
(
I1

evenϕ
)′, то застосовуючи (2.10), звiдси одержуємо

〈f ′p, ϕ〉+ →− f(+0)ϕ(+0)− 1

2
〈I0

oddf,
(
I1

evenϕ
)′〉

=− f(+0)ϕ(+0)− 1

2
〈
(
I0

oddf
)′
, I1

evenϕ〉, коли p→∞, ϕ ∈ Ĥ1
+.

Оскiльки результат граничного переходу не залежить вiд вибору послi-

довностi, що задовольняє (2.10), то ми одержали шукане продовження

розподiлу f ′ (див. (2.17)). Теорему доведено. 2

Висновок 2.5. Нехай g ∈ Ĥ1
+ та iснує g′(+0) ∈ R. Тодi g′′ ∈ H−1

⊕ i

цей розподiл може бути продовжений до розподiлу з Ĥ−1
+ (а, отже, i до

розподiлу з Ĥ−1) за правилом

I−1
eveng

′′ =
(
I1

eveng
)′′ − 2g′(+0)δ. (2.18)

Доведення. Позначивши f = g′, одержуємо f ∈ H̃0
+ = H0

⊕ i f(+0) =

g′(+0). З теореми 2.4 випливає, що розподiл g′′ = f ′ ∈ H−1
⊕ може бу-

ти продовжений до розподiлу з Ĥ−1
+ (а, отже, i до розподiлу з Ĥ−1) за

правилом

I−1
eveng

′′ =
(
I0

oddg
′)′ − 2g′(+0)δ.

Оскiльки I0
oddg

′ =
(
I1

eveng
)′, то звiдси одержуємо (2.18). 2

2.2. Оператор впливу, пов’язаний iз задачею

Дiрiхле

У пунктi 5.1.1 (див. (5.17)) показано, що, введений в пiдроздiлi 1.4

оператор впливу Λ : L2(R+) → H̃0
0 × H̃−1

0 , для хвильового рiвняння зi



56

сталими коефiцiєнтами на пiвосi, керованого крайовими умовами Дiрi-

хле, набуває вигляду

Λf = −

ΨI0
oddf

Ψ̂I0
oddf

 , f ∈ D(Λ) = L2(R+),

де Ψ та Ψ̂ визначенi нижче. Оператори впливу Ψ та Ψ̂ було введено та

дослiджено в роботi [21]. У пiдроздiлi 1.4 було показано, що оператор

Λ, а, в наслiдок цього, i оператори Ψ та Ψ̂, є центральним об’єктом при

дослiдженнi керованостi згаданого хвильового рiвняння. Тому тут ми до-

слiджуємо оператори Ψ i Ψ̂ та їх властивостi, що будуть використанi в

пунктi 5.1.1. Цi оператори залежать вiд параметра q, який ми вважати-

мемо невiд’ємною сталою.

Нехай Ψ : H̃0
0 → H̃0

0 , D(Ψ) = H̃0
0 ,

Ψg = F−1
σ→x

(
σ√

σ2 + q2
(Fg)

(√
σ2 + q2

))
, g ∈ D(Ψ). (2.19)

Якщо q = 0, то Ψ = Id.

Нехай Ψ̂ : H̃0
0 → H̃−1

0 , D(Ψ̂) = D(Ψ) = H̃0
0 ,

Ψ̂g =
d

dx
F−1
σ→x

(
(F (sgn(·) g))

(√
σ2 + q2

))
, g ∈ D(Ψ̂). (2.20)

Якщо q = 0, то Ψ̂ = d
dx sgn(·), тобто,

(
Ψ̂g
)

(x) = (sgn x g(x))′.

Дослiдимо оператори Ψ та Ψ̂.

Теорема 2.6. Нехай q > 0. Тодi справедливi наступнi твердження:

(i) R(Ψ) =
{
f ∈ H̃0

0 | ∃f̃ ∈ H
1/2
0 Ff =

√
| · |Ff̃

}
, R(Ψ) = H̃0

0 ;

(ii) Ψ є обмеженим i ‖Ψ‖ ≤ 1;
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(iii) N(Ψ) = {g ∈ D(Ψ) | suppFg ⊂ [−q, q]};

(iv) (Ψg) (x) = − d

dx

∫ ∞
|x|

J0

(
q
√
t2 − x2

)
g(t) dt

= g(x)− qx
∫ ∞
|x|

J1

(
q
√
t2 − x2

)
√
t2 − x2

g(t) dt, g ∈ D(Ψ).

Тут Jν(ξ) є функцiєю Бесселя.

Доведення. (i) З означення Ψ одержуємо R(Ψ) ⊂ {f ∈ H̃0
0 | ∃f̃ ∈

H
1/2
0 Ff =

√
| · |Ff̃}. Припустимо, що для f ∈ H̃0

0 iснує f̃ ∈ H1/2
0 таке,

що Ff =
√
| · |Ff̃ . Позначимо

g = F−1
µ→t

(
µH(µ2 − q2)

4
√
µ2 − q2

(
Ff̃
)(√

µ2 − q2
))

.

Маємо ‖g‖0
0 ≤

4
√

1 + q2
∥∥∥f̃∥∥∥1/2

0
. Тому g ∈ D(Ψ). До того ж Ψg =

F−1
(√
| · |Ff̃

)
= f . Отже,R(Ψ) =

{
f ∈ H̃0

0 | ∃f̃ ∈ H
1/2
0 Ff =

√
| · |Ff̃

}
.

Нехай тепер f ∈ H̃0
0\R(Ψ). Позначимо fn(x) = H(n2 − x2)f(x). Оче-

видно, що ‖f − fn‖0
0 → 0, коли n→∞. З теореми Пелi—Вiнера випливає,

що Ffn може бути продовжена до цiлої функцiї. Тому 1√
|·|
Ffn ∈ H0

1/2.

Отже, fn ∈ R(Ψ). Таким чином, f ∈ R(Ψ). Отже, (i) доведено.

(ii) Нехай f = Ψg, g ∈ D(Ψ) = H̃0
0 . Позначивши F = Ff G = Fg та

скориставшись теоремою 1.3, одержуємо

‖f‖0
0 = ‖F‖0

0 =

(
2

∫ ∞
q

|G(µ)|2
√
µ2 − q2

µ
dµ

)1/2

≤ ‖G‖0
0 = ‖g‖0

0 .

Отже, (ii) виконано.

Твердження (iii) одразу випливає з означення Ψ.
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Оскiльки (див. [19, формула (3.11)])

F−1
σ→x

sin
(
t
√
σ2 + q2

)
√
σ2 + q2

(x) =

√
π

2
J0

(
q
√
t2 − x2

)
H
(
t2 − x2

)
sgn t,

(2.21)

то (iv) також виконується. 2

Аналогiчно одержуємо властивостi Ψ̂.

Теорема 2.7. Нехай q > 0. Тодi справедливi наступнi твердження:

(i) R(Ψ̂) =
{
f ∈ H̃−1

0 | ∃f̃ ∈ H
−1/2
0 Ff =

√
| · |Ff̃

}
, R(Ψ̂) = H̃−1

0 ;

(ii) Ψ̂ є обмеженим i
∥∥∥Ψ̂
∥∥∥ ≤ 1;

(iii) N(Ψ̂) =
{
g ∈ D(Ψ̂) | suppF (sgn(·) g) ⊂ [−q, q]

}
;

(iv)
(

Ψ̂g
)

(x) =
d

dx

(
sgnx g(x)− q

∫ ∞
|x|

tJ1

(
q
√
t2 − x2

)
√
t2 − x2

g(t) dt

)
, g ∈

D(Ψ̂).

Далi дослiдимо звуження цих операторiв на функцiї з компактними

носiями. Властивостi цих звужень однаковi для всiх q ≥ 0.

Нехай m = −2,−1, 0, α > 0. Позначимо через H̃m
0 [−α, α] пiдпростiр

усiх розподiлiв в H̃m
0 , носiї яких лежать в [−α, α]. Очевидно, що про-

стiр H̃m
0 [−α, α] є повним вiдносно топологiї, iндукованої H̃m

0 . Позначимо

через Ψα звуження оператора Ψ на H̃0
0 [−α, α], а через Ψ̂α звуження опе-

ратора Ψ̂ на H̃0
0 [−α, α]. Очевидно, що Ψ̂αg = Ψα(sgn(·)g)′, g ∈ D(Ψα).

Теорема 2.8. Оператор Ψα є автоморфiзмом H̃0
0 [−α, α].
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Доведення. Нехай f = Ψαg, g ∈ D(Ψα) = H̃0
0 [−α, α]. Позначивши

F = Ff G = Fg, одержуємо

F (σ) =
σ√

σ2 + q2
G
(√

σ2 + q2
)

та G(µ) =
µ√

µ2 − q2
F
(√

µ2 − q2
)
.

Застосовуючи теорему Пелi—Вiнера, бачимо що g ∈ H̃0
0 [−α, α] в тому

i лише тому випадку, коли f ∈ H̃0
0 [−α, α]. Крiм того, оператор Ψα є

бiєктивним. За теоремою 2.6 вiн також є обмеженим. Таким чином, Ψα

є взаємно однозначним обмеженим оператором, що вiдображує простiр

H̃0
0 [−α, α] в себе. З теореми Банаха про обернений оператор випливає,

що Ψ−1
α також є обмеженим. Теорему доведено. 2

При доведеннi цiєї теореми, фактично, було одержано формулу для

оператора Ψ−1
α . Маємо D(Ψ−1

α ) = R(Ψα) = H̃0
0 [−α, α]:

(
Ψ−1
α f
)

= F−1
µ→t

(
µ√

µ2 − q2
(Ff)(

√
µ2 − q2)

)
, f ∈ D(Ψ−1

α ). (2.22)

З формули (2.21) випливає

F−1
µ→t

sin
(
x
√
µ2 − q2

)
√
µ2 − q2

(t) =

√
π

2
I0

(
q
√
x2 − t2

)
H
(
x2 − t2

)
sgnx,

(2.23)

де Iν(ξ) є модифiкованою функцiєю Бесселя, отже,

(
Ψ−1
α f
)

(t) = − d
dt

∫ ∞
|t|

I0

(
q
√
x2 − t2

)
f(x) dx

= f(x) + qt

∫ ∞
|x|

I1

(
q
√
x2 − t2

)
√
t2 − x2

f(x) dx, f ∈ D(Ψ−1
α ).

(2.24)
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Теорема 2.9. Нехай g ∈ D(Ψα). Тодi g ∈ L∞(R) в тому i лише тому

випадку, коли Ψαg ∈ L∞(R).

Доведення. Нехай g ∈ D(Ψα)
⋂
L∞(R). Застосовуючи теорему 2.6:

(iv), одержуємо ‖Ψαg‖L∞(R) ≤ (1 + qT ) ‖g‖L∞(R). Нехай тепер g ∈ D(Ψα)

та f = Ψαg ∈ L∞(R). Тодi з формули (2.24) випливає ‖g‖L∞(R) =∥∥Ψ−1
α f
∥∥
L∞(R)

≤ (1 + I0(qT )) ‖f‖L∞(R). 2

Застосовуючи узагальнену теорему Пелi—Вiнера [89, гл. 3] та теорему

2.7 замiсть теорем Пелi—Вiнера та 2.6, вiдповiдно, аналогiчно доведенню

теореми 2.8 доводимо наступне твердження.

Теорема 2.10. Оператор Ψ̂α є iзоморфiзмом H̃0
0 [−α, α] та H̃−1

0 [−α, α].

Маємо також(
Ψ̂−1
α g
)

(t) = sgn t

(
F−1
µ→t

(
−i√
µ2 − q2

(Fg)(
√
µ2 − q2)

))
(t)

= −
∫ ∞
|t|

I0

(
q
√
x2 − t2

)
f(x) dx, g ∈ R(Ψ̂−1

α ). (2.25)

Як показано в пунктi 5.1.1, оператор Ψ̂αΨ−1
α визначає множини LT =

MT та L̃T = M̃T тих початкових станiв хвильового рiвняння зi стали-

ми коефiцiєнтами на пiвосi, керованого крайовими умовами Дiрiхле, з

яких можливо влучити в нуль або будь-який окiл нуля за заданий час

T . Далi дослiдимо властивостi Ψ̂αΨ−1
α . Скориставшись лемою 2.44, для

f ∈ D(Ψ−1
α ) одержуємо формулу(

Ψ̂αΨ−1
α f
)

(x) = (sgn xf(x))′ + q sgnx

∫ ∞
|x|

f(ξ)
I1 (q(|x| − ξ))
|x| − ξ

dξ
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= (sgnxf(x))′ +
q

2
sgnx (f(x) ∗ (I1(qx)H(−x))) (|x|).

(2.26)

Далi ми вивчаємо множини N(Ψ) та Ψ̂(N(Ψ)). Оскiльки для q = 0

маємо N(Ψ) = Ψ̂(N(Ψ)) = {0}, то ми дослiджуємо цi множини лише у

випадку q > 0.

Застосовуючи теорему Пелi—Вiнера, теорему 2.6 та означення Ψ,

одержуємо наступну теорему.

Теорема 2.11. Нехай q > 0. Наступнi твердження є еквiвалентними

(i) g ∈ N(Ψ);

(ii) ∀n = 0,∞ g(n) ∈ N(Ψ).

(iii) g ∈ H̃0
0 та suppFg ⊂ [−q, q];

(iv) g ∈ H̃0
0 i g можливо продовжити до цiлої функцiї порядку ≤ 1 та

типу ≤ q.

Теорема 2.12. Нехай q > 0. Наступнi твердження є еквiвалентними

(i) g ∈ N(Ψ̂);

(ii) ∀n = 0, 1 g(n) ∈ N(Ψ̂).

(iii) g ∈ H̃0
0 та suppF(sgn(·) g) ⊂ [−q, q];

(iv) g ∈ H̃0
0 i sgn(·) g можливо продовжити до цiлої функцiї порядку ≤ 1

та типу ≤ q.

Наступнi двi теореми дають нам властивостi Ψ̂(N(Ψ)) та Ψ(N(Ψ̂)).



62

Теорема 2.13. Нехай q > 0, f ∈ H̃−1
0 . Тодi f ∈ Ψ̂(N(Ψ)) у тому i

лише тому випадку, коли iснує функцiя γ така, що

(i) supp γ ⊂ [0, q];

(ii) (·)−1/2
(
q2 − (·)2

)−1/4
γ ∈ H0

0 ;

(iii) f =
2

π
F−1
σ→x

(
σ

∫ q

0

γ(ξ) dξ

σ2 + ξ2

)
= i sgnx

√
2

π

∫ q

0

γ(ξ)e−ξ|x| dξ.

Крiм того, за умов (i)–(iii) для

g = F−1
ξ→t sgn ξ γ(

√
q2 − ξ2)/

√
q2 − ξ2) ∈ N(Ψ)

маємо Ψ̂g = f .

Доведення. Достатнiсть (i)–(iii). Враховуючи (i) та (ii), одержуємо

suppG ⊂ [−q, q] and G ∈ H̃0
0 для G(ξ) = sgn ξ γ

(√
q2 − ξ2

)
/
√
q2 − ξ2.

З теореми 2.11 випливає g = FG ∈ N(Ψ). Використовуючи (2.20), одер-

жуємо

Ψ̂g =
1

π
F−1
σ→x

(
σ

(
G(ν) ∗ P1

ν

)∣∣∣∣√
σ2+q2

)

=
2

π
F−1
σ→x

σ ∫ q

0

ξG
(√

q2 − ξ2
)

σ2 + ξ2
dξ

 (2.27)

Тому з (iii)випливає f ∈ Ψ̂ (N(Ψ)).

Необхiднiсть (i)–(iii). Якщо f ∈ Ψ̂ (N(Ψ)), то iснує g ∈ N(Ψ) таке, що

f = Ψ̂g. Позначаючи G = Fg та застосовуючи теорему 2.11, ми бачимо,

що suppG ⊂ [−q, q], G ∈ H̃0
0 . Враховуючи (2.27), одержуємо

f = Ψ̂g =
2

π
F−1
σ→x

(
σ

∫ q

0

µG(µ) dµ

σ2 + q2 − µ2

)
.
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Позначимо γ(ξ) = H(ξ)ξG
(√

q2 − ξ2
)
. Тодi (i)–(iii) справджуються. Те-

орему доведено. 2

Аналогiчно одержуємо наступну теорему.

Теорема 2.14. Нехай q > 0, f ∈ H̃0
0 . Тодi f ∈ Ψ(N(Ψ̂)) у тому i

лише тому випадку, коли iснує функцiя γ така, що

(i) supp γ ⊂ [0, q];

(ii) (·)−1/2
(
q2 − (·)2

)1/4
γ ∈ H0

0 ;

(iii) f =
2

π
F−1
σ→x

(
σ

∫ q

0

γ(ξ) dξ

σ2 + ξ2

)
= i sgnx

√
2

π

∫ q

0

γ(ξ)e−ξ|x| dξ.

Крiм того, за умов (i)–(iii) для

g = sgn tF−1
ξ→t(i|ξ|γ(

√
q2 − ξ2)/

√
q2 − ξ2) ∈ N(Ψ̂)

маємо Ψg = f .

Зауваження 2.15. Умова (iii) теореми 2.13 набирає вигляду

(Ff) (σ) = 1
π〈γ, ν(σ, ·)〉, де ν(σ, ξ) = 2σ

σ2+ξ2 , σ ∈ R, ξ ∈ R.

Зважаючи на теорему 2.13, ми бачимо, що наступна теорема є кори-

сною для дослiдження(ΨN(Ψ̂)). Враховуючи [88, глава 2], теорему Пелi—

Вiнера та лему 2.45, ми одержуємо теорему.

Теорема 2.16. Нехай q > 0, γ ∈ H0
0 i supp γ ∈ [0, q]. Тодi

f(x) = i sgnx

√
2

π

∫ q

0

γ(ξ)e−ξ|x| dξ, x > 0,

в тому i лише тому випадку, коли

(i) f ∈ L2(0,+∞);



64

(ii) f може бути продовженою до цiлої функцiї e−zq/2f(z) порядку ≤ 1

та типу ≤ q/2;

(iii) ∀x > 0 f©x ∈ H0
0 , де f©x(y) = f(x+ iy), y ∈ R;

(iv) sup
{
‖f©x‖0

0 | x > 0
}
≤ ‖f©0‖0

0.

За умов (i)–(iv) маємо f©0 = 2iFξ→yγ.

Наступнi двi теореми характеризують Ψ̂(N(Ψ)).

Теорема 2.17. Нехай q > 0, n = 0,∞, f(x) = sgnx |x|ne−q|x|, x ∈ R.

Тодi f ∈ Ψ̂(N(Ψ)) (замикання розглядається в H−1
0 ).

Доведення. Позначимо F = Ff , ν(σ, ξ) = 2σ
σ2+ξ2 , σ, ξ ∈ R. Маємо

F (σ) =

√
2

π

(
− d

dq

)n
iσ

σ2 + q2

=
1√
2π

〈
iδ(n)((·)− q), ν(σ, ·)

〉
, σ ∈ R. (2.28)

Нехай µ ∈ C∞(R), suppµ ⊂ [−1, 1],
∫ 1

−1 µ(ξ) dξ = 1 та µ ≥ 0, ξ ∈ R.

Позначимо µm = mµ(m(ξ − q) + 2), ξ ∈ R, m ∈ N. Тодi µm ∈ C∞(R) i

suppµm ⊂ [q − 3/m, q − 1/m], m ∈ N. Для m ∈ N позначимо

Fm(σ) =
1√
2π
〈iµ(n)

m , ν(σ, ·)〉, σ ∈ R.

Враховуючи теорему 2.13, одержуємо fm = F−1Fm ∈ Ψ̂ (N(Ψ)), m ∈ N.

Позначимо

µ̂(ξ) =

∫ ξ

−∞
µ(u) du, ξ ∈ R.
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Тодi 0 ≤ µ̂(ξ) ≤ 1 для ξ ∈ R, µ̂(ξ) = 0 для ξ ≤ −1 i µ̂(ξ) = 1 для ξ ≥ 1.

Позначимо також

µ̂m(ξ) = µ̂(m(ξ − q) + 2), ξ ∈ R, m ∈ N.

Зрозумiло, (µ̂m)′ = µm, m ∈ N. Маємо

‖H((·)− q)− µ̂m‖0
0 ≤

(∫ q−1/m

q−3/m

µ̂m(ξ) dξ

)1/2

≤
√

2

m
, m ∈ N.

Тодi ∥∥∥δ(n)((·)− q)− µ(n)
m

∥∥∥−2n−2

0
≤
√

2

m
,

отже,∥∥∥ξ−2n−2
(
µ(n)
m − δ(n)((·)− q)

)∥∥∥−2n−2

2n+2
≤
√

2

m

(
1 +

1

(q − 3/m)2

)n+1

, m ∈ N.

Застосовуючи леми 2.45 та (2.28), одержуємо

‖F − Fm‖0
0≤L2n+2

√
2

m

(
1 +

1

(q − 3/m)2

)n+1

→ 0 коли m→∞, (2.29)

отже, fm → f as m → ∞ in H−1
0 . Оскiльки fm = F−1Fm ∈ Ψ̂ (N(Ψ)),

m ∈ N, то f належить замиканню Ψ̂ (N(Ψ)) в H−1
0 . Теорему доведено. 2

Теорема 2.18. Нехай q > 0. Тодi H̃−1
0 є замиканням множини

Ψ̂ (N(Ψ)) за нормою ‖·‖−1
0 .

Доведення. Нехай f ∈ H̃−1
0 . За теоремою 1.1 простiр H̃−1

0 є замикан-

ням простору H̃0
0 за нормою ‖·‖−1

0 . Нехай ϕn(x) = sgnx |x|ne−q|x|, x ∈ R,

n ∈ N. Оскiльки система функцiй {ϕn}∞n=0 є повною у просторi H̃0
0 , то f

може бути наближеною в H̃−1
0 функцiями fN =

∑N
n=0 f

N
n ϕn, де fNn ∈ R,

n = 0, N , N = 0,∞. З теореми 2.17 випливає, що f належить замиканню

Ψ̂ (N(Ψ)) за нормою ‖·‖−1
0 . Теорему доведено. 2
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Аналогiчно одержуємо властивостi Ψ(N(Ψ̂)).

Теорема 2.19. Нехай q > 0, n = 0,∞, f(x) = sgnx |x|ne−q|x|, x ∈ R.

Тодi f ∈ Ψ(N(Ψ̂)) (замикання розглядається в H0
0 ).

Теорема 2.20. Нехай q > 0. Тодi H̃0
0 є замиканням множини

Ψ(N(Ψ̂))) за нормою ‖·‖0
0.

2.2.1. Зв’язок оператора впливу Ψ з операторами перетворе-

ння. Оператор Ψ, заданий формулою (2.19), може бути продовженим до

оператора Ψ[q] : H̃−2
0 → H̃−2

0 , D(Ψ[q]) = H̃−2
0 , що дiє за цiєю ж формулою.

Зрозумiло, що для q = 0 маємо Ψ[q] = Id. Для цього оператора виконано

аналог теореми 2.6.

Теорема 2.21. Нехай q > 0. Тодi справедливi наступнi твердження:

(i) R(Ψ[q]) =
{
f ∈ H̃−2

0 | ∃f̃ ∈ H
−3/2
0 Ff =

√
| · |Ff̃

}
, R(Ψ[q]) = H̃−2

0 ;

(ii) Ψ[q] є обмеженим;

(iii) N(Ψ[q]) = {g ∈ D(Ψ) | suppFg ⊂ [−q, q]}.

Крiм того, для Ψ[q] мають мiсце наступнi двi теореми.

Теорема 2.22. Маємо
(
d2

dx2
− q2

)
Ψ[q]g = Ψ[q] d

2

dξ2
g, g ∈ D(Ψ[q]∩H̃0

0).

Теорема 2.23. Маємо Ψ[q]δ′ = δ′.

Таким чином, оператор Ψ[q] має властивостi, подiбнi до властивостей

оператора T̃r, описаних в теоремах 1.13, 1.13, до властивостей оператора
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T̃, описаних в теоремах 3.14, 3.16, i до властивостей оператора Ψ, опи-

саних в теоремах 4.12, 4.13. Але, на вiдмiну вiд операторiв перетворення

T̃r, T̃ та Ψ, оператор Ψ[q] не є оборотним (див. теорему 2.21).

За аналогiєю до оператора Ψα розглянемо оператор Ψ
[q]
α , який є зву-

женням Ψ[q] на H̃−2
0 [−α, α]. Не складно побачити, що для Ψ

[q]
α виконує-

ться аналог теореми 2.8, а саме,

Теорема 2.24. Оператор Ψ
[q]
α є автоморфiзмом простору H̃m

0 [−α, α],

m = −2,−1, 0.

2.3. Оператор впливу, пов’язаний iз задачею

Неймана

У пунктi 5.1.3 (див. (5.52)) показано, що введений в пiдроздiлi 1.4

оператор впливу Λ : L2(R+) → Ĥ1
0 для хвильового рiвняння зi сталими

коефiцiєнтами на пiвосi, керованого крайовими умовами Неймана, набу-

ває вигляду

Λf = −

ΦI0
oddf

Φ̂I0
oddf

 , f ∈ D(Λ) = D(Φ) ∩D(Φ̂),

де Φ та Φ̂ визначенi нижче. Оператори впливу Φ та Φ̂ було введено та

дослiджено в роботi [22]. У пiдроздiлi 1.4 було показано, що оператор

Λ, а, в наслiдок цього, i оператори Φ та Φ̂, є центральним об’єктом при

дослiдженнi керованостi згаданого хвильового рiвняння. Тому тут ми до-

слiджуємо оператори Φ i Φ̂ та їх властивостi, що будуть використанi в
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пунктi 5.1.3. Цi оператори залежать вiд параметра q, який ми вважати-

мемо невiд’ємною сталою.

Нехай Φ : H̃0
0 → Ĥ1

0 , D(Φ) = {g ∈ H̃0
0 |
√
|·|H((·)2−q2)

4
√

(·)2−q2
Fg ∈ H0

0} для

q > 0 i D(Φ) = {g ∈ H̃0
0 |

Fg
(·) ∈ H

0
0} для q = 0,

Φg = F−1
σ→x

(
−i√
σ2 + q2

(Fg)
(√

σ2 + q2
))

, g ∈ D(Φ). (2.30)

Якщо q = 0, то Φ = ∂−1, де ∂ = d/dx. Вiдмiтимо, що якщо для g ∈ H̃0
0

iснує g̃ ∈ Ĥ1
0 така, що g = g̃′, то ∂−1g визначається однозначно: ∂−1g = g̃.

Тому, що функцiя, що тотожно дорiвнює сталiй належить Ĥ1
0 тодi i лише

тодi, коли ця стала нульова.

Нехай Φ̂ : H̃0
0 → Ĥ0

0 , D(Φ̂) = {g ∈ H̃0
0 |
√
|·|H((·)2−q2)

4
√

(·)2−q2
F(g sgn(·)) ∈ H0

0}

для q > 0 i D(Φ̂) = H̃0
0 для q = 0,

Φ̂g = F−1
σ→x

(
(F (sgn(·) g))

(√
σ2 + q2

))
, g ∈ D(Φ̂). (2.31)

Якщо q = 0, то Φ̂ = sgn(·), тобто, (Φg) (x) = sgnxg(x).

Дослiдимо оператори Φ та Φ̂.

Теорема 2.25. Нехай q > 0. Тодi справедливi наступнi твердження:

(i) D(Φ) = H̃0
0 ;

(ii) R(Φ) = Ĥ1
0 ;

(iii) Φ не є обмеженим;

(iv) N(Φ) = {g ∈ D(Φ) | suppFg ⊂ [−q, q]};

(v) (Φg) (x) = −
∫ ∞
|x|

J0

(
q
√
t2 − x2

)
g(t) dt, g ∈ D(Φ).
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Тут Jν(ξ) є функцiєю Бесселя.

Доведення. (i) Нехай g ∈ H̃0
0 . Позначимо gn(t) = H(n2−t2)g(t), t ∈ R,

n ∈ N. Тодi, gn ∈ H̃0
1 , n ∈ N. З леми 2.49 випливає, що gn ∈ D(Φ), n ∈ N.

Зрозумiло, що, ‖g − gn‖0
0 → 0, коли n→∞. Отже, D(Φ) = H̃0

0 .

(ii) Нехай f ∈ Ĥ1
0 та

g = F−1
µ→t

(
iµH(µ2 − q2) (Ff)

(√
µ2 − q2

))
.

За теоремою 1.3 маємо Ff ∈ Ĥ0
1 . Враховуючи (2.30), одержуємо

‖g‖0
0 =

(
2

∫ ∞
q

∣∣∣µ (Ff)
(√

µ2 − q2
)∣∣∣2 dµ)1/2

≤ 4
√

1 + q2 ‖Ff‖0
1 . (2.32)

Отже, g ∈ H̃0
0 . Позначимо G̃(µ) = H(µ2−q2)√

|µ| 4
√
µ2−q2

(Fg)(µ), µ ∈ R. Маємо

∥∥∥G̃∥∥∥0

1
=

(
2

∫ ∞
q

∣∣∣µ(Ff)
(√

µ2 − q2
)∣∣∣2 µ2 + 1

µ
√
µ2 − q2

dµ

)1/2

≤ (q2+1) ‖Ff‖0
1 .

Тому, G̃ ∈ H0
1 та g ∈ D(Φ). Таким чином, R(Φ) = Ĥ0

0 .

Твердження (iii) та (iv) випливають з означення Φ. Твердження (v)

одразу одержуємо з (2.21). 2

Аналогiчно одержуємо властивостi Φ̂.

Теорема 2.26. Нехай q > 0. Тодi справедливi наступнi твердження:

(i) D(Φ̂) = H̃0
0 ;

(ii) R(Φ̂) = H̃0
0 ;

(iii) Φ̂ не є обмеженим;
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(iv) N(Φ̂) =
{
g ∈ D(Φ̂) | suppF (sgn(·) g) ⊂ [−q, q]

}
;

(v)
(

Φ̂g
)

(x) = sgnx g(x)− q
∫ ∞
|x|

tJ1

(
q
√
t2 − x2

)
√
t2 − x2

g(t) dt, g ∈ D(Φ̂).

Далi дослiдимо звуження цих операторiв на функцiї з компактними

носiями. Властивостi цих звужень однаковi для всiх q ≥ 0.

Нехай m = −1, 0, 1, α > 0. Позначимо через Ĥm
0 [−α, α] пiдпростiр

усiх розподiлiв в Ĥm
0 , носiї яких лежать в [−α, α]. Очевидно, що про-

стiр Ĥm
0 [−α, α] є повним вiдносно топологiї, iндукованої Ĥm

0 . Позна-

чимо через Φα звуження оператора Φ на H̃0
0 [−α, α], а через Φ̂α зву-

ження оператора Φ̂ на H̃0
0 [−α, α]. Очевидно, що Φ̂αg = Φα(sgn(·)g)′,

g ∈ D(Φα). Скориставшись теоремою Пелi—Вiнера, одержуємо D(Φα) =

D(Φ)
⋂
H̃0

0 [−α, α] = H̃0
0 [−α, α].

Цiлком аналогiчно доведенню теорем 2.8–2.10 i формул (2.22), (2.25)

для обернених операторiв одержуємо теореми 2.27–2.29 i формули (2.33),

(2.34).

Теорема 2.27. Оператор Φα є iзоморфiзмом H̃0
0 [−α, α] та Ĥ1

0 [−α, α].

Для оператора Φ−1
α маємо D(Φ−1

α ) = R(Φα) = Ĥ1
0 [−α, α]:(

Φ−1
α f
)

(t) =
(
F−1
µ→t

(
iµ(Ff)(

√
µ2 − q2)

))
(t)

= f ′(t) + qt

∫ ∞
|t|

I1

(√
x2 − t2

)
√
x2 − t2

f ′(x) dx, f ∈ D(Φ−1
α ). (2.33)

Теорема 2.28. Нехай g ∈ D(Φα). Тодi g ∈ L∞(R) в тому i лише тому

випадку, коли (Φαg)′ ∈ L∞(R).

Теорема 2.29. Оператор Φ̂α є iзоморфiзмом H̃0
0 [−α, α] та Ĥ0

0 [−α, α].
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Маємо також(
Φ̂−1
α g
)

(t)=sgn t
(
F−1
µ→t

(
(Fg)(

√
µ2 − q2)

))
(t)

=sgn t

(
f(t) +

∫ ∞
|t|
qx
I1

(√
x2 − t2

)
√
x2 − t2

f(x) dx

)
, g ∈ R(Φ̂−1

α ).

(2.34)

Як показано в пунктi 5.1.3, оператор Φ̂αΦ−1
α визначає множини LT =

MT та L̃T = M̃T тих початкових станiв хвильового рiвняння зi стали-

ми коефiцiєнтами на пiвосi, керованого крайовими умовами Дiрiхле, з

яких можливо влучити в нуль або будь-який окiл нуля за заданий час

T . Далi дослiдимо властивостi Φ̂αΦ−1
α . Скориставшись лемою 2.48, для

f ∈ D(Φ−1
α ) одержуємо формулу(

Φ̂αΦ−1
α f
)

(x) = sgnxf ′(x) + q

∫ ∞
|x|

f(ξ)
I1 (q(|x| − ξ))
|x| − ξ

dξ

= sgnxf ′(x) +
q

2
(f(x) ∗ (I1(qx)H(−x))) (|x|). (2.35)

Далi дослiдимо областi визначення операторiв Φ, Φ̂ та Λ. Нехай q > 0,

g ∈ D(Φ), g = g1 + g2, де g1 ∈ (N(Φ))⊥, g2 ∈ N(Φ). Тодi(
FΦ̂g

)
(σ)=− i

π

(
P

1

ξ
∗ (Fg) (ξ)

)∣∣∣∣
ξ=
√
σ2+q2

= −2i

π

∫ ∞
0

µ (Fg) (µ) dµ

σ2 + q2 − µ2

= −2i

π
V. P.

∫ ∞
0

ξ (Fg1)
(√

q2 + ξ2
)

σ2 − ξ2
dξ

− 2i

π

∫ q

0

ξ (Fg2)
(√

q2 − ξ2
)

σ2 + ξ2
dξ

= − i
π

(
sgnσ (Fg1)

(√
q2 + σ2

))
∗ P1

σ

− 2i

π

∫ q

0

ξ (Fg2)
(√

q2 − ξ2
)

σ2 + ξ2
dξ
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Аналогично модифiкованiй функцiї Бесселя

Ip(x) =
xp

2p−1Γ(1/2)Γ(p+ 1/2)

∫ 1

0

(
1− ξ2

)p−1/2
cosh(ξx) dξ, p ≥ 0, (2.36)

вводиться модифiкована функцiя Штруве (Struve)

Lp(x) =
xp

2p−1Γ(1/2)Γ(p+ 1/2)

∫ 1

0

(
1− ξ2

)p−1/2
sinh(ξx) dξ, p ≥ 0. (2.37)

Оскiльки

2

π

∫ q

0

e−|x|µ√
q2 − µ2

dµ =I0(qx)− L0(q|x|)

=−
√

2

π
sgnxF−1

σ→x
i sgnσ√
σ2 + q2

, (2.38)

ми одержуємо Φ̂g = Φ̂g1 + Φ̂g2, де(
Φ̂g1

)
(x) = sgnxF−1

σ→x

(
sgnσ (Fg1)

(√
q2 + σ2

))
=

1

2
sgnx

((
d

dx

)2

− q2

)
((sgnx I0(qx)− L0(qx)) ∗ (Φg1) (x))

=
q

2
sgnx

(
I1(q|x|)− L0(qx)

x
∗ (Φg1) (x)

)
, (2.39)

(
Φ̂g2

)
(x) = −2i

π
F−1
σ→x

∫ q

0

ξ (Fg2)
(√

q2 − ξ2
)

σ2 + ξ2
dξ

= −i
√

2

π

∫ q

0

(Fg2)
(√

q2 − ξ2
)
e−ξ|x| dξ. (2.40)

Отже, для q > 0 звiдси одержуємо

D(Λ) = D(Φ) ∩D(Φ̂) =

{
g ∈ H̃0

0 |
√
| · |H((·)2 − q2)

4
√

(·)2 − q2
Fg ∈ H0

0

∧
∫ q

0

(Fg)
(√

q2 − µ2
) µ dµ

(·)2 + µ2

}
. (2.41)
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Зрозумiло, що для q = 0 маємо

D(Λ) = D(Φ) ∩D(Φ̂) = D(Φ). (2.42)

З леми 2.49 одразу випливає

Теорема 2.30. Для кожного q ≥ 0 маємо D(Φ)∩ H̃0
1 = D(Φ̂)∩ H̃0

1 =

H̃0
1 . Крiм того, звуження операторiв Φ та Φ̂ на H̃0

1 є обмеженими опера-

торами з H̃0
1 в Ĥ1

0 та Ĥ0
0 вiдповiдно.

Далi ми вивчаємо множини N(Φ), N(Φ̂), Φ(N(Φ̂)) та Φ̂(N(Φ)).

Оскiльки для q = 0 маємо N(Φ) = Φ̂(N(Φ)) = {0}, то ми дослiджує-

мо цi множини лише у випадку q > 0.

Застосовуючи теорему Пелi—Вiнера, теорему 2.25 та означення Φ,

одержуємо наступнi двi теореми.

Теорема 2.31. Нехай q > 0. Наступнi твердження є еквiвалентними

(i) g ∈ N(Φ);

(ii) ∀n = 0,∞ g(n) ∈ N(Φ).

(iii) g ∈ H̃0
0 та suppFg ⊂ [−q, q];

(iv) g ∈ H̃0
0 i g можливо продовжити до цiлої функцiї порядку ≤ 1 та

типу ≤ q.

Теорема 2.32. Нехай q > 0. Наступнi твердження є еквiвалентними

(i) g ∈ N(Φ̂);

(ii) ∀n = 0, 1 g(n) ∈ N(Φ̂).
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(iii) g ∈ D(Φ̂) та suppF(sgn(·) g) ⊂ [−q, q];

(iv) g ∈ D(Φ̂) i sgn(·) g можливо продовжити до цiлої функцiї порядку

≤ 1 та типу ≤ q.

Аналогiчно доведенню теорем 2.13 та 2.14 одержуємо наступнi двi тео-

реми.

Теорема 2.33. Нехай q > 0, f ∈ H̃0
0 . Тодi f ∈ Φ̂(N(Φ)) у тому i

лише тому випадку, коли iснує функцiя γ така, що

(i) supp γ ⊂ [0, q];

(ii)
(
q2 − (·)2

)−1/4
γ ∈ H0

0 ;

(iii) f =
2

π
F−1
σ→x

(∫ q

0

iξγ(ξ) dξ

σ2 + ξ2

)
= i sgnx

√
2

π

∫ q

0

γ(ξ)e−ξ|x| dξ.

Крiм того, за умов (i)–(iii) для

g = −F−1
ξ→tγ(

√
q2 − ξ2) ∈ N(Φ)

маємо Φ̂g = f .

Теорема 2.34. Нехай q > 0, f ∈ Ĥ1
0 . Тодi f ∈ Φ(N(Φ̂)) у тому i

лише тому випадку, коли iснує функцiя γ така, що

(i) supp Ψ ⊂ [0, q];

(ii)
(
q2 − (·)2

)1/4
γ ∈ H0

0 ;

(iii) f =
2

π
F−1
σ→x

∫ q

0

iξγ(ξ) dξ

σ2 + ξ2
= i

√
2

π

∫ q

0

γ(ξ)e−ξ|x| dξ.

Крiм того, за умов (i)–(iii) для

g = − sgn(·)F−1
ξ→t

(
|ξ|γ(

√
q2 − ξ2)

)
∈ N(Ψ̂)
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маємо Φg = f .

Зауваження 2.35. Умова (iii) теореми 2.33 набирає вигляду

(Ff) (σ) = 1
π〈γ, ν(σ, ·)〉, де ν(σ, ξ) = 2iξ

σ2+ξ2 , σ ∈ R, ξ ∈ R.

Наступнi двi теореми характеризують Φ̂(N(Φ)).

Теорема 2.36. Нехай q > 0, n = 0,∞, f(x) = |x|ne−q|x|, x ∈ R. Тодi

f ∈ Φ̂(N(Φ) ∩ H̃0
1) (замикання розглядається в H0

0 ).

Доведення. Позначимо ν(σ, ξ) = 2iξ
σ2+ξ2 , σ, ξ ∈ R, F = Ff . Маємо

F (σ) =

√
2

π

(
− d

dq

)n
q

σ2 + q2

=
1√
2π

〈
iδ(n)(ξ − q), ν(σ, ξ)

〉
, σ ∈ R. (2.43)

Порiвнюючи формули (2.43) та (2.28), ми бачимо, що вони подiбнi. Тому,

використовуючи лему 2.46 замiсть леми 2.45 в доведеннi теореми 2.17,

одержуємо f ∈ Φ̂(N(Φ) ∩ H̃0
1), де замикання розглядається в H0

0 . Теоре-

му доведено. 2

Звiдси одержуємо наступну теорему.

Теорема 2.37. Нехай q > 0. Тодi Ĥ0
0 є замиканням множини

Φ̂(N(Φ) ∩ H̃0
1) за нормою ‖·‖0

0.

Доведення. Нехай f ∈ Ĥ0
0 . Позначимо ϕn = |x|ne−q|x|, x ∈ R, n ∈ N.

Оскiльки система функцiй {ϕn}∞n=0 є повною у просторi Ĥ0
0 , то f може

бути наближеною функцiями fN =
∑N

n=0 f
N
n ϕn в Ĥ0

0 , де fNn ∈ R, n =

0, N , N = 0,∞. З теореми 2.36 випливає, що f належить замиканню

Φ̂(N(Φ) ∩ H̃0
1) за нормою ‖·‖0

0. Теорему доведено. 2
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Аналогiчно, скориставшись висновком 2.47 замiсть леми 2.46, одер-

жуємо наступнi двi теореми, що характеризують Φ(N(Φ̂) ∩ H̃0
1).

Теорема 2.38. Нехай q > 0, n = 0,∞, f(x) = |x|ne−q|x|, x ∈ R. Тодi

f ∈ Φ(N(Φ̂) ∩ H̃0
1) (замикання розглядається в H0

0 ).

Теорема 2.39. Нехай q > 0. Тодi Ĥ0
0 є замиканням множини

Φ(N(Φ̂) ∩ H̃0
1) за нормою ‖·‖1

0.

2.3.1. Зв’язок оператора впливу Φ з операторами перетворе-

ння. Оператор Φ, заданий формулою (2.30), може бути продовженим до

оператора Φ[q] : H̃−2
0 → Ĥ−1

0 , D(Φ[q]) = {g ∈ H̃−2
0 |
√
|·|H((·)2−q2)

4
√

(·)2−q2
Fg ∈ H0

−2}

для q > 0 i D(Φ[q]) = {g ∈ H̃−2
0 | Fg

(·) ∈ H
0
−2} для q = 0, що дiє за цiєю

ж формулою. Зрозумiло, що для q = 0 маємо Φ[q] = ∂−1, де ∂ = d/dx. .

Для цього оператора виконано аналог теореми 2.25.

Теорема 2.40. Нехай q > 0. Тодi справедливi наступнi твердження:

(i) D(Φ[q]) = H̃−2
0 ;

(ii) R(Φ[q]) = Ĥ−1
0 ;

(iii) Φ[q] не є обмеженим;

(iv) N(Φ[q]) = {g ∈ D(Φ) | suppFg ⊂ [−q, q]}.

Крiм того, для Φ[q] мають мiсце наступнi двi теореми.

Теорема 2.41. Маємо
(
d2

dx2
− q2

)
Φ[q]g = Φ[q] d

2

dξ2
g, g ∈ D(Φ[q]∩Ĥ1

0).

Теорема 2.42. Маємо Φ[q]δ′ = δ.
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Таким чином, оператор Φ[q] має властивостi, подiбнi до властивостей

оператора T̂r, описаних в теоремах 1.18, 1.18, до властивостей оператора

T̂, описаних в теоремах 3.18, 3.20, i до властивостей оператора Φ, опи-

саних в теоремах 4.18, 4.19. Але, на вiдмiну вiд операторiв перетворення

T̂r, T̂ та Φ, оператор Φ[q] не є оборотним (див. теорему 2.40).

За аналогiєю до оператора Φα розглянемо оператор Φ
[q]
α , який є зву-

женням Φ[q] на H̃−2
0 [−α, α]. Не складно побачити, що для Φ

[q]
α виконується

аналог теореми 2.27, а саме,

Теорема 2.43. Оператор Φ
[q]
α є iзоморфiзмом просторiв H̃m

0 [−α, α] i

Ĥm+1
0 [−α, α], m = −2,−1, 0.

2.4. Допомiжнi твердження до роздiлу 2

Лема 2.44. Нехай α > 0. Тодi для f ∈ R(Ψα) = H̃0
0 [−α, α] маємо(

Ψ̂αΨ−1
α f
)

(x) = (sgn x f(x))′ + q sgnx

∫ ∞
|x|

f(ξ)
I1 (q(|x| − ξ))
|x| − ξ

dξ. (2.44)

Доведення. Нехай f ∈ D(−α, α) є непарною, h = Ψ̂αΨ−1
α f . Маємо

G =
1

iξ
Ft→ξ

(
d

dt

(
sgn t(Ψ−1

α f)(t)
))

=
−i
π
P

1

ξ
∗
ξ(Ff)

(√
ξ2 − q2

)
√
ξ2 − q2

=
−2i

π
V.p.

∫ ∞
0

(F∆qf)
(√

µ2 − q2
)

(ξ2 − µ2)
√
µ2 − q2

dµ

де ∆q = −
(
d
dx

)2 − q2. Отже,

h =
d

dx
F−1
σ→xG

(√
σ2 + q2

)
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= −i
√

2

π

d

dx

∫ q

0

e−|x|
√
q2−µ2√

q2 − µ2

(F∆qf)
(√

µ2 − q2
)

√
µ2 − q2

dµ

−
∫ ∞
q

sin
(
|x|
√
µ2 − q2

)
√
µ2 − q2

(F∆qf)
(√

µ2 − q2
)

√
µ2 − q2

dµ


=

√
2

π
sgnx

∫ ∞
0

f(ν)

∫ q

0

e−|x|
√
q2−µ2

sinh
(
ν
√
q2 − µ2

)
√
q2 − µ2

dµ

+

∫ ∞
0

f(ν)

∫ ∞
q

cos
(
x
√
µ2 − q2

)
sin
(
ν
√
µ2 − q2

)
√
µ2 − q2

dµ


=

1

π
sgnx

(∫ ∞
−∞

f(ν)

∫ q

0

e−(|x|−ν)µ√
q2 − µ2

dµ dν

−
∫ ∞
−∞

f(ν)

∫ ∞
q

sin
(

(x− ν)
√
µ2 − q2

)
√
µ2 − q2

dµ dν

 (2.45)

Враховуючи (2.36) та (2.37), одержуємо

2

π

∫ q

0

e−ξµ√
q2 − µ2

dµ = I0(qξ)− L0(qξ), ξ ∈ R. (2.46)

Також маємо

F (sgn ξ (I0(q|ξ|)− L0(q|ξ|))) =
2

π
F

(
sgn ξ

∫ q

0

e−u|ξ|√
q2 − u2

du

)

=

(
2

π

)3/2 ∫ q

0

(−iσ)

(σ2 + u2)
√
q2 − u2

du =

√
2

π

(−i sgnσ)√
σ2 + q2

.

Тому

2

π

∫ ∞
q

sin
(
ξ
√
µ2 − q2

)
√
µ2 − q2

=
2

π

∫ ∞
0

sinσξ√
σ2 + q2

dσ = −
√

2

π
F−1 i sgnσ√

σ2 + q2

= sgn ξ (I0(q|ξ|)− L0(q|ξ|)) . (2.47)
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Порiвнюючи (2.45)–(2.47), одержуємо

h =
1

2
sgnx ((∆qf) ∗ (I0(qx)− L0(qx)) (|x|)

− ((∆qf) ∗ (sgnx (I0(qx)− L0(q|x|)))) (x))

= sgnx (f ∗ (∆q (H(−x)I0(qx)))) (|x|)

= sgnx (f ′(x) + f ∗ (H(−x)∆qI0(qx))) .

Оскiльки ∆qI0(qξ) =
(
q2/2

)
(I0(qξ)− I2(qξ)) = qI1(qξ)/ξ, ми бачимо, що

(2.44) виконано для f ∈ R(Ψα) ∩ D(−α, α). Поширимо цю формулу на

R(Ψα). Нехай f ∈ R(Ψα). За теоремою 1.7 iснує така послiдовнiсть не-

парних функцiй {fn}n∈N ⊂ D(−α, α), що ‖f − fn‖0
0 → ∞ as n → ∞.

Маємо∣∣∣∣∫ ∞
|x|

I1 (q(|x| − ξ))
|x| − ξ

(f(ξ)− fn(ξ)) dξ
∣∣∣∣

≤ e−q|x|
(∫ ∞

0

e2qξ |f(ξ)− fn(ξ)|2 dξ
)1/2

(∫ ∞
0

e−2qξ

∣∣∣∣I1(qξ)

ξ

∣∣∣∣2 dξ
)1/2

= 2qKe−q|x| ‖f − fn‖0
0 , x ∈ R,

де K = eqα

2q

(∫∞
0 e−2qξ

∣∣∣I1(qξ)
ξ

∣∣∣2 dξ)1/2

. Тому∥∥∥∥∫ ∞
|x|

I1 (q(|x| − ξ))
|x| − ξ

(f(ξ)− fn(ξ)) dξ
∥∥∥∥0

0

≤ K ‖f − fn‖0
0 . (2.48)

Оскiльки ‖(sgnx(f − fn))′‖−1
0 ≤ ‖f − fn‖

0
0, то з (2.48) випливає (2.44) for

f ∈ R(Ψα). Лему доведено. 2

Лема 2.45. Нехай q > 0, m ∈ N, ξ−2mγ ∈ H−2m
2m , supp γ ⊂ [−q, q],

ν(σ, ξ) = 2σ
σ2+ξ2 and F (σ) = 〈γ, ν(σ, ·)〉. Тодi

‖F‖0
0 ≤ Lm

∥∥ξ−2mγ
∥∥−2m

2m
, (2.49)
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де Lm > 0.

Доведення. Маємо 1
σ−iξ ∈ H

2m
−2m (вiдносно ξ), σ ∈ R, та

F (σ) =
1

π

〈
γ(ξ) + γ(−ξ), 1

σ − iξ

〉
=

1

π

〈
γ1, (1 + ξ2)−m

(
1 + |D|2

)m ξ2m

σ − iξ

〉
=

2

π

∫ ∞
0

γ1(ξ)(1 + ξ2)−m
(
1 + |D|2

)m ξ2mσ

σ2 + ξ2
dξ, σ ∈ R,

де γ1(ξ) = (1 + ξ2)m
(
1 + |D|2

)−m (
ξ−2m (γ(ξ) + γ(−ξ))

)
∈ H0

0 i γ1 є пар-

ним. Тодi(
‖F‖0

0

)2

=
4

π2

∫ ∞
0

γ1(ξ)

∫ ∞
0

γ1(µ)(1 + ξ2)−m(1 + µ2)−m

×
(
1 + |Dξ|2

)m(
1 + |Dµ|2

)m
ξ2mµ2m

∫ ∞
0

σ2 dσ

(σ2 + ξ2) (σ2 + µ2)
dµ dξ

=
4

π2

∫ ∞
0

γ1(ξ)

∫ ∞
0

γ1(µ)(1 + ξ2)−m(1 + µ2)−m

×
(
1 + |Dξ|2

)m (
1 + |Dµ|2

)m ξ2mµ2m

ξ + µ
dµ dξ. (2.50)

Для ξ > 0, µ > 0 маємо(
1 + |Dξ|2

)m (
1 + |Dµ|2

)m ξ2mµ2m

ξ + µ

=
m∑
k=0

m∑
p=0

(
m

k

)(
m

p

)
(−1)k+p d

2(k+p)

dξ2kdµ2p

ξ2mµ2m

ξ + µ

=
m∑
k=0

m∑
p=0

2k∑
s=0

2p∑
l=0

(
m

k

)(
m

p

)(
2k

s

)(
2p

l

)
((2m)!)2 (s+ l)!

(2k − s)!(2p− l)!

× (−1)k+p+s+l ξ
2(m−k)+sµ2(m−p)+l

(ξ + µ)s+l+1
.

Отже, для ξ > 0, µ > 0 маємо∣∣∣∣(1 + ξ2)−m(1 + µ2)−m
(
1 + |Dξ|2

)m (
1 + |Dµ|2

)m ξ2mµ2m

ξ + µ

∣∣∣∣ ≤ π2 (Lm)2

2(ξ + µ)
,
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де

Lm =
1

π

(
m∑
k=0

m∑
p=0

2k∑
s=0

2p∑
l=0

(
m

k

)(
m

p

)(
2k

s

)(
2p

l

)
((2m)!)2 (s+ l)!

(2k − s)!(2p− l)!

)1/2

≤ 2

π
(2m)!

√
(4m)!5m. (2.51)

Враховуючи (2.50), одержуємо(
‖F‖0

0

)2

= 2 (Lm)2

〈
|γ1(ξ)H(ξ)| , |γ1(−ξ)H(−ξ)| ∗ 1

ξ

〉
≤ 2 (Lm)2

(
‖γ1(ξ)H(ξ)‖0

0

)2

=
1

2
(Lm)2

(
‖γ1‖0

0

)2

≤ (Lm)2
(∥∥ξ−2mγ

∥∥−2m

2m

)2

.

Лему доведено. 2

Лема 2.46. Нехай q > 0, m = 0,∞, ξ−2mγ ∈ H−2m
2m , supp γ ⊂ [0, q],

ν(σ, ξ) = 2iξ
σ2+ξ2 and F (σ) = 1

π〈γ, ν(σ, ·)〉, σ, ξ ∈ R. Тодi

‖F‖0
0 ≤ Lm

∥∥ξ−2mγ
∥∥−2m

2m
, (2.52)

де Lm > 0 визначено формулою (2.49)

Доведення. Маємо 1
σ−iξ ∈ H

2m
−2m (за ξ), σ ∈ R, i

F (σ) =
1

π

〈
γ(ξ)− γ(−ξ), 1

σ − iξ

〉
=

1

π

〈
γ1, (1 + ξ2)−m

(
1 + |D|2

)m ξ2m

σ − iξ

〉
=

2

π

∫ ∞
0

γ1(ξ)(1 + ξ2)−m
(
1 + |D|2

)m ξ2mσ

σ2 + ξ2
dξ, σ ∈ R,

де γ1(ξ) = (1 + ξ2)m
(
1 + |D|2

)−m (
ξ−2m (γ(ξ)− γ(−ξ))

)
∈ H0

0 i γ1 є не-

парним. Тодi(
‖F‖0

0

)2

=
4

π2

∫ ∞
0

γ1(ξ)

∫ ∞
0

γ1(µ)(1 + ξ2)−m(1 + µ2)−m
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×
(
1 + |Dξ|2

)m (
1 + |Dµ|2

)m
ξ2mµ2m

∫ ∞
0

σ2 dσ

(σ2 + ξ2) (σ2 + µ2)
dµ dξ

=
4

π2

∫ ∞
0

γ1(ξ)

∫ ∞
0

γ1(µ)(1 + ξ2)−m(1 + µ2)−m

×
(
1 + |Dξ|2

)m (
1 + |Dµ|2

)m ξ2mµ2m

ξ + µ
dµ dξ.

Таким чином, ми одержали такий самий результат, як i в формулi (2.50).

Повторюючи доведення леми 2.45 пiсля (2.50), ми бачимо, що (2.52) ви-

конується. Лему доведено. 2

Висновок 2.47. Нехай q > 0, m = 0,∞, ξ−2mγ ∈ H−2m
2m , supp γ ⊂

[0, q], ν(σ, ξ) = 2iξ
σ2+ξ2 i F (σ) = 1

π〈γ, ν(σ, ·)〉, σ, ξ ∈ R. Тодi

‖F‖0
1 ≤ 2Lm

∥∥ξ−2mγ
∥∥−2m

2m
, (2.53)

де Lm > 0 визначено формулою (2.49).

Доведення. Позначимо γ1 = ξγ. Тодi ξ−2mγ1 ∈ H−2m
2m , supp γ1 ⊂ [0, q].

Враховуючи лему 2.45, одержуємо

‖σF‖0
0 ≤ Lm

∥∥ξ−2mγ1

∥∥−2m

2m
≤ Lm

∥∥ξ−2mγ
∥∥−2m

2m
.

З леми 2.46 випливає

‖F‖0
1 ≤ ‖F‖0

0 + ‖σF‖0
0 ≤ 2Lm

∥∥ξ−2mγ
∥∥−2m

2m
.

Лему доведено. 2

Лема 2.48. Нехай q > 0, f ∈ H̃1
0 [−T, T ], h = Φ̂TΦ−1

T f . Тодi

h(x) = sgn x f ′(x) + q

∫ ∞
|x|

f(ξ)
I1 (q(ξ − |x|))

ξ − |x|
dξ. (2.54)
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Доведення. Нехай F = Ff ,

G(ξ) =
1

iξ
Ft→ξ

(
d

dt

(
sgn t(Φ−1

T f)(t)
))

(ξ).

Тодi

G =
(
Ft→ξ

(
sgn t(Φ−1

T f)(t)
))

=
1

π
P

1

ξ
∗ ξF

(√
ξ2 − q2

)
=

2

π
V.p.

∫ ∞
0

1

ξ2 − µ2
µ2F

(√
µ2 − q2

)
dµ.

Отже,

h = −∆qF
−1
σ→x

G
(√

σ2 + q2
)

σ2 + q2
= −1

2
∆q

(
e−q|x|

q
∗
(
F−1
σ→xG

(√
σ2 + q2

)))
,

де ∆q =
(
d
dx

)2 − q2. Тому

h =
1

2

√
2

π
∆q

∫ ∞
0

e−q|x|
q
∗

sin
(
|x|
√
µ2 − q2

)
√
µ2 − q2

H
(
µ2 − q2

)
−

(
e−q|x|

q
∗ e
|x|
√
q2−µ2√

q2 − µ2

)
H
(
q2 − µ2

))
µ2F

(√
µ2 − q2

)
dµ

=
2

π
∆q

−e−q|x|
q

∫ ∞
0

f ′(ν)

∫ ∞
0

sin
(
ν
√
µ2 − q2

)
√
µ2 − q2

dµ dν

+

∫ ∞
0

f(ν)

∫ ∞
0

cos
(
ν
√
µ2 − q2

)
sin
(
|x|
√
µ2 − q2

)
√
µ2 − q2

dµ dν

−
∫ ∞

0

f(ν)

∫ q

0

cosh
(
ν
√
q2 − µ2

)
cosh

(
x
√
q2 − µ2

)
√
q2 − µ2

dµ dν

 .

Враховуючи (2.21) i 2
π

∫ 1

0
cosh(ξt)√

1−t2 dt = I0(ξ), одержуємо

h(x) =
1

2
∆q

(
(f ′(x) ∗ (I0(qx) sgnx))|x=0

e−q|x|

q
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+ sgnx (f(x) ∗ (I0(qx) sgnx))− f(x) ∗ I0(qx)

)
=

1

2
(sgnx∆q (f(x) ∗ (sgnx I0(qx)))−∆q (f(x) ∗ I0(qx)))

= sgnx f ′(x) +
1

2
sgnx (f(x) ∗ (sgnx (∆qI0(qx))))

− 1

2
f(x) ∗ (∆qI0(qx))

= sgnx f ′(x)−
∫ ∞

0

f(ξ + |x|) (∆qI0(qξ)) dξ.

Оскiльки ∆qI0(qξ) =
(
q2/2

)
(I2(qξ)− I0(qξ)) = −qI1(qξ)/ξ, то (2.54) ви-

конано. Лему доведено. 2

Лема 2.49. Нехай q > 0, g ∈ H̃0
1 . Тодi g ∈ D(Φ) ∩D(Φ̂) та

‖Φg‖1
0 ≤ 2

(1 + q2)3/4

q
‖g‖0

1 , (2.55)∥∥∥Φ̂g
∥∥∥0

0
≤ 2(1 + q2)1/4 ‖g‖0

1 . (2.56)

Доведення. Якщо g ∈ H̃0
1 , то g sgn(·) ∈ Ĥ0

1 та ‖g sgn(·)‖0
1 = ‖g‖0

1.

Позначимо G = Fg та G = F(g sgn(·)). Оскiльки

|G(ξ)| ≤
√
π

2

∫ ∞
0

|g(x)|
√

1 + x2
dx√

1 + x2
≤ ‖g‖0

1 , ξ ∈ R,

то∫ ∞
q

|G(ξ)|2 ξ dξ√
ξ2 − q2

=

∫ √2q

q

|G(ξ)|2 ξ dξ√
ξ2 − q2

+

∫ ∞
√

2q

|G(ξ)|2 ξ dξ√
ξ2 − q2

≤
(
‖g‖0

1

)2
∫ √2q

q

ξ dξ√
ξ2 − q2

+ 2

∫ ∞
√

2q

|G(ξ)|2 dξ

≤ (q + 1)
(
‖g‖0

1

)2

≤ 2
√
q2 + 1

(
‖g‖0

1

)2

. (2.57)

Цiлком аналогiчно одержуємо оцiнку∫ ∞
q

∣∣∣Ĝ(ξ)
∣∣∣2 ξ dξ√

ξ2 − q2
≤ 2
√
q2 + 1

(
‖g‖0

1

)2

. (2.58)
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Тому g ∈ D(Φ)∩D(Φ̂). Крiм того, враховуючи оцiнку (1 + q2)(σ2 + q2) ≥

q2(σ2 +1), σ ∈ R, з (2.57) та (2.58) одержуємо (2.55) та (2.56), вiдповiдно.

Лему доведено. 2

Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi вивчено деякi модифiкацiї просторiв типу Соболєва

i оператори впливу, пов’язанi iз задачею Дiрiхле та задачею Неймана

для хвильового рiвняння iз сталими коефiцiєнтами на пiвосi. Результати

цього роздiлу застосовано в роздiлi 5.
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РОЗДIЛ 3.

ОПЕРАТОРИ ПЕРЕТВОРЕННЯ ТА

ПРОСТОРИ СОБОЛЄВСЬКОГО ТИПУ

ДЛЯ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ

ОПЕРАТОРIВ ДРУГОГО ПОРЯДКУ ЗI

ЗМIННИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

3.1. Оператор перетворення S i простори Hm

Нехай η ∈ C2(R) i θ ∈ C1(R) є парними додатнiми на R функцiями.

Крiм того, вважаємо∫ x

0

dµ

θ2(µ)
→ +∞, коли x→ +∞. (3.1)

Далi розглянемо аналог соболєвського простору Hp, у якому звичайну

похiдну d
dx замiнено на “лiнiйно деформовану” похiднуDηθ = θ2

(
d
dx + η′

η

)
,

а звичайнi простори L2(R) — на вiдповiднi ваговi простори з вагою η2

θ2 . А

саме, для p = 0, 1, 2 позначимо

Hp =
{
ϕ ∈ L2

loc(R) | ∀m = 0, p
(η
θ

(
Dmηθϕ

))
∈ H0

}



87

з нормою

[]ϕ[]p =

(
p∑

m=0

(∥∥∥η
θ

(
Dmηθϕ

)∥∥∥0
)2
)1/2

, ϕ ∈ Hp,

i позначимо H−p = (Hp)∗ з нормою

[]f []−p = sup

{
|〈〈f, ϕ〉〉|

[]ϕ[]p
| 0 6= ϕ ∈ Hp

}
, f ∈ H−p,

де 〈〈f, ϕ〉〉 є значенням розподiлу f ∈ H−p на тестовiй функцiї ϕ ∈ Hp.

Зокрема, маємо H0 =
(
H0
)∗ та

〈〈f, ϕ〉〉 =
〈η
θ
f,
η

θ
ϕ
〉

=

∫ ∞
−∞

f(x)ϕ(x)
η2(x)

θ2(x)
dx, f, ϕ ∈ H0.

Операцiя диференцiювання в Hp визначається наступною формулою

〈〈Dηθf, ϕ〉〉 = −〈〈f,Dηθϕ〉〉 , f ∈ H−p, ϕ ∈ Hp+1, p 6= 2.

Позначимо

σ(x) =

∫ x

0

dµ

θ2(µ)
. (3.2)

Зрозумiло, що σ є непарною зростаючою на R функцiєю. Крiм того,

σ(x)→∞, коли x→∞ (див. (3.1)).

Разом з просторами Hm розглянемо оператор S. Спочатку розгляне-

мо допомiжний оператор S0 : H0 → H0, D(S0) = H0,

S0ψ =
ψ ◦ σ
η

, ψ ∈ D(S0),

де ψ ◦ σ є композицiєю ψ i σ, тобто, (ψ ◦ σ)(x) = ψ(σ(x)), x ∈ R. За

побудовою, оператор S0 є оборотним, S−1
0 : H0 → H0, D(S−1

0 ) = H0,

S−1
0 ϕ = (ηϕ) ◦ σ−1, ϕ ∈ D(S−1

0 ).

Крiм того, справедлива теорема.
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Теорема 3.1. Мають мiсце наступнi твердження:

(i) DηθS0ψ = S0
d
dλψ, ψ ∈ H

1,

(ii) Оператор S0 є iзометричним iзоморфiзмом Hp i Hp.

Доведення. Твердження (i) випливає з означень операторiв S0 i Dηθ.

Доведемо (ii). Маємо

([]S0ψ[]p)
2

=

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣ψ(σ(x))

η(x)

∣∣∣∣2 η2(x)

θ2(x)
dx =

∫ ∞
−∞
|ψ(λ)|2 dλ = (‖ψ‖p)2

,

(∥∥S−1
0 ϕ
∥∥p)2

=

∫ ∞
−∞

∣∣(ηϕ)(σ−1(λ))
∣∣2 dλ =

∫ ∞
−∞
|ϕ(x)|2 η

2(x)

θ2(x)
dx = ([]ϕ[]p)

2

для ψ ∈ Hp i ϕ ∈ Hp. Теорему доведено. 2

Скориставшись цiєю теоремою, ми продовжуємо оператор S0 на H−2.

Позначимо це продовження через S. Маємо S : H−2 → H−2,D(S) = H−2,

〈〈Sg, ϕ〉〉 = 〈g, S−1
0 ϕ〉, g ∈ D(S), ϕ ∈ D(S−1

0 ) ∩H2 = H2.

Зрозумiло, що S є також оборотним оператором, S−1 : H−2 → H−2,

D(S−1) = H−2,

〈S−1f, ψ〉 = 〈〈f, S0ψ〉〉 , f ∈ D(S−1), ψ ∈ D(S0) ∩H2 = H2.

Беручи до уваги конструкцiю S та теорему 3.1, одержуємо наступну

теорему

Теорема 3.2. Для m = −2, 2 мають мiсце наступнi твердження:

(i) DηθSψ = S d
dλψ, ψ ∈ H

m, m 6= −2,

(ii) Оператор S є iзометричним iзоморфiзмом Hm i Hm,
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(iii) 〈〈f, ϕ〉〉 = 〈S−1f,S−1ϕ〉, f ∈ H−m, ϕ ∈ Hm.

Також нам будуть потрiбнi наступнi двi теореми.

Теорема 3.3. Маємо Sδ = η(0)δ.

Доведення. Нехай ϕ ∈ H1. Скориставшись теоремою 3.2, одержуємо

〈〈Sδ, ϕ〉〉 = 〈〈Sδ, ϕ〉〉 = 〈δ,S−1ϕ〉 = η(0)ϕ(0) = 〈〈η(0)δ, ϕ〉〉 .

Теорему доведено. 2

Теорема 3.4. Мають мiсце наступнi щiльнi вкладення:

D ⊂ Hm ⊂ Hn ⊂ D′, −2 ≤ n ≤ m ≤ 2.

Доведення. З теореми 3.2 i висновку 1.6 випливає, що Hm ⊂ Hn є

щiльним неперервним вкладенням, −2 ≤ n ≤ m ≤ 2.

Доведемо тепер, що D ⊂ Hm є щiльним вкладенням, m = −2, 2.

Враховуючи щойно доведене твердження, досить довести це для m = 2.

Нехай {ϕn}∞n=1 ⊂ D та ϕn → 0, коли n→∞ в D, тобто, iснує a > 0 таке,

що для кожного m ∈ N маємо ϕn ∈ Cm(−a, a), n ∈ N, i |ϕ|m(−a,a) → 0,

коли n → ∞ (див. пiдроздiл 1.2). Оскiльки η ∈ C2(R) i θ ∈ C1(R) є

додатнiми на R, то

[]ϕn[]
2 =

(
2∑

m=0

(∥∥∥η
θ
Dmηθϕn

∥∥∥)2
)1/2

≤ C |ϕn|2(−a,a) → 0, коли n→∞,

де C > 0 є сталою, що залежить вiд функцiй η, η′, η′′, θ та θ′ on [−a, a].

Отже, ϕn → 0, коли n→∞ в H2. D ⊂ Hm є вкладенням. Далi доведемо,

що D є щiльним в H2. Доведемо спочатку, що для кожного ϕ ∈ H2 iснує
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послiдовнiсть {ϕn}∞n=1 ⊂ H2 така, що suppϕn є обмеженим, n = 1,∞ i

[]ϕ− ϕn[]2 → 0, коли n → ∞. Позначимо ψ = S−1ϕ. Тодi ψ ∈ H2
0 . За

висновком 1.6 D є щiльним в H2. Отже, iснує послiдовнiсть {ψn}∞n=1 ⊂ D

така, що ‖ψ − ψn‖2
0 → 0, коли n → ∞. Позначимо ϕn = Sψn, n = 1,∞.

Тодi ϕn ∈ H2, n = 1,∞ i []ϕ− ϕn[]m → 0, коли n → ∞. Нажаль, ми не

можемо гарантувати, що {ϕn}∞n=1 ⊂ D. Тепер припустимо, що ϕ ∈ H2 i

suppϕ є обмеженим. Тодi ϕ ∈ H2
0 . За висновком 1.6 D є щiльним в H2.

Тому iснує послiдовнiсть {ϕ̂n}∞n=1 ⊂ D така, що ‖ϕ− ϕ̂n‖2
0 → 0, коли

n → ∞. Отже, iснує a > 0 таке, щоsuppϕ ⊂ [−a, a] i suppϕn ⊂ [−a, a],

n = 1,∞. Тодi []ϕ− ϕ̂n[]2 → 0, коли n→∞. Таким чином, D є щiльним

в H2.

Оскiльки D є щiльним в D′, то Hm є щiльним в D′, m = −2, 2. З

того, що D ⊂ Hm є вкладенням випливає, що Hm ⊂ D′ є вкладенням,

m = −2, 2. Теорему доведено. 2

З теорем 1.2 i 3.2 одержуємо теорему, що є аналогом теореми 1.2.

Теорема 3.5. Кожна функцiя ϕ ∈ H1 є неперервною на R.

Зауваження 3.6. Беручи до уваги приклади 7.7–7.10, бачимо, що

для деяких η та θ простiр S є пiдпростором Hm, але для деяких iнших η

та θ простiр S не є пiдпростором Hm, m = −2, 2. Аналогiчно, для деяких

η та θ простiр Hm є пiдпростором S′, але для деяких iнших η та θ простiр

Hm не є пiдпростором S′, m = −2, 2.

Для p = 0, 1, 2 позначимо

Hp(R+) =
{
ϕ ∈ L2

loc(R+) | ∀m = 0, p
(η
θ

(
Dmηθϕ

))
∈ H0(R+)

}
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з нормою

[]ϕ[]pR+
=

(
p∑

m=0

(∥∥∥η
θ

(
Dmηθϕ

)∥∥∥0

R+

)2
)1/2

, ϕ ∈ Hp(R+),

i позначимо H−p(R+) = (Hp(R+))∗ з нормою

[]f []−pR+
= sup


∣∣∣〈〈f, ϕ〉〉R+

∣∣∣
[]ϕ[]pR+

| 0 6= ϕ ∈ Hp(R+)

 , f ∈ H−p(R+),

де 〈〈f, ϕ〉〉R+
є значенням розподiлу f ∈ H−p(R+) на тестовiй функцiї

ϕ ∈ Hp(R+). Зокрема, маємо H0 =
(
H0
)∗ та

〈〈f, ϕ〉〉R+
=
〈η
θ
f,
η

θ
ϕ
〉
R+

=

∫ ∞
0

f(x)ϕ(x)
η2(x)

θ2(x)
dx, f, ϕ ∈ H0(R+).

Операцiя диференцiювання в Hp визначається наступною формулою

〈〈Dηθf, ϕ〉〉R+
= −〈〈f,Dηθϕ〉〉R+

, f ∈ H−p(R+), ϕ ∈ Hp+1(R+), p 6= 2.

Нехай k = −2, 2. Позначимо через H̃k пiдпростiр усiх непарних роз-

подiлiв простору Hk, а через Ĥk — пiдпростiр усiх парних розподiлiв

простору Hk. Очевидно, що простори H̃k та Ĥk є повними вiдносно топо-

логiї, iндукованої Hk. Позначимо ĨHIk = H̃k × H̃k−1 та ÎHIk = Ĥk × Ĥk−1 з

нормою [][]·[][]k. З теореми 3.2 одразу одержуємо

Висновок 3.7. Оператор S є iзометричним iзоморфiзмом H̃k та H̃k,

а також iзометричним iзоморфiзмом Ĥk та Ĥk, k = −2, 2.

Нехай m = 0, 1, 2. Позначимо через H̃m
+ пiдпростiр простору Hm(R+),

що мiстить усi звуження на R+ функцiй з простору H̃m, а через Ĥm
+ —

пiдпростiр простору Hm(R+), що мiстить усi звуження на R+ функцiй з
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простору Ĥm. Для функцiї ϕ ∈ Hm будемо позначати через ϕ+ її звужен-

ня на R+. Зрозумiло, що вiдображення ϕ 7→ ϕ+ є iзоморфiзмом просторiв

H̃m та H̃m
+ i просторiв Ĥm та Ĥm

+ тому, що

[]ϕ[]m =
√

2 []ϕ+[]mR+
=
√

2 []ϕ+[]m+ ,

де []·[]m+ є нормою просторiв H̃m
+ та Ĥm

+ . Отже, простори H̃m
+ та Ĥm

+ є пов-

ними вiдносно топологiї, iндукованої Hm(R+). Враховуючи терему вра-

ховуючи терему 3.5, одержуємо, що

H̃m
+ =

{
g ∈ Hm(R+) | ∀k = 0,m− 1 Dkηθg(+0) ∈ R

∧(Dkηθg(+0) = 0, якщо k є парним)
}
,

Ĥm
+ =

{
g ∈ Hm(R+) | ∀k = 0,m− 1 Dkηθg(+0) ∈ R

∧(Dkηθg(+0)(+0) = 0, якщо k є непарним)
}
.

Позначимо через Imodd : H̃m
+ → H̃m, D(Imodd) = H̃m

+ , оператор непарного

продовження, а через Imeven : Ĥm
+ → Ĥm,D(Imeven) = Ĥm

+ — оператор парного

продовження. Очевидно, маємо R(Imodd) = H̃m та R(Imeven) = Ĥm. Зрозумi-

ло, що оберненими до операторiв Imodd та Imeven будуть звуження оператора

(·)+ на H̃m та Ĥm, вiдповiдно. Таким чином, оператор Imodd є iзоморфiзмом

H̃m
+ та H̃m, i оператор Imeven є iзоморфiзмом Ĥm

+ та Ĥm, зокрема,

[]Imoddϕ[]m =
√

2 []ϕ[]m+ =
√

2 []ϕ[]mR+
, ϕ ∈ H̃m

+ , (3.3)

[]Imevenϕ[]m =
√

2 []ϕ[]m+ =
√

2 []ϕ[]mR+
, ϕ ∈ Ĥm

+ . (3.4)

Зауважимо, що норми в просторах H̃m
+ та Ĥm

+ позначенi одним симво-

лом. Оскiльки одночасно парною i непарною може бути лише функцiя,

що тотожно дорiвнює нулю, то це не призводить до плутанини.
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Позначимо H̃−m+ =
(
H̃m

+

)∗
i Ĥ−m+ =

(
Ĥm

+

)∗
з нормою

[]f []−m+ = sup

{∣∣〈〈f, ϕ〉〉+∣∣
[]ϕ[]m+

| 0 6= ϕ ∈ Hm
+

}
, f ∈ (Hm

+)∗ ,

де 〈〈f, ϕ〉〉+ є значенням розподiлу f ∈ (Hm
+)∗ на тестовiй функцiї ϕ ∈ Hm

+ ,

Hm
+ є простором H̃m

+ або простором Ĥm
+ . Позначимо через I−modd : H̃−m+ →

H̃−m, D(I−modd ) = H̃−m+ , оператор непарного продовження, який дiє за пра-

вилом

〈〈
I−modd f, ϕ

〉〉
= 2

〈〈
f, (Imodd)

−1 ϕ
〉〉
, f ∈ H̃−m+ , ϕ ∈ H̃m.

а через Imeven : Ĥ−m+ → Ĥ−m, D(I−meven) = Ĥ−m+ — оператор парного продов-

ження, який дiє за правилом

〈〈
I−mevenf, ϕ

〉〉
= 2

〈〈
f, (Imodd)

−1 ϕ
〉〉
, f ∈ Ĥ−m+ , ϕ ∈ Ĥm.

Очевидно, маємо R(I−modd ) = H̃−m та R(I−meven) = Ĥ−m. Крiм того, оператор

I−modd є iзоморфiзмом H̃−m+ та H̃−m, i оператор I−meven є iзоморфiзмом Ĥ−m+ та

Ĥ−m, зокрема,

[]
I−modd f

[]−m
=
√

2 []f []−m+ ≤
√

2 []f []−mR+
, ϕ ∈ H̃−m+ , (3.5)[]

I−mevenf
[]−m

=
√

2 []f []−m+ ≤
√

2 []f []−mR+
, ϕ ∈ Ĥ−m+ . (3.6)

Розглянемо також простiр

Hm
⊕ =

{
ϕ ∈ Hm(R+) | ∀k = 0,m− 1 Dkηθϕ(+0) = 0

}
з нормою

[]ϕ[]m⊕ = []ϕ[]m+ , ϕ ∈ Hm
⊕ , (3.7)
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та простiр H−m⊕ = (Hm
⊕)∗ з нормою

[]f []−m⊕ = sup

{∣∣〈〈f, ϕ〉〉⊕∣∣
[]ϕ[]m⊕

| 0 6= ϕ ∈ Hm
⊕

}
, f ∈ (Hm

⊕)∗ ,

де 〈〈f, ϕ〉〉⊕ є значенням розподiлу f ∈ H−m⊕ на тестовiй функцiї ϕ ∈ Hm
⊕ .

Оскiльки Hm
⊕ є пiдпростором простору H̃m

+ i пiдпростором простору Ĥm
+ ,

то

[]f []−m⊕ ≤ []f []−m+ , f ∈ H−m⊕ . (3.8)

Бачимо, що будь-яка функцiя з Hm
⊕ пiсля продовження нулем на R−

буде належати Hm i навпаки: звуження будь-якої функцiї з Hm, носiй

якої мiститься в R+, на належатиме Hm
⊕ . Крiм того,

[]ϕ[]m = []ϕ[]m⊕ , де ϕ є продовженням нулем на R функцiї ϕ ∈ Hm
⊕ .

Тобто, ми маємо iзометричний iзоморфiзм просторiв Hm
⊕ та {ϕ ∈ Hm |

suppϕ ∈ [0,+∞)}. Оскiльки останнiй простiр є повним, то iHm
⊕ є повним.

Крiм того,H−m⊕ також є повним простором. Таким чином ми маємо низку

банахових просторiв Hk(R+), H̃k
+, Ĥk

+, Hk
⊕, k = −2, 2. Зазначимо, що для

m = 0 маємо H0
⊕ = H̃0

+ = Ĥ0
+ = H0(R+) = L2

η2

θ2

(R+) i []ϕ[]0⊕ = []ϕ[]0+ =

[]ϕ[]0R+
=
[]
η
θϕ
[]0
L2(R+)

. Тому
(
H0
⊕
)∗

=
(
H̃0

+

)∗
=
(
Ĥ0

+

)∗
=
(
H0(R+)

)∗
=

L2
η2

θ2

(R+).

Аналiзуючи означення просторiв H̃k
+, Ĥk

+, Hk
⊕, k = −2, 2, та, врахо-

вуючи (3.3)–(3.8) i теорему 3.4, одержуємо наступнi двi теореми.

Теорема 3.8. Для m = 0, 1, 2 мають мiсце наступнi вкладення

D(R+) ⊂ Hm
⊕ ⊂ H̃m

+ ⊂ H̃−m+ ⊂ H−m⊕ ⊂ D′(R+),
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D(R+) ⊂ Hm
⊕ ⊂ Ĥm

+ ⊂ Ĥ−m+ ⊂ H−m⊕ ⊂ D′(R+),

Теорема 3.9. Мають мiсце наступнi вкладення

Hk
⊕ ⊂ Hn

⊕, H̃k
+ ⊂ H̃n

+, Ĥk
+ ⊂ Ĥn

+, −2 < n ≤ k < 2.

Крiм того, наступнi вкладення є щiльними:

H̃k
+ ⊂ H̃n

+, Ĥk
+ ⊂ Ĥn

+, −2 < n ≤ k < 2.

Зрозумiло, що

〈〈Dηθf, ϕ〉〉⊕ = −〈〈f,Dηθϕ〉〉⊕ , f ∈ H−m⊕ , ϕ ∈ Hm+1
⊕ , m = 0, 1, (3.9)

але аналоги цього спiввiдношення не виконуються в просторах H−m(R+),

H̃−m+ , Ĥ−m+ . Деякi властивостi похiдних в цих просторах дослiджено в

наступних двох теоремах i у висновку.

Теорема 3.10. Нехай f ∈ H̃0
+ = H0

⊕ та iснує f(+0) ∈ R. Тодi D2
ηθf ∈

H−2
⊕ i цей розподiл може бути продовжений до розподiлу з H̃−2

+ (а, отже,

i до розподiлу з H̃−2) за правилом

I−2
oddD2

ηθf = D2
ηθI0

oddf − 2η2(0)f(+0)δ′. (3.10)

Доведення. Для доведення (3.10) ми, фактично, маємо довести, що

розподiл D2f ′ може бути продовжений за правилом

〈〈
D2
ηθf, ϕ

〉〉
+

=
1

2

〈〈
D2
ηθI0

oddf, I2
oddϕ

〉〉
+ η2(0)f(+0)Dηθϕ(+0), ϕ ∈ H̃2

+. (3.11)
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Припустимо, що iснує послiдовнiсть {fp}∞p=0 ⊂ C2[0,+∞) така, що

supp fp є обмеженим, p ∈ N, та

[]f − fp[]0+ = []f − fp[]0⊕ → 0 i fp(+0)→ f(+0), коли p→∞.

(3.12)

Для кожного p ∈ N i кожного ϕ ∈ H̃2
+ маємо〈〈

D2
ηθfp, ϕ

〉〉
+

=

∫ ∞
0

(
η2

(
(Dηθfp)′ +

η′

η
Dηθfp

))
(x)ϕ(x) dx

= η2(0)fp(+0)Dηθϕ(+0) +
〈〈
fp,D2

ηθϕ
〉〉

+

= η2(0)fp(+0)Dηθϕ(+0) +
1

2

〈〈
I0
oddfp, I0

oddD2
ηθϕ
〉〉
.

Оскiльки I0
oddD2

ηθϕ = D2
ηθI2

oddϕ, то застосовуючи (2.10), звiдси одержуємо

〈〈Dηθfp, ϕ〉〉+ →η
2(0)f(+0)Dηθϕ(+0) +

1

2

〈〈
I0
oddf,D2

ηθI2
oddϕ

〉〉
=η2(0)f(+0)Dηθϕ(+0)

+
1

2

〈〈
D2
ηθI0

oddf, I2
oddϕ

〉〉
, коли p→∞, ϕ ∈ H̃2

+.

Оскiльки результат граничного переходу не залежить вiд вибору послi-

довностi, що задовольняє (3.12), то для завершення доведення залиши-

лось побудувати будь-яку послiдовнiсть {fp}∞p=0 ⊂ C2[0,+∞) таку, що

supp fp є обмеженим, p ∈ N, i для якої виконано (3.12).

Побудуємо її. Для кожного n ∈ N позначимо F (x) = H(x)f(x),

Fn(x) = (H(x) − H(x − n))f(x), x ∈ R. Тодi F ∈ H0 та Fn ∈ H0 ∩ H0,

n ∈ N, i

[]F − Fn[]0 → 0, коли n→∞. (3.13)

Нехай ψ ∈ D — невiд’ємна на R функцiя, suppψ ⊂ [0, 1],
∫∞
−∞ ψ(x) dx.

Позначимо ψk = kψ(−k(·)), F k
n = Fn ∗ ψk, n, k ∈ N. Тодi F k

n ∈ C∞(R),
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suppF k
n ∈ [−1

k , n], n, k ∈ N, i[]
Fn − F k

n

[]0 ≤ ∥∥Fn − F k
n

∥∥0 → 0, коли k →∞, n ∈ N. (3.14)

Порiвнюючи (3.13) i (3.13), бачимо, що iснують зростаючи послiдовностi

{np}∞p=0 i {kp}∞p=0 такi, що[]
F − F kp

np

[]0

→ 0, коли p→∞.

Позначивши через fp звуження F kp
np на R+, звiдси одержуємо, що fp ∈

C∞[0,+∞), supp fp є обмеженим, p ∈ N, i

[]f − fp[]0+ → 0, коли p→∞. (3.15)

Скориставшись означенням значення розподiлу в точцi 0 (див. означення

1.5), одержуємо

fp(+0) =F kp
np

(0) =

∫ np

0

f(x)kpψ(kpx) dx (3.16)

=〈f, kpψ(kp(·))〉+ → f(+0) коли p→∞. (3.17)

З (3.15) i (3.16) випливає (3.12). Теорему доведено. 2

Теорема 3.11. Нехай f ∈ H̃0
+ = H0

⊕ та iснує f(+0) ∈ R. Тодi Dηθf ∈

H−1
⊕ i цей розподiл може бути продовжений до розподiлу з Ĥ−1

+ (а, отже,

i до розподiлу з Ĥ−1) за правилом

I−1
evenDηθf = DηθI0

oddf − 2η2(0)f(+0)δ. (3.18)

Доведення. Для доведення (3.18) ми, фактично, маємо довести, що

розподiл Dηθf може бути продовжений за правилом

〈〈Dηθf, ϕ〉〉+ =
1

2
〈DηθI0

oddf, I1
evenϕ〉+ η2(0)f(+0)ϕ(+0), ϕ ∈ Ĥ1

+. (3.19)
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З доведення теореми 3.10 випливає, що iснує послiдовнiсть {fp}∞p=0 ⊂

C1[0,+∞) таку, що supp fp є обмеженим, p ∈ N, i для якої виконано

(3.12). Для кожного p ∈ N i кожного ϕ ∈ Ĥ1
+ маємо

〈〈Dηθfp, ϕ〉〉+ =

∫ ∞
0

(
η2

(
f ′p +

η′

η
fp

))
(x)ϕ(x) dx

= −η2(0)fp(+0)ϕ(+0)− 〈〈fp,Dηθϕ〉〉+

= −η2(0)fp(+0)ϕ(+0)− 1

2
〈I0

oddfp, I0
oddDηθϕ〉.

Оскiльки I0
oddDηθϕ = DηθI1

evenϕ, то застосовуючи (3.12), звiдси одержуємо

〈〈Dηθfp, ϕ〉〉+ →− η
2(0)f(+0)ϕ(+0)− 1

2

〈〈
I0
oddf,DηθI1

evenϕ
〉〉

=− η2(0)f(+0)ϕ(+0)

− 1

2

〈〈
DηθI0

oddf, I1
evenϕ

〉〉
, коли p→∞, ϕ ∈ Ĥ1

+.

Оскiльки результат граничного переходу не залежить вiд вибору послi-

довностi, що задовольняє (3.12), то ми одержали шукане продовження

розподiлу Dηθf (див. (3.19)). Теорему доведено. 2

Висновок 3.12. Нехай g ∈ Ĥ1
+ та iснує Dηθg(+0) ∈ R. Тодi D2

ηθg ∈

H−1
⊕ i цей розподiл може бути продовжений до розподiлу з Ĥ−1

+ (а, отже,

i до розподiлу з Ĥ−1) за правилом

I−1
evenD2

ηθg = D2
ηθI1

eveng − 2η2(0)Dηθg(+0)δ. (3.20)

Доведення. Позначивши f = Dηθg, одержуємо f ∈ H̃0
+ = H0

⊕ i

f(+0) = Dηθg(+0). З теореми 3.11 випливає, що розподiл D2
ηθg
′ = Dηθf ∈

H−1
⊕ може бути продовжений до розподiлу з Ĥ−1

+ (а, отже, i до розподiлу
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з Ĥ−1) за правилом

I−1
evenD2

ηθg = DηθI0
oddDηθg − 2η2(0)Dηθg(+0)δ.

Оскiльки I0
oddDηθg = DηθI1

eveng, то звiдси одержуємо (3.20). 2

3.2. Оператори перетворення для

диференцiальних операторiв другого порядку

зi змiнними коефiцiєнтами

Нехай, як i в пiдроздiлi 3.1, η ∈ C2(R) i θ ∈ C1(R) є парними дода-

тнiми на R функцiями, що задовольняють умову (3.1). Нехай також r є

парною функцiєю, для якої виконано умову (1.2).

Для дослiдження хвильового рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами,

керованого крайовою умовою Дiрiхле у пiдроздiлi 6.1 буде використано

оператор T̃ = ST̃r. Дослiдимо його.

З теореми 1.12 та висновку 3.7 одержуємо наступну теорему.

Теорема 3.13. Оператор T̃ є iзоморфiзмом просторiв H̃m та H̃m,

m = −2,−1, 0.

З теорем 1.13–1.15, 3.2 та 3.3 випливають наступнi три теореми

Теорема 3.14. Якщо g ∈ H̃0 i iснує g(+0) ∈ R, то iснує (T̃g)(+0) i

(
D2
ηθ − r ◦ σ

)
T̃g − 2η2(0)(T̃g)(+0)Dηθδ = T̃

(
d2

dξ2
g − 2g(+0)δ′

)
.
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Теорема 3.15. Якщо f ∈ H̃0 i iснує f(+0) ∈ R, то iснує (T̃−1f)(+0)

i

d2

dξ2
T̃−1f − 2

(
T̃−1f

)
(+0)δ′

= T̃−1
((
D2
ηθ − r ◦ σ

)
f − 2η2(0)f(+0)Dηθδ

)
.

Теорема 3.16. Маємо T̃δ′ = η(0)Dηθδ.

Для дослiдження хвильового рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами,

керованого крайовою умовою Неймана у пiдроздiлi 6.1 буде використано

оператор T̂ = ST̂r. Дослiдимо його.

З теореми 1.17 та висновку 3.7 одержуємо наступну теорему.

Теорема 3.17. Оператор T̂ є iзоморфiзмом просторiв Ĥm та Ĥm,

m = −1, 0, 1.

З теорем 1.18–1.20, 3.2 та 3.3 випливають наступнi три теореми

Теорема 3.18. Якщо g ∈ Ĥ1 i iснує g′(+0) ∈ R, то iснує (T̂g)′(+0) i

(
D2
ηθ − r ◦ σ

)
T̂g − 2η2(0)(DηθT̂g)(+0)δ = T̂

(
d2

dξ2
g − 2g′(+0)δ

)
.

Теорема 3.19. Якщо f ∈ Ĥ1 i iснує f ′(+0) ∈ R, то iснує (T̂−1f)(+0)

i

d2

dξ2
T̂−1f − 2

(
T̂−1f

)′
(+0)δ

= T̂−1
((
D2
ηθ − r ◦ σ

)
f − 2η2(0)Dηθf(+0)δ

)
.

Теорема 3.20. Маємо T̂δ = η(0)δ.
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Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi введено та вивчено модифiкованi простори Соболєва

Hm, m = −2, 2, i оператори перетворення, пов’язанi iз задачею Дiрiхле

та задачею Неймана для хвильового рiвняння iз змiнними коефiцiєнтами

на пiвосi. Результати цього роздiлу застосовано в роздiлi 6.
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РОЗДIЛ 4.

ОПЕРАТОРИ ПЕРЕТВОРЕННЯ ТА

ПРОСТОРИ СОБОЛЄВСЬКОГО ТИПУ

ДЛЯ ДВОВИМIРНОГО ОПЕРАТОРА

ЛАПЛАСА, ВИЗНАЧЕНОГО НА

РАДIАЛЬНО СИМЕТРИЧНИХ

РОЗПОДIЛАХ

4.1. Простори H̃s
+(R+ × R), Ĥs

+(R+ × R), Hs
⊕(R+ × R)

Нехай s ≥ 0. Позначимо через H̃s
+(R+ × R) простiр функцiй, який

мiстить усi звуження на R+ × R функцiй з простору H̃s
0(R2), а через

Ĥs
+(R+ × R) — простiр функцiй, який мiстить усi звуження на R+ × R

функцiй з простору Ĥs
0(R2). Для функцiї ϕ ∈ Hs(R+×R) будемо позна-

чати через ϕ+ її звуження на R+ ×R. У цих просторах розглядатимемо

таку норму:

‖ϕ+‖s+ =
1√
2
‖ϕ‖s0 .

Зауважимо, що норми в просторах H̃s
+(R+×R) та Ĥs

+(R+×R) позначе-

нi одним символом. Оскiльки одночасно парною i непарною може бути
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лише функцiя, що тотожно дорiвнює нулю, то це не призводить до плу-

танини.

Зрозумiло, що вiдображення ϕ 7→ ϕ+ є iзоморфiзмом просторiв

H̃s
0(R2) та H̃s

+(R+×R) i просторiв Ĥs
0(R2) та Ĥs

+(R+×R). Отже, простори

H̃s
+(R+ × R) та Ĥs

+(R+ × R) є повними вiдносно введеної норми.

Позначимо через Isodd : H̃s
+(R+×R)→ H̃s

0(R2), D(Isodd) = H̃s
+(R+×R),

оператор непарного продовження, а через Iseven : Ĥs
+(R+ × R)→ Ĥs

0(R2),

D(Iseven) = Ĥs
+(R+ × R) — оператор парного продовження. Очевидно,

маємо R(Isodd) = H̃s
0(R2) та R(Iseven) = Ĥs

0(R2). Зрозумiло, що оберненими

до операторiв Isodd та Iseven будуть звуження оператора (·)+ на H̃s
0(R2) та

Ĥs
0(R2), вiдповiдно. Таким чином, оператор Isodd є iзоморфiзмом H̃s

+(R+×

R) та H̃s
0(R2), i оператор Iseven є iзоморфiзмом Ĥs

+(R+ × R) та Ĥs
0(R2),

зокрема,

‖Isoddϕ‖
s
0 =
√

2 ‖ϕ‖s+ , ϕ ∈ H̃s
+(R+ × R), (4.1)

‖Isevenϕ‖
s
0 =
√

2 ‖ϕ‖s+ , ϕ ∈ Ĥs
+(R+ × R). (4.2)

Позначимо H̃−s+ (R+ × R) =
(
H̃s

+(R+ × R)
)∗

i Ĥ−s+ (R+ × R) =(
Ĥs

+(R+ × R)
)∗

з нормою

‖f‖−s+ = sup

{
|〈f, ϕ〉+|
‖ϕ‖s+

| 0 6= ϕ ∈ Hs
+

}
, f ∈ (Hs

+)∗ ,

де 〈f, ϕ〉+ є значенням розподiлу f ∈ (Hs
+)∗ на тестовiй функцiї ϕ ∈ Hs

+,

Hs
+ є простором H̃s

+(R+ × R) або простором Ĥs
+(R+ × R). Позначимо

через I−sodd : H̃−s+ (R+ × R) → H̃−s(R2), D(I−sodd) = H̃−s+ (R+ × R), оператор
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непарного продовження, який дiє за правилом

〈I−soddf, ϕ〉 = 2〈f, (Iodd)
s)−1 ϕ〉, f ∈ H̃−s+ (R+ × R), ϕ ∈ H̃s

0(R2).

а через Imeven : Ĥ−s+ (R+ × R) → Ĥ−s(R2), D(I−seven) = Ĥ−s+ (R+ × R) —

оператор парного продовження, який дiє за правилом

〈I−sevenf, ϕ〉 = 2〈f, (Iseven)
−1 ϕ〉, f ∈ Ĥ−s+ (R+ × R), ϕ ∈ Ĥs

0(R2).

Очевидно, маємо R(I−sodd) = H̃−s0 (R2) та R(I−seven) = Ĥ−s0 (R2). Крiм того,

оператор I−sodd є iзоморфiзмом H̃−s+ (R+×R) та H̃−s0 (R2), i оператор I−seven є

iзоморфiзмом Ĥ−s+ (R+ × R) та Ĥ−s0 (R2), зокрема,∥∥I−soddf
∥∥−s

0
=
√

2 ‖f‖−s+ , ϕ ∈ H̃−s+ (R+ × R), (4.3)∥∥I−sevenf
∥∥−s

0
=
√

2 ‖f‖−s+ , ϕ ∈ Ĥ−s+ (R+ × R). (4.4)

Для функцiї ϕ ∈ H0
0(R+ × R) позначимо через Oϕ її продовження

нулем на (−∞, 0)× R).Розглянемо також простiр

Hs
⊕(R+ × R) =

{
ϕ ∈ Hs(R+ × R) | Oϕ ∈ Hs

0(R2)
}

з нормою

‖ϕ‖s⊕ = ‖ϕ‖s+ , ϕ ∈ Hs
⊕, (4.5)

та простiр H−s⊕ (R+ × R) = (Hs
⊕(R+ × R))∗ з нормою

‖f‖−s⊕ = sup

{
|〈f, ϕ〉⊕|
‖ϕ‖s⊕

| 0 6= ϕ ∈ Hs
⊕(R+ × R)

}
, f ∈ (Hs

⊕(R+ × R))∗ ,

де 〈f, ϕ〉⊕ є значенням розподiлу f ∈ H−s⊕ на тестовiй функцiї ϕ ∈ Hs
⊕.

Оскiльки Hs
⊕ є пiдпростором простору H̃s

+ i пiдпростором простору Ĥs
+,

то i

‖f‖−s⊕ ≤ ‖f‖
−s
+ , f ∈ H−s⊕ (R+ × R). (4.6)
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За побудовою що будь-яка функцiя з Hs
⊕(R+ × R) пiсля продовження

нулем на (−∞, 0)×R) буде належати Hs
0(R2) i навпаки: звуження будь-

якої функцiї зHs
0(R2), носiй якої мiститься вR+, на належатимеHs

⊕(R+×

R). Крiм того,

‖ϕ‖s = ‖ϕ‖s⊕ , ϕ ∈ Hs
⊕(R+ × R).

Тобто, ми маємо iзометричний iзоморфiзм просторiв Hs
⊕(R+×R) та {ϕ ∈

Hs
0(R2) | suppϕ ∈ [0,+∞)}. Оскiльки останнiй простiр є повним, то i

Hs
⊕(R+×R) є повним. Крiм того,H−s⊕ (R+×R) також є повним простором.

Таким чином ми маємо низку банахових просторiв H̃k
+(R+×R), Ĥk

+(R+×

R), Hk
⊕(R+ × R), k ∈ R. Зазначимо, що для s = 0 маємо

‖ϕ‖0
⊕ = ‖ϕ‖0

+ = ‖ϕ‖L2(R+)

та

H0
⊕(R+ × R) = H̃0

+(R+ × R) = Ĥ0
+(R+ × R) = L2(R+ × R).

Тому

(
H0
⊕(R+ × R)

)∗
=
(
H̃0

+(R+ × R)
)∗

=
(
Ĥ0

+(R+ × R)
)∗

= L2(R+ × R).

Аналiзуючи означення просторiв H̃k
+, Ĥk

+, Hk
⊕, k ∈ R, та, враховуючи

(4.1)–(2.6) i висновок 1.6, одержуємо наступнi двi теореми.

Теорема 4.1. Для s ≥ 0 мають мiсце наступнi вкладення

D(R+ × R) ⊂Hs
⊕(R+ × R) ⊂ H̃s

+(R+ × R),

H̃−s+ (R+ × R) ⊂ H−s⊕ (R+ × R) ⊂ D′(R+ × R),
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D(R+ × R) ⊂Hs
⊕(R+ × R) ⊂ Ĥs

+(R+ × R),

Ĥ−s+ (R+ × R) ⊂ H−s⊕ (R+ × R) ⊂ D′(R+ × R),

Теорема 4.2. Мають мiсце наступнi вкладення

Hk
⊕(R+ × R) ⊂ Hn

⊕(R+ × R), H̃k
+(R+ × R) ⊂ H̃n

+(R+ × R),

Ĥk
+(R+ × R) ⊂ Ĥn

+(R+ × R), −∞ < n ≤ k < +∞.

Крiм того, наступнi вкладення є щiльними:

H̃k
+(R+ × R) ⊂ H̃n

+(R+ × R),

Ĥk
+(R+ × R) ⊂ Ĥn

+(R+ × R), −∞ < n ≤ k < +∞.

Зрозумiло, що для f ∈ H−s⊕ (R+ × R), ϕ ∈ Hs+1
⊕ (R+ × R) маємо

〈fxj , ϕ〉⊕ = −〈f, ϕxj〉⊕, j = 1, 2, (4.7)

але аналоги цього спiввiдношення не виконуються в просторах H̃−s+ (R+×

R), Ĥ−s+ (R+×R). Деякi властивостi похiдних в цих просторах дослiджено

в наступних двох теоремах i у висновку.

Нам будуть потрiбнi наступнi означення. Нехай s ≥ 0, l ≥ 0, f ∈

H−s−l (R2), ϕ ∈ H−s−l = H−s−l (R). Оскiльки 1 + |ξ|2 ≤
(
1 + ξ2

1

) (
1 + ξ2

2

)
, то

для

f̃1 =
(
1 + |x2|2

)−l/2 (
1 + |D2|2

)−s/2 (
1 + |x1|2

)−l/2 (
1 + |D1|2

)−s/2
f,

f̃2 =
(
1 + |x1|2

)−l/2 (
1 + |D1|2

)−s/2 (
1 + |x2|2

)−l/2 (
1 + |D2|2

)−s/2
f

маємо f̃1 ∈ H0
0(R2) та f̃2 ∈ H0

0(R2). Позначимо

〈f, ϕ〉[1](x2) =
(
1 + |x2|2

)l/2 (
1 + |D2|2

)s/2
F1(x2),
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〈f, ϕ〉[2](x1) =
(
1 + |x1|2

)l/2 (
1 + |D1|2

)s/2
F2(x1),

де D1 = −i∂/∂x1, D2 = −i∂/∂x2,

F1(x2) =

∫ ∞
−∞

f̃1(x1, x2)
(
1 + |x1|2

)l/2 (
1 + |D1|2

)s/2
ϕ(x1) dx1,

F2(x1) =

∫ ∞
−∞

f̃2(x1, x2)
(
1 + |x2|2

)l/2 (
1 + |D2|2

)s/2
ϕ(x2) dx2.

Оскiльки F1 ∈ H0
0 i F2 ∈ H0

0 , то

〈f, ϕ〉[1] ∈ H−s−l i 〈f, ϕ〉[2] ∈ H−s−l , ϕ ∈ Hs
l .

Означення 4.3. Нехай s ≥ 0, l ≥ 0. Будемо вважати, що розпо-

дiл f ∈ H−s−l (R2) має значення f0 на прямiй x1 = 0 (позначатимемо це

f(+0, x2) = f0(x2)), якщо iснують s′ ∈ R та l′ ∈ R такi, що для ко-

жного ϕ ∈ Hs′

l′ iснує 〈f, ϕ〉[2](+0) i вiдображення ϕ 7→ 〈f, ϕ〉[2](+0) є

лiнiйним неперервним функцiоналом над Hs′

l′ , який визначає f0 (а саме,

〈f0, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉[2](+0)), тобто, f0 ∈ H−s
′

−l′ .

Для розподiлу f ∈ H̃−s+ позначимо f(+0, x2) = (I−soddf) (+0, x2).

Теорема 4.4. Нехай f ∈ H̃
−1/2
+ (R+ × R) та iснує f(+0, ·) ∈ H

−5/4
0 .

Тодi fx1x1 ∈ H
−5/2
⊕ (R+ × R) i цей розподiл може бути продовжений до

розподiлу з H̃−5/2
+ (R2) (а, отже, i до розподiлу з H̃−5/2) за правилом

I−5/2
odd f ′′ =

(
I−1/2

odd f
)
x1x1
− 2f(+0, ·)δ′[1], (4.8)

де δ[1] є розподiлом Дiрака за x1.
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Доведення. Для доведення (4.8) ми, фактично, маємо довести, що

розподiл fx1x1 може бути продовжений за правилом

〈fx1x1, ϕ〉+ =
1

2

〈(
I−1/2

odd f
)
x1x1

, I5/2
oddϕ

〉
+ 〈f(+0, ·)ϕx1(+0, ·)〉, ϕ ∈ H̃5/2

+ (R+ × R). (4.9)

Зазначимо, що для ϕ ∈ H̃
5/2
+ (R+ × R) ϕx1 ∈ Ĥ

3/2
+ i за теоремою 1.2

одержуємо ϕ ∈ C([0,∞)×R), тому iснує значення ϕx1 ∈ C(R). Не важко

перевiрити, що ϕx1 ∈ Ĥ
5/4
+ . Припустимо, що iснує послiдовнiсть {fp}∞p=0 ⊂

C∞[0,+∞) така, що supp fp є обмеженим, p ∈ N, та

fp ⇀ f в H̃−1/2
+ (R+ × R) i fp(+0, ·) ⇀ f(+0, ·) в H−5/4

0 (R), коли p→∞,

(4.10)

де ⇀ означає слабку збiжнiсть. Для кожного p ∈ N i кожного ϕ ∈

H̃
5/2
+ (R+ × R) маємо ϕ(+0, ·) = 0 (див. теорему 1.2) i

〈(fp)x1x1, ϕ〉+ =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

(fp)x1x1(x1, x2)ϕ(x1, x2) dx1 dx2

= 〈fp(+0, ·)ϕx1(+0, ·)〉+

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

fp(x1, x2)ϕx1x1(x) dx1 dx2

= 〈fp(+0, ·)ϕx1(+0, ·)〉+ 〈fp, ϕx1x1〉+

= 〈fp(+0, ·)ϕx1(+0, ·)〉+
1

2

〈
I−1/2

odd fp, I1/2
oddϕx1x1

〉
.

Оскiльки I1/2
oddϕx1x1 =

(
I5/2

oddϕ
)
x1x1

, то застосовуючи (4.10), звiдси одер-

жуємо

〈(fp)x1x1, ϕ〉+ ⇀〈f(+0, ·)ϕx1(+0, ·)〉+
1

2

〈
I−1/2

odd f,
(
I1/2

oddϕ
)
x1x1

〉
=〈f(+0, ·)ϕx1(+0, ·)〉+

1

2

〈(
I−1/2

odd f
)
x1x1

, I5/2
oddϕ

〉
,
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коли p→∞, ϕ ∈ H̃5/2
+ (R+ × R).

Оскiльки результат граничного переходу не залежить вiд вибору послi-

довностi, що задовольняє (4.10), то для завершення доведення залиши-

лось побудувати будь-яку послiдовнiсть {fp}∞p=0 ⊂ C2[0,+∞) таку, що

supp fp є обмеженим, p ∈ N, i для якої виконано (4.10).

Побудуємо її. Розглянемо µ ∈ C1(R), яка є парною i такою, що 0 ≤

µ(ξ) ≤ 1, ξ ∈ R; µ(ξ) = 1, |ξ| ≤ 1/2; µ(ξ) = 0, |ξ| ≥ 1. Для кожного n ∈ N

позначимо F = I−1/2
odd f , Fn(x) = f(x)µ(x1/n), x ∈ R2. Тодi F ∈ H̃−1/2

0 (R2)

та Fn ∈ H̃−1/2
0 (R2), suppFn ⊂ [−n, n] n ∈ N, i за лемою 4.27

Fn ⇀ F в H̃−1/2(R2), коли n→∞. (4.11)

Нехай ψ ∈ D(R+ × R) — невiд’ємна на R функцiя, suppψ ⊂ [0, 1],∫∞
−∞ ψ(ξ) dξ. Позначимо ψk = kψ(−k(·)), F k

n = Fn ∗[1] ψk, n, k ∈ N. Тут

∗[1] означає згортку за x1. Тодi для ϕ ∈ H
1/2
0 маємо 〈Fn ∗[1] ψk, ϕ〉[2] =

〈Fn, ϕ〉[2] ∗[1] ψk ∈ C∞(R2), suppF k
n ∈ [−n− 1/k, n], n, k ∈ N, i∥∥Fn − F k

n

∥∥−1/2

0
→ 0, коли k →∞, n ∈ N. (4.12)

Порiвнюючи (4.11) i (4.11), бачимо, що iснують зростаючи послiдовностi

{np}∞p=0 i {kp}∞p=0 такi, що

F kp
np
⇀ F в H̃−1/2

0 (R2), коли p→∞.

Позначивши через fp звуження F
kp
np на R+ × R, звiдси одержуємо, що

fp ∈ C∞[0,+∞), supp fp є обмеженим, p ∈ N, i

fp ⇀ f в H̃−1/2
+ (R+ × R), коли p→∞ (4.13)
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Скориставшись означенням значення розподiлу на прямiй x1 = 0 (див.

означення 4.3), одержуємо

〈fp, ϕ〉[2](+0) =
(
〈Fn, ϕ〉[2] ∗[1] ψk

)
(0) =

∫ 1/kp

0

〈f, ϕ〉[2](x1)kpψ(kpx1) dx1

=〈〈f, ϕ〉[2], kpψ(kp(·))〉[1] → 〈f, ϕ〉[2](+0), коли p→∞.

(4.14)

З (4.13) i (4.14) випливає (4.10). Теорему доведено. 2

Аналогiчно тому, як доводяться теорема 2.4 i висновок 2.5 на основi

доведення теореми 2.4 в роздiлi 2.1, використовуючи доведення теореми

4.4 замiсть 2.4, доводимо наступнi теорему i висновок.

Теорема 4.5. Нехай f ∈ H̃
−1/2
+ (R+ × R) та iснує f(+0, ·) ∈ H

−5/4
0 .

Тодi fx1 ∈ H
−3/2
⊕ (R+×R) i цей розподiл може бути продовжений до роз-

подiлу з Ĥ−3/2
+ (R+×R) (а, отже, i до розподiлу з Ĥ−3/2(R2)) за правилом

I−1/2
even fx1 =

(
I−3/2

odd f
)
x1
− 2f(+0, ·)δ[1], (4.15)

де δ[1] є розподiлом Дiрака за x1.

Висновок 4.6. Нехай g ∈ Ĥ1/2
+ (R+ × R) та iснує gx1(+0, ·) ∈ H−5/4

0 .

Тодi gx1x1 ∈ H
−3/2
⊕ (R+ × R) i цей розподiл може бути продовжений до

розподiлу з Ĥ−3/2
+ (R+ × R) (а, отже, i до розподiлу з Ĥ−3/2(R2)) за пра-

вилом

I−3/2
even gx1x1 =

(
I1/2

eveng
)
x1x1
− 2gx1(+0)δ[1], (4.16)

де δ[1] є розподiлом Дiрака за x1.

Нам також буде потрiбна наступна теорема.
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Теорема 4.7. Нехай

p(x, t) =
∂

∂x1

∫ t

0

H(ξ2 − |x|2)√
ξ2 − |x|2

u(t− ξ) dξ, x ∈ R2, t > 0

u ∈ L∞(R+). Тодi p(+0, x2, t) = πδ(x2)u(t).

Доведення. Маємо

p(x, t) = − x1

|x|2

(
∂

∂t

)2 ∫ t

0

H(ξ2 − |x|2)
(√

ξ2 − |x|2 − 2ξ
)
u(t− ξ) dξ.

Позначимо p0(x) = x1
|x|2 , x ∈ R2. Скориставшись означенням 4.3, одержу-

ємо〈
〈p0, ϕ〉[2],

1

α
ψ

(
(·)
α

)〉
=

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

x1

x2
1 + x2

2

ϕ(x2)
1

α
ψ
(x1

α

)
dx2 dx1

=

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

ξ1

ξ2
1 + ξ2

2

ϕ(αξ2)ψ(ξ1) dξ2 dξ1 → ϕ(0)

∫ ∞
0

ψ(ξ1)ξ1

∫ ∞
−∞

dξ2

ξ2
1 + ξ2

2

dξ1

= πϕ(0)

∫ ∞
0

ψ(ξ1) dξ, коли α→ +0, ϕ ∈ H5/4
0 , ψ ∈ D(R+),

тобто p0(+0, ·) = δ[2]. Тому маємо p(+0, x2, t) = πδ(x2)u(t). Теорему до-

ведено. 2

4.2. Простори H
s[1/2]
0 та H0

s[1/2]

Нехай s ∈ R. Розглянемо простiр

H0
s[−1/2] =

{
ψ ∈ H0

s−1/2 | ∃ψ̄ ∈ H0
s ψ =

√
| · |ψ̄

}
з нормою

|ψ|0s[−1/2] =
∥∥∥ψ/√| · |∥∥∥0

s
, ψ ∈ H0

s[−1/2],

та двоїстий до нього простiр H0
−s[1/2] =

(
H0
s[−1/2]

)∗
з нормою

|F |0−s[1/2] = sup{|〈F, ψ〉|/|ϕ|0s[−1/2] | 0 6= ψ ∈ H0
s[−1/2]}, F ∈ H0

−s[1/2].
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Теорема 4.8. Мають мiсце наступнi щiльнi вкладення

H0
s[−1/2] ⊂ H0

s−1/2 та H0
−s+1/2 ⊂ H0

−s[1/2]. (4.17)

Крiм того, якщо F ∈ H0
−s[1/2], то F ∈ H

−3/2
−s+1/2.

Доведення. Зрозумiло, що

|F |0−s[1/2] =
∥∥∥√| · |F∥∥∥0

−s
, F ∈ H0

−s[1/2].

Тому H0
s[−1/2] та H

0
−s[1/2] є повними. Оскiльки

√
|λ| ≤ 4

√
1 + λ2, то

‖ψ‖0
s−1/2 ≤ |ψ|

0
s[−1/2], ψ ∈ H0

s[−1/2], (4.18)

|F |0−s[1/2] ≤ ‖F‖
0
−s+1/2 , F ∈ H0

−s+1/2. (4.19)

Тому H0
s[−1/2] ⊂ H0

s−1/2 та H0
−s+1/2 ⊂ H0

−s[1/2] є вкладеннями.

Доведемо, шо вони є щiльними. Нехай ψ ∈ H0
s−1/2. Позначимо

ψn(λ) = ψ(λ)H(λ2 − 1/n2). Тодi ‖ψ − ψn‖0
s−1/2 → 0, коли n → ∞. От-

же, H0
s[−1/2] ⊂ H0

s−1/2 є щiльним вкладенням. Нехай тепер F ∈ H0
−s[1/2].

Позначимо Fn(λ) = F (λ)H(λ2 − 1/n2). Тодi |F − Fn|0−s[1/2] → 0, коли

n→∞. Тому H0
−s+1/2 ⊂ H0

−s[1/2] є щiльним вкладенням.

Доведемо тепер, що якщо F ∈ H0
−s[1/2], то F ∈ H

−3/2
−s+1/2. Маємо λF ∈

H0
s−1/2. Позначимо F0 = (1 + λ2)s/2−1/4F , f0 = F−1F0. Тодi λF0 ∈ H0

0 та

f ′0 ∈ H0
0 . Позначивши

g(ξ) = f ′0(ξ) та ∂−1g(ξ) =

∫ ξ

0

g(µ) dµ, ξ ∈ R,

одержуємо

∣∣∂−1g(ξ)
∣∣ ≤ ‖g‖0

0

√∫ |ξ|
0

dµ =
√
|ξ| ‖g‖0

0 , ξ ∈ R.
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Тому ∥∥∂−1g
∥∥0

−3/2
≤ ‖g‖0

0

√
2

∫ |ξ|
0

µ dµ

(1 + µ2)3/2
=
√

2 ‖g‖0
0 .

Отже,

∥∥∂−1g
∥∥1

−3/2
≤
((∥∥∂−1g

∥∥0

−3/2

)
+
(
‖g‖0

0

)2
)1/2

≤
√

3 ‖g‖0
0 .

Оскiльки iснує стала C0 ∈ C така, що f0 = ∂−1g + C0, то f0 ∈ H1
−3/2,

F0 ∈ H−3/2
1 . Отже, F = (1 + λ2)1/4−s/2 ∈ H−3/2

1/2 . Теорему доведено. 2

Розглянемо також простори

H
s[−1/2]
0 = FH0

s[−1/2] з нормою |ϕ|s[−1/2]
0 = |Fϕ|0s[−1/2], ϕ ∈ H

s[−1/2]
0 0,

та

H
−s[1/2]
0 = FH0

−s[1/2] з нормою |f |−s[1/2]
0 = |Ff |0−s[1/2], f ∈ H

−s[1/2]
0 .

Зрозумiло, що H−s[1/2]
0 =

(
H
s[−1/2]
0

)′
. Бачимо, що Hs[−1/2]

0 та H−s[1/2]
0 є

повними. Беручи до уваги (4.18), одержуємо

‖ϕ‖s−1/2
0 ≤ |ϕ|s[−1/2]

0 , ϕ ∈ Hs[−1/2]
0 , (4.20)

|f |−s[1/2]
0 ≤ ‖f‖−s+1/2

0 , f ∈ H−s+1/2
0 . (4.21)

З теореми 4.8 одержуємо

Висновок 4.9. Мають мiсце наступнi щiльнi вкладення

H
s[−1/2]
0 ⊂ H

s−1/2
0 та H

−s+1/2
0 ⊂ H

−s[1/2]
0 . (4.22)

Крiм того, якщо f ∈ H−s[1/2]
0 , то f ∈ H−s+1/2

−3/2 .
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Для f ∈ H
−s[1/2]
0 , позначаючи F = Ff та fs = (1 + |D|2)s/2f , з [88,

Гл. 1] одержуємо

|f |−s[1/2]
0 = |F |0−s[1/2] =

(
1

2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

(1 + ρ2)−s|F (ρ)|2
∣∣eizρ − 1

∣∣2
z2

du dρ

)1/2

=

(
1

2π

∫∫
R2

|fs(x+ z)− fs(x)|2

|z|2
dx dz

)1/2

=

(
1

2π

∫∫
R2

|fs(x)− fs(y)|2

|x− y|2
dy dx

)1/2

. (4.23)

При дослiдженнi проблем керованостi нам буде потрiбна наступна

теорема.

Теорема 4.10. Якщо f ∈ H̃−1/2[1/2]
0 , то sgn(·)f ∈ Ĥ−1/2[1/2]

0 i

|sgn(·)f |−1/2[1/2]
0 ≤ |f |−1/2[1/2]

0 . (4.24)

Доведення. Нехай ϕ ∈ Ĥ1/2[−1/2]
0 . Маємо

〈sgn(·)f, ϕ〉 = 〈f, sgn(·)ϕ〉 . (4.25)

Тому для доведення того, що sgn(·)f ∈ Ĥ
−1/2[1/2]
0 досить довести, що

sgn(·)ϕ ∈ H̃1/2[−1/2]
0 . За висновком 4.9 маємо ϕ ∈ Ĥ0

0 . Оскiльки

1√
2

(1 + λ) ≤
√

1 + λ2 ≤ 1 + λ, λ ≥ 0,

то

√
2

∫ ∞
0

1 + λ

λ
|(Fϕ)(λ)|2 dλ

≤ 2

∫ ∞
0

√
1 + λ2

λ
|(Fϕ)(λ)|2 dλ =

(
|ϕ|1/2[−1/2]

0

)2
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≤ 2

∫ ∞
0

1 + λ

λ
|(Fϕ)(λ)|2 dλ =

(
‖ϕ‖0

0

)2

+

(∣∣∣∣Fϕ(·)

∣∣∣∣0
0[1/2]

)2

.

Враховуючи теорему 1.3, звiдси одержуємо

1√
2

(
‖ϕ‖0

0 +
∣∣∂−1ϕ

∣∣0[1/2]

0

)
≤ |ϕ|1/2[−1/2]

0 ≤ ‖ϕ‖0
0 +

∣∣∂−1ϕ
∣∣0[1/2]

0
, (4.26)

де ∂−1ϕ = F−1
λ→ξ

(Fϕ)(λ)
iλ . Оскiльки ϕ є парною функцiєю, то sgn(·)∂−1ϕ =

∂−1 (sgn(·)ϕ). Тому з (4.26) випливає

|sgn(·)ϕ|1/2[−1/2]
0 ≤ ‖sgn(·)ϕ‖0

0 +
∣∣∂−1 (sgn(·)ϕ)

∣∣0[1/2]

0

≤ ‖ϕ‖0
0 +

∣∣sgn(·)∂−1ϕ
∣∣0[1/2]

0
. (4.27)

Оскiльки ∂−1ϕ ∈ H̃0[1/2]
0 , то за формулою (4.23) одержуємо(∣∣∂−1ϕ

∣∣0[1/2]

0

)2

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

|∂−1ϕ(x)− ∂−1ϕ(y)|2

|x− y|2
dy dx

=2

∫ ∞
0

∫ ∞
0

|∂−1ϕ(x)− ∂−1ϕ(y)|2

|x− y|2
dy dx

+ 2

∫ ∞
0

∫ ∞
0

|∂−1ϕ(x) + ∂−1ϕ(y)|2

|x+ y|2
dy dx.

Позначимо ψ = sgn(·)∂−1ϕ Оскiльки |x + y| ≥ |x − y|, x ≥ 0, y ≥ 0, то

ми бачимо, що(∣∣∂−1ϕ
∣∣0[1/2]

0

)2

=
(
|ψ|0[1/2]

0

)2

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

|ψ(x)− ψ(y)|2

|x− y|2
dy dx

≤ 4

∫ ∞
0

∫ ∞
0

|ψ(x)− ψ(y)|2

|x− y|2
dy dx

= 4

∫ ∞
0

∫ ∞
0

|∂−1ϕ(x)− ∂−1ϕ(y)|2

|x− y|2
dy dx

≤ 2
(∣∣∂−1ϕ

∣∣0[1/2]

0

)2

. (4.28)

З (4.26)–(4.28) випливає оцiнка∣∣∂−1ϕ
∣∣0[1/2]

0
≤ ‖ϕ‖0

0 +
√

2
∣∣∂−1ϕ

∣∣0[1/2]

0
≤ 2 |ϕ|0[1/2]

0 . (4.29)
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Тому sgn(·)ϕ ∈ H̃
1/2[−1/2]
0 . Використовуючи (4.25) та (4.29) одержуємо,

що sgn(·)f ∈ Ĥ−1/2[1/2]
0 i оцiнку (4.24) виконано. Теорему доведено. 2

Позначимо через H̃0
−s[1/2] та H̃

−s[1/2]
0 пiдпростори всiх непарних розпо-

дiлiв в H0
−s[1/2] та H

−s[1/2]
0 , вiдповiдно, а через Ĥ0

−s[1/2] та Ĥ
−s[1/2]
0 пiдпро-

стори всiх парних розподiлiв в H0
−s[1/2] та H

−s[1/2]
0 , вiдповiдно. Позначимо

також H̃0
−s[1/2] = H̃0

−s[1/2] × H̃0
−s−1[1/2] та Ĥ0

−s[1/2] = Ĥ0
−s[1/2] × Ĥ0

−s−1[1/2] з

нормою ‖·‖0
−s[1/2] i H̃

−s[1/2]
0 = H̃

−s[1/2]
0 × H̃−s−1[1/2]

0 та Ĥ
−s[1/2]
0 = Ĥ

−s[1/2]
0 ×

Ĥ
−s−1[1/2]
0 з нормою ‖·‖−s[1/2]

0 .

4.3. Оператор перетворення, пов’язаний iз

задачею Дiрiхле

Розглянемо пiдпростори

H̃s =

{
G ∈ Hs

0(R2) | ∃g ∈ D′(R+) G(x) =
∂

∂x1
g(|x|)

}
,

H̃s =
{
F ∈ H0

s (R2) | ∃f ∈ D′(R+) F (σ) = iσ1f(|σ|)
}

просторiв H̃s
0(R2) та H̃0

s (R2), вiдповiдно. Очевидно, H̃s = FH̃s. Якщо

f ∈ H̃s, то iснує функцiя f така, що F (σ) = iσ1f(|σ|), σ ∈ R2, та

‖F‖0
s =
√
π
∥∥∥| · |3/2f∥∥∥0

s
. (4.30)

Отже, простiр H̃s є повним. Оскiльки перетворення Фур’є F є iзометри-

чним iзоморфiзмом H̃s
0(R2) i H̃0

s (R2) (див. теорему 1.3), то воно є iзоме-

тричним iзоморфiзмом H̃s i H̃s. Отже, простiр H̃s є також повним. Позна-

чимо H̃HHHs = H̃s×H̃s−1 з нормою |||·|||s0 та H̃HHHs = H̃s×H̃s−1 з нормою |||·|||s.
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Бачимо, що простiр H̃HHHs є пiдпростором H̃s
0(R2) = H̃s

0(R2) × H̃s−1
0 (R2), а

простiр H̃HHHs — пiдпростором H̃s(R2) = H̃s
0(R2)× H̃s−1

0 (R2).

Позначимо Ψ : H̃
−5/2[1/2]
0 → H̃−5/2, D(Ψ) = H̃

−5/2[1/2]
0 ,

Ψf = F−1
σ→x

(
σ1

|σ|
(Ff) (|σ|)

)
, f ∈ D(Ψ).

Бачимо, що для оператора Ψ справедливi наступнi три теореми.

Теорема 4.11. Оператор Ψ є iзоморфiзмом H̃
s[1/2]
0 та H̃s. Окрiм то-

го, ‖Ψf‖s0 =
√
π|f |s[1/2]

0 , f ∈ D(Ψ), s ≥ −5/2.

Теорема 4.12. Маємо ∆Ψf = Ψ(f ′′), f ∈ H̃s[1/2]
0 , s ≥ −1/2.

Теорема 4.13. Маємо Ψδ′ =
√

2πδx1.

Крiм того, має мiсце наступна теорема.

Теорема 4.14. Нехай α > 0. Якщо f ∈ H̃
−1/2[1/2]
0 та G = Ψf , то

supp f ⊂ [−α, α] тодi i лише тодi, коли suppG ⊂ Dα = {x ∈ R2 | |x| ≤ α}.

Доведення. За теоремою 4.11, G ∈ H̃−1/2. Позначимо F = Ff та

g = FG. Тодi

g(σ) =
σ1

|σ|
F (|σ|), σ ∈ R2. (4.31)

Припустимо спочатку, що supp f ⊂ [−α, α]. За лемою 4.8 f ∈ H̃0
−3/2.

Тому f ∈ H̃0
0 . Застосовуючи теорему Пелi—Вiнера, бачимо, що F ∈ L2(R)

i може бути продовженою до цiлої функцiї порядку ≤ 1 i типу ≤ α.

Оскiльки F є непарною, то g є цiлою непарною функцiєю того ж порядку

i того ж типу, що i F . Застосовуючи узагальнену теорему Пелi—Вiнера

[89, Гл. 3], одержуємо suppG ⊂ Dα.



118

Нехай тепер suppG ⊂ Dα. Використовуючи знову узагальнену тео-

рему Пелi—Вiнера, одержуємо, що g ∈ H̃0
−1/2 i може бути продовженою

до цiлої функцiї порядку ≤ 1 i типу ≤ α. Оскiльки g є непарною, то

F є цiлою непарною функцiєю того ж порядку i того ж типу, що i g.

Скориставшись ще раз узагальненою теоремою Пелi—Вiнера, одержує-

мо supp f ⊂ [−α, α]. Теорему доведено. 2

Справедливi, також, наступнi двi теореми

Теорема 4.15. Нехай f ∈ D(Ψ) i f ∈ L∞(R) ∩ L1(R). Тодi

(Ψf) (x) = −
√

2

π

∂

∂x1

∫ ∞
|x|

f(ξ) dξ√
ξ2 − |x|2

.

Теорема 4.16. Нехай G ∈ D(Ψ−1), G(x) = ∂
∂x1
g(|x|), x ∈ R2, rg ∈

L1(R) i rg ∈ L∞(−a, a) для кожного a > 0. Тодi(
Ψ−1G

)
(ξ) =

√
2

π

d

dξ

∫ ∞
ξ

rg(r) dr√
r2 − ξ2

.

4.4. Оператор перетворення, пов’язаний iз

задачею Неймана

Розглянемо пiдпростори

Ĥs =
{
G ∈ Hs

0(R2) | ∃g ∈ D′(R+) G(x) = g(|x|)
}
,

Ĥs =
{
F ∈ H0

s (R2) | ∃f ∈ D′(R+) F (σ) = f(|σ|)
}

просторiв Ĥs
0(R2) та Ĥ0

s (R2), вiдповiдно. Очевидно, Ĥs = FĤs. Якщо

f ∈ Ĥs, то iснує функцiя f така, що F (σ) = f(|σ|), σ ∈ R2, та

‖F‖0
s =
√
π
∥∥∥√| · |f∥∥∥0

s
=
√
π ‖f‖0

s[]1/2 . (4.32)
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Отже, простiр Ĥs є повним. Оскiльки перетворення Фур’є F є iзометри-

чним iзоморфiзмом Ĥs
0(R2) i Ĥ0

s (R2) (див. теорему 1.3), то воно є iзоме-

тричним iзоморфiзмом Ĥs i Ĥs. Отже, простiр Ĥs є також повним. Позна-

чимо ĤHHHs = Ĥs×Ĥs−1 з нормою |||·|||s0 та ĤHHHs = Ĥs×Ĥs−1 з нормою |||·|||s.

Бачимо, що простiр ĤHHHs є пiдпростором Ĥs
0(R2) = Ĥs

0(R2) × Ĥs−1
0 (R2), а

простiр ĤHHHs — пiдпростором Ĥs(R2) = Ĥs
0(R2)× Ĥs−1

0 (R2).

Позначимо H̃HHHs = H̃s × H̃s−1 з нормою |||·|||s0 та H̃HHHs = H̃s × H̃s−1 з

нормою |||·|||s. Бачимо, що простiр H̃HHHs є пiдпростором H̃s
0(R2) = H̃s

0(R2)×

H̃s−1
0 (R2), а простiр H̃HHHs — пiдпростором H̃s(R2) = H̃s

0(R2)× H̃s−1
0 (R2).

Позначимо Φ : Ĥ
−3[1/2]
0 → Ĥ−3/1, D(Φ) = Ĥ

−3/2[1/2]
0 ,

Φf = F−1
σ→x ((Ff) (|σ|)) , f ∈ D(Φ).

Бачимо, що для оператора Φ справедливi наступнi три теореми.

Теорема 4.17. Оператор Φ є iзоморфiзмом Ĥ
s[1/2]
0 та Ĥs. Окрiм то-

го, ‖Φf‖s0 =
√
π|f |−s[1/2]

0 , f ∈ D(Φ), s ≥ −3/2.

Теорема 4.18. Маємо ∆Φf = Φ(f ′′), f ∈ Ĥs[1/2]
0 , s ≥ 1/2.

Теорема 4.19. Маємо Φδ =
√

2πδ.

Аналогiчно теоремi 4.14 одержуємо наступну теорему.

Теорема 4.20. Нехай α > 0. Якщо f ∈ Ĥ
1/2[1/2]
0 та G = Φf , то

supp f ⊂ [−α, α] тодi i лише тодi, коли suppG ⊂ Dα = {x ∈ R2 | |x| ≤ α}.

Справедливi, також, наступнi двi теореми
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Теорема 4.21. Нехай f ∈ D(Φ) i f ′ ∈ L∞(R) ∩ L1(R). Тодi

(Φf) (x) = −
√

2

π

∫ ∞
|x|

f ′(ξ) dξ√
ξ2 − |x|2

.

Теорема 4.22. Нехай G ∈ D(Φ−1), G(x) = g(|x|), x ∈ R2, rg ∈

L1(R) i rg ∈ L∞(−a, a) для кожного a > 0. Тодi(
Φ−1G

)
(ξ) =

√
2

π

∫ ∞
ξ

rg(r) dr√
r2 − ξ2

.

4.5. Допомiжнi твердження до роздiлу 4

Розглянемо бiльш детально норму простору H1/2
0 . Нехай ϕ ∈ H

1/2
0 .

Позначимо

Np(ϕ) =

√∫∫
R2

|σp| |(Fϕ)(σ)|2 dσ, p = 1, 2. (4.33)

Оскiльки 1√
3

(1 + |σ1|+ |σ2|) ≤
√

1 + |σ|2 ≤ 1 + |σ1|+ |σ2|, то

1
4
√

3

(
‖ϕ‖0

0 + N1(ϕ) + N2(ϕ)
)
≤ ‖ϕ‖1/2

0 ≤ ‖ϕ‖0
0 + N1(ϕ) + N2(ϕ). (4.34)

Скориставшись [88, Гл. 1], одержуємо

N2
1(ϕ) =

∫∫∫
R3

|ϕ(x1, x2)− ϕ(y1, x2)|2

|x1 − y1|2
dy1 dx1 dx2, (4.35)

N2
2(ϕ) =

∫∫∫
R3

|ϕ(x1, x2)− ϕ(x1, y2)|2

|x2 − y2|2
dx1 dx2 dy2. (4.36)

При доведеннi наступних лем ми постiйно будемо використовувати

оцiнку (4.34), яка означає, що норми ‖ϕ‖1/2
0 i ‖ϕ‖0

0 + N1(ϕ) + N2(ϕ) є

еквiвалентними.

Лема 4.23. Нехай ϕ ∈ H̃
1/2
0 (R2), ϕ1(x) = sgnx1 ϕ(x), x ∈ R2. Тодi

ϕ1 ∈ Ĥ1/2
0 (R2) i ‖ϕ1‖1/2

0 ≤
√

6 ‖ϕ‖1/2
0 .
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Доведення. Зрозумiло, що

‖ϕ1‖0
0 = ‖ϕ‖0

0 i N2(ϕ1) = N2(ϕ). (4.37)

Оцiнимо N1(ϕ1) через N1(ϕ). Маємо

N2
1(ϕ) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

|ϕ(x1, x2)− ϕ(y1, x2)|2

|x1 − y1|2
dy1 dx1 dx2

=2

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

∫ ∞
0

|ϕ(x1, x2)− ϕ(y1, x2)|2

|x1 − y1|2
dy1 dx1 dx2

+ 2

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

∫ ∞
0

|ϕ(x1, x2) + ϕ(y1, x2)|2

|x1 + y1|2
dy1 dx1 dx2

Оскiльки |x1 + y1| ≥ |x1 − y1|, x1 ≥ 0, y1 ≥ 0, то

N2
1(ϕ1) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

|ϕ1(x1, x2)− ϕ1(y1, x2)|2

|x1 − y1|2
dy1 dx1 dx2

≤4

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

∫ ∞
0

|ϕ1(x1, x2)− ϕ1(y1, x2)|2

|x1 − y1|2
dy1 dx1 dx2

=4

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

∫ ∞
0

|ϕ(x1, x2)− ϕ(y1, x2)|2

|x1 − y1|2
dy1 dx1 dx2 ≤ 2N 2

1 (ϕ.)

Враховуючи (4.37), звiдси одержуємо

‖ϕ1‖1/2
0 ≤‖ϕ1‖0

0 + N1(ϕ1) + N2(ϕ1)

≤
√

2
(
‖ϕ‖0

0 + N1(ϕ) + N2(ϕ)
)
≤
√

6 ‖ϕ‖1/2
0 .

Лему доведено. 2

Лема 4.24. Якщо ϕ ∈ H̃1/2
0 (R2), то∫ ∞

−∞

∫ ∞
a

|ϕ(x1, x2)|2

x1
dx1 dx2 → 0, коли a→ +∞. (4.38)

Доведення. Позначимо ϕ1(x) = H(x1)ϕ(x), x ∈ R2. За лемою 4.23

маємо ϕ1 ∈ H1/2
0 . Отже,∫ ∞

−∞

∫ ∞
a

|ϕ(x1, x2)|2

x1
dx1 dx2 =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

∫ ∞
0

|ϕ(x1, x2)|2

|x1 + y1|2
dx1 dx2
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≤ 1

2
N1(ϕ1) ≤ ∞.

Тому (4.38) виконано. Лему доведено. 2

Лема 4.25. Нехай a > 0, ϕ ∈ H̃1/2
0 (R2), ψ ∈ C1(R), suppψ ⊂ [−1, 1],

0 ≤ ψ(ξ) ≤ 1, ξ ∈ R, φa(x) = ϕ(x)ψ(x1/a), x ∈ R2. Тодi φa ∈ H1/2
0 (R2).

Доведення. Маємо

‖φa‖1/2
0 ≤‖φa‖

0
0+N1(φa)+N2(φa)≤‖ϕ‖0

0+N2(ϕ)+N1(φa)≤‖ϕ‖1/2
0 +N1(φa).

Тому, щоб довести лему, досить довести, що N1(φa) < ∞. Зробимо це.

Позначимо I−∞ = (−∞,−a], I0 = [−a, a], I+∞ = [a,+∞). Тодi

N2
1(φa) =

∑
k,l=−∞,0,+∞

Jk,l, де

Jk,l =

∫∫∫
Ik×Il×R

φa(x1, x2)− φa(y1, x2)|2

|x1 − y1|2
dy1 dx1 dx2. (4.39)

Позначимо M = max{|ψ′(ξ)| | ξ ∈ [−a, a]}. З теореми про середнє значе-

ння випливає, що |ψ(x/a)− ψ(y/a)| ≤ M
a (x− y), (x, y) ∈ R2. Отже,

J−∞,−∞ = J+∞,+∞ = 0, (4.40)

J0,0 ≤ 2

∫∫∫
I0×I0×R

|ϕ(x1, x2)− ϕ(y1, x2)|2

|x− y|2
dy1 dx1 dx2

+ 2

∫∫∫
I0×I0×R

|ϕ(x)|2 |ψ(x1/a)− ψ(y1/a)|2

|x1 − y1|2
dy1 dx1 dx2

≤ 2N2
1(ϕ) + 4M

(
‖ϕ‖L2(I0×R)

)2

, (4.41)

J−∞,0 = J0,−∞ =

∫∫∫
I−∞×I0×R

|ϕ(x)ψ(x1/a)|2

|x1 − y1|2
dy1 dx1 dx2

=

∫∫
I0×R

|ϕ(x)ψ(x1/a)|2

|x1 + a|
dx1 dx2 ≤ 2M

(
‖ϕ‖L2(I0×R)

)2

, (4.42)
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J+∞,0 = J0,+∞ =

∫∫∫
I+∞×I0×R

|ϕ(x)ψ(x1/a)|2

|x1 − y1|2
dy1 dx1 dx2

=

∫∫
I0×R

|ϕ(x)ψ(x1/a)|2

|x1 − a|
dx1 dx2 ≤ 2M

(
‖ϕ‖L2(I0×R)

)2

. (4.43)

Пiдсумовуючи (4.39)–(4.43), ми бачимо, що N1(φa) < ∞, отже, φa ∈

H
1/2
0 (R2). Лему доведено. 2

Лема 4.26. Нехай ψ ∈ C1(R) є парною, 0 ≤ ψ(ξ) ≤ 1, ξ ∈ R;

ψ(ξ) = 1, |ξ| ≤ 1/2; ψ(ξ) = 0, |ξ| ≥ 1. Нехай ϕ ∈ H̃
1/2
0 (R2), ϕa(x) =

ϕ(x)H(x1)(1 − ψ(x1/a)), x ∈ R2, a > 0. Тодi ϕa ∈ H
1/2
0 (R2), a > 0, i

‖ϕa‖1/2
0 → 0, коли a→∞.

Доведення. З лем 4.23 та 4.25 одержуємо ϕa ∈ H̃1/2
0 (R2), a > 0. Тому

‖ϕa‖1/2
0 ≤ ‖ϕa‖0

0 + N1(ϕa) + N2(ϕa).

Оскiльки ‖ϕa‖0
0 +N2(ϕa)→ 0, коли a→∞, то, щоб довести лему, досить

довести, що N1(ϕa)→ 0, коли a→∞. Зробимо це. Маємо

4

3a

∫ ∞
−∞

∫ a

a/2

|ϕ(x)|2 dx1 dx2 ≤
∫ ∞
−∞

∫ ∞
a/2

|ϕ(x)|2

x1 − a/4
dx1 dx2

≤
∫ ∞
−∞

∫ ∞
a/2

∫ a/4

0

|ϕa(x)|2

|x− y|2
dx1 dx2

≤
∫∫∫

(R2\[−a/2,a/2]2)×R

|ϕa(x1, x2)− ϕa(y1, x2)|2

|x1 − y1|2
dy1 dx1 dx2 → 0,

коли a→∞, (4.44)

Позначимо I1 = (−∞, a/2], I2 = [−a/2, a], I3 = [a,+∞). Тодi

N2
1(ϕa) =

3∑
k,l=1

Jk,l, де



124

Jk,l =

∫∫∫
Ik×Il×R

ϕa(x1, x2)− ϕa(y1, x2)|2

|x1 − y1|2
dy1 dx1 dx2. (4.45)

Маємо

J11 =0, (4.46)

J22 ≤2

∫∫∫
I2×I2×R

|ϕ(x1, x2)− ϕ(y1, x2)|2

|x1 − y1|2
dy1 dx1 dx2

+ 2

∫∫∫
I2×I2×R

|ϕ(x)|2 |ψ(x1/a)− ψ(y1/a)|2

|x1 − y1|2
dy1 dx1 dx2,

(4.47)

J33 =

∫∫∫
I3×I3×R

|ϕ(x1, x2)− ϕ(y1, x2)|2

|x1 − y1|2
dy1 dx1 dx2, (4.48)

J12 = J21 =

∫∫∫
I1×I2×R

|ϕ(x)|2 |1− ψ(x1/a)|2

|x1 − y1|2
dy1 dx1 dx2

≤
∫∫

I2×R
|ϕ(x)|2 |1− ψ(x1/a)|2

x1 − a/2
dx1 dx2, (4.49)

J13 = J31 =

∫∫∫
I1×I3×R

|ϕ(x)|2

|x1 − y1|2
dy1 dx1 dx2 =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
a

|ϕ(x)|2

x1 − a/2
dx,

(4.50)

J23 = J32 =2

∫∫∫
I2×I3×R

|ϕ(x1, x2)− ϕ(y1, x2)|2

|x1 − y1|2
dy1 dx1 dx2

+ 2

∫∫∫
I2×I3×R

|ϕ(y1, x2)|2
|ψ(y1/a)|2

|x1 − y1|2
dy1 dx1 dx2,

=2

∫∫∫
I2×I3×R

|ϕ(x1, x2)− ϕ(y1, x2)|2

|x1 − y1|2
dy1 dx1 dx2

+ 2

∫∫
I2×R
|ϕ(y1, x2)|2

|ψ(y1/a)|2

|a− y1|2
dy1 dx2. (4.51)

Позначимо M = max{|ψ′(ξ)| | ξ ∈ [−a, a]}. З теореми про середнє значе-

ння випливає, що

|ψ(x/a)− ψ(y/a)| ≤ M

a
(x− y), (x, y) ∈ R2.
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Отже, ∫∫∫
I2×I2×R

|ϕ(x)|2 |ψ(x1/a)− ψ(y1/a)|2

|x− y|2
dy1 dx1 dx2

≤ M 2

2a

∫ ∞
−∞

∫ a

a/2

|ϕ(x)|2 dx1 dx2, (4.52)∫
I2×R
|ϕ(x)|2 |1− ψ(x1/a)|2

x1 − a/2
dx1 dx2

≤ M 2

a2

∫ ∞
−∞

∫ a

a/2

|ϕ(x)|2(x1 − a/2) dx1 dx2

≤ M 2

2a

∫ ∞
−∞

∫ a

a/2

|ϕ(x)|2 dx1 dx2, (4.53)∫
I2×R
|ϕ(y1, x2)|2

|ψ(y1/a)|2

|a− y1|2
dy1 dx2

≤ M 2

a2

∫ ∞
−∞

∫ a

a/2

|ϕ(y1, x2)|2(a− y1) dy1 dx2

≤ M 2

2a

∫ ∞
−∞

∫ a

a/2

|ϕ(y1, x2)|2 dy1dx2. (4.54)

Пiдсумовуючи (4.44)–(4.54), одержуємо

N2
1(ϕa) ≤

∫∫∫
(R2\[−a/2,a/2]2)×R

|ϕ(x1, x2)− ϕ(y1, x2)|2

|x1 − y1|2
dy1 dx1 dx2

+ 2

∫ ∞
−∞

∫ ∞
a

|ϕ(x)|2

x1 − a/2
dx1 dx2

+
3M 2

a

∫ ∞
−∞

∫ a

a/2

|ϕ(x)|2 dx1 dx2 → 0, коли a→∞.

Лему доведено. 2

З леми 4.26 одразу одержуємо наступну лему.

Лема 4.27. Нехай ψ ∈ C1(R) є парною, 0 ≤ ψ(ξ) ≤ 1, ξ ∈ R; ψ(ξ) =

1, |ξ| ≤ 1/2; ψ(ξ) = 0, |ξ| ≥ 1. Нехай f ∈ H̃−1/2
0 (R2), fn(x) = f(x)ψ(x1/n),
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x ∈ R2, n ∈ N. Тодi послiдовнiсть {fn}∞n=1 ⊂ H̃−1/2 слабко збiгається до

f в H̃−1/2
0 (R2), коли n→∞.

Висновки до роздiлу 4

У цьому роздiлi введено та вивчено деякi модифiкацiї просторiв Со-

болєва, зокрема, простори Hs[1/2]
0 , H0

s[1/2], i оператори перетворення, по-

в’язанi iз задачею Дiрiхле та задачею Неймана для хвильового рiвняння

iз змiнними коефiцiєнтами на пiвплощинi. Результати цього роздiлу за-

стосовано в роздiлi 5.
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РОЗДIЛ 5.

ЗАДАЧI КЕРУВАННЯ ДЛЯ

ХВИЛЬОВОГО РIВНЯННЯ ЗI

СТАЛИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

5.1. Керованiсть хвильового рiвняння на пiвосi

У цьому пiдроздiлi дослiджено керованiсть хвильового рiвняння зi

сталими коефiцiєнтами на пiвосi. Результати проiлюстровано приклада-

ми 7.1–7.13 в пiдроздiлi 7.

5.1.1. Керованiсть умовами Дiрiхле. Розглянемо хвильове рiв-

няння

wtt = wxx − q2w, x > 0, t ∈ (0, T ), (5.1)

кероване крайовою умовою Дiрiхле

w(0, t) = u(t), t ∈ (0, T ), (5.2)

за початкових умов

w(x, 0) = w0
0(x), wt(x, 0) = w0

1(x), x > 0, (5.3)

де T > 0, q ≥ 0 — деякi сталi; w(·, t) ∈ H̃0
+ = H0

⊕, t ∈ [0, T ];
(
d
dt

)m
w :

[0, T ] → H−m⊕ , m = 0, 1, 2; u ∈ L∞(0, T ) — керування; w0
0 ∈ H̃0

+, w0
1 ∈
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H̃−1
+ — початковi данi.

Позначимо через w, w0
0 та w0

1 непарнi продовження за x для w, w0
0 та

w0
1, вiдповiдно. Скориставшись теоремою 2.3, бачимо, що w задовольняє

систему

wtt = wxx − q2w − 2uδ′, x ∈ R, t ∈ (0, T ), (5.4)

w(x, 0) = w0
0(x), wt(x, 0) = w0

1(x), x ∈ R, (5.5)

де δ — це розподiл Дiрака за x;
(
d
dt

)m
w : [0, T ] → H̃−m, m = 0, 1, 2;

w0
0 ∈ H̃0, w0

1 ∈ H̃−1. Нижче у висновку 5.3 ми доведемо, що для розв’язку

w системи (5.4), (5.5) виконано умову

w(+0, t) = u(t) м. с. на [0, T ], (5.6)

отже, звуження цього розв’язку на R+ задовольняє систему (5.1)–(5.3).

Таким чином, системи (5.1)–(5.3) i (5.4), (5.5) є еквiвалентними, тому далi

ми розглядатимемо систему (5.4), (5.5) замiсть (5.1)–(5.3). Позначимо

W0 =

w0
0

w0
1

. Бачимо, що W0 ∈ H̃0. Зрозумiло, що ця керована система

має вигляд (1.11), (1.12).

Оскiльки за теоремою 1.3 просториHm таHm
0 є iзоморфними,m ∈ Z,

то властивостi керованостi (див. 1.21–1.23) системи (5.4), (5.5) в просто-

рах Hm збiгаються з властивостями керованостi цiєї системи в просторах

Hm
0 . Далi нам буде зручно перейти до розгляду цiєї системи в просторах

Hm
0 , тому що ми застосовуватимо перетворення Фур’є та теорему 1.3 про

те, що перетворення Фур’є є iзометричним iзоморфiзмом Hm
0 та H0

m.
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Позначимо черезA : H̃0
0 → H̃−2

0 диференцiальний оператор
(
d
dx

)2−q2,

а через B : R→ H̃−2
0 — оператор множення на −2δ′(x). Отже, (5.4), (5.5)

перетворюється на (1.11), (1.12), де H0 = H̃0
0 , H1 = H̃−1

0 та H2 = H̃−2
0 .

Керована система (1.13), (1.14) еквiвалентна системi (1.11), (1.12), а, от-

же, i системам (5.1)–(5.3) та (5.4), (5.5). Тому далi ми будемо розглядати

систему (1.13), (1.14), де H = H̃0
0 та H = H̃−1

0 . Беручи до уваги теорему

1.3 та застосовуючи до (1.13), (1.14) перетворення Фур’є за x, одержуємо

V′ = G̃V + Q̃u, t ∈ (0, T ), (5.7)

V(0) = V0 (5.8)

де V(·, t) = Fx→σW(·, t), t ∈ [0, T ], V0 = Fx→σW0; оператор G̃ : H̃−1 →

H̃−1, D(G̃) = H̃0, є оператором множення на матрицю

G(σ) =

 0 1

−
(
q2 + σ2

)
0

 ,

а оператор Q̃ : R→ H̃−1 є оператором множення на вектор

Q̃(σ)

√
π

2

 0

−iσ

 .

За висновками 5.63 та 5.64 оператор G̃ є iнфiнiтезимальним генератором

C0-групи Σ̃ : R→ L(H̃−1), де для кожного t ∈ R оператор Σ̃(t) : H̃−1 →

H̃−1, D(Σ̃(t)) = H̃−1, є оператором множення на матрицю

Σ(σ, t) =

 cos
(
t
√
σ2 + q2

)
sin
(
t
√
σ2+q2

)
√
σ2+q2

−
√
σ2 + q2 sin

(
t
√
σ2 + q2

)
cos
(
t
√
σ2 + q2

)
 , σ ∈ R.

(5.9)
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Тому єдиним розв’язком (5.7), (5.8) є

V(t) = Σ̃(t)

(
V0 +

∫ t

0

Σ̃(−ξ)Q̃u(ξ) dξ

)
, t ∈ [0, T ]. (5.10)

Звiдси, позначаючи

E(·, t) =
1√
2π

Fσ→xΣ(·, t), t ∈ R,

та застосовуючи теорему 1.3, одержуємо, що оператори S(t) : H̃−1
0 →

H̃−1
0 , D(S(t)) = H̃−1

0 , t ∈ R, що є операторами згортки (за x) з E(·, t),

утворюють C0-групу S : R→ L(H̃−1
0 ), яку генерує оператор A керованої

системи (1.13), (1.14). Тому для кожного u ∈ L∞(0, T ) єдиний розв’язок

цiєї системи має вигляд (1.15). З (5.187) та (5.189) випливають оцiнки

|||S(t)|||00 = |||S(t)|||0 ≤ Q(t) =


1

q
для q > 0

2
√

(1 + t2) для q = 0

, t ∈ R.

(5.11)

У [19] було показано, що для всiх (x, t) ∈ R2 маємо

E(x, t)=
1

2

 ∂/∂t 1

(∂/∂t)2 ∂/∂t

(J0

(
q
√
t2 − x2

)
(H(x+ t)−H(x− t))

)
,

(5.12)

зокрема, для q = 0 маємо

E(x, t) =
1

2

 δ(x+ t) + δ(x− t) H(x+ t)−H(x− t)

δ′(x+ t)− δ′(x− t) δ(x+ t) + δ(x− t)

 . (5.13)

Беручи до уваги (1.15), (5.10), (5.11) i (5.12), одержуємо наступнi двi

теореми
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Теорема 5.1. Нехай u ∈ L∞(0, T ) та W0 ∈ H̃0. Тодi єдиним розв’яз-

ком системи (5.4), (5.5) є

w(x, t) =Jt(x, t) ∗ w0
0(x) + J(x, t) ∗ w0

1(x)

− ∂

∂x

(
(H(x+ t)−H(x− t))

∫ t

|x|
J0

(√
τ 2 − x2

)
u(t− τ) dτ

)
=Jt(x, t) ∗ w0

0(x) + J(x, t) ∗ w0
1(x)

+ (H(x+ t)−H(x− t))

(
u(t− |x|) sgnx

−qx
∫ t

|x|

J1

(
q
√
τ 2 − x2

)
√
τ 2 − x2

u(t− τ) dτ

)
, x ∈ R, t ≥ 0,

(5.14)

де ∗ є згорткою за x, а

J(x, t) =
1

2
J0

(
q
√
t2 − x2

)
(H(x+ t)−H(x− t)), x ∈ R, t ≥ 0.

Теорема 5.2. Нехай u ∈ L∞(0, T ) та W0 ∈ H̃0. Тодi розв’язок систе-

ми (5.4), (5.5) задовольняє умову∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
w(·, t)

wt(·, t)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
0

≤ Q(T )
∥∥W0

∥∥0
+
√

2T (1+T 2)(1+q2) ‖u‖L∞(0,T ) , t ∈ [0, T ].

тобто, задача (5.4), (5.5) є коректно поставленою. Тут Q(T ) є сталою з

оцiнки (5.11).

Для того, щоб довести, що системи (5.1)–(5.3) i (5.4), (5.5) є еквi-

валентними нам потрiбен наступний висновок, який одразу випливає з

теореми 5.1.
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Висновок 5.3. Нехай w є розв’язком керованої системи (5.4), (5.5)

для деяких u ∈ L∞(0, T ) та W0 ∈ H̃0. Тодi виконано умову (5.6).

Обчислимо тепер оператор Λ : L2(R+)→ H̃−1
0 ,

Λf = lim
T→∞

∫ T

0

S(−ξ)Bf(ξ) dξ,

який було введено в пiдроздiлi 1.4, та знайдемо його область визначення,

тобто, множину всiх тих f ∈ L2(R+), для яких границя в правiй частинi

iснує. Маємо

Λf = lim
T→∞

∫ T

0

E(·,−ξ) ∗

 0

−2δ′(·)

 f(ξ) dξ

=Fσ→x lim
T→∞

√
π

2

∫ T

0

Σ(σ, t)

 0

−iσ

 f(ξ) dξ

=Fσ→x lim
T→∞

√
π

2
iσ

∫ T

0

 sin
(
ξ
√
σ2+q2

)
√
σ2+q2

− cos
(
ξ
√
σ2 + q2

)
 f(ξ) dξ

=− Fσ→x

 σ√
σ2+q2

(
Fξ→σI

0
oddf

) (√
σ2 + q2

)
iσ
(
Fξ→σI

0
evenf

) (√
σ2 + q2

)
 .

Нагадаємо означення для Ψ та Ψ̂. Маємо Ψ : H̃0
0 → H̃0

0 , D(Ψ) = H̃0
0 ,

Ψg = F−1
σ→x

(
σ√

σ2 + q2
(Fg)

(√
σ2 + q2

))
, g ∈ D(Ψ), (5.15)

та Ψ̂ : H̃0
0 → H̃−1

0 , D(Ψ̂) = D(Ψ) = H̃0
0 ,

Ψ̂g =
d

dx
F−1
σ→x

(
(F (sgn t g))

(√
σ2 + q2

))
, g ∈ D(Ψ̂), . (5.16)
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бачимо, що

Λf = −

ΨI0
oddf

Ψ̂I0
oddf

 , f ∈ D(Λ) = L2(R+), (5.17)

Зрозумiло, що для q = 0 маємо Ψ = Id та Ψ̂ = d
dx sgn(·). Оператори Ψ та

Ψ̂ було вивчено в пiдроздiлi 2.2.

У пiдроздiлi 1.4 було показано, що множини LT , LT , L, MT , MT ,

M вiдповiдають за властивостi керованостi керованостi системи (1.13),

(1.14), тому далi ми проведемо дослiдження цих множин. Для заданого

T > 0 обчислимо MT , MT та M.

Теорема 5.4. Нехай T > 0 та W0 ∈ H̃0
0. Тодi W0 ∈ MT в тому i

лише тому випадку, коли виконано три умови

supp w0
0 ⊂ [−T, T ], w0

1 − Ψ̂TΨ−1
T w0

0 = 0 та w0
0 ∈ L∞(R). (5.18)

Доведення. Якщо W0 ∈ MT , то iснує u ∈ L∞(R+) таке, що suppu ∈

[0, T ] i W0 + Λu = 0. Остання рiвнiсть означає ΨT ũ = w0
0 i Ψ̂T ũ = w0

1

для ũ = I0
oddu. Очевидно, що ũ ∈ H̃0

0 [−T, T ]. З теорем 2.8 та 2.9 випливає

(5.18).

Нехай тепер для W0 виконано умови (5.18). Тодi, позначаючи ũ =

Ψ−1
T w0

0, бачимо, що ũ ∈ L∞(R), supp ũ ⊂ [−T, T ], ũ є непарним, ΨT ũ = w0
0

i Ψ̂T ũ = w0
1. Тому W0 ∈MT . Теорему доведено. 2

Скориставшись (1.19), одержуємо наступну теорему.
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Теорема 5.5. Нехай T > 0 та W0 ∈ H̃0
0. Тодi W0 ∈ MT в тому i

лише тому випадку, коли виконано двi умови

supp w0
0 ⊂ [−T, T ] та w0

1 − Ψ̂TΨ−1
T w0

0 = 0. (5.19)

Теорема 5.6. Справедливi твердження:

(i) Якщо q > 0, то M = H̃0
0.

(ii) Якщо q = 0, то M =
{

W0 ∈ H̃0
0 | w0

1 −
(
sgn(·) w0

0

)′
= 0
}
.

Доведення. (i) Нехай q > 0 та W0 ∈ H̃0
0. Тодi за теоремами 2.18 та

2.20 маємо w0
0

0

 ∈ Ψ(N(Ψ̂)) та

 0

w0
1

 ∈ Ψ̂(N(Ψ)).

Тому iснують послiдовностi {un0}∞n=1 ⊂ N(Ψ̂) та {un0}∞n=1 ⊂ N(Ψ) такi, що

∥∥Ψun0 − w0
0

∥∥0

0
→ 0 та

∥∥∥Ψ̂un1 − w0
1

∥∥∥−1

0
→ 0, коли n→∞.

Тому для un = un0 + un1 маємо un ∈ H̃0
0 , n ∈ N, i

∥∥Ψun − w0
0

∥∥0

0
→ 0 та

∥∥∥Ψ̂un − w0
1

∥∥∥−1

0
→ 0, коли n→∞. (5.20)

Очевидно, що для кожного n ∈ N функцiю un можна наблизити в

H̃0
0 обмеженими функцiями з компактними носiями. Враховуючи (5.20),

одержуємо W0 ∈ M. Оскiльки ми розглядали довiльне W0 ∈ H̃0
0, то

M = H̃0
0.

(ii) Нехай q = 0. Якщо W0 ∈M, то iснують послiдовностi {T n}∞n=1 ⊂

R+ i {un}∞n=1 ⊂ L∞(R+) такi, що suppun ∈ [0, Tn], n ∈ N, i W0 +Λun → 0
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в Ĥ1
0, коли n→∞. Остання границя означає, що∥∥w0

0 − ũn
∥∥0

0
→ 0 та

∥∥w0
1 − ũn′ sgn(·)

∥∥−1

0
→ 0, коли n→∞, (5.21)

де ũn є непарним продовженням un. Отже,

w0
1 −

(
sgn(·) w0

0

)′
= 0 (5.22)

Нехай тепер для W0 ∈ H̃0
0 виконано умову (5.22). Для будь-якої по-

слiдовностi {Tn}∞n=1 ∈ R+ такої, що Tn → ∞, коли n → ∞, iснує послi-

довнiсть {ũn}∞n=1 ⊂ L∞(R) така, що supp ũn ⊂ [−Tn, Tn], n ∈ N, та∥∥w0
0 − ũn

∥∥0 → 0, коли n→∞. (5.23)

Тодi для ũn виконано умови (5.21), тобто, W0 ∈M. Теорему доведено. 2

Як ми вже згадували на початку цього пункту, простори H̃m та H̃m
0

iзоморфнi, i H̃m = H̃m
0 (як множини), m ∈ Z. Тому в теоремах 5.4–5.6

простiр H̃0
0 можна замiнити на H̃0 i систему (1.13), (1.14) також розгля-

дати в просторах H = H̃0 i H = H̃−1 (див. теорему 1.4).

Враховуючи (5.11) та теореми 5.4 i 5.5, з твердження 1.24 одержуємо

критерiй керованостi для системи (5.4), (5.5) за заданий час.

Теорема 5.7. Нехай T > 0.

(i) Стан W0 ∈ H̃0 системи (5.4), (5.5) є наближено L∞-керованим за

заданий час T тодi i лише тодi, коли виконано двi умови:

supp w0
0 ⊂ [−T, T ], (5.24)

w0
1 − Ψ̂TΨ−1

T w0
0 = 0. (5.25)
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(ii) Стан W0 ∈ H̃0 системи (5.4), (5.5) є L∞-керованим за заданий час T

тодi i лише тодi, коли виконано три умови: (5.24), (5.25) та

w0
0 ∈ L∞(R). (5.26)

Крiм того, за умов (5.24)–(5.26) керування u(t) = w0
0(t), t ∈ [0, T ],

розв’язує задачу L∞-керованостi за час T .

Зауваження 5.8. Для q = 0 умова (5.25) набирає вигляду

w0
1 −

(
sgn(·) w0

0

)′
= 0. (5.27)

У випадку q > 0 наступний критерiй керованостi системи (5.4), (5.5)

за вiльний час одразу випливає з тверджень 1.24, 1.25, (5.11) та теореми

5.6.

Теорема 5.9. Для q > 0 будь-який стан W0 ∈ H̃0 системи (5.4), (5.5)

є наближено L∞-керованим за вiльний час.

Для q = 0 оператори групи S не є рiвномiрно обмеженими вiдносно

t ∈ R (див. (5.11)). Тому твердження 1.25 в цьому випадку застосувати

неможливо. Проте висновок цього твердження залишається в силi, тобто,

L = M i для q = 0. Це випливає з наступної теореми.

Теорема 5.10. Для q = 0 стан W0 ∈ H̃0 системи (5.4), (5.5) є на-

ближено L∞-керованим за вiльний час тодi i лише тодi, коли виконано

умову (5.27).
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Доведення. Достатнiсть (5.27). Нехай для W0 ∈ H̃0 виконано (5.27)

та нехай {Tn}∞n=1 ⊂ R+, Tn → ∞, коли n → ∞. Зрозумiло, що iснує

послiдовнiсть {un}∞n=1 ⊂ L∞(R) така, що suppun ⊂ [−Tn, Tn], n ∈ N, та∥∥w0
0 − un

∥∥0 → 0, коли n→∞. (5.28)

Скориставшись формулами (1.15), (5.13), (5.15) та (5.16), одержуємо, що

Wn(x, Tn) = S(Tn)

 w0
0 − un(

sgn(·)(w0
0 − un)

)′
 (x)

=

 (w0
0 − un)(x+ Tn)H(x+ Tn)− (w0

0 − un)(Tn − x)H(Tn − x)(
(w0

0 − un)(x+ Tn)H(x+ Tn) + (w0
0 − un)(Tn − x)H(Tn − x)

)′


де Wn є розв’язком задачi (1.13), (1.13) з u = un, T = Tn, n ∈ N. Оскiльки

‖f ′‖−1
= ‖f ′‖−1

0 = ‖σFf‖0
−1 ≤ ‖Ff‖

0
0 = ‖f‖0

0 = ‖f‖0 , f ∈ H0, (5.29)

то, враховуючи (5.28), звiдси одержуємо

|||Wn(·, Tn)|||0 ≤ 2
∥∥w0

0 − un
∥∥0 → 0, коли n→∞. (5.30)

Отже, стан W0 ∈ H̃0 системи (5.4), (5.5) є наближено L∞-керованим за

вiльний час.

Необхiднiсть (5.27). Нехай стан W0 ∈ H̃0 системи (5.4), (5.5) є

наближено L∞-керованим за вiльний час, тобто iснують послiдовностi

{Tn}∞n=1 ⊂ R+ та {un}∞n=1 ⊂ L∞(R), suppun ⊂ [−Tn, Tn], n ∈ N, такi, що

для розв’язку Wn =

Wn
0

Wn
1

 задачi (1.13), (1.13) з u = un, T = Tn, n ∈ N

маємо

|||Wn(·, Tn)|||0 → 0, коли n→∞. (5.31)
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З формул (1.15), (5.13), (5.15) та (5.16) одержуємо w0
0 − un

w0
1 − (sgn(·)un)′

 = S(−Tn)Wn(·, Tn).

Тому

(
w0

0(x)− un(x)
)′

= Wn
0
′(x− Tn) + Wn

0
′(x+ Tn)

+ Wn
1 (x− Tn)−Wn

0 (x+ Tn),

w0
1(x)− (sgn(x)un(x))′ = Wn

0
′(x− Tn)−Wn

0
′(x+ Tn)

+ Wn
1 (x− Tn) + Wn

0 (x+ Tn).

За (5.31) звiдси випливає, що∥∥∥(w0
0 − un

)′∥∥∥−1

→ 0 та
∥∥w0

1 − (sgn(·)un)′
∥∥−1 → 0, коли n→∞.

Зокрема, це означає, що
(
w0

0 − un
)′ та w0

1− (sgn(·)un)′ слабко збiгаються

до 0 в H̃−1, коли n → ∞. Нехай ϕ ∈ H̃1. Оскiльки ϕ є непарною i

неперервною (див. теорему 1.2), то ϕ(0) = 0 та (sgnxϕ(x) = sgnxϕ′(x),

x ∈ R. Отже, sgn(·)ϕ ∈ H̃1 i

〈
(
sgn(·)(w0

0 − un)
)′
, ϕ〉 = −〈w0

0 − un, sgn(·)ϕ′〉 = −〈w0
0 − un, (sgn(·)ϕ)′〉

= 〈
(
w0

0 − un
)′
, sgn(·)ϕ〉, коли n→∞. (5.32)

Таким чином,
(
sgn(·)(w0

0 − un)
)′ та w0

1− (sgn(·)un)′ слабко збiгаються до

0 в H̃−1, коли n→∞. Оскiльки

w0
1 −

(
sgn(·) w0

0

)′
= w0

1 − (sgn(·)un)′ +
(
sgn(·)(w0

0 − un)
)′
,

то звiдси одержуємо, що умову (5.27) виконано. 2
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5.1.2. Застосування продовженого оператора Ψ[q] до задач

керованостi для хвильового рiвняння, керованого крайовою

умовою Дiрiхле. Розглянемо рiвняння (5.4) з q = 0 i u ∈ L∞(0, T ):

wtt = wxx − 2uδ′, x ∈ R, t ∈ (0, T ) (5.40)

Нехай w[0] є розв’язком цього рiвняння. Нехай також q > 0 i w[q](·, t) =

Ψ[q]w[0](·, t), t ∈ (0, T ). Тодi w[q] є розв’язком рiвняння (5.4) з тим самим u

(див. теореми 2.22, 2.23). За теоремою 2.21:(iii) iснують функцiї g1 ∈ H̃0
0 i

g2 ∈ H̃0
0 такi, що g1 6= g2 i Ψ[q]g1 = Ψ[q]g2. Позначаючи через w

[0]
1 розв’язок

рiвняння (5.40) за умови (5.5) з w0
0 = g1 i довiльним w0

1 ∈ H̃−1
0 , а через

w
[0]
2 — розв’язок рiвняння (5.40) за умови (5.5) з w0

0 = g2 i тим самим w0
1,

одержуємо два рiзнi розв’язки w
[0]
1 i w

[0]
2 рiвняння (5.40), для яких w

[q]
1 =

w
[q]
2 , де w

[q]
1 (·, t) = Ψ[q]w

[0]
1 (·, t), w

[q]
2 (·, t) = Ψ[q]w

[0]
2 (·, t), t ∈ (0, T ), тому,

що за побудовою w
[q]
1 i w

[q]
2 є розв’язками рiвняння (5.4) з однаковими

початковими умовами, а за теоремою 5.1 розв’язок задачi (5.4), (5.5)

є єдиним. Таким чином, двом рiзним розв’язкам рiвняння (5.40) може

вiдповiдати лише один розв’язок рiвняння (5.4) (образ цих розв’язкiв

пiд дiєю оператора Ψ[q]). Крiм того, скориставшись теоремою 2.21:(i),

бачимо, що iснують розв’язки рiвняння (5.4), для яких немає прообразу-

розв’язку рiвняння (5.40).

На с. 40 було введено множини LT , LT та L, загальнi властивостi яких

подано в твердженнях 1.24, 1.25 та формулах (1.16)–(1.19). Позначимо

через L
[0]
T , L

[0]

T та L[0] множини LT , LT та L, вiдповiдно, для керованої

системи (5.40), (5.5). Позначимо також через L
[q]
T , L

[q]

T та L[q] множини
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LT , LT та L, вiдповiдно, для керованої системи (5.4), (5.5). З формули

(1.19), твердження 1.25 та теорем 2.21, 2.24, 5.4—5.10 випливає наступна

теорема

Теорема 5.11. Для q > 0 маємо

L
[0]
T ( L

[0]

T ( L[0] ( H̃0

↓ ↓ ↓ ↓

Ψ[q]L
[0]
T ( Ψ[q]L

[0]

T ( Ψ[q]L[0] ( H̃0

= =

(

=

L
[q]
T ( L

[q]

T ( L[q] = H̃0

.

5.1.2.1. Керованiсть умовами Дiрiхле в просторах H̃
s[1/2]
0 .

Нехай q = 0. Розглянемо задачу (5.4), (5.5) в просторах H̃s[1/2]
0 , а саме,(

d
dt

)m
w : [0, T ]→ H̃

−m−1/2[1/2]
0 ,m = 0, 1, 2; w0

0 ∈ H̃
−1/2[1/2]
0 , w0

1 ∈ H̃
−3/2[1/2]
0 .

Позначимо через A : H̃
−1/2[1/2]
0 → H̃

−5/2[1/2]
0 диференцiальний оператор(

d
dx

)2, а через B : R → H̃
−5/2[1/2]
0 — оператор множення на −

√
2
πδ
′(x).

Отже, (5.4), (5.5) перетворюється на (1.11), (1.12), де H0 = H̃
−1/2[1/2]
0 ,

H1 = H̃
−3/2[1/2]
0 та H2 = H̃

−5/2[1/2]
0 . Керована система (1.13), (1.14) еквi-

валентна системi (1.11), (1.12), а, отже, i системам (5.4), (5.5). Тому

далi ми будемо розглядати систему (1.13), (1.14), де H = H̃
−1/2[1/2]
0 та

H = H̃
−3/2[1/2]
0 .

Повторюючи мiркування, зробленi вище, застосовуючи теорему 1.3,

одержуємо, що для кожного t ∈ R оператори S(t) : H̃
−3/2[1/2]
0 → H̃

−3/2[1/2]
0 ,

D(S(t)) = H̃
−3/2[1/2]
0 , що є операторами згортки (за x) з E(·, t), утворю-

ють C0-групу S : R → L(H̃
−3/2[1/2]
0 ), яку генерує оператор A керованої
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системи (1.13), (1.14). Тому для кожного u ∈ L∞(0, T ) єдиний розв’язок

цiєї системи має вигляд (1.15). З (5.189), з урахуванням зауваження 5.65,

випливає оцiнка

|||S(t)|||−3/2[1/2]
0 ≤ 2

√
(1 + t2), t ∈ R. (5.33)

Беручи до уваги (1.15), (5.10), (5.13) i (5.33), одержуємо аналоги те-

орем 5.1 i 5.2.

Теорема 5.12. Нехай u ∈ L∞(0, T ) та W0 ∈ H̃
−1/2[1/2]
0 . Тодi єдиним

розв’язком системи (5.4), (5.5) є

w(x, t) = E(x, t) ∗

 w0
0(x)− ũt(x)

w0
1(x)− (sgn(x)ũt(x))

′

 , x ∈ R, t ≥ 0, (5.34)

де ũt(x) = 1√
2π

(
u(x)(H(x)−H(x− t))−u(−x)(H(x+ t)−H(x))

)
, x ∈ Rn,

t ≥ 0, а ∗ є згорткою за x.

Теорема 5.13. Нехай u ∈ L∞(0, T ) та W0 ∈ H̃
−1/2[1/2]
0 . Тодi розв’я-

зок системи (5.4), (5.5) задовольняє умову∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
w(·, t)

wt(·, t)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
−1/2[1/2]

0

≤ 2
√

(1 + T 2)
(∥∥W0

∥∥−1/2[1/2]

0
+ ‖u‖L∞(0,T )

)
,

t ∈ [0, T ].

тобто, задача (5.4), (5.5) є коректно поставленою.

З теореми 5.12 випливає формула для оператора Λ:

Λf = lim
T→∞

∫ T

0

S(−ξ)Bf(ξ) dξ = − 1√
2π

 ũ

(sgn(·)ũ)′

 ,
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де ũ(x) =
(
u(x)(H(x)−H(x− T ))− u(−x)(H(x+ T )−H(x))

)
, x ∈ R.

У пiдроздiлi 1.4 було показано, що множини LT , LT , L, MT , MT ,

M вiдповiдають за властивостi керованостi керованостi системи (1.13),

(1.14), тому далi ми проведемо дослiдження цих множин. Для заданого

T > 0 обчислимо MT , MT та M.

Враховуючи теорему 4.10, аналогiчно доведенню теорем 5.4, 5.5 i 5.6

доводимо наступнi три теореми.

Теорема 5.14. Нехай T > 0 та W0 ∈ H̃
−1/2[1/2]
0 . Тодi W0 ∈ MT в

тому i лише тому випадку, коли виконано три умови

supp w0
0 ⊂ [−T, T ], w0

1 −
(
sgn(·) w0

0

)′
= 0 та w0

0 ∈ L∞(R). (5.35)

Теорема 5.15. Нехай T > 0 та W0 ∈ H̃
−1/2[1/2]
0 . Тодi W0 ∈ MT в

тому i лише тому випадку, коли виконано двi умови

supp w0
0 ⊂ [−T, T ] та w0

1 −
(
sgn(·) w0

0

)′
= 0. (5.36)

Теорема 5.16. Справедливi твердження: Нехай W0 ∈ H̃
−1/2[1/2]
0 . То-

дi W0 ∈M в тому i лише тому випадку, коли виконано умову

w0
1 −

(
sgn(·) w0

0

)′
= 0. (5.37)

Враховуючи (5.33) та теореми 5.14 i 5.15, з твердження 1.24 одержу-

ємо критерiй керованостi для системи (5.4), (5.5) за заданий час.

Теорема 5.17. Нехай T > 0.
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(i) Стан W0 ∈ H̃
−1/2[1/2]
0 системи (5.4), (5.5) є наближено L∞-керованим

за заданий час T тодi i лише тодi, коли виконано двi умови:

supp w0
0 ⊂ [−T, T ], (5.38)

w0
1 −

(
sgn(·) w0

0

)′
= 0. (5.39)

(ii) Стан W0 ∈ H̃
−1/2[1/2]
0 системи (5.4), (5.5) є L∞-керованим за заданий

час T тодi i лише тодi, коли виконано три умови: (5.38), (5.39) та

w0
0 ∈ L∞(R). (5.40)

Крiм того, за умов (5.38)–(5.40) керування u(t) = w0
0(t), t ∈ [0, T ],

розв’язує задачу L∞-керованостi за час T .

Оператори групи S не є рiвномiрно обмеженими вiдносно t ∈ R (див.

(5.33)). Тому твердження 1.25 в цьому випадку застосувати неможливо.

Проте, висновок цього твердження залишається в силi, тобто, L = M.

Це випливає з наступної теореми.

Теорема 5.18. Стан W0 ∈ H̃
−1/2[1/2]
0 системи (5.4), (5.5) є наближе-

но L∞-керованим за вiльний час тодi i лише тодi, коли виконано умову

(5.39).

Доведення. Достатнiсть (5.39) одразу випливає з теорем 5.10, 4.10

i висновку 4.9. Необхiднiсть (5.39) доводимо, повторюючи мiркування,

використанi при доведеннi необхiдностi умови (5.27) в теоремi 5.10. 2
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5.1.3. Керованiсть умовами Неймана. Розглянемо хвильове

рiвняння

wtt = wxx − q2w, x > 0, t ∈ (0, T ), (5.41)

кероване крайовою умовою

wx(0, t) = u(t), t ∈ (0, T ), (5.42)

за початкових умов

w(x, 0) = w0
0(x), wt(x, 0) = w0

1(x), x > 0, (5.43)

де T > 0, q ≥ 0 — деякi сталi; w(·, t) ∈ Ĥ1
+, t ∈ [0, T ];

(
d
dt

)m
w : [0, T ] →

H−m+1
⊕ (R+), m = 1, 2; u ∈ L∞(0, T ) — керування; w0

0 ∈ Ĥ1
+, w0

1 ∈ Ĥ0
+ —

початковi данi.

Позначимо через w, w0
0 та w0

1 парнi продовження за x для w, w0
0 та

w0
1, вiдповiдно. Скориставшись висновком 2.5, бачимо, що w задовольняє

систему

wtt = wxx − q2w − 2uδ, x ∈ R, t ∈ (0, T ), (5.44)

w(x, 0) = w0
0(x), wt(x, 0) = w0

1(x), x ∈ R, (5.45)

де δ — це розподiл Дiрака за x;
(
d
dt

)m
w : [0, T ] → Ĥ−m+1, m = 0, 1, 2;

w0
0 ∈ Ĥ1, w0

1 ∈ Ĥ0. Нижче у висновку 5.21 ми доведемо, що для розв’язку

w системи (5.44), (5.45) виконано умову

wx(+0, t) = u(t) м. с. на [0, T ]. (5.46)

отже, звуження цього розв’язку на R+ задовольняє систему (5.41)–(5.43).

Таким чином, системи (5.41)–(5.43) i (5.44), (5.45) є еквiвалентними, тому
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далi ми розглядатимемо систему (5.44), (5.45) замiсть (5.1)–(5.3). Позна-

чимо W0 =

w0
0

w0
1

. Бачимо, що W0 ∈ Ĥ0. Зрозумiло, що ця керована

система має вигляд (1.11), (1.12).

Оскiльки за теоремою 1.3 простори Hm та Hm
0 є iзоморфними, m ∈

Z, то властивостi керованостi (див. 1.21–1.23) системи (5.44), (5.45) в

просторах Hm збiгаються з властивостями керованостi цiєї системи в

просторах Hm
0 . Далi нам буде зручно перейти до розгляду цiєї системи

в просторах Hm
0 , тому що ми застосовуватимо перетворення Фур’є та

теорему 1.3 про те, що перетворення Фур’є є iзометричним iзоморфiзмом

Hm
0 та H0

m.

Позначимо черезA : Ĥ1
0 → Ĥ−1

0 диференцiальний оператор
(
d
dx

)2−q2,

а через B : R → Ĥ−1
0 — оператор множення на −2δ(x). Отже, (5.44),

(5.45) перетворюється на (1.11), (1.12), де H0 = Ĥ1
0 , H1 = Ĥ0

0 та H2 =

Ĥ−1
0 . Керована система (1.13), (1.14) еквiвалентна системi (1.11), (1.12),

а, отже, i системам (5.41), (5.43) та (5.44), (5.45). Тому далi ми будемо

розглядати систему (1.13), (1.14), де H = Ĥ1
0 та H = Ĥ0

0. Аналогiчно

випадку керованостi умовами Дiрiхле одержуємо, що для кожного t ∈ R

оператори S(t) : Ĥ0
0 → Ĥ0

0, D(S(t)) = Ĥ0
0, що є операторами згортки (за

x) з E(·, t) (див. 5.12, 5.13), утворюють C0-групу S : R → L(Ĥ0
0), яку

генерує оператор A керованої системи (1.13), (1.14). Тому для кожного

u ∈ L∞(0, T ) єдиний розв’язок цiєї системи має вигляд (1.15). З (5.187)
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та (5.189) випливають оцiнки

|||S(t)|||00 = |||S(t)|||0 ≤ Q(T )


1

q
, для q > 0

2
√

(1 + t2), для q = 0

, t ∈ R. (5.47)

Беручи до уваги (1.15), (5.12) i (5.47), одержуємо

Теорема 5.19. Нехай u ∈ L∞(0, T ) та W0 ∈ Ĥ0. Тодi єдиним

розв’язком системи (5.44), (5.45) є

w(x, t) =Jt(x, t) ∗ w0
0(x) + J(x, t) ∗ w0

1(x)− (H(x+ t)−H(x− t))

×
∫ t

|x|
J0

(√
τ 2 − x2

)
u(t− τ) dτ, x ∈ R, t ≥ 0, (5.48)

де ∗ є згорткою за ξ, а J = 1
2J0

(
q
√
t2 − x2

)
(H(x+ t)−H(x− t)), x ∈ R,

t ≥ 0.

Теорема 5.20. Нехай u ∈ L∞(0, T ) та W0 ∈ Ĥ1. Тодi розв’язок си-

стеми (5.44), (5.45) задовольняє умову∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
w(·, t)

wt(·, t)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
1

≤ Q(T )
∥∥W0

∥∥1
+
√

2T (1+T 2)(1+q2) ‖u‖L∞(0,T ) , t ∈ [0, T ].

тобто, задача (5.44), (5.45) є коректно поставленою. Тут Q(T ) є сталою

з оцiнки (5.47).

Для того, щоб довести, що системи (5.41)–(5.43) i (5.44), (5.45) є еквi-

валентними нам потрiбен наступний висновок

Висновок 5.21. Нехай w є розв’язком керованої системи (5.44),

(5.45) для деяких u ∈ L∞(0, T ) та W0 ∈ Ĥ1. Тодi виконано умову (5.46).
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Доведення. З (5.48) одержуємо

wx(x, t) =Jt(x, t) ∗ w0
0
′(x) + J(x, t) ∗ w0

1
′(x)− 2

∂

∂x

∫ t

0

J(x, t− τ)u(τ) dτ

=Jt(x, t) ∗ w0
0
′(x) + J(x, t) ∗ w0

1
′(x)

+ 2(H(x+ t)−H(x− t))

(
u(t− |x|) sgnx

−qx
∫ t

0

J1

(
q
√
t2 − x2

)
√
t2 − x2

u(τ) dτ

)
, x ∈ R, t ≥ 0, (5.49)

Тому (5.46) виконано. Висновок доведено. 2

Обчислимо тепер оператор Λ : L2(R+)→ Ĥ0
0,

Λf = lim
T→∞

∫ T

0

S(−ξ)Bf(ξ) dξ,

який було введено в пiдроздiлi 1.4, та знайдемо його область визначення,

тобто, множину всiх тих f ∈ L2(R+), для яких границя в правiй частинi

iснує. Маємо

Λf = lim
T→∞

∫ T

0

E(·,−ξ) ∗

 0

−2δ(·)

 f(ξ) dξ

=Fσ→x lim
T→∞

√
π

2

∫ T

0

Σ(σ, t)

 0

−1

 f(ξ) dξ

=Fσ→x lim
T→∞

√
π

2

∫ T

0

 sin
(
ξ
√
σ2+q2

)
√
σ2+q2

− cos
(
ξ
√
σ2 + q2

)
 f(ξ) dξ

=− Fσ→x

 −i√
σ2+q2

(
Fξ→σI

0
oddf

) (√
σ2 + q2

)
(
Fξ→σI

0
evenf

) (√
σ2 + q2

)
 .
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Нагадаємо означення для Φ та Φ̂. Маємо Φ : H̃0
0 → Ĥ1

0 , D(Φ) = {g ∈

H̃0
0 |
√
|·|H((·)2−q2)

4
√

(·)2−q2
Fg ∈ H0

0} для q > 0 i D(Φ) = {g ∈ H̃0
0 |

Fg
(·) ∈ H

0
0} для

q = 0,

Φg = F−1
σ→x

(
−i√
σ2 + q2

(Fg)
(√

σ2 + q2
))

, g ∈ D(Φ), (5.50)

та Φ̂ : H̃0
0 → Ĥ0

0 , D(Φ̂) = {g ∈ H̃0
0 |
√
|·|H((·)2−q2)

4
√

(·)2−q2
F(g sgn(·)) ∈ H0

0} для

q > 0 i D(Φ) = H̃0
0 для q = 0,

Φ̂g = F−1
σ→x

(
(F (sgn(·) g))

(√
σ2 + q2

))
, g ∈ D(Φ̂), (5.51)

бачимо, що

Λf = −

ΦI0
oddf

Φ̂I0
oddf

 , f ∈ D(Λ) = D(Φ) ∩D(Φ̂), (5.52)

Для q = 0 маємо Φ = ∂−1, де ∂ = d/dx, та Φ̂ = sgn(·), тобто це оператор

множення на sgnx. Оператори Φ та Φ̂ було вивчено в пiдроздiлi 2.2,

зокрема, областi визначення цих операторiв та оператора Λ описуються

формулами (2.41) та (2.42).

У пiдроздiлi 1.4 було показано, що множини LT , LT , L, MT , MT ,

M вiдповiдають за властивостi керованостi керованостi системи (1.13),

(1.14), тому далi ми проведемо дослiдження цих множин. Для заданого

T > 0 обчислимо MT , MT та M. Цiлком аналогiчно теоремам 5.4 та

5.5, застосовуючи теореми 2.27–2.29 замiсть теорем 2.8–2.10, одержуємо

наступнi двi теореми.
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Теорема 5.22. Нехай T > 0 та W0 ∈ Ĥ1
0. Тодi W0 ∈ MT в тому i

лише тому випадку, коли виконано три умови

supp w0
0 ⊂ [−T, T ], w0

1 − Φ̂TΦ−1
T w0

0 = 0 та w0
0
′ ∈ L∞(R). (5.53)

Теорема 5.23. Нехай T > 0 та W0 ∈ Ĥ1
0. Тодi W0 ∈ MT в тому i

лише тому випадку, коли виконано двi умови

supp w0
0 ⊂ [−T, T ] та w0

1 − Φ̂TΦ−1
T w0

0 = 0. (5.54)

Наступна теорема є аналогом теореми 5.6.

Теорема 5.24. Справедливi твердження:

(i) Якщо q > 0, то M = Ĥ1
0.

(ii) Якщо q = 0, то M =
{

W0 ∈ Ĥ1
0 | w0

1 − sgn(·) w0
0
′ = 0

}
.

Доведення. (i) Нехай q > 0 та W0 ∈ Ĥ1
0. Тодi за теоремами 2.37 та

2.39 маємоw0
0

0

 ∈ Φ(N(Φ̂) ∩ H̃0
1) та

 0

w0
1

 ∈ Φ̂(N(Φ) ∩ H̃0
1).

Тому iснують послiдовностi {un0}∞n=1 ⊂ N(Φ̂)∩H̃0
1 та {un0}∞n=1 ⊂ N(Φ)∩H̃0

1

такi, що

∥∥Φun0 − w0
0

∥∥1

0
→ 0 та

∥∥∥Φ̂un1 − w0
1

∥∥∥1

0
→ 0, коли n→∞.

Тому для un = un0 + un1 маємо un ∈ H̃0
1 , n ∈ N, i

∥∥Φun − w0
0

∥∥1

0
→ 0 та

∥∥∥Φ̂un − w0
1

∥∥∥1

0
→ 0, коли n→∞. (5.55)
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Очевидно, що для кожного n ∈ N функцiю un можна наблизити в H̃0
1

обмеженими функцiями з компактними носiями. Враховуючи теорему

2.30 та (5.55), одержуємо W0 ∈ M. Оскiльки ми розглядали довiльне

W0 ∈ Ĥ1
0, то M = H̃1

0.

(ii) Нехай q = 0. Якщо W0 ∈M, то iснують послiдовностi {T n}∞n=1 ⊂

R+ i {un}∞n=1 ⊂ L∞(R+) такi, що suppun ∈ [0, Tn], n ∈ N, i W0 +Λun → 0

в Ĥ1
0, коли n→∞. Остання границя означає, що

∥∥w0
0 − ∂−1ũn

∥∥1

0
→ 0 та

∥∥w0
1 − ũn sgn(·)

∥∥0

0
→ 0, коли n→∞, (5.56)

де ũn є непарним продовженням un. Отже,

w0
1 − sgn(·) w0

0
′ = 0 (5.57)

Нехай тепер для W0 виконано умову (5.57). Припустимо спочатку, що

W0 ∈ Ĥ2
0. За теоремою 1.2 маємо w0

0 ∈ C1(R), тому iснує послiдовнiсть

{Tn}∞n=1 ∈ R+ така, що Tn → ∞ та
√
Tnw

0
0(Tn) → 0, коли n → ∞.

Позначимо

ûn(t) =
w0

0(0)H(T 2
n − t2)

w0
0(0)− w0

0(Tn)

(
w0

0(t)− w0
0(Tn)

)
, t ∈ R, n ∈ N. (5.58)

Тодi для ũn = ûn
′ виконано умови (5.56), тобто, W0 ∈M. Тут враховано

те, що ũn ∈ C(R) i тому ũn ∈ L∞(R). Оскiльки за теоремою 1.1 Ĥ2
0

є щiльним в Ĥ1
0, то для кожного W0 ∈ Ĥ1

0, для якого виконано умову

(5.57), маємо W0 ∈M. 2

Як ми вже згадували на початку цього пункту, простори Ĥm та Ĥm
0

iзоморфнi, i Ĥm = Ĥm
0 (як множини), m ∈ Z. Тому в теоремах 5.22–
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5.24 простiр Ĥ1
0 можна замiнити на Ĥ1 i систему (1.13), (1.14) також

розглядати в просторах H = Ĥ1 i H = Ĥ0 (див. теорему 1.4).

Враховуючи (5.47) та теореми 5.22 i 5.23, з твердження 1.24 одержу-

ємо критерiй керованостi для системи (5.44), (5.45) за заданий час.

Теорема 5.25. Нехай T > 0.

(i) Стан W0 ∈ Ĥ1 системи (5.44), (5.45) є наближено L∞-керованим за

заданий час T тодi i лише тодi, коли виконано двi умови:

supp w0
0 ⊂ [−T, T ], (5.59)

w0
1 − Φ̂TΦ−1

T w0
0 = 0. (5.60)

(ii) Стан W0 ∈ Ĥ1 системи (5.44), (5.45) є L∞-керованим за заданий час

T тодi i лише тодi, коли виконано три умови: (5.59), (5.60) та

w0
0
′ ∈ L∞(R). (5.61)

Крiм того, за умов (5.59)–(5.61) керування u(t) = w0
0
′(t), t ∈ [0, T ],

розв’язує задачу L∞-керованостi за час T .

Зауваження 5.26. Для q = 0 умова (5.60) набирає вигляду

w0
1 − sgn(·) w0

0
′ = 0. (5.62)

У випадку q > 0 наступний критерiй керованостi системи (5.44),

(5.45) за вiльний час одразу випливає з тверджень 1.24, 1.25, (5.47) та

теореми 5.24.

Теорема 5.27. Для q > 0 будь-який стан W0 ∈ Ĥ1 системи (5.44),

(5.45) є наближено L∞-керованим за вiльний час.
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Для q = 0 оператори групи S не є рiвномiрно обмеженими вiдносно

t ∈ R (див. (5.47)). Тому твердження 1.25 в цьому випадку застосувати

неможливо. Проте висновок цього твердження залишається в силi, тобто,

L = M i для q = 0. Це випливає з наступної теореми.

Теорема 5.28. Для q = 0 стан W0 ∈ Ĥ1 системи (5.44), (5.45) є

наближено L∞-керованим за вiльний час тодi i лише тодi, коли виконано

умову (5.62).

Доведення. Достатнiсть (5.62). Нехай спочатку для W0 ∈ Ĥ2 ви-

конано (5.62). Розглянемо послiдовностi {Tn}∞n=1 ⊂ R+, Tn → ∞,
√
Tnw

0
0(Tn) → 0, коли n → ∞, та {ũn}∞n=1 ⊂ L∞(R), ũn = ûn

′,

supp ûn ⊂ [−Tn, Tn], n ∈ N, з доведення теореми 5.24 (див. (5.58)), для

якої виконано умови (5.57). Вiдмiтимо, що ûn(0) = w0
0(0), n ∈ N. Скори-

ставшись формулами (1.15), (5.13), (5.50) та (5.51), одержуємо, що

Wn(x, Tn) = S(T )

 w0
0 − ∂−1ũn(

sgn(·)(w0
0 − ∂−1ũn)

)′
 (x)

=

 (w0
0 − ûn)(x+ Tn)H(x+ Tn) + (w0

0 − ûn)(Tn − x)H(Tn − x)(
(w0

0 − ûn)(x+ Tn)H(x+ Tn)− (w0
0 − ûn)(Tn − x)H(Tn − x)

)′


де Wn є розв’язком задачi (1.13), (1.13) з u = ũn, T = Tn, n ∈ N. Оскiльки

‖f ′‖0
= ‖f ′‖0

0 = ‖σFf‖0
0 ≤ ‖Ff‖

0
1 = ‖f‖1

0 = ‖f‖1 , f ∈ H1, (5.63)

то, враховуючи (5.58), звiдси одержуємо

|||Wn(·, Tn)|||1 ≤ 2
∥∥w0

0 − ∂−1ũn
∥∥1 → 0, коли n→∞. (5.64)
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Отже, стан W0 системи (5.44), (5.45) є наближено L∞-керованим за вiль-

ний час. Оскiльки за теоремою 1.1 Ĥ2
0 є щiльним в Ĥ1

0, то кожний стан

W0 ∈ Ĥ1
0, для якого виконано умову (5.57), є наближено L∞-керованим

за вiльний час.

Необхiднiсть (5.62). Нехай стан W0 ∈ Ĥ1 системи (5.44), (5.45) є

наближено L∞-керованим за вiльний час, тобто iснують послiдовностi

{Tn}∞n=1 ⊂ R+ та {ũn}∞n=1 ⊂ L∞(R), supp ũn ⊂ [−Tn, Tn], n ∈ N, такi, що

для розв’язку Wn =

Wn
0

Wn
1

 задачi (1.13), (1.13) з u = ũn, T = Tn, n ∈ N

маємо

|||Wn(·, Tn)|||1 → 0, коли n→∞. (5.65)

З формул (1.15), (5.13), (5.50) та (5.51) одержуємо w0
0 − ∂−1ũn

w0
1 − sgn(·)ũn

 = S(−Tn)Wn(·, Tn).

Тому

(
w0

0 − ∂−1ũn
)′

=Wn
0
′(x− Tn) + Wn

0
′(x+ Tn)

+ Wn
1 (x− Tn)−Wn

0 (x+ Tn)

w0
1 − sgn(·)ũn =Wn

0
′(x− Tn)−Wn

0
′(x+ Tn)

+ Wn
1 (x− Tn) + Wn

0 (x+ Tn).

За (5.65) звiдси випливає, що∥∥w0
0
′ − ũn

∥∥0 → 0 та
∥∥w0

1 − sgn(·)ũn
∥∥0 → 0, коли n→∞.

Отже, умову (5.62) виконано. 2
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5.1.4. Застосування продовженого оператора Φ[q] до задач

керованостi для хвильового рiвняння, керованого крайовою

умовою Неймана. Нехай w[0] є розв’язком рiвняння (5.40). Нехай та-

кож q > 0 i w[q](·, t) = Φ[q]w[0](·, t), t ∈ (0, T ). Тодi w[q] є розв’язком рiвня-

ння (5.44) з тим самим u (див. теореми 2.41, 2.42). За теоремою 2.40:(iv)

iснують функцiї g1 ∈ H̃0
0 i g2 ∈ H̃0

0 такi, що g1 6= g2 i Φ[q]g1 = Φ[q]g2.

Позначаючи через w
[0]
1 розв’язок рiвняння (5.40) за умови (5.5) з w0

0 = g1

i довiльним w0
1 ∈ H̃−1

0 , а через w
[0]
2 — розв’язок рiвняння (5.40) за умо-

ви (5.5) з w0
0 = g2 i тим самим w0

1, одержуємо два рiзнi розв’язки w
[0]
1

i w
[0]
2 рiвняння (5.40), для яких w

[q]
1 = w

[q]
2 , де w

[q]
1 (·, t) = Φ[q]w

[0]
1 (·, t),

w
[q]
2 (·, t) = Φ[q]w

[0]
2 (·, t), t ∈ (0, T ), тому, що за побудовою w

[q]
1 i w

[q]
2 є

розв’язками рiвняння (5.44) з однаковими початковими умовами, а за те-

оремою 5.19 розв’язок задачi (5.44), (5.45) є єдиним. Таким чином, двом

рiзним розв’язкам рiвняння (5.40) може вiдповiдати лише один розв’язок

рiвняння (5.44) (образ цих розв’язкiв пiд дiєю оператора Φ[q]).

На с. 40 було введено множини LT , LT та L, загальнi властивостi яких

подано в твердженнях 1.24, 1.25 та формулах (1.16)–(1.19). Позначимо

через L
[0]
T , L̃[0]

T та L[0] множини LT , LT та L, вiдповiдно, для керованої

системи (5.40), (5.5). Позначимо також через L
[q]
T , L

[q]

T та L[q] множини

LT , LT та L, вiдповiдно, для керованої системи (5.44), (5.45). З формули

(1.19), твердження 1.25 та теорем 2.40, 2.43, 5.22—5.28 випливає наступна

теорема
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Теорема 5.29. Для q > 0 маємо

L
[0]
T ( L

[0]

T ( L[0] ( H̃0

↓ ↓ ↓ ↓

Φ[q]L
[0]
T ( Φ[q]L

[0]

T ( Φ[q]L[0] ( Ĥ1

= =

(

=

L
[q]
T ( L

[q]

T ( L[q] = Ĥ1

.

5.1.4.1. Керованiсть умовами Неймана в просторах Ĥ
s[1/2]
0 .

Нехай q = 0. Розглянемо задачу (5.44), (5.45) в просторах Ĥs[1/2]
0 , а саме,(

d
dt

)m
w : [0, T ]→ Ĥ

−m+1/2[1/2]
0 , m = 0, 1, 2; w0

0 ∈ Ĥ
1/2[1/2]
0 , w0

1 ∈ Ĥ
−1/2[1/2]
0 .

Позначимо через A : Ĥ
1/2[1/2]
0 → Ĥ

−3/2[1/2]
0 диференцiальний оператор(

d
dx

)2, а через B : R → Ĥ
−3/2[1/2]
0 — оператор множення на −

√
2
πδ(x).

Отже, (5.44), (5.45) перетворюється на (1.11), (1.12), де H0 = Ĥ
1/2[1/2]
0 ,

H1 = Ĥ
−1/2[1/2]
0 та H2 = Ĥ

−3/2[1/2]
0 . Керована система (1.13), (1.14) еквi-

валентна системi (1.11), (1.12), а, отже, i системам (5.4), (5.5). Тому

далi ми будемо розглядати систему (1.13), (1.14), де H = H̃
1/2[1/2]
0 та

H = H̃
−1/2[1/2]
0 .

Повторюючи мiркування, зробленi вище, застосовуючи теорему 1.3,

одержуємо, що для кожного t ∈ R оператори S(t) : Ĥ
−1/2[1/2]
0 → Ĥ

−1/2[1/2]
0 ,

D(S(t)) = Ĥ
−1/2[1/2]
0 , що є операторами згортки (за x) з E(·, t), утворю-

ють C0-групу S : R → L(H̃
−1/2[1/2]
0 ), яку генерує оператор A керованої

системи (1.13), (1.14). Тому для кожного u ∈ L∞(0, T ) єдиний розв’язок

цiєї системи має вигляд (1.15). З (5.189), з урахуванням зауваження 5.65,
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випливає оцiнка

|||S(t)|||−1/2[1/2]
0 ≤ 2

√
(1 + t2), t ∈ R. (5.66)

Беручи до уваги (1.15), (5.10), (5.13) i (5.33), одержуємо аналоги те-

орем 5.19 i 5.20.

Теорема 5.30. Нехай u ∈ L∞(0, T ) та W0 ∈ Ĥ
1/2[1/2]
0 . Тодi єдиним

розв’язком системи (5.44), (5.45) є

w(x, t) = E(x, t) ∗

 w0
0(x)− ũt(x)

w0
1(x)− sgn(x) (ũt(x))

′

 , x ∈ R, t ≥ 0, (5.67)

де ∗ є згорткою за x, ũt(x) = 1√
2π
∂−1
(
u(x)(H(x)−H(x−t))−u(−x)(H(x+

t) − H(x))
)
, x ∈ Rn, t ≥ 0, ∂−1f(x) =

∫ x
−∞ f(ξ) dξ, якщо f ∈ L2(R) є

непарною i має компактний носiй.

Теорема 5.31. Нехай u ∈ L∞(0, T ) та W0 ∈ Ĥ
1/2[1/2]
0 . Тодi розв’язок

системи (5.4), (5.5) задовольняє умову∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
w(·, t)

wt(·, t)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
1/2[1/2]

0

≤ 2
√

(1 + T 2)
(∥∥W0

∥∥1/2[1/2]

0
+ ‖u‖L∞(0,T )

)
, t ∈ [0, T ].

тобто, задача (5.44), (5.45) є коректно поставленою.

З теореми 5.30 випливає формула для оператора Λ:

Λf = lim
T→∞

∫ T

0

S(−ξ)Bf(ξ) dξ = − 1√
2π

 ũ

sgn(·) (ũ)′

 ,

де ũ(x) = ∂−1
(
u(x)(H(x)−H(x−T ))−u(−x)(H(x+T )−H(x))

)
, x ∈ R.
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У пiдроздiлi 1.4 було показано, що множини LT , LT , L, MT , MT ,

M вiдповiдають за властивостi керованостi керованостi системи (1.13),

(1.14), тому далi ми проведемо дослiдження цих множин. Для заданого

T > 0 обчислимо MT , MT та M.

Враховуючи теорему 4.10, аналогiчно доведенню теорем 5.22, 5.23 i

5.24 доводимо наступнi три теореми.

Теорема 5.32. Нехай T > 0 та W0 ∈ Ĥ
1/2[1/2]
0 . Тодi W0 ∈MT в тому

i лише тому випадку, коли виконано три умови

supp w0
0 ⊂ [−T, T ], w0

1 − sgn(·) w0
0
′ = 0 та w0

0 ∈ L∞(R). (5.68)

Теорема 5.33. Нехай T > 0 та W0 ∈ Ĥ
1/2[1/2]
0 . Тодi W0 ∈MT в тому

i лише тому випадку, коли виконано двi умови

supp w0
0 ⊂ [−T, T ] та w0

1 − sgn(·) w0
0
′ = 0. (5.69)

Теорема 5.34. Справедливi твердження: Нехай W0 ∈ Ĥ
1/2[1/2]
0 . Тодi

W0 ∈M в тому i лише тому випадку, коли виконано умову

w0
1 − sgn(·) w0

0
′ = 0. (5.70)

Враховуючи (5.66) та теореми 5.32 i 5.33, з твердження 1.24 одержу-

ємо критерiй керованостi для системи (5.44), (5.45) за заданий час.

Теорема 5.35. Нехай T > 0.

(i) Стан W0 ∈ Ĥ
1/2[1/2]
0 системи (5.44), (5.45) є наближено L∞-керованим

за заданий час T тодi i лише тодi, коли виконано двi умови:

supp w0
0 ⊂ [−T, T ], (5.71)
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w0
1 − sgn(·) w0

0
′ = 0. (5.72)

(ii) Стан W0 ∈ Ĥ
1/2[1/2]
0 системи (5.44), (5.45) є L∞-керованим за заданий

час T тодi i лише тодi, коли виконано три умови: (5.71), (5.72) та

w0
0
′ ∈ L∞(R). (5.73)

Крiм того, за умов (5.71)–(5.73) керування u(t) = w0
0
′(t), t ∈ [0, T ],

розв’язує задачу L∞-керованостi за час T .

Оператори групи S не є рiвномiрно обмеженими вiдносно t ∈ R (див.

(5.66)). Тому твердження 1.25 в цьому випадку застосувати неможливо.

Проте, висновок цього твердження залишається в силi, тобто, L = M.

Це випливає з наступної теореми.

Теорема 5.36. Стан W0 ∈ Ĥ
1/2[1/2]
0 системи (5.44), (5.45) є наближе-

но L∞-керованим за вiльний час тодi i лише тодi, коли виконано умову

(5.72).

Доведення. Достатнiсть (5.72) одразу випливає з теорем 5.28, 4.10

i висновку 4.9. Необхiднiсть (5.72) доводимо, повторюючи мiркування,

використанi при доведеннi необхiдностi умови (5.62) в теоремi 5.28. 2

5.2. Керованiсть хвильового рiвняння на

пiвплощинi

У цьому пiдроздiлi дослiджено керованiсть хвильового рiвняння зi

сталими коефiцiєнтами на пiвплощинi. Результати проiлюстровано при-

кладами 7.14–7.15 в пiдроздiлi 7.
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5.2.1. Керованiсть умовами Дiрiхле. Розглянемо хвильове рiв-

няння

ztt = ∆z, ξ1 > 0, ξ2 ∈ R, t ∈ (0, T ), (5.74)

кероване крайовою умовою Дiрiхле

z(0, ξ2, t) = δ(ξ2)u(t), ξ2 ∈ R, t ∈ (0, T ), (5.75)

за початкових умов

z(ξ, 0) = z0
0(ξ), zt(ξ, 0) = z0

1(ξ), ξ1 > 0, ξ2 ∈ R, (5.76)

де T > 0 — деяка стала; z(·, t) ∈ H̃
−1/2
+ (R+ × R), t ∈ [0, T ];

(
d
dt

)m
z :

[0, T ] → H
−m−1/2
⊕ (R+ × R), m = 0, 1, 2; u ∈ L∞(0, T ) — керування; z0

0 ∈

H̃
−1/2
+ (R+ × R), z0

1 ∈ H̃
−3/2
+ (R+ × R) — початковi данi.

Позначимо через z, z0
0 та z0

1 непарнi продовження за ξ1 для z, z0
0 та

z0
1, вiдповiдно. Скориставшись теоремою 4.4, бачимо, що z задовольняє

систему

ztt = ∆z− 2uδξ1, ξ ∈ R, t ∈ (0, T ), (5.77)

z(x, 0) = z0
0(x), zt(x, 0) = z0

1(x), x ∈ R, (5.78)

де δ — це розподiл Дiрака за ξ;
(
d
dt

)m
z : [0, T ]→ H̃

−m−1/2
0 (R2),m = 0, 1, 2;

z0
0 ∈ H̃

−1/2
0 (R2), z0

1 ∈ H̃
−3/2
0 (R2). З теореми 4.7 випливає, що для розв’язку

z системи (5.77), (5.78) виконано умову

z(+0, ξ2, t) = δ(ξ2)u(t) м. с. на [0, T ]. (5.79)

отже, звуження цього розв’язку на R+ × R задовольняє систему (5.74)–

(5.76). Таким чином, системи (5.74)–(5.76) i (5.77), (5.78) є еквiвалентни-
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ми, тому далi ми розглядатимемо систему (5.77), (5.78) замiсть (5.74)–

(5.76). Позначимо Z0 =

z0
0

z0
1

. Бачимо, що Z0 ∈ H̃
−1/2
0 (R2). Зрозумiло,

що ця керована система має вигляд (1.11), (1.12).

Скориставшись формулою Пуассона (див., напр., [86, Chap. 3]), одер-

жуємо

z(ξ, t) =
1

2π

∂

∂t

(
H(t2 − |ξ|2)√

t2 − |ξ|2
∗ z0

0(ξ)

)
+

1

2π

H(t2 − |ξ|2)√
t2 − |ξ|2

∗ z0
1(ξ)

− 1

π

∂

∂ξ1

∫ t

0

H(ξ2 − |ξ|2)√
τ 2 − |x|2

u(t− τ) dτ,

де ∗ є згорткою за ξ.

Теорема 5.37. Нехай керування un(t), t ∈ [0, Tn], n = 1,∞, розв’язу-

ють проблему наближеної L∞-керованостi стану Z0 ∈ H̃
−1/2
0 (R2) системи

(5.77), (5.78) за вiльний час. Нехай zn є розв’язком системи (5.77), (5.78)

з u = un, T = Tn, n = 1,∞. Тодi цей розв’язок є єдиним, Z0 ∈ H̃HHH−1/2 i

zn(·, t) ∈ H̃−1/2, t ∈ [0, Tn], n = 1,∞.

Доведення. Оскiльки керування un(t), t ∈ [0, Tn], n = 1,∞, розв’язу-

ють проблему наближеної L∞-керованостi стану Z0 ∈ H̃
−1/2
0 (R2) системи

(5.77), (5.78) за вiльний час, то∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
zn0(·, Tn)

zn1(·, Tn)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
−1/2

0

→ 0 as n→∞. (5.80)

Позначимо

V0 = FZ0, Vn(·, t) = F

zn0(·, t)

zn1(·, t)

 , t ∈ [0, Tn], n = 1,∞.
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Для n = 1,∞, застосовуючи перетворення Фур’є за ξ до системи (5.77),

(5.78) з u = un, T = Tn, одержуємо

d

dt
Vn =

 0 1

−|σ|2 0

Vn − 1

π
un(t)

0

1

 , t ∈ (0, T ), (5.81)

V(·, 0) = V0, (5.82)

де
(
d
dt

)m
V : [0, T ] → H̃−m−1/2(R2), m = 0, 1, V0 ∈ H̃−1/2(R2). Отже, для

n = 1,∞, функцiя

Vn(σ, t) =

 cos(t|σ|) sin(t|σ|)
|σ|

−|σ| sin(t|σ|) cos(t|σ|)


×

V0(σ)− iσ1
1

π

∫ t

0

 sin(ξ|σ|)
|σ|

cos(ξ|σ|)

un(ξ) dξ

 (5.83)

є єдиним розв’язком (5.81), (5.82). Тому z є єдиним розв’язком (5.77),

(5.78). Беручи до уваги (5.80), одержуємо

|||Vn(·, Tn)|||0−1/2 → 0 as n→∞. (5.84)

Позначимо Un(t) = un(t)(H(t) − H(t − T )), t ∈ R; νn = FUn; ν̃n(σ) =

νn(|σ|) − νn(−|σ|), ν̂n(σ) = νn(|σ|) + νn(−|σ|), σ ∈ R2, n = 1,∞. Врахо-

вуючи (5.84), одержуємо∥∥∥∥∥|σ|V0
0 −

√
2

π
iσ1ν̃n

∥∥∥∥∥
0

−3/2

→ 0 and

∥∥∥∥∥V0
1 −

√
2

π
iσ1ν̂n

∥∥∥∥∥
0

−3/2

→ 0 as n→∞.

Оскiльки HHHH0 є повним простором i V0 ∈ H̃−1/2(R2), то V0 ∈ H̃HHH−1/2.

Отже, Z0 ∈ H̃HHH−1/2. Скориставшись (5.83), одержуємо Vn(·, t) ∈ H̃HHH−1/2,

t ∈ [0, Tn], тому маємо zn(·, t) ∈ H̃−1/2, t ∈ [0, Tn], n = 1,∞. Теорему

доведено. 2
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Звiдси одержуємо наступний висновок.

Висновок 5.38. Нехай T > 0, u ∈ L∞(0, T ) i Z0 ∈ H̃HHH−1/2. Якщо z є

розв’язком системи , то z(·, t) ∈ H̃−1/2, t ∈ [0, T ].

Скориставшись теоремою 5.37 i висновком 5.38, ми можемо розгля-

дати проблеми L∞-керованостi системи (5.77), (5.78) у просторi H̃HHH−1/2

замiсть простору H̃
−1/2
0 (R2).

Беручи до уваги теореми 4.11—4.13, одержуємо наступнi двi теореми.

Теорема 5.39. Нехай T > 0, u ∈ L∞(0, T ), W0 ∈ H̃
−1/2[1/2]
0 , Z0 =

ΨW0. Якщо w є розв’язком системи (5.4), (5.5) i z(·, t) = Ψw(·, t), t ∈

[0, T ], то z є розв’язком системи (5.77), (5.78), Z0 ∈ H̃HHH−1/2 i z(·, t) ∈ H̃−1/2,

t ∈ [0, T ].

Теорема 5.40. Нехай T > 0, u ∈ L∞(0, T ), Z0 ∈ H̃HHH−1/2, W0 = Ψ−1Z0.

Якщо z є розв’язком системи (5.77), (5.78) i w(·, t) = Ψ−1z(·, t), t ∈ [0, T ],

то w є розв’язком системи (5.4), (5.5), W0 ∈ H̃
−1/2[1/2]
0 i w(·, t) ∈ H̃

−1/2[1/2]
0 ,

t ∈ [0, T ].

З теорем 4.11, 5.39 i 5.40 одержуємо наступний висновок.

Висновок 5.41. Нехай Z0 ∈ H̃HHH−1/2 i W0 = Ψ−1Z0. Тодi справедливi

наступнi твердження.

(i) Стан Z0 системи (5.77), (5.78) є L∞-керованим за заданий час T > 0

тодi i лише тодi, коли стан W0 системи (5.4), (5.5) є L∞-керованим

за той же час.
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(ii) Стан Z0 системи (5.77), (5.78) є наближено L∞-керованим за зада-

ний час T > 0 тодi i лише тодi, коли стан W0 системи (5.4), (5.5) є

наближено L∞-керованим за той же час.

(iii) Стан Z0 системи (5.77), (5.78) є наближено L∞-керованим за вiльний

час тодi i лише тодi, коли стан W0 системи (5.4), (5.5) є наближено

L∞-керованим за вiльний час.

Таким чином, двовимiрна керована система (5.77), (5.78) вiдтворює

властивостi керованостi одновимiрної керованої системи (5.4), (5.5) i нав-

паки.

З теорем 4.20, 5.37, 5.17, 5.18 и висновкiв 5.38, 5.41 одержуємо насту-

пнi двi теореми.

Теорема 5.42. Нехай T > 0.

(i) Стан Z0 ∈ H̃
−1/2
0 (R2) системи (5.77), (5.78) є наближено L∞-

керованим за заданий час T тодi i лише тодi, коли виконано три

умови:

Z0 ∈ H̃HHH−1/2, (5.85)

z0
1 = Ψ

((
sgn(·) Ψ−1z0

0

)′)
, (5.86)

supp Z0 ⊂ DT , (5.87)

(5.88)

де DT = {x ∈ R2 | |x| ≤ T}.

(ii) Стан Z0 ∈ H̃
−1/2
0 системи (5.77), (5.78) є L∞-керованим за заданий
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час T тодi i лише тодi, коли виконано чотири умови: (5.85)–(5.87) та

Ψ−1z0
0 ∈ L∞(R), (5.89)

Крiм того, за умов (5.85)–(5.89) керування u(t) = Ψ−1z0
0(t), t ∈ [0, T ],

розв’язує задачу L∞-керованостi за час T .

Теорема 5.43. Стан Z0 ∈ H̃
−1/2
0 (R2) системи (5.77), (5.78) є набли-

жено L∞-керованим за вiльний час тодi i лише тодi, коли виконано двi

умови: (5.85) i (5.86).

На с. 40 було введено множини LT , LT та L, загальнi властивостi яких

подано в твердженнях 1.24, 1.25 та формулах (1.16)–(1.19). Позначимо

через L[1D]
T , L

[1D]

T та L[1D] множини LT , LT та L, вiдповiдно, для керованої

системи (5.4), (5.5) з q = 0 в H̃
−3/2[1/2]
0 . Позначимо також через L[2D]

T , L
[2D]

T

та L[2D] множини LT , LT та L, вiдповiдно, для керованої системи (5.77),

(5.78). З формули (1.19), твердження 1.25 та теорем 4.11, 5.14–5.18, 5.42,

5.43 випливає наступна теорема

Теорема 5.44. Маємо

L
[1D]
T ( L

[1D]

T ( L[1D] ( H̃
−1/2[1/2]
0

↓ ↓ ↓ ↓

ΨL
[1D]
T ( ΨL

[1D]

T ( ΨL[1D] ( H̃HHH−1/2

= = = =

L
[2D]
T ( L

[2D]

T ( L[2D] ( H̃HHH−1/2

.
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5.2.2. Керованiсть умовами Неймана. Розглянемо хвильове

рiвняння

ztt = ∆z, ξ1 > 0, ξ2 ∈ R, t ∈ (0, T ), (5.90)

кероване крайовою умовою Неймана

zξ1(0, ξ2, t) = δ(ξ2)u(t), ξ2 ∈ R, t ∈ (0, T ), (5.91)

за початкових умов

z(ξ, 0) = z0
0(ξ), zt(ξ, 0) = z0

1(ξ), ξ1 > 0, ξ2 ∈ R, (5.92)

де T > 0 — деяка стала; z(·, t) ∈ Ĥ
1/2
+ (R+ × R), t ∈ [0, T ];

(
d
dt

)m
z :

[0, T ] → H
−m+1/2
⊕ (R+ × R), m = 0, 1, 2; u ∈ L∞(0, T ) — керування; z0

0 ∈

Ĥ
1/2
+ (R+ × R), z0

1 ∈ Ĥ
−1/2
+ (R+ × R) — початковi данi.

Позначимо через z, z0
0 та z0

1 парнi продовження за ξ1 для z, z0
0 та

z0
1 , вiдповiдно. Скориставшись виновком 4.6, бачимо, що z задовольняє

систему

ztt = ∆z− 2uδ, ξ ∈ R, t ∈ (0, T ), (5.93)

z(x, 0) = z0
0(x), zt(x, 0) = z0

1(x), x ∈ R, (5.94)

де δ — це розподiл Дiрака за ξ;
(
d
dt

)m
z : [0, T ]→ Ĥ

−m+1/2
0 (R2),m = 0, 1, 2;

z0
0 ∈ Ĥ

1/2
0 (R2), z0

1 ∈ Ĥ
−1/2
0 (R2). З теореми 4.7 випливає, що для розв’язку

z системи (5.93), (5.94) виконано умову

zξ1(+0, ξ2, t) = δ(ξ2)u(t) м. с. на [0, T ]. (5.95)

отже, звуження цього розв’язку на R+ × R задовольняє систему (5.90)–

(5.92). Таким чином, системи (5.90)–(5.92) i (5.93), (5.94) є еквiвалентни-
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ми, тому далi ми розглядатимемо систему (5.93), (5.94) замiсть (5.90)–

(5.92). Позначимо Z0 =

z0
0

z0
1

. Бачимо, що Z0 ∈ Ĥ
1/2
0 (R2). Зрозумiло, що

ця керована система має вигляд (1.11), (1.12).

Скориставшись формулою Пуассона (див., напр., [86, Chap. 3]), одер-

жуємо

z(ξ, t) =
1

2π

∂

∂t

(
H(t2 − |ξ|2)√

t2 − |ξ|2
∗ z0

0(ξ)

)
+

1

2π

H(t2 − |ξ|2)√
t2 − |ξ|2

∗ z0
1(ξ)

− 1

π

∫ t

0

H(ξ2 − |ξ|2)√
τ 2 − |x|2

u(t− τ) dτ,

де ∗ є згорткою за ξ.

Цiлком аналогiчно теоремi 5.37 доводимо наступну теорему

Теорема 5.45. Нехай керування un(t), t ∈ [0, Tn], n = 1,∞, розв’я-

зують проблему наближеної L∞-керованостi стану Z0 ∈ Ĥ
1/2
0 (R2) системи

(5.93), (5.94) за вiльний час. Нехай zn є розв’язком системи (5.93), (5.94)

з u = un, T = Tn, n = 1,∞. Тодi цей розв’язок є єдиним, Z0 ∈ ĤHHH1/2 i

zn(·, t) ∈ Ĥ1/2, t ∈ [0, Tn], n = 1,∞.

Звiдси одержуємо наступний висновок.

Висновок 5.46. Нехай T > 0, u ∈ L∞(0, T ) i Z0 ∈ ĤHHH1/2. Якщо z є

розв’язком системи , то z(·, t) ∈ Ĥ1/2, t ∈ [0, T ].

Скориставшись теоремою 5.45 i висновком 5.46, ми можемо розгля-

дати проблеми L∞-керованостi системи (5.77), (5.78) у просторi ĤHHH1/2 за-

мiсть простору Ĥ
1/2
0 (R2).

Беручи до уваги теореми 4.11—4.13, одержуємо наступнi двi теореми.
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Теорема 5.47. Нехай T > 0, u ∈ L∞(0, T ), W0 ∈ Ĥ
1/2[1/2]
0 , Z0 =

ΦW0. Якщо w є розв’язком системи (5.44), (5.45) i z(·, t) = Φw(·, t), t ∈

[0, T ], то z є розв’язком системи (5.93), (5.94), Z0 ∈ ĤHHH1/2 i z(·, t) ∈ Ĥ1/2,

t ∈ [0, T ].

Теорема 5.48. Нехай T > 0, u ∈ L∞(0, T ), Z0 ∈ ĤHHH1/2, W0 = Φ−1Z0.

Якщо z є розв’язком системи (5.93), (5.94) i w(·, t) = Φ−1z(·, t), t ∈ [0, T ],

то w є розв’язком системи (5.44), (5.45), W0 ∈ Ĥ
1/2[1/2]
0 i w(·, t) ∈ Ĥ

1/2[1/2]
0 ,

t ∈ [0, T ].

З теорем 4.11, 5.47 i 5.48 одержуємо наступний висновок.

Висновок 5.49. Нехай Z0 ∈ ĤHHH−1/2 i W0 = Φ−1Z0. Тодi справедливi

наступнi твердження.

(i) Стан Z0 системи (5.93), (5.94) є L∞-керованим за заданий час T > 0

тодi i лише тодi, коли стан W0 системи (5.44), (5.45) є L∞-керованим

за той же час.

(ii) Стан Z0 системи (5.93), (5.94) є наближено L∞-керованим за заданий

час T > 0 тодi i лише тодi, коли стан W0 системи (5.44), (5.45) є

наближено L∞-керованим за той же час.

(iii) Стан Z0 системи (5.93), (5.94) є наближено L∞-керованим за вiльний

час тодi i лише тодi, коли стан W0 системи (5.44), (5.45) є наближено

L∞-керованим за вiльний час.

Таким чином, двовимiрна керована система (5.93), (5.94) вiдтворює

властивостi керованостi одновимiрної керованої системи (5.44), (5.45) i
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навпаки.

З теорем 4.20, 5.45, 5.35, 5.36 и висновкiв 5.46, 5.49 одержуємо насту-

пнi двi теореми.

Теорема 5.50. Нехай T > 0.

(i) Стан Z0 ∈ Ĥ
1/2
0 (R2) системи (5.93), (5.94) є наближено L∞-керованим

за заданий час T тодi i лише тодi, коли виконано три умови:

Z0 ∈ H̃HHH1/2, (5.96)

z0
1 = Φ

(
sgn(·)

(
Φ−1z0

0

)′)
, (5.97)

supp Z0 ⊂ DT , (5.98)

(5.99)

де DT = {x ∈ R2 | |x| ≤ T}.

(ii) Стан Z0 ∈ Ĥ
1/2
0 системи (5.93), (5.94) є L∞-керованим за заданий час

T тодi i лише тодi, коли виконано чотири умови: (5.96)–(5.98) та(
Φ−1z0

0

)′ ∈ L∞(R), (5.100)

Крiм того, за умов (5.85)–(5.89) керування u(t) =
(
Ψ−1z0

0

)′
(t), t ∈

[0, T ], розв’язує задачу L∞-керованостi за час T .

Теорема 5.51. Стан Z0 ∈ Ĥ
1/2
0 (R2) системи (5.93), (5.94) є набли-

жено L∞-керованим за вiльний час тодi i лише тодi, коли виконано двi

умови: (5.96) i (5.97).

На с. 40 було введено множини LT , LT та L, загальнi властивостi яких

подано в твердженнях 1.24, 1.25 та формулах (1.16)–(1.19). Позначимо
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через L[1D]
T , L

[1D]

T та L[1D] множини LT , LT та L, вiдповiдно, для керованої

системи (5.44), (5.45) з q = 0 в Ĥ
−1/2[1/2]
0 . Позначимо також через L

[2D]
T ,

L
[2D]

T та L[2D] множини LT , LT та L, вiдповiдно, для керованої системи

(5.93), (5.94). З формули (1.19), твердження 1.25 та теорем 4.17, 5.32–5.36,

5.50, 5.51 випливає наступна теорема

Теорема 5.52. Маємо

L
[1D]
T ( L

[1D]

T ( L[1D] ( H̃
1/2[1/2]
0

↓ ↓ ↓ ↓

ΦL
[1D]
T ( ΦL

[1D]

T ( ΦL[1D] ( H̃HHH1/2

= = = =

L
[2D]
T ( L

[2D]

T ( L[2D] ( H̃HHH1/2

.

5.3. Стабiлiзацiя хвильового рiвняння

У цьому пiдроздiлi вивчено стабiлiзовнiсть хвильового рiвняння на

пiвосi за допомоги позицiйних керувань без запiзнення та позицiйних

керувань iз запiзненням.

5.3.1. Позицiйне керування без запiзнення за умов Дiрiхле.

Розглянемо хвильове рiвняння

wtt = wxx + υ, x > 0, t > 0, (5.101)

за умови Дiрiхле

w(0, t) = ω(t), t > 0, (5.102)

та за початкових умов

w(x, 0) = w0
0(x), wt(x, 0) = w0

1(x), x > 0, (5.103)
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де w(·, t) ∈ H̃0
+ = H0

⊕ є шуканою функцiєю, t ∈ [0,+∞);
(
d
dt

)m
w :

[0,+∞) → H−m⊕ , m = 0, 1, 2; ω ∈ L2(R+), w0
0 ∈ H̃0

+, w0
1 ∈ H̃−1

+ є за-

даними функцiями, υ є позицiйним керуванням вигляду

υ = b0w + b1wt, (5.104)

де b0 ∈ R та b1 ∈ R є сталими, що визначають це керування.

Позначимо через w, w0
0 та w0

1 непарнi продовження за x для w, w0
0 та

w0
1, вiдповiдно. Скориставшись теоремою 2.3, бачимо, що w задовольняє

систему

wtt = wxx + u− 2ωδ′, x ∈ R, t > 0, (5.105)

w(x, 0) = w0
0(x), wt(x, 0) = w0

1(x), x ∈ R, (5.106)

де δ — це розподiл Дiрака за x; ω з умови (5.102) є функцiєю вiд t;(
d
dt

)m
w : [0,+∞)→ H̃−m,m = 0, 1, 2; w0

0 ∈ H̃0, w0
1 ∈ H̃−1, u є позицiйним

керуванням вигляду

u = b0w + b1wt, (5.107)

де b0 ∈ R та b1 ∈ R є сталими, що визначають це керування. З висновку

5.3 випливає, що для розв’язку w системи (5.105), (5.106) виконано умову

w(+0, t) = ω(t) м. с. на R+. (5.108)

отже, звуження за x цього розв’язку на R+ задовольняє систему (5.101)–

(5.103). Таким чином, системи (5.101)–(5.103) i (5.105), (5.106) є еквiва-

лентними, тому далi ми розглядатимемо систему (5.105), (5.106) замiсть

(5.101)–(5.103). Позначимо W0 =

w0
0

w0
1

. Бачимо, що W0 ∈ H̃0. Зрозумi-

ло, що ця керована система має вигляд (1.21), (1.12).
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Оскiльки за теоремою 1.3 просториHm таHm
0 є iзоморфними,m ∈ Z,

то властивостi стабiлiзовностi (див. означення 1.26) системи (5.105),

(5.106) в просторах Hm збiгаються з властивостями керованостi цiєї си-

стеми в просторах Hm
0 . Далi нам буде зручно перейти до розгляду цi-

єї системи в просторах Hm
0 , тому що ми застосовуватимо перетворення

Фур’є та теорему 1.3 про те, що перетворення Фур’є є iзометричним iзо-

морфiзмом Hm
0 та H0

m.

Позначимо через A : H̃0
0 → H̃−2

0 диференцiальний оператор
(
d
dx

)2,

f(x, t) = −2δ′(x)ω(t), а F = {2δ′(x)ν(t) | ν ∈ L2(R+)}. Отже, (5.105),

(5.106) перетворюється на (1.21), (1.12), де H0 = H̃0
0 , H1 = H̃−1

0 та H2 =

H̃−2
0 . Керована система (1.23), (1.14) еквiвалентна системi (1.11), (1.12), а,

отже, i системам (5.101), (5.103) та (5.105), (5.106). Тому далi ми будемо

розглядати систему (1.23), (1.14), де H = H̃0
0 та H = H̃−1

0 . Беручи до

уваги теорему 1.3 та застосовуючи до (1.23), (1.14) перетворення Фур’є

за x, одержуємо

V′ = G̃ + B̃V + F, t > 0, (5.109)

V(0) = V0 (5.110)

де V(·, t) = Fx→σW(·, t), t ∈ [0,+∞), V0 = Fx→σW0; оператор G̃ : H̃−1 →

H̃−1, D(G̃) = H̃0, є оператором множення на матрицю

G(σ) =

 0 1

−σ2 0

 ,

а оператор B̃ : H̃−1 → H̃−1, D(B̃) = H̃0, є оператором множення на
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матрицю

B̃ =

 0 0

b0 b1

 .

Нехай задано деяке b > 0. Позначимо b0 = −b2, b1 = −2b. За висновками

5.68 та 5.69 оператор G̃ + B̃ є iнфiнiтезимальним генератором C0-групи

Σ̃b : R → L(H̃−1), де для кожного t ∈ R оператор Σ̃b(t) : H̃−1 → H̃−1,

D(Σ̃b(t)) = H̃−1, є оператором множення на матрицю

Σb(σ, t) =

cos(tσ) + b sin(tσ)
σ

sin(tσ)
σ

−(σ2 + b2) sin(tσ)
σ cos(tσ)− b sin(tσ)

σ

 , σ ∈ R,

помножену на e−bt. Тому єдиним розв’язком (5.109), (5.110) є

V(·, t) = Σ̃b(t)V
0 +

∫ t

0

Σ̃b(t− ξ)F (·, ξ) dξ, t ∈ [0,+∞).

V(σ, t) = e−btΣ(σ, t)V0(σ)− iσ
√

2

π

∫ t

0

s(t− ξ)ebξω(ξ) dξ, t ∈ [0,+∞),

(5.111)

де

s(ξ) =

 sin(ξσ)
σ

cos(ξσ)− b sin(ξσ)
σ

 , ξ ∈ R.

Звiдси, позначаючи

Eb(·, t) =
1√
2π

Fσ→xΣb(·, t), t ∈ R,

та застосовуючи теорему 1.3, одержуємо, що для кожного t ∈ R операто-

ри Sb(t) : H̃−1
0 → H̃−1

0 , D(Sb(t)) = H̃−1
0 , що є операторами множення на

e−bt згортки (за x) з Eb(·, t), утворюють C0-групу Sb : R → L(H̃−1
0 ), яку
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генерує оператор A + B системи (1.25), (1.14). Тому єдиний розв’язок

цiєї системи має вигляд (1.26). З (5.194) випливає оцiнка

|||Sb(t)|||00 = |||S(t)|||0 ≤ 2(1 + b2)
√

(1 + t2)e−bt, t ∈ R. (5.112)

Маємо

Eb(x, t) =
1

2

e11(x, t) e12(x, t)

e21(x, t) e22(x, t)

 , (x, t) ∈ R2, (5.113)

де

e11(x, t) = δ(x+ t) + δ(x− t) + b(H(x+ t)−H(x− t)),

e12(x, t) = H(x+ t)−H(x− t),

e21(x, t) = δ′(x+ t)− δ′(x− t)− b2(H(x+ t)−H(x− t)),

e22(x, t) = δ(x+ t) + δ(x− t)− b(H(x+ t)−H(x− t)).

Обчислимо тепер оператор Λb(t) : F→ H̃−1
0 ,

Λb(t)f =

∫ t

0

Sb(t− ξ)F (ξ) dξ, t > 0.

який було введено в пiдроздiлi 1.4. Маємо

(Λb(t)f) (x) =Fσ→x

√
π

2
iσ

∫ t

0

 sin((t−ξ)σ)
σ

cos((t− ξ)σ)− b sin((t−ξ)σ)
σ

 ebξω(ξ) dξ

=e−b|x|

 ωt(x)

− (ωt(x) sgnx)
′ − bωt(x)

 , (5.114)

де ωt(x) = ω(t− x)(H(x)−H(x− t))−ω(t+ x)(H(x+ t)−H(x)), x ∈ R,

штрих означає похiдну за x. Звiдси, враховуючи (1.26) та (5.113), одер-

жуємо, що єдиним розв’язком системи (5.105), (5.106) за умови (5.107)
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є

w(x, t) =
1

2
e−bt
(
w0

0(x+ t) + w0
0(x− t)− b

(
ŵ0

0(x+ t)− ŵ0
0(x− t)

)
+ ŵ0

1(x+ t)− ŵ0
1(x− t)

)
+ e−b|x|ωt(x), x ∈ R, t ≥ 0, (5.115)

де ŵ0
0 = F−1

((
Fŵ0

0

)
/(i(·))

)
, ŵ0

1 = F−1
((
Fŵ0

1

)
/(i(·))

)
. Оскiльки∫ t

0

∣∣e−bxω(t− x)
∣∣2 dx = e−2bt

∫ t

0

∣∣ebξω(ξ)
∣∣2 dξ

≤ e−bt
∫ t/2

0

|ω(ξ)|2 dξ +

∫ t

t/2

|ω(ξ)|2 dξ

≤ e−bt
(
‖ω‖L2(R+)

)2

+

∫ ∞
t/2

|ω(ξ)|2 dξ, t ≥ 0,

то

∥∥ωt∥∥0 ≤
√

2

(
e−bt/2 ‖ω‖L2(R+) +

√∫ ∞
t/2

|ω(ξ)|2 dξ

)
, t ≥ 0. (5.116)

Отже,

|||Λb(t)f |||0 ≤
√

2
√

1 + b2

(
e−bt/2 ‖ω‖L2(R+)

+

√∫ ∞
t/2

|ω(ξ)|2 dξ

)
→ 0, коли t→ +∞.

(5.117)

Скориставшись твердженням 1.27, беручи до уваги (5.112) та (5.117),

одержуємо наступну теорему.

Теорема 5.53. Система (5.105), (5.106) (а, отже i система (5.101)–

(5.103)) є стабiлiзовною. Зокрема, керування u = −b2w−2bwt з будь-яким

b > 0 стабiлiзує цю систему.



175

5.3.2. Позицiйне керування без запiзнення за умов Неймана.

Розглянемо хвильове рiвняння

wtt = wxx + υ, x > 0, t > 0, (5.118)

за умови Неймана

wx(0, t) = ω(t), t > 0, (5.119)

та за початкових умов

w(x, 0) = w0
0(x), wt(x, 0) = w0

1(x), x > 0, (5.120)

де w(·, t) ∈ Ĥ1
+ є шуканою функцiєю, t ∈ [0,+∞);

(
d
dt

)m
w : [0,+∞) →

H−m+1
⊕ , m = 0, 1, 2; ω ∈ L2(R+), w0

0 ∈ Ĥ1
+, w0

1 ∈ H̃0
+ є заданими функцiя-

ми, υ є позицiйним керуванням вигляду

υ = b0w + b1wt, (5.121)

де b0 ∈ R та b1 ∈ R є сталими, що визначають це керування.

Позначимо через w, w0
0 та w0

1 парнi продовження за x для w, w0
0 та

w0
1, вiдповiдно. Скориставшись висновком 2.5, бачимо, що w задовольняє

систему

wtt = wxx + u− 2ωδ, x ∈ R, t > 0, (5.122)

w(x, 0) = w0
0(x), wt(x, 0) = w0

1(x), x ∈ R, (5.123)

де δ — це розподiл Дiрака за x; ω з умови (5.119) є функцiєю вiд t;(
d
dt

)m
w : [0,+∞) → H̃−m+1, m = 0, 1, 2; w0

0 ∈ Ĥ1, w0
1 ∈ Ĥ0, u є позицiй-

ним керуванням вигляду

u = b0w + b1wt, (5.124)
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де b0 ∈ R та b1 ∈ R є сталими, що визначають це керування. З виснов-

ку 5.21 випливає, що для розв’язку w системи (5.122), (5.123) виконано

умову

wx(+0, t) = ω(t) м. с. на R+. (5.125)

отже, звуження за x цього розв’язку на R+ задовольняє систему (5.118)–

(5.120). Таким чином, системи (5.118)–(5.120) i (5.122), (5.123) є еквiва-

лентними, тому далi ми розглядатимемо систему (5.122), (5.123) замiсть

(5.118)–(5.120). Позначимо W0 =

w0
0

w0
1

. Бачимо, що W0 ∈ Ĥ1. Зрозумi-

ло, що ця керована система має вигляд (1.21), (1.12).

Оскiльки за теоремою 1.3 просториHm таHm
0 є iзоморфними,m ∈ Z,

то властивостi стабiлiзовностi (див. означення 1.26) системи (5.122),

(5.123) в просторах Hm збiгаються з властивостями керованостi цiєї си-

стеми в просторах Hm
0 . Далi нам буде зручно перейти до розгляду цi-

єї системи в просторах Hm
0 , тому що ми застосовуватимо перетворення

Фур’є та теорему 1.3 про те, що перетворення Фур’є є iзометричним iзо-

морфiзмом Hm
0 та H0

m.

Позначимо через A : Ĥ1
0 → H̃−1

0 диференцiальний оператор
(
d
dx

)2,

f(x, t) = −2δ(x)ω(t), а F = {2δ(x)ν(t) | ν ∈ L2(R+)}. Отже, (5.122),

(5.123) перетворюється на (1.21), (1.12), де H0 = Ĥ1
0 , H1 = Ĥ0

0 та

H2 = Ĥ−1
0 . Керована система (1.23), (1.14) еквiвалентна системi (1.11),

(1.12), а, отже, i системам (5.118), (5.120) та (5.122), (5.123). Тому далi ми

будемо розглядати систему (1.23), (1.14), де H = Ĥ1
0 та H = Ĥ0

0. Як i у

випадку керованостi умовами Дiрiхле вважаємо, що задано деяке b > 0 i
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позначаємо b0 = −b2, b1 = −2b. Аналогiчно згаданому випадку одержує-

мо, що для кожного t ∈ R оператори Sb(t) : Ĥ0
0 → Ĥ0

0, D(Sb(t)) = Ĥ0
0, що

є операторами згортки (за x) з Eb(·, t) (див. 5.113), утворюють C0-групу

Sb : R → L(Ĥ0
0), яку генерує оператор A + B керованої системи (1.23),

(1.14), де оператор B̂ : Ĥ−1 → Ĥ−1, D(B̂) = Ĥ0, є оператором множення

на матрицю B̂ =

 0 0

b0 b1

, де b0 = −b2, b1 = −2b. Тому єдиний розв’язок

цiєї системи має вигляд (1.26). З (5.194) випливає оцiнка

|||Sb(t)|||00 = |||S(t)|||0 ≤ 2(1 + b2)
√

(1 + t2)e−bt, t ∈ R. (5.126)

Обчислимо тепер оператор Λb(t) : F→ Ĥ−1
0 ,

Λb(t)f =

∫ t

0

Sb(t− ξ)

 0

f(ξ)

 dξ, t > 0.

який було введено в пiдроздiлi 1.4. Маємо

(Λb(t)f) (x) =Fσ→x

√
π

2

∫ t

0

 sin((t−ξ)σ)
σ

cos((t− ξ)σ)− b sin((t−ξ)σ)
σ

 ebξω(ξ) dξ

=

 Ωt(x)

−e−b|x|ωt(x) sgnx− bΩt(x)

 , (5.127)

де ωt(x) = ω(t− x)(H(x)−H(x− t))−ω(t+ x)(H(x+ t)−H(x)), x ∈ R,

Ωt = F−1
((
F(e−b|·|ωt)

)
/(i(·))

)
. Звiдси, враховуючи (1.26) та (5.113), одер-

жуємо, що єдиним розв’язком системи (5.122), (5.123) за умови (5.124)

є

w(x, t) =
1

2
e−bt
(
w0

0(x+ t) + w0
0(x− t)− b2

(
ŵ0

0(x+ t)− ŵ0
0(x− t)

)
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+ ŵ0
1(x+ t)− ŵ0

1(x− t)
)

+ Ωt(x), x ∈ R, t ≥ 0, (5.128)

де ŵ0
0 = F−1

((
Fŵ0

0

)
/(i(·))

)
, ŵ0

1 = F−1
((
Fŵ0

1

)
/(i(·))

)
.

З (5.116) випливає

|||Λb(t)f |||1 ≤
√

2
√

1 + b2

(
e−bt/2 ‖ω‖L2(R+)

+

√∫ ∞
t/2

|ω(ξ)|2 dξ

)
→ 0, коли t→ +∞.

(5.129)

Скориставшись твердженням 1.27, беручи до уваги (5.126) та (5.129),

одержуємо наступну теорему.

Теорема 5.54. Система (5.122), (5.123) (а, отже i система (5.118)–

(5.120)) є стабiлiзовною. Зокрема, керування u = −b2w−2bwt з будь-яким

b > 0 стабiлiзує цю систему.

Доведення. Скориставшись твердженням 1.27, беручи до уваги

(5.126), бачимо, що для доведення теореми досить довести

|||Λb(t)f |||1 → 0, коли t→ +∞. (5.130)

Позначимо Ω1(x) = e−b|x|ωt(x), Ω2(x) = e−b|x|/2ωt(x), x ∈ R. Маємо(∥∥Ωt
∥∥0
)2

=

∫ b

0

(
(FΩ1)(σ)

σ

)2

dσ +

∫ ∞
b

(
(FΩ1)(σ)

σ

)2

dσ. (5.131)

Оскiльки

|(FΩ1)
′(σ)| ≤

√
2

π

∫ t

0

e−bx|ω(t− x)| dx
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≤ 1√
π
‖Ω2‖0

√∫ ∞
0

e−bx dx ≤ 1√
πb
‖Ω2‖0 , σ ∈ R,

то, продовжуючи оцiнку (5.131), одержуємо

∥∥Ωt
∥∥0 ≤ ‖Ω2‖0 +

1

b
‖Ω1‖0 ≤ 2

√
1 + b2

b
‖Ω2‖0 .

Скориставшись формулами (5.116) та (5.127), звiдси одержуємо

|||Λb(t)f |||1 ≤ 3
√

1 + b2
(∥∥Ωt

∥∥0
+ ‖Ω1‖0

)
≤ 12

1 + b2

b
‖Ω2‖0

≤ 12
1 + b2

b

(
‖ω‖L2(R+) +

∫ ∞
t/4

|ω(x)|2 dx
)
, коли t→ +∞,

тобто, (5.130) виконано i теорему доведено. 2

5.3.3. Позицiйне керування iз запiзненням. Розглянемо про-

блему стабiлiзацiї iз запiзненням для керованої системи, що вiдповiдає

хвильовому рiвнянню. А саме, розглянемо систему (1.30)–(1.32) з такими

даними

H = H0
0, H = H−1

0 ; (5.132)

A =

 0 1(
d
dx

)2 − q2 0

 : H−1
0 → H−1

0 , D(A) = H0
0. (5.133)

Далi ми вважаємо, що B є класом псевдо-диференцiальних операторiв,

символи яких є нескiнченно диференцiйовними мультиплiкаторами H0 =

H0
0×H0

−1. Повторюючи мiркування пункту 5.1.1, з результатiв пiдроздiлу

5.5 одержуємо, що оператор A є iнфiнiтезимальним генератором групи

S : R→ L(H−1
0 ), оператори S(t) якої є операторами згортки за x з E(x, t),

що задається формулами (5.12), (5.13) та задовольняє умову: E(·, t) =
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Fσ→xΣ(·, t), t ∈ R, де Σ (5.9). Зрозумiло що для цiєї групи оцiнка (5.11)

для |||S(t)|||00 залишається справедливою.

Спробуємо стабiлiзувати систему (1.30)–(1.32) з даними (5.132),

(5.132) за допомоги керувань, у яких оператор B ∈ B має вигляд

B = βS(h), (5.134)

де β ∈ R є деякою сталою. Позначимо V(·, t) = S(t)W(·, t), t ≥ 0,

V0(·, t) = S(t)W0(·, t), t ∈ [0, h] та пiдставимо керування (1.32) з опе-

ратором в у формi (5.134). Тодi система (1.30)–(1.32) набирає вигляду

Vt(·, t) = βV(·, t− h), t > h, (5.135)

V(·, t) = V0(·, t), t ∈ [0, h]. (5.136)

Бачимо, що в одержанiй системi немає явної залежностi вiд x. Для

розв’язання цiєї системи ми використовуємо метод, описаний в книзi [4]

та застосований для задач стабiлiзацiї в [16]. Одержуємо, що єдиним

розв’язком системи (5.135), (5.136) є

V(·, t) = kβ(t−h)V0(·, h)−β
∫ h

0

kβ(t− τ −h)V0(·, τ) dτ, t > h, (5.137)

де для будь-якої сталої c, бiльшої за дiйснi значення коренiв квазиполi-

ному Hβ(λ) = λ+ βe−hλ, позначено

kβ(t) =


∫

(c)

eλt

Hβ(λ)
dλ, t > 0

0, t < 0

. (5.138)

Тут i далi ми позначаємо∫
(c)

f(λ) dλ = V.P.
1

2π

∫ ∞
−∞

f(c+ iµ) dµ.
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Тому

W(·, t) =kβ(t− h)S(t− h)W0(·, h)

−B
∫ h

0

kβ(t− τ − h)S(t− τ − h)W0(·, τ) dτ, t > h, (5.139)

є єдиним розв’язком системи (1.30), (1.31) з керуванням (1.32), (5.134).

Оцiнку для |||S(t)|||00, t ∈ R, ми вже маємо, тому, щоб оцiнити розв’язок

W на потрiбно одержати лише оцiнку kβ(t), t > 0.

Далi ми спробуємо вибрати β ∈ R так, щоб |kβ(t)| → 0, коли t→ +∞.

Для цього досить вибрати β ∈ R так, щоб усi коренi Hβ потрапляли

в лiву комплексну пiвплощину, тобто, так щоб їх дiйснi частини були

вiд’ємними. Зрозумiло, що для β < 0 квазиполiном Hβ має хоча б один

дiйсний додатний корiнь. Тому далi розглядатимемо β > 0. Маємо

Hβ(λ) = 0⇔


λ1 + βe−hλ1 cos(hλ2) = 0

λ2 − βe−hλ1 sin(hλ2) = 0

де λ = λ1 + iλ2, λ1, λ2 ∈ R. З другого рiвняння останньої системи ми

одержуємо, що для 0 < β < 1
eh усi коренi квазиполiному Hβ, що не є

чисто дiйсними, задовольняють умову λ1 = Reλ ≤ 1
h ln(hβ) < − 1

h , а

дiйснi коренi задовольняють умову λ1 + βe−hλ1 = 0. Не важко побачити,

що коренi останнього рiвняння задовольняють умову λ1 < −β. Таким

чином, якщо 0 < β < 1
eh , то усi коренi квазиполiному Hβ задовольняють

умову Reλ < −β. Тому в формулi (5.138) ми можемо взяти c = −β.

Зрозумiло, що iснує така стала α > 0, що

|Hβ(−β + iµ)| ≥ α, |µ| ≤ 2βehβ, (5.140)
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|Hβ(−β + iµ)| ≥ |µ|
2
, |µ| ≥ 2βehβ. (5.141)

Оскiльки для t > 0 маємо

kβ(t) =

∫
(−β)

eλt

Hβ(λ)
dλ =

∫
(−β)

eλt

λ
dλ− β

∫
(−β)

eλ(t−h)

λHβ(λ)
dλ

=− β
∫

(−β)

eλ(t−h)

λHβ(λ)
dλ

=− β

2π
e−β(t−h)

∫ ∞
−∞

eiµ(t−h)

(−β + iµ)Hβ(−β + iµ)
dµ,

то, враховуючи (5.140) i (5.141), для цих t одержуємо

|kβ(t)| ≤ β

2π
e−β(t−h)

(∫
|µ|≤2βehβ

dµ+

∫
|µ|≥2βehβ

dµ

µ2

)
= C(α, β, h)e−βt, (5.142)

де C(α, β, h) = β
π

(
2
αe

2hβ + 1
β

)
. Звiдси, враховуючи оцiнку (5.11), одер-

жуємо, що для розв’язку W системи (1.30), (1.31) з керуванням (1.32),

(5.134) i даними (5.132), (5.133), який задається формулою (5.139), маємо

|||W(·, t)|||00 ≤ C(α, β, h)e2hβQ(t)e−βt → 0, коли t→ +∞, (5.143)

де Q(t) є функцiєю з оцiнки (5.11).

Таким чином, ми довели наступну теорему

Теорема 5.55. Система (1.30), (1.31) з даними (5.132), (5.133) є ста-

бiлiзовною. Керування, що стабiлiзує систему має вигляд

U(x, t) = βE(x, h) ∗W(x, t), t > h,

де ∗ означає згортку за x, β є будь-якою сталою з iнтервалу (0, 1
eh), а E

задано формулами (5.10), (5.12).
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5.4. Крайовi задачи

Розглянемо хвильове рiвняння

wtt = wxx − q2w + bnf, x ∈ R, t ∈ (0, T ), (5.144)

за крайових умов
p0

0

(
−i ∂
∂x

)
w(x, 0) + pT0

(
−i ∂
∂x

)
w(x, T ) = w0

0

p0
1

(
−i ∂
∂x

)
wt(x, 0) + pT1

(
−i ∂
∂x

)
wt(x, T ) = w0

1

, x ∈ R, (5.145)

де T > 0, q ≥ 0 є деякими сталими; bn(x) =
∑n

k=0 βkδ
(k)(x) (тут δ є

розподiлом Дiрака за x, βk ∈ R, k = 0, n є заданими сталими та βn 6= 0);

pαj є полiномом степеня nαj , j = 0, 1, α = 0, T ; rj = max{n0
j , n

T
j }, j = 0, 1;(

d
dt

)m
w : [0, T ] → H−n−m+1

0 , m = 0, 1, 2; f ∈ L2(0, T ); w0
0 ∈ H−n−r0+1

0 ,

w0
1 ∈ H−n−r10 . Вважаємо також, що полiноми pαj , j = 0, 1, α = 0, T ,

задовольняють наступнi три умови

rank

p0
0(σ) 0 pT0 (σ) 0

0 p0
1(σ) 0 pT1 (σ)

 = 2, σ ∈ R, (5.146)

deg
(
p0

0p
0
1 + pT0 p

T
1

)
= r0 + r1, (5.147)

lim
σ→∞

∣∣∣∣p0
0(σ)p0

1(σ) + pT0 (σ)pT1 (σ)

p0
0(σ)pT1 (σ) + p0

1(σ)pT0 (σ)

∣∣∣∣ > 1 (5.148)

Зрозумiло, що задача (5.144), (5.145) є задачею вигляду (1.33), (1.34), де

Hj = H−n−j+1
0 , j = 0, 1, 2; H3 = H−n−r0+1

0 , H4 = H−n−r10 ; (5.149)

A =

(
d

dx

)2

− q2 : H−n−1
0 → H−n−1

0 , D(A) = H−n+1
0 ; (5.150)

B : R→ H−n−1
0 є оператором множення на bn, D(B) = R; (5.151)
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Pα =

pα0 (−i ∂∂x) 0

0 pα1
(
−i ∂∂x

)
 : H−n+1

0 ×H−n0 → H−n−r0+1
0 ×H−n−r10 ,

D(Pα) = H−n+1
0 ×H−n0 , α = 0, T. (5.152)

Вона еквiвалентна крайовiй задачi (1.35), (1.36), де W0 =

w0
0

w0
1

 ∈

Hn,r0,r1
0 ,

H = H−n+1
0 , H = H−n0 , H = Hn,r0,r1

0 = H−n−r0+1
0 ×H−n+r1

0 , (5.153)

норму простору Hn,r0,r1
0 позначатимемо через |||·|||n,r0,r10 . Застосовуючи до

(1.35), (1.36) перетворення Фур’є за x, одержуємо

V′ = GV + Qf, t ∈ (0, T ), (5.154)

PPP0V(·, 0) + PPPTV(·, 0) = V0 (5.155)

де V(·, t) = Fx→σW(·, t), t ∈ [0, T ], V0 = Fx→σW0;
(
d
dt

)m
V : [0, T ] →

H−n−m+1, m = 0, 1; оператор G : H−n → H̃−n, D(G) = H−n+1, є опера-

тором множення на матрицю

G(σ) =

 0 1

−
(
q2 + σ2

)
0

 ,

а оператор Q : R→ H−n−1 є оператором множення на вектор

Q(σ)

√
π

2
dn(σ)

0

1

 , dn(σ) =
n∑
k=0

βkσ
k;

PPPα : H−n+1 → Hn,r0,r1, D(PPPα) = H−n+1, є оператором множення на ма-

трицю

Pα(σ) =

pα0 (σ) 0

0 pα1 (σ)

 , α = 0, T.
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За лемою 5.62 оператор G є iнфiнiтезимальним генератором C0-групи

Σ : R → L(H̃−n), де для кожного t ∈ R оператор Σ(t) : H̃−n → H̃−n,

D(Σ(t)) = H̃−n, є оператором множення на матрицю Σ(σ, t), що визна-

чається формулою (5.9). Позначимо

∆(σ) = P0(σ) + PT (σ)Σ(σ, T ), σ ∈ R.

Тодi

V(σ, t) =Σ(σ, t)∆−1(σ)

V0(σ)

+
dn(σ)√

2π
PT (σ)

∫ T

0

Σ(σ, T − ξ)

0

1

 f(ξ) dξ


+
dn(σ)√

2π

∫ t

0

Σ(σ, t− ξ)

0

1

 f(ξ) dξ, σ ∈ R, t ∈ [0, T ],

(5.156)

є розв’язком задачi (5.154), (5.155), якщо

det ∆(σ) 6= 0, σ ∈ R. (5.157)

Тут

∆−1 =
1

det ∆

(
P̃0 + Σ(·,−T )P̃T

)
, (5.158)

де P̃0 та P̃T є союзними (приєднаними) матрицями для P0 та PT , вiдпо-

вiдно,

det ∆(σ) = p0
0(σ)p0

1(σ) + pT0 (σ)pT1 (σ)

+
(
p0

0(σ)pT1 (σ) + p0
1(σ)pT0 (σ)

)
cos
(
T
√
σ2 + q2

)
, σ ∈ R. (5.159)
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Лема 5.56. Якщо умову (5.157) виконано, то iснує стала M > 0

така, що

|det ∆(σ)| ≥M
(
1 + σ2

) r0+r1
2 , σ ∈ R. (5.160)

Доведення. Позначимо g0 = p0
0p

0
1 + pT0 p

T
1 , gT = p0

0p
T
1 + p0

1p
T
0 . Тодi

det ∆(σ) = g0(σ) + gT (σ) cos
(
T
√
σ2 + q2

)
, σ ∈ R. Для досить великих

за модулем σ ∈ R маємо

det ∆(σ) = 0⇔ cos
(
T
√
σ2 + q2

)
= − g0(σ)

gT (σ)
.

З умов (5.147) та (5.148) випливає, що iснують сталi M1 > 0 та M2 > 1

такi, що для досить великих за модулем σ ∈ R виконано умови

|g0(σ)| ≥M1

(
1 + σ2

) r0+r1
2 та M2|gT (σ)| ≤ |g0(σ)|.

Тому для таких σ ∈ R маємо

|det ∆(σ)| ≥ |g0(σ)| − |gT (σ)| ≥M1

(
1− 1

M2

)(
1 + σ2

) r0+r1
2 .

З умови (5.157) одразу випливає, що для будь-якого компакта в R iснує

стала M3 > 0 така, що

|det ∆(σ)| ≥M3.

Отже, iснує стала M > 0 така, що умову (5.160) виконано. 2

Скориставшись цiєю лемою i (5.158), бачимо, що функцiя V, визна-

чена формулою (5.156), задовольняє умову V(·, t) ∈ H−n+1, t ∈ [0, T ].

Позначаючи

E(·, t) =
1√
2π

Fσ→xΣ(·, t), t ∈ R,
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та застосовуючи теорему 1.3, одержуємо, що для кожного t ∈ R операто-

ри S(t) : H−n0 → H−n0 , D(S(t)) = H−n0 , що є операторами згортки (за x)

з E(·, t), утворюють C0-групу S : R → L(H−n0 ), яку генерує оператор A

системи (1.35), (1.36). Скориставшись оцiнками (5.187), (5.189), бачимо,

що C0-група S задовольняє оцiнку (5.11). Тому функцiя W, що задана

формулою (1.37), э розв’язком задачi (1.35), (1.36). Позначаючи

R(·, t) = F−1
σ→xΣ(·, t)∆−1, t ∈ [0, T ], (5.161)

та згадуючи означення операторiв Φα i Φ̂α (див. пiдроздiл 2.3), бачимо,

що

W(·, t) = R(·, t)∗

W0 +
1

2
dn

(
∂

∂x

)
PT
(
−i ∂
∂x

)−ΦTF
T

Φ̂TF
T


+

1

2
dn

(
∂

∂x

)−ΦtF
t

Φ̂tF
t

 , t ∈ [0, T ], (5.162)

є розв’язком задачi (1.35), (1.36), де ∗ означає згортку за x,

F t(ξ) = f(t− ξ)(H(ξ)−H(ξ − t))− f(ξ + t)(H(ξ + t)−H(ξ)).

З [87] випливає, що умова (5.157) є необхiдною i достатньою для єдиностi

розв’язку задачi (1.35), (1.36). Тому формула (5.162) задає єдиний розв’я-

зок цiєї задачi. Скориставшись теоремами 2.27, 2.29, оцiнками (5.187),

(5.189) та лемою 5.56, з (5.156) одержуємо

|||V(·, t)|||−n+1 ≤ CT,q

(∣∣∣∣∣∣V0
∣∣∣∣∣∣

n,r0,r1
+ ‖f‖L2(0,T )

)
, t ∈ [0, T ],

де CT,q є сталою, що залежить вiд T i q. Тому

|||W(·, t)|||−n+1
0 ≤ CT,q

(∣∣∣∣∣∣W0
∣∣∣∣∣∣n,r0,r1

0
+ ‖f‖L2(0,T )

)
, t ∈ [0, T ]. (5.163)
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Таким чином, доведено наступну теорему.

Теорема 5.57. За умов (5.149)–(5.151) задача (5.144), (5.145) ( та

(1.35), (1.36) з даними (5.149)–(5.153)) є коректною в тому i лише тому

випадку, коли виконано умову (5.157). У разi виконання (5.157) розв’язок

цiєї задачi задовольняє оцiнку∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
w(·, t)

wt(·, t)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
−n+1

0

≤ CT,q

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
w0

0

w0
1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
n,r0,r1

0

+ ‖f‖L2(0,T )

, t ∈ [0, T ].

(5.164)

(та оцiнку (5.163), вiдповiдно) тут CT,q є сталою, що залежить вiд T i q.

Зауваження 5.58. Оскiльки за теоремою 1.3 простори Hm та Hm
0 є

iзоморфними, m ∈ Z, то властивостi коректностi (див. означення 1.29)

задачi (5.144), (5.145) в просторах Hm збiгаються з властивостями ко-

ректностi цiєї задачi в просторах Hm
0 . Далi нам буде зручно перейти до

розгляду цiєї системи в просторах Hm, тому що в подальшому ми засто-

совуватимо оператор перетворення, який розглянуто саме у просторах

Hm, для одержання результатiв коректностi для рiвнянь зi змiнними ко-

ефiцiєнтами.

Далi ми розглядатимемо двi крайовi задачi для хвильового рiвняння

на пiвосi, якi є, фактично, окремими випадками задачi (5.144), (5.145).

Розглянемо хвильове рiвняння

wtt = wxx − q2w, x > 0, t ∈ (0, T ), (5.165)

за умови Дiрiхле

w(0, t) = f(t), t ∈ (0, T ), (5.166)
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та за крайових умов
p0

0w(x, 0) + pT0w(x, T ) = w0
0

p0
1wt(x, 0) + pT1wt(x, T ) = w0

1

, x > 0, (5.167)

де T > 0, q ≥ 0, pαj ∈ R, j = 0, 1, α = 0, T є деякими сталими;

w(·, t) ∈ H̃0
+ = H0

⊕, t ∈ [0, T ];
(
d
dt

)m
w : [0, T ] → H−m⊕ , m = 0, 1, 2;

f ∈ L2(0, T ); w0
0 ∈ H̃0

+, w0
1 ∈ H̃−1

+ . Вважаємо також, що pαj , j = 0, 1,

α = 0, T , задовольняють умову

rank

p0
0 0 pT0 0

0 p0
1 0 pT1

 = 2. (5.168)

Позначимо через w, w0
0 та w0

1 непарнi продовження за x для w, w0
0 та

w0
1, вiдповiдно. Скориставшись теоремою 2.3, бачимо, що w задовольняє

крайову задачу

wtt = wxx − q2w − 2δ′f, x ∈ R, t ∈ (0, T ), (5.169)

за крайових умов
p0

0w(x, 0) + pT0 w(x, T ) = w0
0

p0
1wt(x, 0) + pT1 wt(x, T ) = w0

1

, x ∈ R, (5.170)

де δ — це розподiл Дiрака за x;
(
d
dt

)m
w : [0, T ] → H̃−m, m = 0, 1, 2;

w0
0 ∈ H̃0, w0

1 ∈ H̃−1.

З формули (5.162) випливає, що для розв’язку w задачi (5.169),

(5.170) виконано умову

w(+0, t) = f(t) м. с. на [0, T ], (5.171)
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отже, звуження цього розв’язку на R+ задовольняє задачу (5.165)–

(5.167). Таким чином, крайовi задачi (5.165)–(5.167) i (5.169), (5.170) є

еквiвалентними, тому далi ми розглядатимемо задачу (5.169), (5.170) за-

мiсть (5.165)–(5.167). Позначимо W0 =

w0
0

w0
1

. Бачимо, що W0 ∈ H̃0.

Зрозумiло, що ця керована система має вигляд (1.33), (1.34). Зрозумi-

ло, що умова (5.168) гарантує виконання умов (5.146)–(5.148) для цiєї

системи. Для задач (5.165)–(5.167) i (5.169), (5.170) маємо

∆(σ) = p0
0p

0
1 + pT0 p

T
1 +

(
p0

0p
T
1 + p0

1p
T
0

)
cos
(
T
√
σ2 + q2

)
, σ ∈ R, (5.172)

∀σ ∈ R ∆(σ) 6= 0⇔
∣∣p0

0p
0
1 + pT0 p

T
1

∣∣ > ∣∣p0
0p
T
1 + p0

1p
T
0

∣∣ . (5.173)

З (5.162) одержуємо, щоw(·, t)

wt(·, t)

 = R(·, t) ∗

W0 +

 pT0 ΨTF
T

−pT1 Ψ̂TF
T

+

 ΨtF
t

−Ψ̂tF
t

 , t ∈ [0, T ],

(5.174)

є єдиним розв’язком задачi (5.169), (5.170), де ∗ означає згортку за x,

F t(ξ) = f(t− ξ)(H(ξ)−H(ξ − t))− f(ξ + t)(H(ξ + t)−H(ξ)), t ∈ [0, T ],

Ψα i Ψ̂α визначенi в пiдроздiлi 2.2.

З теореми 5.57, зауваження 5.58 та (5.173) одержуємо висновок.

Висновок 5.59. За умови (5.168) задача (5.165)–(5.167)(та (5.169),

(5.170)) є коректною в тому i лише тому випадку, коли виконано умову

∣∣p0
0p

0
1 + pT0 p

T
1

∣∣ > ∣∣p0
0p
T
1 + p0

1p
T
0

∣∣ . (5.175)
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У разi виконання (5.175) розв’язок w цiєї задачi задовольняє оцiнку ви-

гляду (5.164):∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
w(·, t)

wt(·, t)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
0

≤ CT,q


∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
w0

0

w0
1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
0

+ ‖f‖L2(0,T )

 , t ∈ [0, T ], (5.176)

де CT,q > 0 є сталою, що залежить лише вiд T i q.

Розглянемо хвильове рiвняння

wtt = wxx − q2w, x > 0, t ∈ (0, T ), (5.177)

за умови Неймана

wx(0, t) = f(t), t ∈ (0, T ), (5.178)

та за крайових умов
p0

0w(x, 0) + pT0w(x, T ) = w0
0

p0
1wt(x, 0) + pT1wt(x, T ) = w0

1

, x > 0, (5.179)

де T > 0, q ≥ 0, pαj ∈ R, j = 0, 1, α = 0, T є деякими сталими; w(·, t) ∈

Ĥ1
+, t ∈ [0, T ];

(
d
dt

)m
w : [0, T ] → H−m+1

⊕ , m = 0, 1, 2; f ∈ L2(0, T ); w0
0 ∈

Ĥ1
+, w0

1 ∈ Ĥ0
+. Вважаємо також, що pαj , j = 0, 1, α = 0, T , задовольняють

умову (5.168).

Позначимо через w, w0
0 та w0

1 парнi продовження за x для w, w0
0 та

w0
1, вiдповiдно. Скориставшись висновком 2.5, бачимо, що w задовольняє

крайову задачу

wtt = wxx − q2w − 2δf, x ∈ R, t ∈ (0, T ), (5.180)
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за крайових умов
p0

0w(x, 0) + pT0 w(x, T ) = w0
0

p0
1wt(x, 0) + pT1 wt(x, T ) = w0

1

, x ∈ R, (5.181)

де δ — це розподiл Дiрака за x;
(
d
dt

)m
w : [0, T ] → Ĥ−m+1, m = 0, 1, 2;

w0
0 ∈ Ĥ1, w0

1 ∈ Ĥ0.

З формули (5.162) випливає, що для розв’язку w задачi (5.180),

(5.181) виконано умову

wx(+0, t) = f(t) м. с. на [0, T ], (5.182)

отже, звуження цього розв’язку на R+ задовольняє задачу (5.177)–

(5.179). Таким чином, крайовi задачi (5.177)–(5.179) i (5.180), (5.181) є

еквiвалентними, тому далi ми розглядатимемо задачу (5.180), (5.181) за-

мiсть (5.177)–(5.179). Позначимо W0 =

w0
0

w0
1

. Бачимо, що W0 ∈ Ĥ1.

Зрозумiло, що ця керована система має вигляд (1.33), (1.34). Зрозумiло,

що умова (5.168) гарантує виконання умов (5.146)–(5.148) для цiєї систе-

ми. Для задач (5.177)–(5.179) i (5.180), (5.181) виконано умови (5.172)

(5.173)

З (5.162) одержуємо, щоw(·, t)

wt(·, t)

 = R(·, t) ∗

W0 +

 pT0 ΦTF
T

−pT1 Φ̂TF
T

+

 ΦtF
t

−Φ̂tF
t

 , t ∈ [0, T ],

(5.183)

є єдиним розв’язком задачi (5.180), (5.181), де ∗ означає згортку за x,

F t(ξ) = f(t− ξ)(H(ξ)−H(ξ − t))− f(ξ + t)(H(ξ + t)−H(ξ)), t ∈ [0, T ],
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Φα i Φ̂α визначенi в пiдроздiлi 2.3.

З теореми 5.57, зауваження 5.58 та (5.173) одержуємо висновок.

Висновок 5.60. За умови (5.168) задача (5.177)–(5.179)(та (5.180),

(5.181)) є коректною в тому i лише тому випадку, коли виконано умову

(5.175). У разi виконання (5.175) розв’язок w цiєї задачi задовольняє

оцiнку вигляду (5.164):∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
w(·, t)

wt(·, t)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
1

≤ CT,q


∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
w0

0

w0
1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
1

+ ‖f‖L2(0,T )

 , t ∈ [0, T ], (5.184)

де CT,q > 0 є сталою, що залежить лише вiд T i q.

5.5. Допомiжнi твердження до роздiлу 5

У цьому пiдроздiлi завжди будемо вважати s ∈ R. Позначимо Hs =

H0
s×H0

s−1 з нормою |||V|||s =
(

(‖V0‖0
s)

2 + (‖V1‖0
s)

2
)1/2

, V =

V0

V1

 ∈ Hs.

Для кожного t ∈ R позначимо через Σ(t) : Hs → Hs, D(Σ(t)) = Hs,

оператор множення на матрицю

Σ(σ, t) =

 cos
(
t
√
σ2 + q2

)
sin
(
t
√
σ2+q2

)
√
σ2+q2

−
√
σ2 + q2 sin

(
t
√
σ2 + q2

)
cos
(
t
√
σ2 + q2

)
 , σ ∈ R.

Нагадаємо, що через L(Hs) ми позначаємо простiр лiнiйних обмежених

операторiв, визначених на всьому Hs, що дiють в Hs.

Лема 5.61. Вiдображення Σ : R → L(Hs), що дiє за правилом t 7→

Σ(t), є C0-групою.
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Доведення. Покажемо спочатку, що для кожного t ∈ R оператор Σ(t)

є обмеженим. Очевидно, справедливi нерiвностi

q2

1 + q2

(
1 + σ2

)
≤ q2 + σ2 ≤

(
1 + q2

) (
1 + σ2

)
, σ ∈ R. (5.185)

Нехай q > 0, t ∈ R, V =

V0

V1

 ∈ Hs, Ṽ1 = V1/
√
σ2 + q2. Скориставшись

(5.185), одержуємо

(|||Σ(t)V|||s) ≤
(
1 + q2

) ∫ ∞
−∞

(
1 + σ2

)s
×
(∣∣∣cos

(
t
√
σ2 + q2

)
V0(σ) + sin

(
t
√
σ2 + q2

)
Ṽ1(σ)

∣∣∣2
+
∣∣∣− sin

(
t
√
σ2 + q2

)
V0(σ) + cos

(
t
√
σ2 + q2

)
Ṽ1(σ)

∣∣∣2) dσ
≤ 1

q2
(|||V|||s)

2 . (5.186)

Таким чином, якщо q > 0, то

|||Σ(t)|||s ≤
1

q
, t ∈ R. (5.187)

Нехай тепер q = 0, t ∈ R, V =

V0

V1

 ∈ Hs, Ṽ1 = V1/
√

1 + σ2. Маємо

(|||Σ(t)|||s V) ≤4

∫ ∞
−∞

(
1 + σ2

)s(
1 +

sin2(tσ)

σ2

)(
|V0(σ)|2 +

∣∣∣Ṽ1(σ)
∣∣∣2) dσ

≤4
(
1 + t2

)
(|||V|||s)

2. (5.188)

Таким чином, якщо q = 0, то

|||Σ(t)|||s ≤ 2
√

(1 + t2), t ∈ R. (5.189)
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Зрозумiло, що для будь-якого q ≥ 0, маємо

Σ(0) = Id та Σ(t+ τ) = Σ(t)Σ(τ), t, τ ∈ R.

Для завершення доведення теореми залишилося перевiрити, що для

будь-якого V =

V0

V1

 ∈ Hs вiрно

|||Σ(t)V − V|||s → 0, коли t→ 0. (5.190)

Для q > 0, скориставшись (5.186), одержуємо

(|||Σ(t)V − V|||s)
2 ≤

(
1 + q2

) ∫ ∞
−∞

(
1 + σ2

)s|V0(σ)|2 +

∣∣∣∣∣ V1(σ)√
σ2 + q2

∣∣∣∣∣
2


×
((

cos
(
t
√
σ2 + q2

)
− 1
)2

+ sin2
(
t
√
σ2 + q2

))
dσ

≤ 4
1

q2

∫ ∞
−∞

sin2

(
t

2

√
σ2 + q2

)
×
((

1 + σ2
)s |V0(σ)|2 +

(
1 + σ2

)s−1 |V1(σ)|2
)
dσ. (5.191)

Звiдси, застосовуючи теорему Лебега про послiдовнiсть функцiї, обмеже-

них iнтегровною мажорантою, одержуємо (5.190) для q > 0. Для q = 0,

скориставшись (5.188), одержуємо

(|||Σ(t)V − V|||s)
2 ≤ 4

∫ ∞
−∞

((
cos2(tσ)− 1

)2
+ sin2(tσ) +

sin2(tσ)

σ2

)
×
((

1 + σ2
)s |V0(σ)|2 +

(
1 + σ2

)s−1 |V1(σ)|2
)
dσ

≤ 4

∫ ∞
−∞

(
4 sin2

(
tσ

2

)
+

sin2(tσ)

σ2

)
×
((

1 + σ2
)s |V0(σ)|2 +

(
1 + σ2

)s−1 |V1(σ)|2
)
dσ. (5.192)
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Застосовуючи знову згадану теорему Лебега, звiдси одержуємо (5.190) у

випадку q = 0. Теорему доведено. 2

Зрозумiло, що для кожного V ∈ Hs i кожного σ ∈ R маємо

1

t
(Σ(σ, t)V(σ)− V(σ))→ G(σ)V(σ), коли t→ 0,

де

G(σ) =

 0 1

−
(
q2 + σ2

)
0

 , σ ∈ R.

Для оператора G : Hs → Hs множення на матрицю G областю визна-

чення D(G) є простiр Hs+1. За теоремою 1.1 простiр Hs+1 є щiльним в

Hs.

Лема 5.62. Оператор G є iнфiнiтезимальним генератором C0-групи

Σ, тобто, для кожного V ∈ D(G) = Hs+1∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣1t (Σ(t)V − V)−GV

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s

→ 0, коли t→ 0. (5.193)

Доведення. Нехай q > 0, t ∈ R, V =

V0

V1

 ∈ Hs+1. Позначимо

α(ξ) = (cos ξ−1)2 +(sin ξ−ξ)2, ξ ∈ R. Скориставшись (5.191), одержуємо

(∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣1t (Σ(t)V − V)−GV

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s

)2

≤ 1

q2

∫ ∞
−∞

α
((
t
√
σ2 + q2

))
t2(1 + σ2)

×
((

1 + σ2
)s+1 |V0(σ)|2 +

(
1 + σ2

)s |V1(σ)|2
)
dσ

≤ 1 + q2

q2

∫ ∞
−∞

α
((
t
√
σ2 + q2

))
t2(q2 + σ2)

×
((

1 + σ2
)s+1 |V0(σ)|2 +

(
1 + σ2

)s |V1(σ)|2
)
dσ.
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Звiдси, застосовуючи теорему Лебега про послiдовнiсть функцiї, обме-

жених iнтегровною мажорантою, одержуємо (5.193) для q > 0. Нехай

q = 0, t ∈ R, V =

V0

V1

 ∈ Hs+1. Скориставшись (5.192), одержуємо

(∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣1t (Σ(t)V − V)−GV

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s

)2

≤ 2

∫ ∞
−∞

α
((
t
√
σ2 + q2

))
t2(1 + σ2)

+
(sin(tσ)− tσ)2

t2σ2(1 + σ2)


×
((

1 + σ2
)s+1 |V0(σ)|2 +

(
1 + σ2

)s |V1(σ)|2
)
dσ.

Застосовуючи знову згадану теорему Лебега, звiдси одержуємо (5.193) у

випадку q = 0. Теорему доведено. 2

Позначимо через H̃s пiдпростiр усiх непарних функцiй простору Hs,

а через Ĥs — пiдпростiр усiх парних функцiй простору Hs. Зрозумiло, що

H̃s = H̃s×H̃s−1 та Ĥs = Ĥs×Ĥs−1. Для кожного t ∈ R позначимо також

через Σ̃(t) та G̃ звуження операторiв Σ(t) та G на H̃s, а через Σ̂(t) та

Ĝ звуження операторiв Σ(t) та G на Ĥs. З лем 5.61 та 5.62 одержуємо

два висновки.

Висновок 5.63. Вiдображення Σ̃ : R → L(H̃s), що дiє за прави-

лом t 7→ Σ̃(t), є C0-групою. Вiдображення Σ̂ : R → L(Ĥs), що дiє за

правилом t 7→ Σ̂(t), також є C0-групою.

Висновок 5.64. Оператор G̃ є iнфiнiтезимальним генератором C0-

групи Σ̃. Оператор Ĝ також є iнфiнiтезимальним генератором C0-групи

Σ̂.
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Зауваження 5.65. Нехай q = 0. Замiнюючи щойно розглянутi про-

стори Hs, H̃s та Ĥs на новi: Hs = H0
s[1/2]×H0

s−1[1/2], H̃s = H̃0
s[1/2]×H̃0

s−1[1/2]

та Ĥs = Ĥ0
s[1/2] × Ĥ0

s−1[1/2], вiдповiдно, бачимо, що леми 5.61, 5.62 i ви-

сновки 5.63, 5.64 залишаються справедливими i в цьому випадку.

Нехай b > 0. Для кожного t ∈ R позначимо через Σb(t) : Hs → Hs,

D(Σb(t)) = Hs, оператор множення на матрицю

Σb(σ, t) =

cos(tσ) + b sin(tσ)
σ

sin(tσ)
σ

−(σ2 + b2) sin(tσ)
σ cos(tσ)− b sin(tσ)

σ

 , σ ∈ R,

помножену на e−bt. Аналогiчно лемi 5.61 доводимо наступну лему.

Лема 5.66. Вiдображення Σb : R → L(Hs), що дiє за правилом

t 7→ Σb(t), є C0-групою.

При доведеннi цiєї леми аналогiчно оцiнцi 5.189 одержуємо оцiнку

|||Σb(t)|||s ≤ 2(1 + b2)
√

(1 + t2)e−bt, t ∈ R. (5.194)

Зрозумiло, що для кожного V ∈ Hs i кожного σ ∈ R маємо

1

t

(
e−btΣb(σ, t)V(σ)− V(σ)

)
→ (G(σ) +B) V(σ), коли t→ 0,

де

G(σ) =

 0 1

−σ2 0

 , σ ∈ R, B =

 0 0

−b2 −2b

 .

Для оператора G + B : Hs → Hs множення на матрицю G+B областю

визначення D(G + B) є простiр Hs+1. За теоремою 1.1 простiр Hs+1 є

щiльним в Hs. Аналогiчно доведенню леми 5.62 доводимо наступну лему.
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Лема 5.67. Оператор G є iнфiнiтезимальним генератором C0-групи

Σb, тобто, для кожного V ∈ D(G + B) = Hs+1∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣1t (Σb(t)V − V)− (G + B)V

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s

→ 0, коли t→ 0. (5.195)

Для кожного t ∈ R позначимо також через Σ̃b(t) та G̃ + B̃ звуження

операторiв Σb(t) та G + B на H̃s, а через Σ̂b(t) та Ĝ + B̂ звуження

операторiв Σb(t) та G+B на Ĥs. З лем 5.66 та 5.67 аналогiчно висновкам

5.63 i 5.63 одержуємо наступнi два висновки

Висновок 5.68. Вiдображення Σ̃b : R → L(H̃s), що дiє за прави-

лом t 7→ Σ̃b(t), є C0-групою. Вiдображення Σ̂b : R → L(Ĥs), що дiє за

правилом t 7→ Σ̂b(t), також є C0-групою.

Висновок 5.69. Оператор G̃ + B̃ є iнфiнiтезимальним генератором

C0-групи Σ̃b. Оператор Ĝ + B̂ також є iнфiнiтезимальним генератором

C0-групи Σ̂b.

Висновки до роздiлу 5

У цьому роздiлi для хвильових рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами на

пiвосi та на пiвплощинi, керованих крайовою умовою Дiрiхле або кра-

йовою умовою Неймана знайдено необхiднi i достатнi умови керованостi

як за заданий так i за вiльний час. Також для хвильового рiвняння зi

сталими коефiцiєнтами на пiвосi вивчено проблему стабiлiзовностi за до-

помоги позицiйного керування без запiзнення та позицiйного керування

iз запiзненням. Крiм того, для цього рiвняння дослiджено коректнiсть

нелокальної крайової задачi.
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РОЗДIЛ 6.

ЗАДАЧI КЕРУВАННЯ ДЛЯ

ХВИЛЬОВОГО РIВНЯННЯ ЗI

ЗМIННИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

Нехай ρ, k, γ — заданi функцiї такi, що γ ∈ C1[0,+∞), а ρ, k ∈

C1[0,+∞) є позитивними на [0,+∞), (ρk) ∈ C2[0,+∞), (ρk)′(0) = 0 i∫ x

0

√
ρ(µ)/k(µ) dµ→ +∞, коли x→ +∞. (6.1)

Ми також вважаємо, що виконано двi умови:

P (k, ρ)− γ ∈ L∞(0,+∞)
⋂

C1[0,+∞), (6.2)

∃q = const ≥ 0 σ

√
ρ

k

(
P (k, ρ)− γ − q2

)
∈ L1(0,+∞), (6.3)

де

P (k, ρ) =
1

4

√
k

ρ

(√
k

ρ

(
k′

k
+
ρ′

ρ

))′
+

(
1

4

√
k

ρ

(
k′

k
+
ρ′

ρ

))2

.

Позначимо через η парне продовження (kρ)1/4, а через θ — парне

продовження (k/ρ)1/4. Бачимо, що η ∈ C2(R) i θ ∈ C1(R) є парними

додатнiми на R функцiями. З (6.1) випливає що для них виконано умову

(3.1). Як i в пiдроздiлi 3.1,

Dηθ = θ2 (d/dx+ η′/η) ,
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а σ визначається формулою (3.2):

σ(x) =

∫ x

0

dµ

θ2(µ)
→∞, коли x→ +∞.

У цьому роздiлi ми будемо використовувати оператор S i простори Hk,

Hk(R+), Hk
⊕, H̃k

+ та Ĥk
+, k = −2, 2, якi було введено та дослiджено в

пiдроздiлi 3.1 за такими η i θ.

Нехай також γ ∈ C1[0,+∞) — задана функцiя, γ̂ є її парним продов-

женням, а

p = ν − γ̂, ν = Dηθ
(
θ2η

′

η

)
.

З (6.2) i (6.3) випливає, що p ∈ C1(R) є парною функцiєю, для якої

виконано умову

∃q = const ≥ 0

(
r = p ◦ σ−1 − q2 ∈ C1(R) ∩ L∞(R)

∧
∫ ∞

0

λ|r(λ)| dλ <∞
)
, (6.4)

зокрема p = r ◦ σ + q2, де q ≥ 0 — це стала з умови (6.3) та (6.4), а

r задовольняє умову (1.2). Далi ми будемо використовувати оператори

T̃ = ST̃r та T̂ = ST̂r, якi було вивчено в пiдроздiлi 3.2.

6.1. Керованiсть хвильового рiвняння на пiвосi

У цьому пiдроздiлi дослiджено керованiсть хвильового рiвняння зi

змiнними коефiцiєнтами на пiвосi. Результати проiлюстровано прикла-

дами 7.7–7.13 в пiдроздiлi 7.
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6.1.1. Керованiсть умовами Дiрiхле. Розглянемо хвильове рiв-

няння

ztt =
1

ρ
(kzx) x + γz, x > 0, t ∈ (0, T ), (6.5)

кероване крайовою умовою Дiрiхле

z(0, ·) = v(t), t ∈ (0, T ), (6.6)

за початкових умов

z(·, 0) = z0
0, zt(·, 0) = z0

1, x > 0, (6.7)

де T > 0 — деяка стала; z(·, t) ∈ H̃0
+ = H0

⊕, t ∈ [0, T ];
(
d
dt

)m
z : [0, T ] →

H−m⊕ , m = 0, 1, 2; v ∈ L∞(0, T ) — керування; z0
0 ∈ H̃0

+, z0
1 ∈ H̃−1

+ —

початковi данi.

Позначимо через z, z0
0 та z0

1 непарнi продовження за x для z, z0
0 z

0
1

вiдповiдно. Скориставшись теоремою 3.10, бачимо, що z задовольняє си-

стему

ztt = D2
ηθz− pz− 2η2(0)vDηθδ, x ∈ R, t ∈ (0, T ), (6.8)

z(·, 0) = z0
0, zt(·, 0) = z0

1, x ∈ R, (6.9)

де δ — це розподiл Дiрака за x;
(
d
dt

)m
z : [0, T ] → H̃−m, m = 0, 1, 2;

z0
0 ∈ H̃0, z0

1 ∈ H̃−1. Нижче у висновку 6.2 ми доведемо, що для розв’язку

z системи (6.8), (6.9) виконано умову

z(+0, t) = v(t) м. с. на [0, T ], (6.10)

отже, звуження цього розв’язку на R+ задовольняє систему (6.5)–(6.7).

Таким чином, системи (6.5)–(6.7) i (6.8), (6.9) є еквiвалентними, тому далi
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ми розглядатимемо систему (6.8), (6.9) замiсть (6.5)–(6.7). Позначимо

Z0 =

z0
0

z0
1

. Бачимо, що Z0 ∈ ĨHI0. Зрозумiло, що ця керована система

має вигляд (1.11), (1.12).

Далi за допомогою операторiв T̃ = ST̃r ми одержуємо властивостi

керованостi системи (6.5)–(6.7) з властивостей керованостi системи (5.4)–

(5.5), яку було дослiджено в пунктi 5.1.1.

Теорема 6.1. Нехай w є розв’язком керованої системи (5.4), (5.5)

для деяких u ∈ L∞(0, T ) i W0 ∈ H̃0. Нехай також z(·, t) = T̃w(·, t),

t ∈ [0, T ]. Тодi z є розв’язком (6.8), (6.9) з Z0 = T̃W0 та

η(0)v(t) = u(t) +

∫ ∞
0

K(0, ξ)w(ξ, t) dξ, t ∈ [0, T ], (6.11)

i умову (6.10) виконано. Крiм того, z(·, t)

zt(·, t)

0

≤ C0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
w(·, t)

wt(·, t)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
0

, t ∈ [0, T ], (6.12)

‖v‖L∞(0,T ) ≤ C1

(
2(1 + T 2)2(1 + q2) ‖u‖L∞(0,T ) +Q(T )

∣∣∣∣∣∣W0
∣∣∣∣∣∣0) , (6.13)

де C0 > 0 i C1 > 0 — деякi сталi, якi не залежать вiд q та T , а Q(T ) є

сталою з оцiнки (5.11).

Доведення. Застосовуючи теорему 3.14, одержуємо, що z є розв’язком

(6.8), (6.9) iз Z0 = T̃W0 i v, визначеним через (6.11). Доведемо (6.10).

Беручи до уваги (5.6) i (6.11), бачимо, що

z(+0, t) =
(
T̃w
)

(+0, t)
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=
1

η(0)

(
w(+0, t) +

∫ ∞
0

K(0, ξ)w(ξ, t) dξ

)
= v(t), t ∈ [0, T ],

тобто, (6.10) виконано. За теоремою 3.13 iснує стала C0 > 0 така, що

виконано (6.12).

З (6.11) випливає оцiнка

‖v‖L∞(0,T ) ≤
1

η(0)

(
‖u‖L∞(0,T ) +

1√
2

√∫ ∞
0

|K(0, ξ)|2 dξ ‖w(·, t)‖0

)
≤ C2

(
‖u‖L∞(0,T ) + ‖w(·, t)‖0

)
, (6.14)

де C1 > 0 — деяка стала, яка не залежить вiд q та T . Тут для оцiнки

L2-норми ядра K використано теорему 1.9. Застосовуючи теорему 5.2,

одержуємо (6.13). Теорему доведено. 2

Висновок 6.2. Якщо z є розв’язком керованої системи (6.8), (6.9)

для деяких v ∈ L∞(0, T ) та Z0 ∈ ĨHI0, то (6.10) виконано.

Доведення. Нехай w(·, t) = T̃−1z(·, t), t ∈ [0, T ]. Застосовуючи тео-

рему 3.15, бачимо, що w є розв’язком керованої системи (5.4), (5.5) з

W0 = T̃−1Z0 i

u(t) = η(0)v(t) +

∫ ∞
0

L(0, λ)y(λ, t) dλ, t ∈ [0, T ], (6.15)

де y(·, t) = S−1z(·, t), t ∈ [0, T ]. З тореми 6.1 випливає, що z(+0, t) = ṽ(t)

на [0, T ] для

η(0)ṽ(t) = u(t) +

∫ ∞
0

K(0, ξ)w(ξ, t) dξ, t ∈ [0, T ]. (6.16)

Доведемо, що v(t) = ṽ(t), t ∈ [0, T ]. Порiвнюючи (6.15) i (6.16), одержу-

ємо

η(0) (ṽ(t)− v(t)) =

∫ ∞
0

L(0, λ)y(λ, t) dλ+

∫ ∞
0

K(0, ξ)w(ξ, t) dξ
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=

∫ ∞
0

y(λ, t) (L(0, λ) +K(0, λ)) dλ

+

∫ ∞
0

K(0, ξ)

∫ ∞
ξ

L(ξ, λ)y(λ, t) dλ dξ

=

∫ ∞
0

y(λ, t)

(
L(0, λ) +K(0, λ)

+

∫ λ

0

K(0, ξ)L(ξ, λ) dξ

)
dλ, t ∈ [0, T ].

Беручи до уваги (1.8), одержуємо v(t) = ṽ(t), t ∈ [0, T ]. Отже, (6.10)

виконано. Висновок доведено. 2

Теорема 6.3. Нехай z є розв’язком керованої системи (6.8), (6.9) для

деяких v ∈ L∞(0, T ) та Z0 ∈ ĨHI0. Нехай також w(·, t) = T̃−1z(·, t), t ∈

[0, T ]. Тодi w є розв’язком (5.4), (5.5) з W0 = T̃−1Z0 та

u(t) = η(0)v(t) +

∫ ∞
0

L(0, x)S−1z(x, t) dx, t ∈ [0, T ]. (6.17)

Крiм того,∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
w(·, t)

wt(·, t)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
0

≤ G0

 z(·, t)

zt(·, t)

0

, t ∈ [0, T ], (6.18)

‖u‖L∞(0,T ) ≤ G1Q(T )eTG2

(
‖v‖L∞(0,T ) +

[][]
Z0
[][]0)

, (6.19)

де Q(T ) є сталою з оцiнки (5.11), G0 > 0, G1 > 0 та G2 > 0 є деякими

сталими, що не залежать вiд q та T .

Доведення. За аналогiєю з (6.11)i (6.12), застосовуючи теорему 3.15

замiсть теореми 3.14, одержуємо (6.17) i (6.18). Доведемо (6.19). З дове-

дення висновку 6.2 випливає, що (6.11) виконано за умов цiєї теореми.
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Беручи до уваги (5.14) та (6.11), маємо

u(t) = F1(t) +

∫ t

0

F2(t− µ)u(µ) dµ, t ∈ [0, T ], (6.20)

де

F1(t) = η(0)v(t)−
∫ ∞

0

K(0, ξ)
(
Jt(ξ, t) ∗ w0

0(ξ) + J(x, t) ∗ w0
1(ξ)

)
dξ

F2(µ) = K(0, µ)− q
∫ µ

0

K(0, ξ)
J1

(
q
√
µ2 − ξ2

)
√
µ2 − ξ2

ξ dξ

= RJ0 (qµ) +

∫ µ

0

Kξ(0, ξ)J0

(
q
√
µ2 − ξ2

)
dξ.

Враховуючи теорему 1.9, (1.2) i (1.3), одержуємо

‖F2‖L∞(0,+∞) ≤
3

4

(
σ0(0) +M1 ‖λr‖L1(0,+∞)

)
. (6.21)

З (5.11) i теореми 1.9 випливає, що

‖F1‖L∞(0,T ) ≤ η(0) ‖v‖L∞(0,T ) +Q(T )
√
M0 ‖λr‖L1(0,+∞)

∣∣∣∣∣∣W0
∣∣∣∣∣∣0 , (6.22)

де Q(T ) є сталою з оцiнки (5.11).

Застосовуючи (6.21) i лему 6.39, ми бачимо, що iнтегральне рiвняння

u(t) =

∫ t

0

F2(t− µ)u(µ) dµ, t ∈ [0, T ], (6.23)

має лише тривiальний розв’язок в L2(0, T ). Використовуючи альтерна-

тиву Фредгольма, одержуємо, що рiвняння (6.20) має єдиний розв’язок

в L2(0, T ). Знову скориставшись лемою 6.39, одержуємо

|u(t)| ≤ ‖F1‖L∞(0,T ) e
t‖F2‖L∞(0,+∞), t ∈ [0, T ].

Беручи до уваги (6.21), (6.22) та (6.18), бачимо, що (6.19) виконується з

деякими сталими G1 > 0 i G2 > 0, , якi не залежать вiд q та T . Теорему

доведено. 2
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З теорем 6.1, 6.3, 5.1 та 5.2 випливають наступнi два висновки.

Висновок 6.4. Нехай v ∈ L∞(0, T ) та Z0 ∈ ĨHI0. Тодi розв’язок си-

стеми (6.8), (6.9) є єдиним.

Висновок 6.5. Нехай v ∈ L∞(0, T ) та Z0 ∈ ĨHI0. Тодi розв’язок си-

стеми (6.8), (6.9) задовольняє умову∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
 z(·, t)

zt(·, t)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
0

≤ Q1(T, q)
(∣∣∣∣∣∣Z0

∣∣∣∣∣∣0 + ‖u‖L∞(0,T )

)
, t ∈ [0, T ].

тобто, задача (6.8), (6.9) є коректно поставленою. Тут Q1(T, q) > 0 є

сталою, що залежить вiд T i q.

Таким чином, керована система (6.8), (6.9) iз загальним хвильовим

оператором є трансформацiєю за допомоги оператора T̃ керованої систе-

ми (5.4), (5.5) з найпростiшим хвильовим оператором, i навпаки: керо-

вана система (5.4), (5.5) є трансформацiєю за допомоги оператора T̃−1

керованої системи (6.8), (6.9).

З теорем 6.1, 6.3 одразу випливають наступнi два висновки.

Висновок 6.6. Нехай Z0 ∈ ĨHI0, W0 = T̃−1Z0 i час T > 0 є заданим.

Тодi

(i) Стан Z0 системи (6.8), (6.9) є наближено L∞-керованим за час T

тодi i лише тодi, коли стан W0 системи (5.4), (5.5) є наближено L∞-

керованим за той же час;

(ii) Стан Z0 системи (6.8), (6.9) є L∞-керованим за час T тодi i лише тодi,

коли стан W0 системи (5.4), (5.5) є L∞-керованим за той же час.
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Висновок 6.7. Нехай Z0 ∈ ĨHI0 i W0 = T̃−1Z0. Тодi стан Z0 системи

(6.8), (6.9) є наближено L∞-керованим за вiльний час тодi i лише тодi,

коли стан W0 системи (5.4), (5.5) є наближено L∞-керованим за вiльний

час.

Таким чином, беручи до уваги теореми 5.7, 5.9 та 5.10, одержуємо

наступнi критерiї керованостi для системи (6.8), (6.9).

Теорема 6.8. Нехай Z0 ∈ ĨHI0 i час T > 0 є заданим. Тодi

(i) Стан Z0 системи (6.8), (6.9) є наближено L∞-керованим за час T тодi

i лише тодi, коли виконано двi умови

supp z0
0 ⊂ [−σ−1(T ), σ−1(T )], (6.24)

z0
1 − T̃Ψ̂TΨ−1

T T̃−1z0
0 = 0; (6.25)

(ii) Стан Z0системи (6.8), (6.9) є L∞-керованим за час T тодi i лише тодi,

коли ηz0
0 ∈ L∞(0, σ−1(T )) i виконано умови (6.24) та (6.25).

Доведення. Зрозумiло, що (i) одразу випливає з теореми 5.7: (i). Щоб

довести (ii) досить показати, що виконано умову

ηz0
0 ∈ L∞(0, σ−1(T )) тодi i лише тодi, коли w0

0 ∈ L∞(0, T ). (6.26)

Беручи до уваги теорему 1.10 i (1.2), бачимо, що (6.26) справджується.

Теорему доведено. 2

Теорема 6.9. Нехай q = 0. Стан Z0 ∈ ĨHI0системи (6.8), (6.9) є на-

ближено L∞-керованим за вiльний час тодi i лише тодi, коли

z0
1 − T̃

(
sgn(·) T̃−1z0

0

)′
= 0. (6.27)
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Вiдмiтимо, що для q = 0 умови (6.27) та (6.25) є еквiвалентними.

Теорема 6.10. Нехай q > 0. Кожний стан Z0 ∈ ĨHI0 системи (6.8),

(6.9) є наближено L∞-керованим за вiльний час.

Таким чином, трансформована керована система (6.8), (6.9) iз загаль-

ним хвильовим оператором вiдтворює властивостi керованостi вихiдної

керованої системи (5.4), (5.5) з найпростiшим хвильовим оператором i

навпаки.

На с. 40 було введено множини LT , LT та L, загальнi властивостi яких

подано в твердженнях 1.24, 1.25 та формулах (1.16)–(1.19). Позначимо

через L
[q]
T , L

[q]

T та L[q] множини LT , LT та L, вiдповiдно, для керованої

системи (5.4), (5.5). Позначимо через L
[ηθp]
T , L

[ηθp]

T та L[ηθp] множини LT ,

LT та L, вiдповiдно, для керованої системи (6.8), (6.9). З формули (1.19),

тверджень 1.24, 1.25 та теорем 3.13, 5.44, 6.8—6.10 випливає наступна

теорема

Теорема 6.11. Маємо

T̃L[q]
T ( T̃L[q]

T ( T̃L[q] = ĨHI0

= = = =

L
[ηθp]
T ( L

[ηθp]

T ( L[ηθp] = ĨHI0

для q>0,

T̃L[0]
T ( T̃L[0]

T ( T̃L[0] ( ĨHI0

= = = =

L
[ηθp]
T ( L

[ηθp]

T ( L[ηθp] ( ĨHI0

для q=0.
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6.1.2. Керованiсть умовами Неймана. Розглянемо хвильове

рiвняння

ztt =
1

ρ
(kzx) x + γz, x > 0, t ∈ (0, T ), (6.28)

кероване крайовою умовою Неймана

zx(0, ·) = v(t), t ∈ (0, T ), (6.29)

за початкових умов

z(·, 0) = z0
0, zt(·, 0) = z0

1, x > 0, (6.30)

де T > 0 — деяка стала;
(
d
dt

)m
z : [0, T ] → H−m+1

⊕ , m = 0, 1, 2; v ∈

L∞(0, T ) — керування; z0
0 ∈ Ĥ1

+, z0
1 ∈ Ĥ0

+ — початковi данi.

Позначимо через z, z0
0 та z0

1 парнi продовження за x для z, z0
0 z0

1

вiдповiдно. Скориставшись висновком 3.12, бачимо, що z задовольняє

систему

ztt = D2
ηθz− pz− 2η2(0)θ2(0)vδ, x ∈ R, t ∈ (0, T ), (6.31)

z(·, 0) = z0
0, zt(·, 0) = z0

1, x ∈ R, (6.32)

де δ — це розподiл Дiрака за x;
(
d
dt

)m
z : [0, T ] → Ĥ−m+1, m = 0, 1, 2;

z0
0 ∈ Ĥ1, z0

1 ∈ Ĥ0.Нижче у висновку 6.13 ми доведемо, що для розв’язку

z системи (6.31), (6.32) виконано умову

zx(+0, t) = v(t) м. с. на [0, T ]. (6.33)

отже, звуження цього розв’язку на R+ задовольняє систему (6.28)–(6.30).

Таким чином, системи (6.28)–(6.30) i (6.31), (6.32) є еквiвалентними, то-

му далi ми розглядатимемо систему (6.31), (6.32) замiсть (6.28)–(6.30).
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Позначимо Z0 =

z0
0

z0
1

. Бачимо, що Z0 ∈ ÎHI1. Зрозумiло, що ця керована

система має вигляд (1.11), (1.12).

Далi за допомогою операторiв T̂ = ST̂r ми одержуємо властиво-

стi керованостi системи (6.28)–(6.30) з властивостей керованостi системи

(5.44)–(5.45), яку було дослiджено в пунктi 5.1.3.

Теорема 6.12. Нехай w є розв’язком керованої системи (5.44), (5.45)

для деяких u ∈ L∞(0, T ) i W0 ∈ Ĥ1. Нехай також z(·, t) = T̂w(·, t),

t ∈ [0, T ]. Тодi z є розв’язком (6.31), (6.32) з Z0 = T̂W0 та

η(0)θ2(0)v(t) =u(t)−Rw(+0, t)

+

∫ ∞
0

Ky1(0, ξ)w(ξ, t) dξ, t ∈ [0, T ], (6.34)

i умову (6.33) виконано. Тут

R =
1

2

∫ ∞
0

r(ξ) dξ.

Крiм того, z(·, t)

zt(·, t)

1

≤ B0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
w(·, t)

wt(·, t)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
1

, t ∈ [0, T ], (6.35)

‖v‖L∞(0,T ) ≤ B1

(
2(1 + T 2)2(1 + q2) ‖u‖L∞(0,T ) +Q(T )

∣∣∣∣∣∣W0
∣∣∣∣∣∣0) , (6.36)

де B0 > 0 i B1 > 0 — деякi сталi, якi не залежать вiд q та T , а Q(T ) є

сталою з оцiнки (5.47).

Доведення. Застосовуючи теорему 3.18, одержуємо, що z є розв’язком

(6.31), (6.32) iз Z0 = T̂W0 i v, визначеним через (6.34). Доведемо (6.33).
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Беручи до уваги (5.6) i (6.34), бачимо, що

zx(+0, t) =
(
T̂w
)
x

(+0, t) =
1

η(0)θ2(0)
(w(+0, t)−Rw(+0, t)

+

∫ ∞
0

Ky1(0, ξ)w(ξ, t) dξ

)
= v(t), t ∈ [0, T ],

тобто, (6.33) виконано. За теоремою 3.17 iснує стала C0 > 0 така, що

виконано (6.35).

З (6.34) випливає оцiнка

‖v‖L∞(0,T ) ≤
1

η(0)θ2(0)

(
‖u‖L∞(0,T ) + |R| ‖w(+0, t)‖L∞(0,T )

+
1√
2

√∫ ∞
0

|K(0, ξ)|2 dξ ‖w(·, t)‖0

)
≤B2

(
‖u‖L∞(0,T ) + ‖w(+0, t)‖L∞(0,T ) + ‖w(·, t)‖0

)
, (6.37)

де B2 > 0 — деяка стала, яка не залежить вiд q та T . Тут для оцiнки

L2-норми ядра K використано теорему 1.9. Маємо

|w(ξ, t)| ≤ 2

∫ ∞
0

∣∣∣√1 + σ2(Fw(·, t))(σ)
∣∣∣ dσ√

1 + σ2

≤
√
π ‖w(·, t)‖1 , ξ ∈ R, t ∈ [0, T ]. (6.38)

Застосовуючи теорему 5.20 та враховуючи (6.38), одержуємо (6.36). Тео-

рему доведено. 2

Висновок 6.13. Якщо z є розв’язком керованої системи (6.31),

(6.32) для деяких v ∈ L∞(0, T ) та Z0 ∈ ÎHI1, то (6.33) виконано.

Доведення. Нехай w(·, t) = T̂−1z(·, t), t ∈ [0, T ]. Застосовуючи тео-

рему 3.19, бачимо, що w є розв’язком керованої системи (5.44), (5.45) з
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W0 = T̂−1Z0 i

u(t) =η(0)θ2(0)v(t)−Ry(+0, y)

+

∫ ∞
0

Ly1(0, λ)y(λ, t) dλ, t ∈ [0, T ], (6.39)

де y(·, t) = S−1z(·, t), t ∈ [0, T ]. З тореми 6.12 випливає, що z(+0, t) = ṽ(t)

на [0, T ] для

η(0)θ2(0)ṽ(t) =u(t)−Rw(+0, t)

+

∫ ∞
0

Ky1(0, ξ)w(ξ, t) dξ, t ∈ [0, T ]. (6.40)

Доведемо, що v(t) = ṽ(t), t ∈ [0, T ]. Порiвнюючи (6.39) i (6.40), одержу-

ємо

η(0)θ2(0) (ṽ(t)− v(t)) =

∫ ∞
0

Ly1(0, λ)y(λ, t) dλ+

∫ ∞
0

Ky1(0, ξ)w(ξ, t) dξ

−R
∫ ∞

0

L(0, λ)y(λ, t) dλ

=

∫ ∞
0

y(λ, t) (Ly1(0, λ) +Ky1(0, λ)) dλ

−R
∫ ∞

0

L(0, λ)y(λ, t) dλ

+

∫ ∞
0

Ky1(0, ξ)

∫ ∞
ξ

L(ξ, λ)y(λ, t) dλ dξ

=

∫ ∞
0

y(λ, t)

(
Ly1(0, λ) +Ky1(0, λ)−RL(0, λ)

+

∫ λ

0

Ky1(0, ξ)L(ξ, λ) dξ

)
dλ, t ∈ [0, T ].

Беручи до уваги (1.8), одержуємо v(t) = ṽ(t), t ∈ [0, T ]. Отже, (6.33)

виконано. Висновок доведено. 2

Аналогично теоремi 6.1 одержуємо наступну теорему.
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Теорема 6.14. Нехай z є розв’язком керованої системи (6.31), (6.32)

для деяких v ∈ L∞(0, T ) та Z0 ∈ ÎHI1. Нехай також w(·, t) = T̂−1z(·, t),

t ∈ [0, T ]. Тодi w є розв’язком (5.44), (5.45) з W0 = T̂−1Z0 та

u(t) = η(0)θ2(0)v(t) +Rη(0)z(+0, t)

+

∫ ∞
0

Ly1(0, x)S−1z(x, t) dx, t ∈ [0, T ]. (6.41)

Тут

R =
1

2

∫ ∞
0

r(ξ) dξ.

Крiм того,∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
w(·, t)

wt(·, t)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
1

≤ C0

 z(·, t)

zt(·, t)

1

, t ∈ [0, T ], (6.42)

‖u‖L∞(0,T ) ≤ C1Q(T )eTC2

(
‖v‖L∞(0,T ) +

[][]
Z0
[][]1)

, (6.43)

де Q(T ) є сталою з оцiнки (5.11), C0 > 0, C1 > 0 та C2 > 0 є деякими

сталими, що не залежать вiд q та T .

Доведення. За аналогiєю з (6.34) i (6.35), застосовуючи теорему 3.19

замiсть теореми 3.18, одержуємо (6.41) i (6.42). Доведемо (6.43). З дове-

дення висновку 6.13 випливає, що (6.34) виконано за умов цiєї теореми.

Беручи до уваги (5.48) та (6.34), маємо

u(t) = F1(t) +

∫ t

0

F2(t− µ)u(µ) dµ, t ∈ [0, T ], (6.44)

де

F1(t) =η(0)θ2(0)v(t) +R
(
Jt(ξ, t) ∗ w0

0(ξ) + J(x, t) ∗ w0
1(ξ)

)∣∣
ξ=0
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−
∫ ∞

0

Ky1(0, ξ)
(
Jt(ξ, t) ∗ w0

0(ξ) + J(x, t) ∗ w0
1(ξ)

)
dξ

F2(µ) =−RJ0 (qµ) +

∫ µ

0

Ky1(0, ξ)J0

(
q
√
µ2 − ξ2

)
dξ.

Враховуючи теорему 1.9, (1.2) i (1.3), одержуємо

‖F2‖L∞(0,+∞) ≤
3

4

(
σ0(0) +M1 ‖λr‖L1(0,+∞)

)
. (6.45)

З (6.38), (5.47) i теореми 1.9 випливає, що

‖F1‖L∞(0,T ) ≤η(0)θ2(0) ‖v‖L∞(0,T ) (6.46)

+Q(T )
(
R +

√
M0 ‖λr‖L1(0,+∞)

) ∣∣∣∣∣∣W0
∣∣∣∣∣∣1 , (6.47)

де Q(T ) є сталою з оцiнки (5.47).

Застосовуючи (6.45) i лему 6.39, ми бачимо, що iнтегральне рiвняння

u(t) =

∫ t

0

F2(t− µ)u(µ) dµ, t ∈ [0, T ], (6.48)

має лише тривiальний розв’язок в L2(0, T ). Використовуючи альтерна-

тиву Фредгольма, одержуємо, що рiвняння (6.20) має єдиний розв’язок

в L2(0, T ). Знову скориставшись лемою 6.39, одержуємо

|u(t)| ≤ ‖F1‖L∞(0,T ) e
t‖F2‖L∞(0,+∞), t ∈ [0, T ].

Беручи до уваги (6.45), (6.47) та (6.42), бачимо, що (6.43) виконується з

деякими сталими C1 > 0 i C2 > 0, що не залежать вiд q та T . Теорему

доведено. 2

З теорем 6.12, 6.14, 5.19 та 5.20 випливають наступнi два висновки.

Висновок 6.15. Нехай v ∈ L∞(0, T ) та Z0 ∈ ÎHI0. Тодi розв’язок

системи (6.31), (6.32) є єдиним.
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Висновок 6.16. Нехай v ∈ L∞(0, T ) та Z0 ∈ ÎHI0. Тодi розв’язок

системи (6.31), (6.32) задовольняє умову∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
 z(·, t)

zt(·, t)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
1

≤ Q2(T, q)
(∣∣∣∣∣∣Z0

∣∣∣∣∣∣1 + ‖u‖L∞(0,T )

)
, t ∈ [0, T ].

тобто, задача (6.31), (6.32) є коректно поставленою. Тут Q2(T, q) > 0 є

сталою, що залежить вiд T i q.

Таким чином, керована система (6.31), (6.32) iз загальним хвильо-

вим оператором є трансформацiєю за допомоги оператора T̂ керованої

системи (5.44), (5.45) з найпростiшим хвильовим оператором, i навпаки:

керована система (5.44), (5.45) є трансформацiєю за допомоги оператора

T̂−1 керованої системи (6.31), (6.32).

З теорем 6.12, 6.14 одразу випливають наступнi два висновки.

Висновок 6.17. Нехай Z0 ∈ ÎHI1, W0 = T̂−1Z0 i час T > 0 є заданим.

Тодi

(i) Стан Z0 системи (6.31), (6.32) є наближено L∞-керованим за час T

тодi i лише тодi, коли стан W0 системи (5.44), (5.45) є наближено

L∞-керованим за той же час;

(ii) Стан Z0 системи (6.31), (6.32) є L∞-керованим за час T тодi i лише

тодi, коли стан W0 системи (5.44), (5.45) є L∞-керованим за той же

час.

Висновок 6.18. Нехай Z0 ∈ ÎHI1 i W0 = T̂−1Z0. Тодi стан Z0 систе-

ми (6.31), (6.32) є наближено L∞-керованим за вiльний час тодi i лише
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тодi, коли стан W0 системи (5.44), (5.45) є наближено L∞-керованим за

вiльний час.

Таким чином, беручи до уваги теореми 5.25, 5.27 та 5.28, одержуємо

наступнi критерiї керованостi для системи (6.31), (6.32).

Теорема 6.19. Нехай Z0 ∈ ÎHI1 i час T > 0 є заданим. тодi

(i) Стан Z0 системи (6.31), (6.32) є наближено L∞-керованим за час T

тодi i лише тодi, коли виконано двi умови

supp z0
0 ⊂ [−σ−1(T ), σ−1(T )], (6.49)

z0
1 − T̂Ψ̂TΨ−1

T T̂−1z0
0 = 0; (6.50)

(ii) Стан Z0системи (6.31), (6.32) є L∞-керованим за час T тодi i лише

тодi, коли ηθ2z0
0
′ ∈ L∞(0, σ−1(T )) i виконано умови (6.49) та (6.50).

Доведення. Зрозумiло, що (i) одразу випливає з теореми 5.25: (i).

Щоб довести (ii) досить показати, що виконано умову

ηθ2z0
0
′ ∈ L∞(0, σ−1(T )) тодi i лише тодi, коли w0

0
′ ∈ L∞(0, T ). (6.51)

Беручи до уваги теорему 1.10 i (1.2), бачимо, що (6.51) справджується.

Теорему доведено. 2

Теорема 6.20. Нехай q = 0. Стан Z0 ∈ ÎHI1системи (6.31), (6.32) є

наближено L∞-керованим за вiльний час тодi i лише тодi, коли

z0
1 − T̂

(
sgn(·)

(
T̂−1z0

0

)′)
= 0. (6.52)
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Вiдмiтимо, що для q = 0 умови (6.52) та (6.50) є еквiвалентними.

Теорема 6.21. Нехай q > 0. Кожний стан Z0 ∈ ÎHI1 системи (6.31),

(6.32) є наближено L∞-керованим за вiльний час.

Таким чином, трансформована керована система (6.31), (6.32) iз за-

гальним хвильовим оператором вiдтворює властивостi керованостi вихi-

дної керованої системи (5.44), (5.45) з найпростiшим хвильовим операто-

ром i навпаки.

На с. 40 було введено множини LT , LT та L, загальнi властивостi

яких подано в твердженнях 1.24, 1.25 та формулах (1.16)–(1.19). Позна-

чимо через L
[q]
T , L

[q]

T та L[q] множини LT , LT та L, вiдповiдно, для керо-

ваної системи (5.44), (5.45). Позначимо також через L[ηθp]
T , L

[ηθp]

T та L[ηθp]

множини LT , LT та L, вiдповiдно, для керованої системи (6.31), (6.32).

З формули (1.19), тверджень 1.24, 1.25 та теорем 3.17, 5.52, 6.19—6.21

випливає наступна теорема

Теорема 6.22. Маємо

T̂L[q]
T ( T̂L[q]

T ( T̂L[q] = ÎHI1

= = = =

L
[ηθp]
T ( L

[ηθp]

T ( L[ηθp] = ÎHI1

для q>0,

T̂L[0]
T ( T̂L[0]

T ( T̂L[0] ( ÎHI1

= = = =

L
[ηθp]
T ( L

[ηθp]

T ( L[ηθp] ( ÎHI1

для q=0.
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6.2. Стабiлiзацiя хвильового рiвняння на пiвосi

Розглянемо хвильове рiвняння

ztt =
1

ρ
(kzx) x + γz + ν, x > 0, t > 0, (6.53)

за умови Дiрiхле

z(0, ·) = ζ(t), t > 0, (6.54)

та за початкових умов

z(·, 0) = z0
0, zt(·, 0) = z0

1, x > 0, (6.55)

де T > 0 — деяка стала; z(·, t) ∈ H̃0
+ = H0

⊕, t ∈ [0,+∞);
(
d
dt

)m
z :

[0,+∞ → H−m⊕ , m = 0, 1, 2; ζ ∈ L2(R+),
√

(·)ζ ∈ L2(R+), z0
0 ∈ H̃0

+,

z0
1 ∈ H̃−1

+ є заданими функцiями, ν є позицiйним керуванням вигляду

ν = b0z + b1zt, (6.56)

де b0 ∈ R та b1 ∈ R є сталими, що визначають це керування.

Позначимо через z, z0
0 та z0

1 непарнi продовження за x для z, z0
0 z

0
1

вiдповiдно. Скориставшись теоремою 3.10, бачимо, що z задовольняє си-

стему

ztt = D2
ηθz− pz + v − 2η2(0)ζDηθδ, x ∈ R, t > 0, (6.57)

z(·, 0) = z0
0, zt(·, 0) = z0

1, x ∈ R, (6.58)

де δ — це розподiл Дiрака за x; ζ з умови (6.54) є функцiєю вiд t;(
d
dt

)m
z : [0,+∞) → H̃−m, m = 0, 1, 2; z0

0 ∈ H̃0, z0
1 ∈ H̃−1, v є позицiй-

ним керуванням вигляду

v = b0z + b1zt, (6.59)
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де b0 ∈ R та b1 ∈ R є сталими, що визначають це керування. Нагадаємо,

що p = ν − γ̂, де γ̂ є парним продовженням γ, ν = Dηθ
(
θ2 η′

η

)
. З (6.2)

i (6.3) випливає, що p ∈ C1(R) є парною функцiєю, для якої виконано

умову (6.4), зокрема p = r + q2, де q ≥ 0 — це стала з умови (6.3) та

(6.4), а r задовольняє умову (1.2). Нижче у висновку 6.24 ми доводимо,

що для розв’язку z системи (6.8), (6.9) виконано умову

z(+0, t) = ζ(t) м. с. на R+. (6.60)

отже, звуження цього розв’язку на R+ задовольняє систему (6.53)–(6.55).

Таким чином, системи (6.53)–(6.55) i (6.57), (6.58) є еквiвалентними, то-

му далi ми розглядатимемо систему (6.57), (6.58) замiсть (6.53)–(6.55).

Позначимо Z0 =

z0
0

z0
1

. Бачимо, що Z0 ∈ ĨHI0. Зрозумiло, що ця керована

система має вигляд (1.21), (1.12), де F = {2δ′(x)ν(t) | ∧
√

(·)ν ∈ L2(R+)}.

Нехай b > 0. Позначимо b0 = q2 − b2, b1 = −2b.

Далi за допомогою операторiв T̃ = ST̃r ми одержуємо властивостi

стабiлiзовностi системи (6.53)–(6.55) з властивостей стабiлiзовностi си-

стеми (5.101)–(5.103), яку було дослiджено в пунктi 5.3.1.

Теорема 6.23. Нехай w є розв’язком керованої системи (5.105),

(5.106) з керуванням (5.107) для деяких b > 0, ω ∈ L2(R+) i W0 ∈ H̃0.

Нехай також z(·, t) = T̃w(·, t), t ≥ 0. Тодi z є розв’язком (6.57), (6.58) з

керуванням (6.59), з Z0 = T̃W0 та

η(0)ζ(t) = ω(t) +

∫ ∞
0

K(0, ξ)w(ξ, t) dξ, t ≥ 0, (6.61)
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i умову (6.60) виконано. Крiм того, z(·, t)

zt(·, t)

0

≤ L0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
w(·, t)

wt(·, t)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
0

, t ≥ 0, (6.62)

‖ζ‖L2R+) ≤
√

2

η(0)

(√
1 + b2

b

)3

L1

∣∣∣∣∣∣W0
∣∣∣∣∣∣0 (6.63)

+
1

η(0)

(
1 + 2L1

√
2

b

)
‖ω‖L2(R+) , (6.64)

де L0 > 0 i L1 > 0 — деякi сталi, якi залежать лише вiд даних рiвняння

(6.57) та керування (6.59), тобто, вiд ρ, k, γ та b.

Доведення. Застосовуючи теорему 3.14, одержуємо, що z є розв’язком

(6.57), (6.58) керуванням (6.59), з Z0 = T̃W0 i ζ, визначеним через (6.61).

Доведемо (6.60). Беручи до уваги (5.108) i (6.61), бачимо, що

z(+0, t) =
(
T̃w
)

(+0, t)

=
1

η(0)

(
w(+0, t) +

∫ ∞
0

K(0, ξ)w(ξ, t) dξ

)
= ζ(t), t ∈ [0, T ],

тобто, (6.60) виконано. За теоремою 3.13 iснує стала L0 > 0 така, що

виконано (6.62).

З (6.61) випливає оцiнка

‖ζ‖L2(R+) ≤
1

η(0)

(
‖ω‖L2(R+) +

∫ ∞
0

|K(0, x)||w(x, t)| dx
)
. (6.65)

З (1.2) та (1.4) випливає, що K(0, ·) ∈ L2(R+) ∩ L1(R+). Позначимо L =

‖K(0, ·)‖L2(R+). Беручи до уваги (1.27), (5.112) та (5.114), одержуємо∫ ∞
0

|K(0, x)||w(x, t)| dx ≤
√

2(1 + b2)L
∣∣∣∣∣∣W0

∣∣∣∣∣∣0 e−bt√1 + t2
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+

∫ t

0

|K(0, x)||ω(t− x)|e−bx dx.

(6.66)

Оцiнимо останнiй iнтеграл. Маємо∫ t

0

|K(0, x)||ω(t− x)|e−bx dx ≤ L

√∫ t/2

0

e−2b(t−x)|ω(x)|2 dx

+M0σ0

(
t

4

)∫ t

t/2

e−b(t−x)|ω(x)| dx

≤
(
Le−bt/2 +

M0√
2b
σ0

(
t

4

))
‖ω‖L2(R+) . (6.67)

Тут при оцiнцi останнього iнтеграла використано оцiнку (1.4). Поєдную-

чи оцiнки (6.65)–(6.67), одержуємо

‖ζ‖L2(R+) ≤
1

η(0)

1 +
L√
b

+
M0√

2b

√∫ ∞
0

∣∣∣∣σ0

(
t

4

)∣∣∣∣2 dt
 ‖ω‖L2(R+)

+

(√
1 + b2

b

)3
L

η(0)

∣∣∣∣∣∣W0
∣∣∣∣∣∣0 . (6.68)

Беручи до уваги (1.2) та (1.4) i позначаючи L1 = M0

∫∞
0 (1 + ξ)|r(ξ)| dξ,

маємо∫ ∞
0

∣∣∣∣σ0

(
t

4

)∣∣∣∣2 dt = 4

∫ ∞
0

|σ0(ξ)|2 dξ ≤ 4σ(0)

∫ ∞
0

σ0(ξ) dξ ≤
4

M0
L2

1,

L = ‖K(0, ·)‖L2(R+) ≤M0

√∫ ∞
0

∣∣∣∣σ0

(
ξ

2

)∣∣∣∣2 dξ ≤ √2L1.

Тому з (6.68) випливає (6.64). Теорему доведено. 2

Аналогiчно доведенню висновку (6.2) доводимо наступний висновок.

Висновок 6.24. Якщо z є розв’язком керованої системи (6.57),

(6.58)з керуванням (5.107) для деяких b ≥ q, ω ∈ L2(R+) i W0 ∈ H̃0,

то (6.60) виконано.
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Зауваження 6.25. Аналогiчно тому, як це було зроблено при до-

веденнi еквiвалентнiстi умов (6.10) i (6.15) у висновку (6.2) доводиться

еквiвалентнiсть умов (6.61) i (6.69).

Теорема 6.26. Нехай z є розв’язком керованої системи (6.57), (6.58)

з керуванням (6.59) для деяких b >
√

2M0

∫∞
0 (1+ξ)|r(ξ)| dξ, ζ ∈ L2(R+),√

(·)ζ ∈ L2(R+) та Z0 ∈ ĨHI0 (тут M0 > 0 є сталою з оцiнки (1.4)). Нехай

також w(·, t) = T̃−1z(·, t), t ≥ 0. Тодi w є розв’язком (5.105), (5.106) з

керуванням (5.107), з W0 = T̃−1Z0 та

ω(t) = η(0)ζ(t) +

∫ ∞
0

L(0, x)S−1z(x, t) dx, t ≥ 0. (6.69)

Крiм того,∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
w(·, t)

wt(·, t)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
0

≤ G0

 z(·, t)

zt(·, t)

0

, t ≥ 0, (6.70)

‖ω‖L2(R+) ≤ G1

(∣∣∣∣∣∣Z0
∣∣∣∣∣∣0 +

∥∥∥√(·)ζ
∥∥∥
L2(R+)

)
+ η(0) ‖ζ‖L2(R+) , (6.71)

де G0 > 0 i G1 > 0 — деякi сталi, якi залежать лише вiд даних рiвняння

(6.57) та керування (6.59), тобто, вiд ρ, k, γ та b.

Доведення. За аналогiєю з (6.61)i (6.62), застосовуючи теорему 3.15

замiсть теореми 3.14, одержуємо (6.17) i (6.18). Доведемо (6.19). Iз за-

уваження 6.25 випливає, що (6.61) виконано за умов цiєї теореми. Тому,

беручи до уваги (5.112) i (5.113) одержуємо оцiнку∣∣ω(t)ebt
∣∣ ≤ ϕ(t) +

∫ t

0

|K(0, t− x)|
∣∣ω(x)ebx

∣∣ dx, t ≥ 0,
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де ϕ(t) =
∣∣η(0)ζ(t)ebt

∣∣+2M0L0(1+b2)
∣∣∣∣∣∣W0

∣∣∣∣∣∣0 (1+t), L = ‖K(0, ·)‖L2(R+).

Скориставшись оцiнкою (1.4), одержуємо

L = ‖K(0, ·)‖L2(R+) ≤M0

√
2σ0(0)

∫ ∞
0

σ0(ξ) dξ ≤
√

2M0L0

де L0 =
∫∞

0 (1 + ξ)|r(ξ)| dξ та∣∣ω(t)ebt
∣∣ ≤ ϕ(t) +

√
2M0L0

∫ t

0

∣∣ω(x)ebx
∣∣ dx, t ≥ 0,

Застосовуючи лему 6.38, маємо∣∣ω(t)ebt
∣∣ ≤ ϕ(t) +

√
2M0L0

∫ t

0

ϕ(x)e
√

2M0L0(t−x) dx, t ≥ 0. (6.72)

Оскiльки b >
√

2M0L0, то iснує ε > 0 таке, що b− 2ε >
√

2M0L0. Тодi∫ t

0

∣∣η(0)ζ(x)ebx
∣∣e√2M0L0(t−x)dx

≤ η(0)ebt
∫ t

0

|ζ(x)|e−2ε(t−x)e−(b−2ε−
√

2M0L0)(t−x) dx

≤ η(0)ebt√
2(b− 2ε−

√
2M0L0

√∫ t

0

∣∣ζ(x)e−2ε(t−x)
∣∣2 dx, t ≥ 0

Скориставшись оцiнкою∫ t

0

∣∣∣ζ(x)e−2ε(t−x)
∣∣∣2 dx ≤ e−2εt

∫ t/2

0

|ζ(x)|2dx+

∫ t

t/2

|ζ(x)|2dx

≤ e−2εt
(
‖ζ‖L2(R+)

)2

+

∫ t

t/2

|ζ(x)|2dx

звiдси одержуємо∫ t

0

∣∣η(0)ζ(x)ebx
∣∣ e√2M0L0(t−x)dx

≤ η(0)ebt

√√√√√√e−2εt
(
‖ζ‖L2(R+)

)2

+

∫ t

t/2

|ζ(x)|2dx

2(b− 2ε−
√

2M0L0)
, t ≥ 0. (6.73)
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Крiм того, маємо∫ t

0

(1 + x)e
√

2M0L0(t−x)dx ≤ eεt

ε

∫ t

0

e
√

2M0L0(t−x)dx

≤ e(
√

2M0L0+ε)(t−x)

√
2εM0L0

. (6.74)

Поєднуючи (6.72)–(6.74), одержуємо

|ω(t)| ≤η(0)|ζ(t)|+ 2M0L0(1 + b2)
∣∣∣∣∣∣W0

∣∣∣∣∣∣0 (1 + t)e−bt

+
M0L0η(0)√

b− 2ε−
√

2M0L0

√
e−2εt

(
‖ζ‖L2(R+)

)2

+

∫ t

t/2

|ζ(x)|2dx

+
2M0L0

ε
e−(b−

√
2M0L0−ε)t(1 + b2)

∣∣∣∣∣∣W0
∣∣∣∣∣∣0 . (6.75)

Оскiльки∫ ∞
0

∫ t

t/2

|ζ(x)|2dx dt =

∫ ∞
0

|ζ(x)|2
∫ 2x

x

dt dx =

∫ ∞
0

x|ζ(x)|2dx,

то, застосовуючи оцiнку (6.70), звiдси одержуємо(6.71). 2

Таким чином, керована система (6.57), (6.58) iз загальним хвильо-

вим оператором є трансформацiєю за допомоги оператора T̃ керованої

системи (5.105), (5.106) з найпростiшим хвильовим оператором, i нав-

паки: керована система (5.105), (5.106) є трансформацiєю за допомоги

оператора T̃−1 керованої системи (6.57), (6.58).

З теорем 6.23, 6.26, використовуючи теорему 5.53, одержуємо насту-

пну теорему.

Теорема 6.27. Система (6.57), (6.58) (а, отже i система (6.53)–(6.55))

є стабiлiзовною. Зокрема, керування u =
(
q2 − b2

)
w − 2bwt з будь-яким
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b >
√

2M0

∫∞
0 (1 + ξ)|r(ξ)| dξ стабiлiзує цю систему (тут M0 > 0 є сталою

з оцiнки (1.4)).

Результати цього пiдроздiлу проiлюстровано прикладом 7.16.

6.3. Крайовi задачи

У цьому пiдроздiлi дослiджено крайовi задачi для хвильового рiвня-

ння iз змiнними коефiцiєнтами

6.3.1. Крайова задача за умови Дiрiхле. Розглянемо хвильове

рiвняння

ztt =
1

ρ
(kzx) x + γz, x > 0, t ∈ (0, T ), (6.76)

за умови Дiрiхле

z(0, ·) = g(t), t ∈ (0, T ), (6.77)

та за крайових умов
p0

0z(x, 0) + pT0 z(x, T ) = z0
0

p0
1zt(x, 0) + pT1 zt(x, T ) = z0

1

, x > 0, (6.78)

де T > 0, pαj ∈ R, j = 0, 1, α = 0, T є деякими сталими; z(·, t) ∈ H̃0
+ = H0

⊕,

t ∈ [0, T ];
(
d
dt

)m
z : [0, T ] → H−m⊕ , m = 0, 1, 2; z0

0 ∈ H̃0
+, z0

1 ∈ H̃−1
+ ;

g ∈ L2(0, T ), η задовольняє умову (6.81) (див. нижче). Вважаємо також,

що pαj , j = 0, 1, α = 0, T , задовольняють умову (5.168).

Позначимо через z, z0
0 та z0

1 непарнi продовження за x для z, z0
0 z

0
1

вiдповiдно. Скориставшись теоремою 3.10, бачимо, що z задовольняє си-
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стему

ztt = D2
ηθz− pz− 2η2(0)gDηθδ, x ∈ R, t ∈ (0, T ), (6.79)

z(·, 0) = z0
0, zt(·, 0) = z0

1, x ∈ R, (6.80)

де δ — це розподiл Дiрака за x;
(
d
dt

)m
z : [0, T ] → H̃−m, m = 0, 1, 2;

z0
0 ∈ H̃0, z0

1 ∈ H̃−1. Вважаємо також, що η задовольняє умову

η(0)g(t) =
1

2

〈〈
T̃−1z0

0, U0(·, t)
〉〉

+
1

2

〈〈
T̃−1z0

1, U1(·, t)
〉〉
, (6.81)

де R =

R00 R01

R10 R11

 визначено формулою (5.161),

Uj(ξ, t) =

∫ ∞
−∞

(K(0, x)H(x)

−K(0,−x)H(−x))Rj0(ξ − x) dx, x ∈ R, t ∈ [0, T ], j = 0, 1,

Зрозумiло, що Uj(·, t) ∈ H̃j, t ∈ [0, T ], j = 0, 1. Нижче у висновку 6.29

ми доведемо, що для розв’язку z системи (6.8), (6.9) виконано умову

z(+0, t) = g(t) м. с. на [0, T ]. (6.82)

отже, звуження цього розв’язку на R+ задовольняє систему (6.76)–(6.78).

Таким чином, системи (6.76)–(6.78) i (6.79), (6.80) є еквiвалентними, то-

му далi ми розглядатимемо систему (6.79), (6.80) замiсть (6.76)–(6.78).

Позначимо Z0 =

z0
0

z0
1

. Бачимо, що Z0 ∈ ĨHI0. Зрозумiло, що ця керована

система має вигляд (1.33), (1.34).

Далi за допомогою операторiв T̃ = ST̃r ми одержуємо властиво-

стi керованостi системи (6.76)–(6.78) з властивостей керованостi системи

(5.169)–(5.170), яку було дослiджено в роздiлi 5.4.
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Аналогiчно доведенню теореми 6.1, враховуючи (5.176), одержуємо

наступну теорему.

Теорема 6.28. Нехай w є розв’язком керованої системи (5.169),

(5.170) для f = 0 i деякого W0 ∈ H̃0. Нехай також z(·, t) = T̃w(·, t),

t ∈ [0, T ]. Тодi z є розв’язком (6.79), (6.80) з Z0 = T̃W0 та

η(0)g(t) =

∫ ∞
0

K(0, ξ)w(ξ, t) dξ, t ∈ [0, T ], (6.83)

i умову (6.82) виконано. Крiм того, z(·, t)

zt(·, t)

0

≤ C0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
w(·, t)

wt(·, t)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
0

, t ∈ [0, T ], (6.84)

де C0 > 0 є деякою сталою, що залежить вiд T , ρ, k та γ.

Цiлком аналогiчно доведенню висновку 6.2 одержуємо наступний

Висновок 6.29. Якщо z є розв’язком керованої системи (6.79),

(6.80) для деякого Z0 ∈ ĨHI0 та g ∈ L∞(0, T ), що задовольняє (6.81),

то (6.82) виконано.

Аналогично теоремi 6.1 одержуємо наступну теорему.

Теорема 6.30. Нехай z є розв’язком керованої системи (6.79), (6.80)

для деякого Z0 ∈ ĨHI0 та g ∈ L∞(0, T ), що задовольняє (6.81). Нехай

також w(·, t) = T̃−1z(·, t), t ∈ [0, T ]. Тодi w є розв’язком (5.169), (5.170) з

W0 = T̃−1Z0 та f = 0. Крiм того,∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
w(·, t)

wt(·, t)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
0

≤ G0

 z(·, t)

zt(·, t)

0

, t ∈ [0, T ], (6.85)

де G0 > 0 є деякою сталою, що залежать лише вiд T , ρ, k та γ.
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Доведення. За аналогiєю з (6.17)i (6.18) в теоремi 6.1 одержуємо f =

0 i (6.85). 2

Таким чином, керована система (6.79), (6.80) iз загальним хвильо-

вим оператором є трансформацiєю за допомоги оператора T̃ керованої

системи (5.169), (5.170) з найпростiшим хвильовим оператором, i нав-

паки: керована система (5.169), (5.170) є трансформацiєю за допомоги

оператора T̃−1 керованої системи (6.79), (6.80).

З теорем 6.1, 6.3 одразу випливає наступний висновок.

Висновок 6.31. Нехай Z0 ∈ ĨHI0, g ∈ L∞(0, T ) задовольняє (6.81),

W0 = T̃−1Z0 i f = 0. Тодi задача (6.79), (6.80) є коректною тодi i лише

тодi, коли коректною є задача (5.169), (5.170).

Таким чином, беручи до уваги висновок 5.59, одержуємо наступний

критерiй коректностi задачi (6.79), (6.80).

Висновок 6.32. За умови (5.168) задача (6.76), (6.78) (та (6.79),

(6.80)) є коректною в тому i лише тому випадку, коли виконано умову

(5.175). У разi виконання цiєї умови розв’язок z цiєї задачi задовольняє

оцiнку: ∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
 z(·, t)

zt(·, t)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
0

≤ C

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
z0

0

z0
1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
0

, t ∈ [0, T ], (6.86)

де C > 0 є сталою, яка залежать лише вiд T , ρ, k та γ.
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6.3.2. Крайова задача за умови Неймана. Розглянемо хвильо-

ве рiвняння

ztt =
1

ρ
(kzx) x + γz, x > 0, t ∈ (0, T ), (6.87)

за умови Неймана

zx(0, ·) = g(t), t ∈ (0, T ), (6.88)

та за крайових умов
p0

0z(x, 0) + pT0 z(x, T ) = z0
0

p0
1zt(x, 0) + pT1 zt(x, T ) = z0

1

, x > 0, (6.89)

де T > 0, pαj ∈ R, j = 0, 1, α = 0, T є деякими сталими;
(
d
dt

)m
z : [0, T ]→

H−m+1
⊕ , m = 0, 1, 2 z0

0 ∈ IHI1
+, z0

1 ∈ IHI0
+; g ∈ L2(0, T ) , η задовольняє

умову (6.92) (див. нижче). Вважаємо також, що pαj , j = 0, 1, α = 0, T ,

задовольняють умову (5.168).

Позначимо через z, z0
0 та z0

1 непарнi продовження за x для z, z0
0 z

0
1

вiдповiдно. Скориставшись теоремою 3.10, бачимо, що z задовольняє си-

стему

ztt = D2
ηθz− pz− 2η2(0)θ2(0)gδ, x ∈ R, t ∈ (0, T ), (6.90)

z(·, 0) = z0
0, zt(·, 0) = z0

1, x ∈ R, (6.91)

де δ — це розподiл Дiрака за x;
(
d
dt

)m
z : [0, T ] → Ĥ−m+1, m = 0, 1, 2;

z0
0 ∈ Ĥ1, z0

1 ∈ Ĥ0. Вважаємо також, що η задовольняє умову

η(0)θ2(0)g(t) =−R
〈〈

T̂−1z0
0,R00(·, t)

〉〉
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+
1

2

〈〈
T̂−1z0

0, U0(·, t)
〉〉

−R
〈〈

T̂−1z0
1,R01(·, t)

〉〉
+

1

2

〈〈
T̂−1z0

1, U1(·, t)
〉〉
, (6.92)

де R =

R00 R01

R10 R11

 визначено формулою (5.161), R = 1
2

∫∞
0 r(ξ) dξ,

Uj(ξ, t) =

∫ ∞
−∞

(Ky1(0, x)H(x)

+Ky1(0,−x)H(−x))Rj0(ξ − x) dx, x ∈ R, t ∈ [0, T ], j = 0, 1.

Зрозумiло, що Uj(·, t) ∈ Ĥj, t ∈ [0, T ], j = 0, 1. Нижче у висновку 6.34

ми доведемо, що для розв’язку z системи (6.31), (6.32) виконано умову

zx(+0, t) = g(t) м. с. на [0, T ]. (6.93)

отже, звуження цього розв’язку на R+ задовольняє систему (6.87)–(6.89).

Таким чином, системи (6.87)–(6.89) i (6.90), (6.91) є еквiвалентними, то-

му далi ми розглядатимемо систему (6.90), (6.91) замiсть (6.87)–(6.89).

Позначимо Z0 =

z0
0

z0
1

. Бачимо, що Z0 ∈ ÎHI0. Зрозумiло, що ця керована

система має вигляд (1.33), (1.34).

Далi за допомогою операторiв T̂ = ST̂r ми одержуємо властиво-

стi керованостi системи (6.87)–(6.89) з властивостей керованостi системи

(5.180)–(5.181), яку було дослiджено в роздiлi 5.4.

Аналогiчно доведенню теореми 6.1, враховуючи (5.176), одержуємо

наступну теорему.



232

Теорема 6.33. Нехай w є розв’язком керованої системи (5.180),

(5.181) для f = 0 i деякого W0 ∈ Ĥ1. Нехай також z(·, t) = T̂w(·, t),

t ∈ [0, T ]. Тодi z є розв’язком (6.90), (6.91) з Z0 = T̂W0 та

η(0)θ2(0)g(t) = −Rw(+0, t) +

∫ ∞
0

Ky1(0, ξ)w(ξ, t) dξ, t ∈ [0, T ], (6.94)

i умову (6.93) виконано. Крiм того, z(·, t)

zt(·, t)

1

≤ C0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
w(·, t)

wt(·, t)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
1

, t ∈ [0, T ], (6.95)

де C0 > 0 є деякою сталою, що залежить вiд T , ρ, k та γ.

Цiлком аналогiчно доведенню висновку 6.13 одержуємо наступний

Висновок 6.34. Якщо z є розв’язком керованої системи (6.90),

(6.91) для деякого Z0 ∈ ÎHI1 та g ∈ L∞(0, T ), що задовольняє (6.92),

то (6.93) виконано.

Аналогично теоремi 6.12 одержуємо наступну теорему.

Теорема 6.35. Нехай z є розв’язком керованої системи (6.90), (6.91)

для деякого Z0 ∈ ÎHI1 та g ∈ L∞(0, T ), що задовольняє (6.92). Нехай

також w(·, t) = T̂−1z(·, t), t ∈ [0, T ]. Тодi w є розв’язком (5.180), (5.181) з

W0 = T̂−1Z0 та f = 0. Крiм того,∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
w(·, t)

wt(·, t)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
1

≤ G0

 z(·, t)

zt(·, t)

1

, t ∈ [0, T ], (6.96)

де G0 > 0 є деякою сталою, що залежать лише вiд T , ρ, k та γ.
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Доведення. За аналогiєю з (6.41)i (6.42) в теоремi 6.12 одержуємо

f = 0 i (6.96). 2

Таким чином, керована система (6.90), (6.91) iз загальним хвильо-

вим оператором є трансформацiєю за допомоги оператора T̂ керованої

системи (5.180), (5.181) з найпростiшим хвильовим оператором, i нав-

паки: керована система (5.180), (5.181) є трансформацiєю за допомоги

оператора T̂−1 керованої системи (6.90), (6.91).

З теорем 6.12, 6.14 одразу випливає наступний висновок.

Висновок 6.36. Нехай Z0 ∈ ÎHI1, g ∈ L∞(0, T ) задовольняє (6.92),

W0 = T̂−1Z0 i f = 0. Тодi задача (6.90), (6.91) є коректною тодi i лише

тодi, коли коректною є задача (5.180), (5.181).

Таким чином, беручи до уваги висновок 5.60, одержуємо наступний

критерiй коректностi задачi (6.90), (6.91).

Висновок 6.37. За умови (5.168) задача (6.87), (6.89) (та (6.90),

(6.91)) є коректною в тому i лише тому випадку, коли виконано умову

(5.175). У разi виконання цiєї умови розв’язок z цiєї задачi задовольняє

оцiнку: ∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
 z(·, t)

zt(·, t)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
1

≤ C

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
z0

0

z0
1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
1

, t ∈ [0, T ], (6.97)

де C > 0 є сталою, яка залежать лише вiд T , ρ, k та γ.
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6.4. Допомiжнi твердження до роздiлу 6

Наступнi двi леми є аналогами теорем типу Ґронуолла. Їх доведення

є цiлком стандартним для тверджень цього типу.

Лема 6.38. Нехай y ∈ L1(0, T ), ϕ1 ∈ L1(0, T ) є додатними м.с. на

(0, T ) функцiями i ϕ2 > 0 є сталою. Якщо

y(t) ≤ ϕ1(t) + ϕ2

∫ t

0

y(s) ds м.с. на (0, T ), (6.98)

то

y(t) ≤ ϕ1(t) + ϕ2

∫ t

0

ϕ1(s)e
ϕ2(t−s) ds м.с. на (0, T ). (6.99)

Доведення. Позначимо Y (t) = ϕ2

∫ t
0 y(s) ds, t ∈ [0, T ]. Тодi

y(t) ≤ ϕ1(t) + Y (t) м.с. на (0, T ). (6.100)

Диференцiюючи Y , одержуємо

Y ′(s) = ϕ2y(s) ≤ ϕ2ϕ1(s) + ϕ2Y (s) м.с. на (0, T ). (6.101)

Помножимо (6.101) на eϕ2(t−s) i проiнтегруємо в межах вiд 0 до t. Оскiль-

ки функцiя Y (s)eϕ2(t−s) є абсолютно неперервною на [0, t] за побудовою,

то в результатi iнтегрування одержуємо

Y (t) ≤ ϕ2

∫ t

0

ϕ1(s)e
ϕ2(t−s) ds, t ∈ [0, T ]. (6.102)

Пiдставляючи (6.102) в (6.100), одержуємо (6.99). Лему доведено. 2

Лема 6.39. Нехай y ∈ L1(0, T ) є додатною м.с. на (0, T ) функцiєю i

ϕ1 ≥ 0, ϕ2 > 0 є сталими. Якщо

y(t) ≤ ϕ1 + ϕ2

∫ t

0

y(s) ds м.с. на (0, T ), (6.103)
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то

y(t) ≤ ϕ1e
ϕ2t м.с. на (0, T ). (6.104)

Доведення. Позначимо Y (t) = ϕ1 + ϕ2

∫ t
0 y(s) ds, t ∈ [0, T ]. Тодi

y(t) ≤ Y (t) м.с. на (0, T ). (6.105)

Диференцiюючи Y , одержуємо

Y ′(s) = ϕ2y(s) ≤ ϕ2Y (s) м.с. на (0, T ). (6.106)

Помножимо (6.106) на eϕ2(t−s) i проiнтегруємо в межах вiд 0 до t. Оскiль-

ки функцiя Y (s)eϕ2(t−s) є абсолютно неперервною на [0, t] за побудовою,

то в результатi iнтегрування одержуємо

Y (t)− ϕ1e
ϕ2t ≤ 0, t ∈ [0, T ]. (6.107)

З (6.105) i (6.107), одержуємо (6.104). Лему доведено. 2

Висновки до роздiлу 6

У цьому роздiлi для хвильових рiвнянь зi змiнними коефiцiєнтами на

пiвосi, керованого крайовою умовою Дiрiхле або крайовою умовою Не-

ймана знайдено необхiднi i достатнi умови керованостi як за заданий так

i за вiльний час. Також для хвильового рiвняння зi змiнними коефiцiєн-

тами на пiвосi вивчено проблему стабiлiзовностi за допомоги позицiйного

керування. Крiм того, для цього рiвняння дослiджено коректнiсть нело-

кальної крайової задачi.
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РОЗДIЛ 7.

ПРИКЛАДИ

У цьому роздiлi розглянуто приклади, що iлюструють результати

роздiлiв 3, 5, 6.

Example 7.1. Нехай q > 0,

w0
0 =xJ0

(√
1− x2

)
H(1− x2),

w0
1 =

d

dx

(
H(1− x2)

(
|x| − q

∫ 1

|x|
t2
J1(q
√
t2 − x2)√

t2 − x2
dt

))
.

Позначимо U = Ψ−1
1 w0

0. Тодi U(t) = tH(1− t2), t ∈ R. Отже,

Ψ̂1Ψ
−1
1 w0

0 = Ψ1(sgn(·)U)′

=
d

dx

(
U(x) sgnx− q

∫ ∞
|x|

t
J1(q
√
t2 − x2)√

t2 − x2
dt

)
= w0

1.

За теоремою 5.7 для системи (5.4), (5.5) стан W0 =

w0
0

w0
1

 є L∞-

керованим за час T ≥ 1. Керування u(t) = U(t)H(t), t ∈ R, розв’язує

проблему L∞-керованостi за час T для цього стану.
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Example 7.2. Нехай q > 0, n = 0,∞, w0
0 = |x|ne−q|x| sgnx, w0

1 = 0.

За теоремою 5.9 для системи (5.4), (5.5) стан W0 =

w0
0

w0
1

 є наближе-

но L∞-керованим за вiльний час. Знайдемо керування, що розв’язують

проблему наближеної L∞-керованостi для цього стану.

Нехай F , Fm, µ, µm, m = 1,∞, є функцiями з доведення теореми

2.17. Тодi умову (2.29) виконано i∥∥w0
0 − wm

0

∥∥0

0
= ‖F − Fm‖0

0 ≤ L2n+2

√
2

m

(
q2 + 4

q2

)n+1

, m ≥ 6

q
(7.1)

де wm
0 = F−1Fm, m = 1,∞. Позначимо

gnm =

√
π

2
(−1)n sgn tF−1

ξ→t(|ξ|µ
(n)
m (
√
q2 − ξ2)/

√
q2 − ξ2), m, n = 1,∞.

Скориставшись теоремою 2.14 i зауваженням 2.15, одержуємо, що gnm ∈

N(Ψ̂) ∩ L∞(R), gnm є непарним i Ψgnm = w0
m, m = 1,∞. Позначимо

Un
m,k(t) = gnm(t)(H(t+ k)−H(t− k)), t ∈ R, m, n, k = 1,∞.

Тодi Un
m,k є непарним, m,n, k = 1,∞. Отже, Un

m,k ∈ L∞(R), m,n, k =

1,∞, i∥∥gnm − Un
m,k

∥∥0

0
≤
(

2

∫ ∞
k

|gnm(t)|2 dt
)1/2

→ 0, коли k →∞. (7.2)

Беручи до уваги теореми 2.6:(ii) та 2.7:(ii), для m,n, k = 1,∞ одержуємо∥∥wm
0 −ΨUn

m,k

∥∥0

0
≤
∥∥gnm − Un

m,k

∥∥0

0
,
∥∥∥0− Ψ̂Un

m,k

∥∥∥−1

0
≤
∥∥gnm − Un

m,k

∥∥0

0
.

(7.3)

З оцiнок (7.1)–(7.3), (2.51) для m ≥ 6
q i k ≥ 1 випливає

∥∥w0
0 −ΨUn

m,k

∥∥0

0
≤L2n+2

√
2

m

(
q2 + 4

q2

)n+1
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+

(
2

∫ ∞
k

|gnm(t)|2 dt
)1/2

, (7.4)∥∥∥w0
1 − Ψ̂Un

m,k

∥∥∥−1

0
≤
(

2

∫ ∞
k

|gnm(t)|2 dt
)1/2

, (7.5)

де L2n+2 ≤ 2(4(n+ 1))!
√

(8(n+ 1))!52(n+1)/π.

Нехай зафiксовано будь-яке ε > 0. Визначимо mε ≥ 6
q таке, що

L2n+2

√
2

m

(
q2 + 4

q2

)n+1

<
ε

2
.

Потiм для цього mε знайдемо kε ≥ 1 таке, що(
2

∫ ∞
kε

∣∣gnmε
(t)
∣∣2 dt)1/2

<
ε

2
.

Беручи до уваги (7.4), (7.5), одержуємо

∥∥w0
0 −ΨUn

mε,kε

∥∥0

0
< ε i

∥∥∥w0
1 − Ψ̂Un

mε,kε

∥∥∥−1

0
< ε.

Таким чином, керування unm,k = Um,kH(t) ∈ L∞(R), m, k = 1,∞, розв’я-

зують проблему наближеної L∞-керованостi для стану W0.

Example 7.3. Нехай q > 0, n = 0,∞, w0
0 = 0, w0

1 = |x|ne−q|x| sgnx. Вiд-

повiдно до теореми 5.9 для системи (5.4), (5.5) стан W0 =

w0
0

w0
1

 є набли-

жено L∞-керованим за вiльний час. Знайдемо керування, що розв’язують

проблему наближеної L∞-керованостi для цього стану. Аналогiчно тому,

як це було зроблено у прикладi 7.2, скориставшись теоремою 2.13 замiсть

теореми 2.14, для m ≥ 6
q i k ≥ 1 ми одержуємо

∥∥w0
0 −ΨUn

m,k

∥∥0

0
≤
(

2

∫ ∞
k

|gnm(t)|2 dt
)1/2

, (7.6)
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∥∥∥w0
1 − Ψ̂Un

m,k

∥∥∥−1

0
≤L2n+2

√
2

m

(
q2 + 4

q2

)n+1

+

(
2

∫ ∞
k

|gnm(t)|2 dt
)1/2

, (7.7)

де

gnm =

√
π

2
(−1)n+1iF−1

ξ→t

(
sgn ξ

µ
(n)
m (
√
q2 − ξ2)√

q2 − ξ2

)
,

Un
m,k(t) = gnm(H(t+k)−H(t−k)), t ∈ R, Un

m,k ∈ L∞(R), Un
m,k є непарними,

m, k = 1,∞, L2n+2 ≤ 2(4(n+ 1))!
√

(8(n+ 1))!52(n+1)/π.

Зауваження 7.1. Вiдомо, що{
1√
2ql!

eqx
(
d

dx

)l (
xle−2qx

)}∞
l=0

є ортонормованим базисом в L∞(R+). Позначимо

νl(x) =
√
q

l∑
n=0

(
l

n

)
(−2q)n

n!
|x|ne−q|x| sgnx, x ∈ R, l = 0,∞.

Тодi {νl}∞l=0 є ортонормованим базисом в H̃0
0 . Нехай w0

0 ∈ H̃0
0 , w0

1 = 0.

Позначимо

w0
0 =

∞∑
l=0

ωlνl, w0
1 = 0,

wN
0 =

N∑
l=0

ωlνl, wN
1 = 0, N = 1,∞,

де ωl = 〈w0
0, νl〉, l = 0,∞. Тодi ми маємо∥∥w0

0 − wN
0

∥∥0

0
→ 0 i

∥∥w0
1 − wN

1

∥∥0

0
→ 0, коли N →∞.

Скориставшись результатами приклада 7.2, ми можемо знайти керуван-

ня, що розв’язують проблему наближеної L∞-керованостi за вiльний час
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для станiв

wN
0

wN
1

, N = 1,∞, системи (5.4), (5.5). Отже, ми можемо зна-

йти керування, що розв’язують проблему наближеної L∞-керованостi за

вiльний час для стану

w0
0

w0
1

 системи (5.4), (5.5). У наступному прикладi

ми реалiзуємо цю схему.

Example 7.4. Нехай q > 0, w0
0 = xH(1 − x2), w0

1 = 0. За теоремою

5.7 стан W0 =

w0
0

w0
1

 системи (5.4), (5.5) є наближено L∞-керованим за

заданий час T > 0 тодi i лише тодi, коли T > 1 i виконано умову (5.25).

Скориставшись формулою (2.24), одержуємо

Ψ̂1Ψ
−1
1 w0

0 = Ψ1

(
|t|I0

(
q
√

1− t2
))′
6= 0 = w0

1.

Тому для всiх T > 0 стан W0 системи (5.4), (5.5) не є наближено L∞-

керованим за заданий час T . У той же час, за теоремою 5.9 цей стан є

наближено L∞-керованим за вiльний час. Скориставшись зауваженням

7.1 ми можемо знайти керування, що що розв’язують проблему набли-

женої L∞-керованостi за вiльний час для стану W0 системи (5.4), (5.5).

Маємо

w0
0 =

∞∑
l=0

ωlνl,

де

ωl = 〈w0
0, νl〉 = 2

√
q

l∑
n=0

(
l

n

)
(−2q)n

n!

∫ 1

0

xn+1e−qx dx

= 2
√
q

l∑
n=0

(
l

n

)
(2q)n

n!

(
d

dq

)n+1(
e−q − 1

q

)
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=
2

q3/2

l∑
n=0

(
l

n

)
(−2)n(n+ 1)

∞∑
m=n+2

qm

m!
e−q, l = 0,∞. (7.8)

Позначимо

wN
0 =

N∑
l=0

ωlνl, N = 1,∞.

Тодi ∥∥w0
0 − wN

0

∥∥0

0
→ 0, коли N →∞.

Нехай зафiксовано довiльне ε > 0. Визначимо N = 1,∞ так, що

∥∥w0
0 − wN

0

∥∥0

0
<
ε

2
. (7.9)

Маємо

wN
0 =
√
q

N∑
l=0

ωl

l∑
n=0

(
l

n

)
(−2q)n

n!
|x|ne−q|x| sgnx =

N∑
n=0

ΩN
n |x|ne−q|x| sgnx,

де

ΩN
n =

(−2q)n

n!

√
q

N∑
l=n

(
l

n

)
ωl

=
(−1)n

n!
2n+1qn−1

N∑
l=n

(
l

n

) l∑
s=0

(
l

s

)
(−2)s(s+ 1)

∞∑
m=s+2

qm

m!
e−q, n = 0, N,

тут ми використали (7.8). Вiдповiдно до прикладу 7.2 для кожного n =

0, N ми можемо знайти непарну функцiю Un
ε ∈ L∞(R) таку, що suppUn

ε

є фiнiтним, ∥∥∥|x|ne−q|x| sgnx−ΨUn
ε

∥∥∥0

0
<

ε

2(N + 1)|ΩN
n |
,∥∥∥0− Ψ̂Un

ε

∥∥∥−1

0
<

ε

2(N + 1)|ΩN
n |
.
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Тому для Uε =
∑N

n=0 ΩN
n U

n
ε маємо Uε ∈ L∞(R), Uε є непарним, suppUε є

фiнiтним, ∥∥wN
0 −ΨUε

∥∥0

0
<
ε

2
i
∥∥∥0− Ψ̂Uε

∥∥∥−1

0
<
ε

2
.

Скориставшись (7.9), одержуємо∥∥w0
0 −ΨUε

∥∥0

0
< ε i

∥∥∥w0
1 − Ψ̂Uε

∥∥∥−1

0
< ε.

Таким чином, керування uε = UεH(t) ∈ L∞(R), ε > 0, розв’язують

проблему наближеної L∞-керованостi для стану W0.

Зауваження 7.2. Нехай w0
0 = 0, w0

1 ∈ H̃−1
0 . За теоремою 1.1 простiр

H̃−1
0 є замиканням простору H̃0

0 за нормою ‖·‖−1
0 . Тому ми можемо знайти

послiдовнiсть
{

wM
1

}∞
M=1
⊂ H̃0

0 таку, що∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
w0

0

w0
1

−
wM

0

wM
1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
0

→ 0, коли M →∞,

де wM
0 = w0

0 = 0. Бiльш того, маємо∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
wM

0

wM
1

−
wM,N

0

wM,N
1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
0

→ 0, коли N →∞, M = 1,∞,

якщо

wM
0 = 0, wM

1 =
∞∑
l=0

ωlνl, M = 1,∞

wM,N
0 = 0, wM,N

1 =
N∑
l=0

ωlνl, M,N = 1,∞.

Тут ωMl = 〈wM
1 , νl〉, l = 0,∞. Скориставшись результатом прикладу 7.3,

для системи (5.4), (5.5) ми можемо знайти керування, що розв’язують
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проблему наближеної L∞-керованостi для стану

wM,N
0

wM,N
1

, а, отже, i для

стану

wM
0

wM
1

 i для стану

w0
0

w0
1

. У наступному прикладi реалiзовано цю

схему.

Example 7.5. Нехай q > 0, w0
0 = 0, w0

1 = 2
x . Вiдповiдно до теореми 5.9

для системи (5.4), (5.5) стан W0 =

w0
0

w0
1

 є наближено L∞-керованим

за вiльний час. Скориставшись зауваженням 7.2, знайдемо керування,

що розв’язують проблему наближеної L∞-керованостi для цього стану.

Позначимо

V0
1 = Fw0

1 = −i
√
π

2
sgnσ, VM

1 = V0
1(H(σ +M)−H(σ −M)),

wM
1 = F−1VM

1 , wM
0 = 0,M = 1,∞.

Зрозумiло, що VM
1 ∈ H̃0

0 , тому wM
1 ∈ H̃0

0 . Отже,

∥∥w0
1 − wM

1

∥∥−1

0
=
∥∥V0

1 − VM
1

∥∥0

−1
=
√
π

(∫ ∞
M

dσ

1 + σ2

)1/2

=
√
π arccotM.

Нехай зафiксовано довiльне ε > 0. Визначимо M > 0 таке, що
√
π arccotM < ε

3 . Тодi ∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
w0

0

w0
1

−
wM

0

wM
1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
0

<
ε

3
. (7.10)

Маємо

wM
1 =

∞∑
l=0

ωMl νl,
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де

ωMl = 〈wM
1 , νl〉 =

√
q

l∑
n=0

(
l

n

)
(−2q)n

n!

∫ ∞
−∞

wM
1 (x)|x|ne−q|x| sgnx dx

=

√
2

π

√
q

l∑
n=0

(
l

n

)
(2q)n

n!

(
d

dq

)n ∫ ∞
−∞

VM
1 (x)

−iσ
σ2 + q2

= −√q
l∑

n=0

(
l

n

)
(2q)n

n!

(
d

dq

)n
ln
M 2 + q2

q2

= −2
√
q

(
ln
M 2 + q2

q2
+

l∑
n=1

(
l

n

)
(−2)(n− 1)

qn

+
l∑

n=1

(
l

n

)
(−2q)(n− 1)

qn(q2 +M 2)n

∑
0≤2k≤n

(
n

2k

)
(−M 2)kqn−2k

)
. (7.11)

Позначимо

wM,N
1 =

N∑
l=0

ωlνl, N = 1,∞.

Тодi ∥∥∥wM
1 − wM,N

1

∥∥∥0

0
→ 0, коли N →∞.

Визначимо N = 1,∞ таке, що∥∥∥wM
1 − wM,N

1

∥∥∥0

0
<
ε

3
. (7.12)

Маємо

wM,N
1 =

√
q

N∑
l=0

ωMl

l∑
n=0

(
l

n

)
(−2q)n

n!
|x|ne−q|x| sgnx

=
N∑
n=0

ΩM,N
n |x|ne−q|x| sgnx,

де
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ΩM,N
n =

(−2q)n

n!

√
q

N∑
l=n

(
l

n

)
ωMl

=
(−2q)n+1

n!

N∑
l=n

(
l

n

)(
ln
M 2 + q2

q2
+

l∑
n=1

(
l

n

)
(−2)(n− 1)

qn

+
l∑

n=1

(
l

n

)
(−2q)(n− 1)

qn(q2 +M 2)n

∑
0≤2k≤n

(
n

2k

)
(−M 2)kqn−2k

)
, n = 0, N,

тут ми скористались (7.11). Вiдповiдно до прикладу 7.3 для кожного

n = 0, N ми можемо знайти функцiю Un
ε ∈ L∞(R) таку, що suppUn

ε є

фiнiтним, Un
ε є непарною,

‖0−ΨUn
ε‖

0
0 <

ε

3(N + 1)|ΩN
n |
,∥∥∥|x|ne−q|x| sgnx− Ψ̂Un

ε

∥∥∥−1

0
<

ε

3(N + 1)|ΩN
n |
.

Отже, для

Uε =
N∑
n=0

ΩM,N
n Un

ε

маємо Uε ∈ L∞(R), suppUε є фiнiтним, Uε є непарною,

‖0−ΨUε‖0
0 <

ε

3
i
∥∥∥wM,N

1 − Ψ̂Uε

∥∥∥−1

0
<
ε

3
.

З (7.10), (7.12) ми одержуємо∥∥w0
0 −ΨUε

∥∥0

0
< ε i

∥∥∥w0
1 − Ψ̂Uε

∥∥∥−1

0
< ε.

Таким чином, керування uε = UεH(t) ∈ L∞(R), ε > 0, розв’язують

проблему наближеної L∞-керованостi для стану W0.

Example 7.6. Нехай w0
0 = 0, w0

1 = e−q|x|, q > 0. За теоремою 5.27,

стан W0 =

w0
0

w0
1

 системи (5.44), (5.45) є наближено L∞-керованим за
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вiльний час. Знайдемо керування, що розв’язують проблему наближеної

L∞-керованостi для цього стану. Позначимо

v0
1(σ) =

(
Fw0

1

)
(σ) =

√
2

π

q

σ2 + q2
, ν(σ, ξ) =

2iξ

σ2 + ξ2
, σ ∈ R, ξ ∈ R.

Маємо v0
1(σ) = 1

π 〈Ψ, ν(σ, ·)〉, σ ∈ R, де Ψ(ξ) =
√

π
2 iδ(ξ − q), ξ ∈ R.

Позначимо також

Ψ̂n(ξ) = 2iq

√
π

2

n2, q − rn ≤ ξ ≤ q

0, q < ξ or ξ < q − rn
, n ∈ N,

v̂n1 (σ) =
1

π

〈
Ψ̂n, ν(σ, ·)

〉
= 2qn2

√
2

π

∫ q

q−rn

ξ dξ

ξ2 + σ2
, n ∈ N,

де rn = q −
√
q2 − 1/n2. Позначаючи ŵn

1 = F−1v̂0
1, одержуємо

ŵn
1 = 2qn2

∫ q

q−rn
e−ξ|x| dξ = 2qn2rnpn(x)e−q|x|, n ∈ N,

де pn(x) =
(
ern|x| − 1

)
/ (rn|x|). Оскiльки rn ≤ 1/(qn2), то 2qn2rn − 1 =

n2r2
n ≤ 1/(qn)2. Отже,

∥∥w0
1 − wn

1

∥∥0

0
≤ 1

n2q2

∥∥∥e−q|x|∥∥∥0

0
+ 2

∥∥∥e−q|x|(1− pn)∥∥∥0

0
.

Застосовуючи формулу Тейлора, одержуємо

pn(x)− 1 ≤ rn|x|
2

ern|x| ≤ |x|
2qn2

e|x|/(qn
2).

Отже, ∥∥w0
1 − wn

1

∥∥ ≤ 1

n2q2

(∥∥∥e−q|x|∥∥∥0

0
+ q

∥∥∥e−(q−1/(qn2))|x|
∥∥∥0

0

)
≤ 3

q5/2n2
, n2 ≥ 2

q2
.

(7.13)
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Позначимо

Ĝn(ξ) = sgn ξΨ̂n

(√
q2 − ξ2

)
= 2iq sgn ξ

√
π

2

n2, |ξ| ≤ 1

n

0, |ξ| > 1

n

, n ∈ N, (7.14)

Gn(ξ) = 2iq

√
π

2



n8ξ, |ξ| ≤ 1

n6

n2 sgn ξ,
1

n6
≤ |ξ| ≤ 1

n
− 1

n6

n8

(
sgn ξ

n
− ξ
)
,

1

n
− 1

n6
≤ |ξ| ≤ 1

n

0, |ξ| > 1

n

, n ∈ N. (7.15)

Зрозумiло, що Ĝn ∈ H̃0
0 та Gn ∈ H̃1

0 , n ∈ N. Позначаючи ĝn = F−1Ĝn,

gn = F−1Gn, n ∈ N, одержуємо

ĝn(t) =− 2qn2

∫ 1/n

0

sin(tξ) dξ

= −4qn2 sin2(t/(2n))

t
, t ∈ R, n ∈ N, (7.16)

gn(t) =2qn8 d

dt

(∫ 1/n6

0

cos(tξ) dξ −
∫ 1/n

1/n−1/n6
cos(tξ) dξ

)

− 2qn2

∫ 1/n−1/n6

1/n

sin(tξ) dξ − 2qn7

∫ 1/n

1/n−1/n6
sin(tξ) dξ

=
2qn8

t2

(
sin

t

n
− sin

(
t

n
− t

n6

)
− sin

t

n6

)
=− 8qn8

t2
sin

t

2n
sin

t

2n6
sin

(
t

2n
− t

2n6

)
, t ∈ R, n ∈ N. (7.17)

Бачимо, що ĝn, gn ∈ N(Φ) and gn ∈ H̃0
1 , n ∈ N. Маємо

‖ĝn − gn‖0
0 = 4qn8

√
π

2

(∫ 1/n6

0

ξ2 dξ

)1/2

=

√
2π

3

2q

n
, n ∈ N.
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Оскiльки supp
(
Ĝn −Gn

)
⊂ [− 1

n ,
1
n ], n ∈ N, одержуємо

∥∥∥Ψ̂n −Ψn

∥∥∥0

0
=

(∫ q

0

∣∣∣Ĝn

(√
q2 − ξ2

)
−Gn

(√
q2 − ξ2

)∣∣∣2 dξ)1/2

≤

(∫ 1/n

0

∣∣∣Ĝn(µ)−Gn(µ)
∣∣∣2 µ dµ√

q2 − µ2

)1/2

≤ 1
√
qn
‖ĝn − gn‖0

0 ≤
√

2qπ

3

2

n3/2
, n2 ≥ 4

3q2
.

Вiдповiдно до 2.46, одержуємо

‖v̂n1 − vn1‖
0
0 ≤ L0

∥∥∥Ψ̂n −Ψn

∥∥∥0

0
≤
√

2q

3π

4

n3/2
, n2 ≥ 4

3q2
, (7.18)

де vn1 (σ) = 1
π 〈Ψn, ν(σ, ·)〉, σ ∈ R, n ∈ N, L0 ≤ 2

π . Позначаючи wn
1 = F−1vn1

i беручи до уваги (7.13), (7.16), одержуємо∥∥w0
1 − wn

1

∥∥0

0
≤
∥∥w0

1 − ŵn
1

∥∥0

0
+ ‖ŵn

1 − wn
1‖

0
0

≤ 3

q5/2n2
+

√
2q

3π

4

n3/2
≤

3
(
1 + q2

)3/2

q5/2n3/2
, n ≥ 2

q2
.

(7.19)

Позначимо Un(t) = gn(t)H
(
n36 − t

)
, t ∈ R, n ∈ N. Враховуючи (7.17),

одержуємо

‖Un − gn‖0
1 =

(
2

∫ ∞
n18

(
1 + t2

)
|gn(t)|2 dt

)1/2

≤ 2qn8

(
4

∫ ∞
n18

dt

t2

)1/2

=
4q

n
, n ∈ N.

З теореми 2.30 для n ∈ N випливає

‖Φ (Un − gn)‖1
0 ≤ 2

(
1 + q2

)3/4

q
‖Un − gn‖0

1 ≤
(
1 + q2

)3/4 8

n
, (7.20)∥∥∥Φ̂ (Un − gn)

∥∥∥0

0
≤ 3

(
1 + q2

)1/4 ‖Un − gn‖0
1 ≤

(
1 + q2

)1/4 6q

n
. (7.21)
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Беручи до уваги теорему 2.33, (7.14) та (7.15), маємо

Φĝn = Φgn = 0 = w0
0, Φ̂ĝn = ŵn

1 , Φ̂gn = wn
1 , n ∈ N. (7.22)

Пiдсумовуючи (7.19)–(7.22), одержуємо∥∥w0
0 − ΦUn

∥∥1

0
= ‖Φ (Un − gn)‖1

0 ≤
(
1 + q2

)3/4 8

n
, n ∈ N,∥∥∥w0

1 − Φ̂Un
∥∥∥0

0
≤
∥∥w0

1 − wn
1

∥∥0

0
+
∥∥∥Φ̂ (Un − gn)

∥∥∥0

0

≤
3
(
1 + q2

)3/2

q5/2n3/2
+
(
1 + q2

)1/4 6q

n
≤
(
1 + q2

)2 9

q3/2n
, n ≥ 2

q2
.

Таким чином, керування un(t) = gn(t), t ∈ [0, Tn], Tn = n18, n ∈ N,

розв’язують проблему наближеної L∞-керованостi для стану W0. Крiм

того, скориставшись (5.47), для розв’язку wn системи (5.44), (5.45) з u =

un i T = Tn = n18 маємо∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
wn(·, Tn)

wn
t (·, Tn)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
1

≤ 1

q

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
w0

0 − ΦUn

w0
1 − Φ̂Un

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
1

≤ 18

(
1 + q2

)2

q5/2n
→ 0, коли n→∞.

Нижче у всiх прикладах позначимо через k̂, ρ̂ i γ̂ парнi продовження

k, ρ i γ, вiдповiдно.

У прикладах 7.7–7.7 маємо k = ρ. Тодi σ(x) = x, x ∈ R, i σ−1(λ) = λ,

λ ∈ R. Маємо

η =
√
ρ̂, θ = 1, та

η

θ
Dmηθϕ =

(√
ρ̂ϕ
)(m)

, m = 0, 1, 2.

Отже, ϕ ∈ Hm тодi i лише тодi, коли
√
ρ̂ϕ ∈ Hm

0 , тому f ∈ H−m тодi

i лише тодi, коли
√
ρ̂f ∈ H−m0 , m = 0, 1, 2. Таким чином, властивостi

простору Hm залежать вiд ρ.
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Example 7.7. Нехай α > 0,

ρ̂ = cosh(αx), γ̂(x) = α2/(4 cosh2(αx)), x ∈ R,

Z0 ∈ H̃0 та u ∈ L∞(0, T ). Маємо f ∈ Hm тодi i лише тодi, коли√
cosh(αx)f ∈ Hm

0 , m = −2, 2. Зокрема, бачимо, що S 6⊂ H2, отже,

H−2 6⊂ S′. Маємо

ν(x) =
(
Dηθ

(
θ2η′/η

))
(x) =

ρ̂′′(x)

2ρ̂(x)
+

(
ρ̂′(x)

2ρ̂(x)

)2

=
α2

4
+

α2

4 cosh2(αx)
, x ∈ R.

Отже, умови (6.2) та (6.3) виконано для q = α/2. Крiм того, r = 0, тому

умову (1.2) також виконано. Оскiльки r = 0, маємо T̃r = Id, де Id є

тотожнiм оператором.

Розглянемо керовану систему (6.8), (6.9). Беручи до уваги теореми

6.8, 6.10 i позначаючи Ẑ0(x) =
√

cosh(αx)Z0(x), x ∈ R, одержуємо, що

(i) стан Z0 системи (6.8), (6.9) є наближено L∞-керованим за заданий

час T > 0 тодi i лише тодi, коли

supp z0
0 ⊂ [−T, T ], (7.23)

ẑ0
1 − Ψ̂TΨ−1

T ẑ0
0 = 0; (7.24)

(ii) стан Z0 системи (6.8), (6.9) є L∞-керованим за заданий час T > 0 тодi

i лише тодi, коли ẑ0
0 ∈ L∞(0, T ) i виконано умови (7.23) та (7.24);

(iii) стан Z0 системи (6.8), (6.9) є завжди наближено L∞-керованим за

вiльний час.
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Example 7.8. Нехай α > 0,

ρ̂ = 1/ cosh(αx), γ̂(x) = −3α2/(4 cosh2(αx)), x ∈ R,

Z0 ∈ H̃0 та u ∈ L∞(0, T ). Маємо f ∈ Hm тодi i лише тодi, коли

f/
√

cosh(αx) ∈ Hm
0 ,m = −2, 2. Зокрема, бачимо S ⊂ H2, отже,H−2 ⊂ S′.

Маємо

ν(x) =
(
Dηθ

(
θ2η′/η

))
(x) =

ρ̂′′(x)

2ρ̂(x)
+

(
ρ̂′(x)

2ρ̂(x)

)2

=
α2

4
+

3α2

4 cosh2(αx)
, x ∈ R.

Отже, умови (6.2) i (6.3) виконано q = α/2. Крiм того, r = 0, отже, умову

(1.2) також виконано. Оскiльки r = 0, маємо T̃r = Id.

Розглянемо керовану систему (6.8), (6.9). Беручи до уваги теореми

6.8, 6.10 i позначаючи Ẑ0(x) = Z0(x)/
√

cosh(αx), x ∈ R, ми бачимо, що

твердження (i)–(iii) прикладу 7.7 у цьому випадку також виконано.

Example 7.9. Нехай α ∈ R,

ρ̂ = (1 + x2)α, γ̂(x) = α(α− 2)x2/(1 + x2)2, x ∈ R,

Z0 ∈ H̃0 та u ∈ L∞(0, T ). Бачимо, що S ⊂ Hm
α = Hm, отже, Hm = Hm

α ⊂

S′, m = −2, 2. Маємо

ν(x) =
(
Dηθ

(
θ2η′/η

))
(x) =

ρ̂′′(x)

2ρ̂(x)
+

(
ρ̂′(x)

2ρ̂(x)

)2

=
α
(
1 + (α− 1)x2

)
(1 + x2)2 , x ∈ R.

Отже, умови (6.2) та (6.3) виконано для q = 0. Крiм того, r = 0, отже,

умову (1.2) також виконано. Оскiльки r = 0, маємо T̃r = Id.
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Розглянемо керовану систему (6.8), (6.9). Беручи до уваги теорему 6.8

i позначаючи Ẑ0(x) = (1+x2)α/2Z0(x), x ∈ R, ми бачимо, що твердження

(i) та (ii) прикладу 7.7 також виконано в цьому випадку. Оскiльки q = 0,

ми можемо переписати (7.24) наступним чином

ẑ0
1 − sgn(·) ẑ0

0
′ = 0. (7.25)

Скориставшись теоремою 6.9, бачимо, що стан Z0 системи (6.8), (6.9) є

наближено L∞-керованим за вiльний час в тому i лише тому випадку,

коли виконано умову (7.25).

Example 7.10. Нехай α ∈ R,

k̂(x) = (1 + x2)(α+1)/2, x ∈ R,

ρ̂(x) = (1 + x2)(α−1)/2, x ∈ R,

γ̂(x) =
α

2

(
1− α

2

)( 1

1 + x2
− 1(
|x|+

√
1 + x2

)) , x ∈ R,

Z0 ∈ H̃0 та u ∈ L∞(0, T ). Тодi η(x) = (1 + x2)α/4, θ(x) = (1 + x2)1/4,

σ(x) = ln
(
x+
√

1 + x2
)
, x ∈ R, σ−1(λ) = sinhλ, λ ∈ R. Маємо(η

θ
ϕ
)

(x) =(1 + x2)(α−1)/4ϕ,(η
θ
Dηθϕ

)
(x) = (θ(ηϕ)′) (x) =

α

2
x(1 + x2)(α−3)/4ϕ+ (1 + x2)(α+1)/4ϕ′(η

θ
D2
ηθϕ
)

(x) =
(
θ
(
θ2(ηϕ)′

)′)
(x) =

(
α2

4
x2 +

α

2

)
(1 + x2)(α−5)/4ϕ

+ (α + 1)x(1 + x2)(α−1)/4ϕ′ + (1 + x2)(α+3)/4ϕ′′.

Отже, ϕ ∈ H0 тодi i лише тодi, коли (1 + x2)(α−1)/4ϕ ∈ H0
0 ; ϕ ∈ H1 тодi i

лише тодi, коли ϕ ∈ H0 i (1 + x2)(α+1)/4ϕ′ ∈ H0
0 ; ϕ ∈ H2 тодi i лише тодi,
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коли ϕ ∈ H2 i (1 + x2)(α+3)/4ϕ′ ∈ H0
0 . Тому H(α+2m−1)/2 ⊂ Hm ⊂ H(α−1)/2,

m = 0, 1, 2. Маємо

ν(x) =
(
Dηθ

(
θ2η′/η

))
(x) = θ2

(
θ2η′/η

)′
(x) +

(
θ2η′/η

)2
(x)

=
α2

4
+
α

2

(
1− α

2

) 1

1 + x2
, x ∈ R.

Отже, умови (6.2) i (6.3) виконано для q = α/2. Крiм того, r(λ) =

α
2

(
1− α

2

)
e−|λ|, λ ∈ R, отже, умова (1.2) також є вiрною. У цьому ви-

падку ядра K та L операторiв T̃r, T̃−1
r , T̂r та T̂−1

r було обчислено в

роботi [23, Example 5.1]:

K(y) = K̃y2(y) and L(y) = −L̃y1(y), y2 ≥ y1 ≥ 0, (7.26)

K̃(y) = I0

(√
e−

y1
2

(
e−

y1
2 − e−

y2
2

))
, y2 ≥ y1 ≥ 0, (7.27)

L̃(y) = J0

(√
e−

y2
2

(
e−

y1
2 − e−

y2
2

))
, y2 ≥ y1 ≥ 0. (7.28)

Розглянемо керовану систему (6.8), (6.9). Беручи до уваги теореми

6.8 та 6.10, одержуємо, що

(i) стан Z0 системи (6.8), (6.9) є наближено L∞-керованим за заданий

час T > 0 тодi i лише тодi, коли виконано умови (6.24) i (6.25);

(ii) стан Z0 системи (6.8), (6.9) є L∞-керованим за заданий час T > 0

тодi i лише тодi, коли (1 + x2)α/4z0
0 ∈ L∞(0, T ) та виконано умови

(6.24) i (6.25);

(iii) стан Z0 системи (6.8), (6.9) є завжди наближено L∞-керованим за

вiльний час.
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Знайдемо явну формулу, що пов’язує розв’язки z системи (6.8), (6.9)

та w системи (5.4), (5.5), де z(·, t) = ST̃rw(·, t), t ∈ [0, T ]. Щоб спростити

обчислення, оберемо α = 1. Тодi, r(λ) = e−|λ|, λ ∈ R. Скориставшись

формулами (7.26), (7.27), маємо

(
T̃rw(·, t)

)
(λ) = w(λ, t) +

1

4

∫ ∞
|λ|

e−
λ+ξ
2

I1

(√
e−

λ
2

(
e−

λ
2 − e− ξ2

))
√
e−

λ
2

(
e−

λ
2 − e− ξ2

) w(ξ, t) dξ

для λ ≥ 0, t ∈ [0, T ]. Позначаючи v = e−
λ
2 , u = e−

ξ
2 та p =

√
v(v − u),

одержуємо(
T̃rw(·, t)

)
(−2 ln v) =w(−2 ln v, t)

+

∫ v

0

v
I1

(√
v(v − u)

)
√
v(v − u)

w(−2 lnu, t) du

=w(−2 ln v, t) +

∫ v

0

I1(p)w

(
2 ln

v

v2 − p2
, t

)
dp.

для v ∈ (0, 1], t ∈ [0, T ]. Маємо

(Sψ) (x) =
(
1 + x2

)−1/4
ψ
(

ln
(
x+

√
1 + x2

))
.

Отже,

z(x, t) =
(
ST̃rw(·, t)

)
(x)

=
(
1 + x2

)−1/4

(
w
(

ln
(
x+

√
1 + x2

)
, t
)

+ sgnx

∫ 1√
|x|+
√

1+x2

0

I1(p)w

2 ln

√
|x|+

√
1 + x2

1− p2
(
|x|+

√
1 + x2

) , t
 dp


для x ∈ R, t ∈ [0, T ].
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Зауваження 7.3. Беручи до уваги приклади 7.7–7.10, бачимо, що

для деяких k та ρ простiр S є пiдпростором Hm, але для деяких iнших k

та ρ простiр S не є пiдпростором Hm, m = −2, 2. Аналогiчно, для деяких

k та ρ простiр Hm є пiдпростором S′, але для деяких iнших k та ρ простiр

Hm не є пiдпростором S′, m = −2, 2.

Example 7.11. Нехай α > 0,

k̂(x) = (1 + |x|)
(
1− tanh2 x

)
,

ρ̂(x) =
1

(1 + |x|) cosh2 x
,

γ̂(x) = (1 + |x|)2
(
2 tanh2 x− 1

)
− (1 + |x|) tanh |x| − 1

4(1 + |x|)
,

z0
0(x) =

H
(
α2 − x2

)
ln(1 + α)

coshx

∫ α

|x|
I0

(√√
1 + µ−

√
1 + |x|

√
1 + µ+

√
1 + |x|

)
dµ

1 + µ
,

z0
1(x) =

H
(
α2 − x2

)
ln(1 + α)

coshxI0

(√√
1 + α−

√
1 + |x|

√
1 + α +

√
1 + |x|

)
, x ∈ R.

Зрозумiло, що η(x) = 1/ coshx, θ =
√

1 + |x|, σ(x) = sgnx ln(1 + |x|),

x ∈ R, σ−1(λ) = sgnλ
(
e|λ| − 1

)
, λ ∈ R. Отже, ϕ ∈ H0 тодi i лише тодi,

коли ϕ√
1+|x| coshx

∈ H0
0 ; а ϕ ∈ H1 тодi i лише тодi, коли

√
1 + |x|

(
ϕ

coshx

)′ ∈
H0

0 . Тому Z0
0 =

z0
0

z0
1

 ∈ Ĥ1. Маємо

ν(x) =

(
θ2

(
θ2η

′

η

)′)
(x) +

(
θ2η

′

η

)2

(x)

= (1 + |x|)2
(
2 tanh2 x− 1

)
− (1 + |x|) tanh |x|

= γ̂(x) +
1

4(1 + |x|)
, x ∈ R.
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Отже, умову (6.2) i (6.3) виконано i для q = 0, r(λ) = e−|λ|/4, λ ∈ R,

виконано умову (1.2).

Перетворимо керовану систему (6.31), (6.32) iз заданими k̂, ρ̂, γ̂, Z0

i T > 0 на систему (5.44), (5.45). Позначимо W0 =

w0
0

w0
1

 = T̂−1
r S−1Z0,

w(·, t) = T̂−1
r S−1z(·, t), t ∈ [0, T ]. Для нашого r ядра K та L заданi

формулами (7.26)–(7.28). Позначаючи A = ln(1 + α) та використовуючи

(7.26) i(7.27), одержуємо(
S−1z0

0

)
(λ) =

1

A
H
(
A2 − λ2

) ∫ A

|λ|
K̃(|λ|, µ) dµ, λ ∈ R.

Отже, для ξ ∈ R маємо

w0
0(ξ) =

(
T̂−1
r S−1z0

0

)
(ξ)

=
1

A
H
(
A2 − ξ2

)(∫ A

|ξ|
K̃(|ξ|, µ) dµ

+

∫ A

|ξ|
L(|ξ|, λ)

∫ A

λ

K̃(λ, µ) dµ dλ

)
=

1

A
H
(
A2 − ξ2

) ∫ A

|ξ|

(
K̃(|ξ|, µ)

+

∫ µ

|ξ|
L(|ξ|, λ)K̃(λ, µ) dλ

)
dµ. (7.29)

Обчислимо

B(ξ, µ) = K̃(ξ, µ) +

∫ µ

ξ

L(ξ, λ)K̃(λ, µ) dλ, µ ≥ ξ ≥ 0.

Оскiльки K та L є ядрами операторiв T̂r та T̂−1
r , вiдповiдно, то ми одер-

жуємо

K(ξ, µ) + L(ξ, µ) +

∫ µ

ξ

L(ξ, λ)K(λ, µ) dλ = 0, µ ≥ ξ ≥ 0.
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Звiдси, беручи до уваги (7.26), одержуємо Bµ(ξ, µ) = 0, µ ≥ ξ ≥ 0.

Оскiльки B(ξ, ξ) = K̃(ξ, ξ) = 1, ξ ≥ 0, маємо B(ξ, µ) = 1, µ ≥ ξ ≥ 0.

Тому з формули (7.29) одержуємо

w0
0(ξ) =

1

A
H
(
A2 − ξ2

) ∫ A

|ξ|
dµ =

A− |ξ|
A

H
(
A2 − ξ2

)
, ξ ∈ R.

Також маємо(
S−1z0

1

)
(λ) =

1

A
H
(
A2 − λ2

)
K̃(|λ|, A), λ ∈ R,

w0
1(ξ) =

(
T̂−1
r S−1z0

1

)
(ξ) =

1

A
H
(
A2 − ξ2

)
B(|ξ|, A)

=
1

A
H
(
A2 − ξ2

)
, ξ ∈ R.

Оскiльки умову (5.60) (i (5.62)) для W0 виконано, з теореми 5.25

випливає, що стан W0 системи (5.44), (5.45) є L∞-керованим за будь-

який час T ≥ A. Нехай T ≥ A. Позначимо

u(t) =
1

A
H
(
A2 − t2

)
, t ∈ [0, T ].

Тодi

w(ξ, t) =
(A− t)− |ξ|

A
H
(
(A− t)2 − ξ2

)
, ξ ∈ R, t ∈ [0, T ],

є єдиним розв’язком системи (5.44), (5.45). Бачимо, що w(ξ, A) =

wt(ξ, A) = 0. Тому керування v розв’язує проблему L∞-керованостi си-

стеми (5.44), (5.45) за час T для W0.

Тепер знайдемо керування, що розв’язує проблему L∞-керованостi

системи (6.31), (6.32) за час T ≥ A i розв’язок цiєї системи для Z0. Для

t ∈ [0, T ] позначимо

v(t) = u(t)− 1

2
w(+0, t)

∫ ∞
0

r(ξ) dξ +

∫ ∞
0

Ky1(0, ξ)w(ξ, t) dξ
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=
1

A
H
(
A2 − t2

)(
1− 1

8
(A− t) +

∫ A−t

0

K̃y1y2(0, ξ) ((A− t)− ξ) dξ
)

=
1

A
H
(
A2 − t2

)(
1− 1

8
(A− t)

−K̃y1(0, 0)(A− t) +

∫ A−t

0

K̃y1(0, ξ) dξ

)

=
1

A
H
(
A2 − t2

)1 +

∫ A−t

0

I1

(√
1− e− ξ2

)
2
√

1− e− ξ2

(
1

2
e−

ξ
2 − 1

) dξ

=
1

A
H
(
A2 − t2

)I0

√1− e
t
2

√
1 + α

− Ĩ
√1− e

t
2

√
1 + α

 ,

де

Ĩ(p) = 2

∫ p

0

I1(µ)

1− µ2
dµ, p ∈ R.

За теоремою 6.12, керування v розв’язує проблему L∞-керованостi си-

стеми (6.31), (6.32) за час T i розв’язок цiєї системи для Z0. Крiм того,

ми можемо явно знайти розв’язок цiєї системи. Маємо(
T̂rw(·, t)

)
(λ) = w(λ, t) +

∫ ∞
|λ|

K̃y2(|λ|, ξ)w(ξ, t) dξ

=
1

A
H
(
(A− t)2 − λ2

) ∫
|λ|A−tK̃(|λ|, ξ) dξ.

Отже,

z(x, t) =
(
ST̂rZ(·, t)

)
(x)

=
H
((
eA−t − 1

)2 − x2
)

A

∫ A−t

ln(1+|x|)
K̃(ln(1 + |x|), ξ) dξ

=H
((

(1 + α)e−t − 1
)2 − x2

) coshx

ln(1 + α)

×
∫ (1+α)e−t−1

|x|
I0

(√√
1 + µ−

√
1 + |x|

√
1 + µ+

√
1 + |x|

)
dµ

1 + µ
,
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x ∈ R, t ∈ [0, T ],

є єдиним розв’язком системи (6.31), (6.32).

Example 7.12. Нехай

k̂(x) = ρ̂(x) =
1

1 + x2
, γ̂(x) = − 2 + x4

(1 + x2)2
, x ∈ R,

z0
0(x) = 0, z0

1(x) = e−|x|
√

1 + x2, x ∈ R.

Зрозумiло, що η(x) =
√
ρ̂(x), θ(x) = 1, σ(x) = x, x ∈ R, σ−1(λ) = λ,

λ ∈ R. Тодi

η

θ
Dmηθ = (1 + x2)−1/2

(
d

dx

)m
, m = 1, 2.

Отже, ϕ ∈ Hm тодi i лише тодi, коли ϕ ∈ Hm
−1, m = −1, 0, 1. Тому

Z0
0 =

z0
0

z0
1

 ∈ Ĥ1. Маемо

ν(x) =

(
θ2

(
θ2η

′

η

)′)
(x) +

(
θ2η

′

η

)2

(x)

=

(
x

1 + x2

)′
+

(
x

1 + x2

)2

=
2x2 − 1

(1 + x2)2
= 1 + γ̂(x), x ∈ R.

Отже, умову (6.2) i (6.3) виконано i для q = 1, r = 0 виконано умову

(1.2). За теоремою 6.8 стан Z0 системи (6.31), (6.32) не є наближено L∞-

керованим за будь-який час T > 0 тому, що умову (6.49) не виконано для

цього стану. Проте, з теореми 6.21 випливає, що стан Z0 системи (6.31),

(6.32) є наближено L∞-керованим за вiльний час.

Знайдемо керування, що розв’язують проблему наближеної L∞-

керованостi для стану Z0 системи (6.31), (6.32) за вiльний час. Позна-
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чимо W0

w0
0

w0
1

 = T̂−1
r S−1Z0 = ηZ0 = (1 + x2)−1/2Z0. Маємо w0

0(ξ) = 0 та

w0
1(ξ) = e−|ξ|, ξ ∈ R. Позначимо Tn = n18, n = 1,∞. У прикладi 7.6 було

показано, що керування

un(t) = −8n8

t2
sin

t

2n
sin

t

2n6
sin

(
sin

t

2n
− t

2n6

)
, t ∈ [0, Tn], n = 1,∞,

розв’язують проблему наближеної L∞-керованостi для стану W0 систе-

ми (5.44), (5.45) за вiльний час. З теореми 6.12 випливає, що керування

vn(t) = vn(t), t ∈ [0, Tn], n = 1,∞, розв’язують проблему наближеної

L∞-керованостi для стану Z0 системи (6.31), (6.32) за вiльний час.

Вiдмiтимо, що для кожного t ∈ R маємо Un(t)→ U(t) ≡ t, коли n→

∞, де Un(t) = un(t)H
(
T 2
n − t2

)
, n = 1,∞. Отже, {Un}∞n=1 не збiгається нi

в L2(R) нi в L∞(R).

Example 7.13. Нехай

k̂(x) =(1 + |x|) cosh2 x, ρ̂(x) =
cosh2 x

1 + |x|
, x ∈ R,

γ̂(x) =(1 + |x|)2 + (1 + |x|) tanh |x| − 2 + |x|
4(1 + |x|) coshx

, x ∈ R,

z0
0(x) =

8

coshx
I2

(
1√

1 + |x|

)
, z0

1(x) = −
√

3

2
z0

0(x), x ∈ R.

Зрозумiло, що η(x) = cosh x, θ =
√

1 + |x|, σ(x) = sgn x ln(1+|x|), x ∈ R,

σ−1(λ) = sgnλ
(
e|λ| − 1

)
, λ ∈ R. Отже, ϕ ∈ H0 тодi i лише тодi, коли

coshx√
1+|x|

ϕ ∈ H0
0 ; а ϕ ∈ H1 тодi i лише тодi, коли

√
1 + |x| (ϕ coshx)′ ∈ H0

0 .



261

Тому Z0 =

z0
0

z0
1

 ∈ Ĥ1. Маємо

ν(x) =

(
θ2

(
θ2η

′

η

)′)
(x) +

(
θ2η

′

η

)2

(x)

= (1 + |x|)2 − (1 + |x|) tanh |x| = γ̂(x) +
1

4
+

1

4(1 + |x|)
, x ∈ R.

Отже, умову (6.2) i (6.3) виконано i для q = 1/2, r(λ) = e−|λ|/4, λ ∈ R,

виконано умову (1.2). За теоремою 6.8 стан Z0 системи (6.31), (6.32) не є

наближено L∞-керованим за будь-який час T > 0 тому, що умову (6.49)

не виконано для цього стану. Проте, з теореми 6.21 випливає, що стан Z0

системи (6.31), (6.32) є наближено L∞-керованим за вiльний час.

Знайдемо керування, що розв’язують проблему наближеної L∞-

керованостi для стану Z0 системи (6.31), (6.32) за вiльний час. Позначимо

W0 =

w0
0

w0
1

 = T̂−1
r S−1Z0 = ηZ0 = (1 + x2)−1/2Z0. Для нашого r ядра

K та L заданi формулами (7.26)–(7.28). Маємо
(
S−1z0

0

)
(λ) = 8I2

(
e−
|λ|
2

)
,

λ ∈ R. Позначаючи a = e−
|ξ|
2 i b = e−

λ
2 , одержуємо(

T̂−1
r S−1z0

0

)
(ξ)

= 8I2

(
e−
|ξ|
2

)
− 2

∫ ∞
|ξ|

e−
|ξ|+λ

2

J1

(√
e−

λ
2

(
e−
|ξ|
2 − e−λ2

))
√
e−

λ
2

(
e−
|ξ|
2 − e−λ2

) I2

(
e−

λ
2

)
dλ

= 8I2(a)− 4a

∫ a

0

J1

(√
b(a− b)

)
√
b(a− b)

I2(b) db (7.30)
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Позначаючи n = k −m, маємо

4a

∫ a

0

J1

(√
b(a− b)

)
√
b(a− b)

I2(b) db

= 4a
∞∑
m=0

∞∑
m=0

(−1)n

n!(n+ 1)!m!(m+ 2)!22m+2n+3

∫ a

0

(a− b)nb2m+n+2 db

= 4a
∞∑
m=0

∞∑
n=0

(−1)na2m+2n+3(2m+ n+ 2)!

(n+ 1)!m!(m+ 2)!(2m+ 2n+ 3)!22m+2n+3

=
∞∑
m=0

∞∑
k=m

(−1)k+ma2k+4(k +m+ 2)!

(k −m+ 1)!m!(m+ 2)!(2k + 3)!22k+1

=
∞∑
k=0

(−1)ka2k+4

(k + 1)!(2k + 3)!22k+1

k∑
m=0

(
k + 1

m

)
(−1)m

(k +m+ 2)!

(m+ 2)!

=
∞∑
k=0

a2k+4

(k + 1)!(k + 3)!22k+1

тому, що

k∑
m=0

(
k + 1

m

)
(−1)m

(k +m+ 2)!

(m+ 2)!

=
(
xk+2(1− x)k+1

)∣∣
x=1

+ (−1)k
(2k + 3)!

(k + 3)!
= (−1)k

(2k + 3)!

(k + 3)!
.

Беручи до уваги (7.30), одержуємо(
T̂−1
r S−1z0

0

)
(ξ) = 8I2

(
e−
|ξ|
2

)
−
∞∑
k=0

a2k+4

(k + 1)!(k + 3)!22k+1
= a2 = e−|ξ|.

(7.31)

Отже,

w0
0(ξ) = e−|ξ|, w0

1(ξ) = −
√

3

2
e−|ξ|, ξ ∈ R.

Тому

w(ξ, t) = e−
√
3
2 te−|ξ|, ξ ∈ R, t ∈ [0, Tn],
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є єдиним розв’язком системи (5.44), (5.45) з u = un i T = Tn. Тут un(t) =

e−
√
3
2 t, t ∈ [0, Tn], {Tn}∞n=1 ⊂ (0,∞) є зростаючою послiдовнiстю, i Tn →

∞, коли n→∞. Маємо∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
w(·, Tn)

wt(·, Tn)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
1

≤ e−
√
3
2 Tn → 0, коли n→∞.

Застосовуючи теорему 6.12, бачимо, що z(·, t) = ST̂rw(·, t), t ∈ [0, Tn], є

єдиним розв’язком системи (6.31), (6.32) з v = vn i T = Tn, де

vn(t) = e−
√
3
2 t

(
−9

8
+

∫ ∞
0

Ky1(0, ξ)e
−ξ dξ

)
, t ∈ [0, Tn], (7.32)

i  z(·, Tn)

zt(·, Tn)

1

→ 0, коли n→∞.

Таким чином, керування vn, n = 1,∞, розв’язують проблему наближеної

L∞-керованостi для стану Z0 системи (6.31), (6.32) за вiльний час.

Нарештi, обчислимо vn, n = 1,∞. Беручи до уваги (7.26)–(7.28), одер-

жуємо

Ky1(0, ξ) =
1

8
e−

ξ
2

(
I1(µ)

µ
+
I2(µ)

2
+
I2(µ)

µ2

)∣∣∣∣
µ=

√
1−e−

ξ
2

.

Тому, позначаючи a = e−
ξ
2 , маємо∫ ∞

0

Ky1(0, ξ)e
−ξ dξ = −1

4

∫ 1

0

(
I1(µ)

µ
+
I2(µ)

2
+
I2(µ)

µ2

)∣∣∣∣
µ=
√

1−a
a2 da

= −
∞∑
m=0

4(m+ 1)(m+ 2) + 1

m!(m+ 2)!22m+5

∫ 1

0

(1− a)ma2 da

= −
∞∑
m=0

4(m+ 1)(m+ 2) + 1

(m+ 2)!(m+ 3)!22m+4

∫ 1

0

(1− a)ma2 da
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= −2 (I3(1) + I1(1)) +
9

8
.

Враховуючи (7.32), одержуємо

un(t) = −2 (I3(1) + I1(1)) e−
√
3
2 t, t ∈ [0, Tn], n = 1,∞.

Example 7.14. Нехай α > 0,

z0
0(x) = x1 ln

α +
√
α2 − |x|2
|x|

H(α2 − |x|2), x ∈ R2

z0
1(x) = − x1

|x|2
α2 + 2|x|2√
α2 − |x|2

, x ∈ R2.

Дослiдимо керованiсть стану Z0 =

z0
0

z0
1

 системи (5.77), (5.79) за заданий

час T > 0. Для цього скористаємося висновком 5.41. Позначимо

w0
0 = Ψ−1z0

0, w0
1 = Ψ−1z0

1

i знайдемо z0
0, z0

1 такi, що

z0
0(x) =

∂

∂x1
z0

0(|x|), z0
1(x) =

∂

∂x1
z0

1(|x|), x ∈ R2.

Маємо

z0
0(r) =

1

2
H(α2 − r2)

(
r2 ln

α +
√
α2 − r2

r
− α

√
α2 − r2

)
,

z0
0(r) = H(α2 − r2)

(
α ln

α +
√
α2 − r2

r
− 2
√
α2 − r2

)
.

За теоремою 4.16 одержуємо

w0
0(ξ) =

√
2

π

d

dξ

∫ ∞
|ξ|

rz0
0(r)√
r2 − ξ2

dr
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=
1√
2π

d

dξ

(
H(α2 − ξ2)

∫ α

|ξ|

(
r2 ln

α +
√
α2 − r2

r

− α
√
α2 − r2

)
r dr√
r2 − ξ2

)

=
1√
2π

d

dξ

(
H(α2 − ξ2)

∫ √α2−ξ2

0

((
u2 + ξ2

)
ln
α +

√
α2 − ξ2 − u2√
u2 + ξ2

−α
√
α2 − ξ2 − u2

)
du
)

=
1√
2π

d

dξ

(
H(α2 − ξ2)

(
α

∫ √α2−ξ2

0

u3/3 + ξ2u

u2 + ξ2

u du√
α2 − ξ2 − u2

−π
4
α
(
α2 − ξ2

)))
(7.33)

Маємо∫ √α2−ξ2

0

u3/3 + ξ2u

u2 + ξ2

u du√
α2 − ξ2 − u2

=
1

3

∫ √α2−ξ2

0

(
u2 + 2ξ2

) du√
α2 − ξ2 − u2

− 2

3
ξ4

∫ √α2−ξ2

0

du

(u2 + ξ2)
√
α2 − ξ2 − u2

=
1

3

∫ π/2

0

((
α2 − ξ2

)
sin2 ϕ

)
dϕ− 2

3
ξ4

∫ π/2

0

dϕ

(α2 − ξ2) sin2 ϕ+ ξ2

Продовжуючи (7.33), маємо

w0
0(ξ) =

√
π

2
H(α2 − ξ2)

(
αξ − ξ2 sgn ξ

)
.

Знову скориставшись теоремою 4.16, одержуємо

w0
1(ξ) =

√
2

π

d

dξ

∫ ∞
|ξ|

rz0
1(r)√
r2 − ξ2

dr

=

√
2

π

d

dξ

(
H(α2 − ξ2)

∫ α

|ξ|

(
α ln

α +
√
α2 − r2

r
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− 2
√
α2 − r2

)
r dr√
r2 − ξ2

)

=

√
2

π

d

dξ

(
H(α2 − ξ2)

∫ √α2−ξ2

0

(
α ln

α +
√
α2 − ξ2 − u2√
u2 + ξ2

−2
√
α2 − ξ2 − u2

)
du
)

=

√
2

π

d

dξ

(
H(α2 − ξ2)

(
α2

∫ √α2−ξ2

0

u2 du

(u2 + ξ2)
√
α2 − ξ2 − u2

−π
2

(
α2 − ξ2

)))
=

√
2

π

d

dξ

(
H(α2 − ξ2)

(
π

2
ξ2

−α2ξ2

∫ √α2−ξ2

0

du

(u2 + ξ2)
√
α2 − ξ2 − u2

))

=

√
2

π

d

dξ

(
H(α2 − ξ2)

(
ξ2 − α|ξ|

))
=

√
2

π
H(α2 − ξ2) (2ξ − α sgn ξ) .

Таким чином, за теоремою 5.17 стан W0 =

w0
0

w0
1

 ∈ H̃
−1/2[1/2]
0 системи

(5.4), (5.5) є L∞-керованим за час T > α, оскiльки умови виконано (5.38)–

(5.40). Крiм того, керування

u(t) =

√
2

π
H(α2 − t2)(αt− t2), t ∈ [0, T ],

розв’язує проблему L∞-керованостi для цього стану. За висновком 5.41 i

теоремою 5.42 стан Z0 ∈ H̃HHH−1/2 системи (5.77), (5.79) є L∞-керованим за

час T > α i керування u розв’язує проблему L∞-керованостi для цього

стану.
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Example 7.15. Нехай

z0
0(x) =

1

(1 + |x|2)3/2
,

z0
1(x) = −2

π

(
|x|2 − 2

(1 + r2)5/2
ln

√
1 + |x|2 + 1√
1 + |x|2 − 1

+
3

2(1 + |x|r2)2

)
, x ∈ R2.

Оскiльки умову (5.98) для стану Z0 =

z0
0

z0
1

 ∈ Ĥ1/2 системи (5.93),

(5.95) не виконано, то за теоремою 5.50 цей стан не є (наближено) L∞-

керованим за будь-який заданий час. Дослiдимо для цього стану набли-

жену керованiсть за вiльний час. Бачимо що умову (5.96) для стану Z0

системи (5.93), (5.95) виконано. З’ясуємо, чи виконано умову (5.97). За

теоремою 4.22 одержуємо

(
Φ−1z0

0

)
(ξ) =

√
2

π

∫ ∞
ξ

r dr

(1 + r2)3/2
√
r2 − ξ2

=

√
2

π

∫ ∞
0

dp

(1 + ξ2 + p2)3/2
=

√
2

π

1

1 + ξ2
, ξ ∈ R. (7.34)

Скориставшись теоремою 4.21 i (7.34), замiнюючи ξ на r cosh v та пiд-

ставляючи tanh v = p, маємо

Φ
(

sgn(·)
(
Φ−1z0

0

)′)
(x) = −

∫ ∞
|x|

(3ξ2 − 1) dξ

(1 + ξ2)3
√
ξ2 − |x|2

= −
∫ ∞

0

3|x|2 cosh2 v − 1

(1 + |x|2 cosh2 v)3
dv = −

∫ 1

0

(3|x|2 − 1 + p2)(1− p2)

(1 + |x|2 − p2)3

= 4|x|4
∫ 1

0

dp

(1 + |x|2 − p2)3
− 5|x|2

∫ 1

0

dp

(1 + |x|2 − p2)2
+

∫ 1

0

dp

1 + |x|2 − p2

= − 3

2(1 + |x|2)2
− |x|2 − 2

(1 + |x|2)5/2
ln

√
1 + |x|2 + 1√
1 + |x|2 − 1

= z0
1(x), x ∈ R2.
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Отже, умову (5.97) виконано. Тому, застосовуючи теорему 5.51, бачимо,

що стан Z0 системи (5.93), (5.95) є наближено L∞-керованим за вiльний

час. Знайдемо керування, що розв’язують проблему L∞-керованостi для

цього стану. Позначимо w0
0 = Φ−1z0

0, w0
1 = Φ−1z0

1. Зрозумiло, що умову

(5.39) для стану W0 =

w0
0

w0
1

 ∈ Ĥ
1/2[1/2]
0 системи (5.44), (5.45) викона-

но. Для побудови таких керувань скористаємося схемою, розглянутою в

доведеннi теореми 5.24, зокрема, формулою (5.56). За (7.34) маємо

w0
0(ξ) =

√
2

π

1

1 + ξ2
, ξ ∈ R.

Для Tn = n, n ∈ N, маємо√
Tnw

0
0(Tn) =

√
2

π

n

1 + n2
→ 0, коли n→∞.

Позначимо

ûn(t) =
w0

0(0)H(T 2
n − t2)

w0
0(0)− w0

0(Tn)

(
w0

0(t)− w0
0(Tn)

)
=

√
2

π

(
1 +

1

n2

)
H(n2 − t2)

(
1

1 + t2
− 1

1 + n2

)
ũn(t) = û′n(t) = −

√
2

π

(
1 +

1

n2

)
H(n2 − t2) 2t

(1 + t2)2
, t ∈ R.

У доведеннi теореми показано, що керування un(t) = ũn(t), t ∈ [0, Tn],

розв’язують проблему L∞-керованостi для стану системи W0 ∈ Ĥ
1/2[1/2]
0

системи (5.44), (5.45). Отже, цi керування розв’язують проблему L∞-

керованостi i для стану Z0 ∈ Ĥ1/2 системи (5.93), (5.95).

Example 7.16. Нехай

k̂(x) = (1 + |x|) cosh2 x, ρ̂(x) =
cosh2 x

1 + |x|
, x ∈ R,
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γ̂(x) = (1 + |x|)2 + (1 + |x|) tanh |x| − 2 + |x|
4(1 + |x|) coshx

, x ∈ R,

ζ(t) = 8I2(1)− 8
(

1− e−
t
2

)
I2

(√
1− e− t

2

)
− 4
√

1− e− t
2I1

(√
1− e− t

2

)
, t > 0.

Зрозумiло, що η(x) = cosh x, θ =
√

1 + |x|, σ(x) = sgn x ln(1+|x|), x ∈ R,

σ−1(λ) = sgnλ
(
e|λ| − 1

)
, λ ∈ R. Отже, ϕ ∈ H0 тодi i лише тодi, коли

coshx√
1+|x|

ϕ ∈ H0
0 ; а ϕ ∈ H1 тодi i лише тодi, коли

√
1 + |x| (ϕ coshx)′ ∈ H0

0 .

Маємо

ν(x) =

(
θ2

(
θ2η

′

η

)′)
(x) +

(
θ2η

′

η

)2

(x)

= (1 + |x|)2 − (1 + |x|) tanh |x| = γ̂(x) +
1

4
+

1

4(1 + |x|)
, x ∈ R.

Отже, умову (6.2) i (6.3) виконано i для q = 1/2, r(λ) = e−|λ|/4, λ ∈ R,

виконано умову (1.2). Розглянемо проблему стабiлiзацiї системи (6.57),

(6.58) за допомогою позицiйного керування (6.59), де b0 = 1/4 − b2 =

−3/4, b1 = −2b = −2, b = 1. За теоремою 6.27 система (6.57), (6.58) є

стабiлiзовною, якщо виконано умову

1 = b >
√

2M0

∫ ∞
0

(1 + ξ)|r(ξ)| dξ, (7.35)

де M0 > 0 є сталою з оцiнки (1.4). Перевiримо її. Скориставшись фор-

мулами (7.26), (7.27) для ядра K, для y2 > y1 > 0 одержуємо

|K(y)| ≤ 1

4
e−

y1+y2
2 max

µ∈[0,1]

∣∣∣∣I1(µ)

µ

∣∣∣∣ ≤ 1

4
I1(1)e−

y1+y2
2 = M0σ0

(
y1 + y2

2

)
,

де M0 = I1(1),

σ0(µ) =

∫ ∞
µ

|r(ξ)| dξ =
1

4
e−µ, µ > 0.
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Маємо

√
2M0

∫ ∞
0

(1 + ξ)|r(ξ)| dξ = M0

√
2

4

∫ ∞
0

(1 + ξ)e−ξdξ

=
M0√

2
=
I1(1)√

2
≤ sinh 1√

2
=
e2 − 1

2
√

2e
< 1 = b.

Таким чином, умову (7.35) виконано, тому за теоремою 6.27 система

(6.57), (6.58) є стабiлiзовною.

Знайдемо тепер розв’язок цiєї системи iз заданим керуванням для

початкового стану Z0 =

z0
0

z0
1

, де z0
0(x) = 8

coshxI2

(
1√

1+|x|

)
, z0

1(x) = 0,

x ∈ R. Маємо Z0 ∈ H̃0. Позначимо

W0 =

w0
0

w0
1

 = T̃−1
r S−1Z0 = ηZ0 = (1 + x2)−1/2Z0

i розглянемо задачу (5.105), (5.106) з керуванням (5.107), де b0 = −1,

b1 = −2. Для нашого r ядра K та L заданi формулами (7.26)–(7.28).

Скориставшись формулою (7.31), одержуємо

w0
0(ξ) = sgn ξe−|ξ|, w0

1(ξ) = 0, ξ ∈ R.

Позначимо ω(t) = e−t, t > 0. Скориставшись формулами (1.26), (5.111),

(5.113), (5.114), одержуємо розв’язок задачi (5.105), (5.106) iз зазаначе-

ним керуванням:

w(ξ, t) = e−ξH(ξ − t)− eξH(−ξ − t)

+ e−tH(t2 − ξ2) sgn ξ, ξ ∈ R, t > 0. (7.36)
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Тодi ∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
w(·, t)

wt(·, t)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
0

≤ e−t
√

1 + 4t→ 0, коли t→ +∞. (7.37)

Обчислимо z̃(·, t) = ST̃rw(·, t), t ≥ 0. Оскiльки z̃ є непарною за x, то об-

числення будемо проводити для x > 0. Враховуючи (7.26), (7.27), одер-

жуємо

z̃(x, t) =w(x, t) +

∫ ∞
x

K(x, ξ)w(ξ, t) dξ

=H(t− x)

(
e−t + e−t

∫ ∞
x

K(x, ξ) dξ +

∫ ∞
t

K(x, ξ)e−ξ dξ

)
+H(x− t)

(
e−x

∫ ∞
x

K(x, ξ)e−ξ dξ

)
=H(t− x)

∫ ∞
t

K̃(x, ξ)e−ξ dξ +H(x− t)
∫ ∞
x

K̃(x, ξ)e−ξ dξ (7.38)

Позначивши a = e−
t
2 , v = e−

x
2 , u = e−

ξ
2 для x ≤ t ≤ ξ, маємо u ≤ a ≤ v

та∫ ∞
t

K̃(x, ξ)e−ξ dξ =

∫ ∞
t

I0

(√
e−

x
2

(
e−

x
2 − e− ξ2

))
e−ξ dξ

=2

∫ a

0

I0

(√
v(v − u)

)
u du = 2

∞∑
m=0

vm

22m(m!)2

∫ a

0

(v − u)mu du

=2
∞∑
m=0

v2m+2

22mm!(m+ 2)!
− 2

∞∑
m=0

vm(v − a)m+2

22mm!(m+ 2)!
− 2a

∞∑
m=0

vm(v − a)m+1

22mm!(m+ 1)!

=8I2(v)− 8
v − a
v

I2

(√
v(v − a)

)
− 4

√
v − a
v

I1

(√
v(v − a)

)
Враховуючи (7.38), одержуємо

z̃(x, t) = 8I2

(
e−
|x|
2

)
sgnx−

(
8
(

1− e|x|−t2
)
I2

(√
e−
|x|
2

(
e−
|x|
2 − e− t

2

))
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+4
√

1− e|x|−t2I1

(√
e−
|x|
2

(
e−
|x|
2 − e− t

2

)))
H(t2 − x2) sgnx, x ∈ R.

Зокрема, z̃(+0, t) = ζ(t), t > 0. Отже, за теоремою 6.23 та висновком 6.24

z = z̃ є розв’язком системи (6.57), (6.58) iз знайденим для неї керуванням

та задовольняє умову z(·, t)

zt(·, t)

0

≤ L0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
w(·, t)

wt(·, t)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
0

≤ L0e
−t√1 + 4t→ 0, коли t→ +∞.

де L0 > 0 є деякою сталою, що залежать лише вiд даних рiвняння (6.57)

та керування (6.59), тобто, вiд ρ, k, γ та b.
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi введено та дослiджено новi оператори пе-

ретворення T̃ = ST̃r та T̂ = ST̂r для диференцiального оператора
1

ρ(x)

d

dx

(
k(x)

d

dx
(·)
)

i новi простори Hm, m = −2, 2, соболєвського типу

та розроблено теорiю їх застосування до задач теорiї керування та теорiї

крайових задач.

Крiм того, введено i дослiджено оператори впливу Ψ та Φ (а також їх

модифiкацiї Ψ̂ та Φ̂), якi є небiєктивними аналогами операторiв перетво-

рення, та застосовано їх для одержання критерiїв керованостi хвильово-

го рiвняння зi сталими коефiцiєнтами з керуванням в умовi Дiрiхле або

умовi Неймана.

Також введено i дослiджено оператори перетворення Ψ та Φ i про-

стори соболєвського типу Hs[1/2]
0 та H0

s[1/2], s ∈ R, для двовимiрного опе-

ратора Лапласа ∆, визначеного на радiально симетричних розподiах.

Застосовуючи оператори впливу (Ψ, Ψ̂, Φ та Φ̂) та їх властивостi,

одержано критерiї керованостi для хвильового рiвняння зi сталими кое-

фiцiєнтами i сталим потенцiалом, керованого крайовими умовами Дiрi-

хле або крайовими умовами Неймана.

Застосовуючи оператори перетворення Ψ та Φ, доведено, що двови-
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мiрне хвильове рiвняння зi сталими коефiцiєнтами на пiвплощинi, керо-

ване крайовою умовою Дiрiхле або крайовою умовою Неймана iмпуль-

сного типу, вiдтворює властивостi одновимiрного хвильового рiвняння зi

сталими коефiцiєнтами на пiвосi, керованого крайовою умовою Дiрiхле

або крайовою умовою Неймана, вiдповiдно. Тут перша проблема розгля-

дається в класичних просторах Соболева, а друга — у модифiкованих

просторахHs[1/2]
0 соболєвського типу. Таким чином, критерiй керованостi

для двовимiрного хвильового рiвняння на пiвплощинi одержано з крите-

рiю керованостi одновимiрного хвильового рiвняння на пiвосi.

Доведено стабiлiзовнiсть хвильового рiвняння зi сталими коефiцiєн-

тами за допомоги позицiйного керування без запiзнення та за допомоги

позицiйного керування iз запiзненням. Також, одержано критерiї коре-

ктностi нелокальної крайової задачi для хвильового рiвняння зi сталими

коефiцiєнтам i сталим потенцiалом.

Застосовуючи оператори перетворення T̃ = ST̃r та T̂ = ST̂r доведе-

но, що хвильове рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами на пiвосi, керова-

не крайовою умовою Дiрiхле або крайовою умовою Неймана, вiдтворює

властивостi керованостi хвильового рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

i сталим потенцiалом на пiвосi, кероване крайовою умовою Дiрiхле або

крайовою умовою Неймана, вiдповiдно. Тут перша керована система роз-

глядається в модифiкованих просторах Hm соболєвського типу, а друга

— в класичних просторах Соболєва Hm. Таким чином, критерiй керо-

ваностi для хвильового рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами одержано з

критерiю керованостi для хвильового рiвняння зi сталими коефiцiєнтами.
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Застосовуючи оператор перетворення T̃ = ST̃r, доведено стабiлiзов-

нiсть за допомоги позицiйного керування для хвильового рiвняння зi

змiнними коефiцiєнтами з вiдповiдного результату для рiвняння зi ста-

лими коефiцiєнтами. За допомоги операторiв перетворення T̃ = ST̃r та

T̂ = ST̂r одержано також критерiї коректностi нелокальної крайової за-

дачi для хвильового рiвняння зi змiнними коефiцiєнтам з вiдповiдних

результатiв для рiвняння зi сталими коефiцiєнтами.

Таким чином, усi основнi результати цiєї роботи, одержанi для хви-

льового рiвняння зi сталими коефiцiєнтами, узагальнено за допомоги опе-

раторiв перетворення T̃ = ST̃r та T̂ = ST̂r на випадок хвильового рiв-

няння зi змiнними коефiцiєнтами.

Усi основнi результати дисертацiї подано з повними математичними

доведеннями. Одержанi результати носять теоретичний характер. Вони

поглиблюють нашi знання про диференцiальнi оператори другого по-

рядку зi сталими i змiнними коефiцiєнтами та їх зв’язок з формуванням

нових операторiв перетворення i нових просторiв соболєвського типу. У

роботi розроблено методику застосування операторiв перетворення до

задач теорiї керування i теорiї крайових задач. Ця методика i, власне,

самi результати можуть бути використанi в теорiї диференцiальних рiв-

нянь, математичнiй фiзицi, теорiї просторiв соболєвського типу та iнших

роздiлах математики.



276

СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ

[1] Ammar Khodja F. Stabilisation de l’équation des ondes par un

contrôleur dynamique / Khodja F. Ammar, A. Benabdallakh // C. R.

Acad. Sci. Paris. Sér. I Math. — 1995. — V. 321, No. 2. — P. 195–198.

[2] Antosik P. Theory of Distributions. The Sequential Approach /
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