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ÀÍÎÒÀÖIß

Ðèáàëêî Â.Î. Iñíóâàííÿ i àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷

ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè. � Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ

íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.03 � ìàòåìàòè÷íà ôiçèêà (Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi

íàóêè).� Ôiçèêî-òåõíi÷íèé iíñòèòóò íèçüêèõ òåìïåðàòóð iì. Á.I.Â¹ðêiíà

Íàöiîíàëüíî¨ àêàäåìi¨ íàóê Óêðà¨íè, Õàðêiâ, 2019.

Ó äèñèðòàöiéíié ðîáîòi ðîçãëÿíóòî íåêîìïàêòíi âàðiàöiéíi çàäà÷i äëÿ

ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó ç çàäàíèìè ñòåïåíÿìè âiäîáðàæåííÿ íà ìåæi

îáëàñòi i ïîáóäîâàíî íîâó òåîðiþ òàêèõ çàäà÷; ðîçâèíåíî ìåòîäè äîñëiäæåííÿ

ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ íåñèìåòðè÷íèõ åëiïòè÷íèõ

îïåðàòîðiâ; òàêîæ äîñëiäæåíî äåÿêi çàäà÷i óñåðåäíåííÿ i âèâ÷åíî áiôóðêàöiþ

ðîçâ'ÿçêiâ òèïó áiæíèõ õâèëü äëÿ çàäà÷i ç âiëüíîþ ìåæåþ, ùî ìîäåëþ¹ ðóõ

æèâèõ êëiòèí íà ñóáñòðàòi.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ âàðiàöiéíi çàäà÷i äëÿ ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-

Ëàíäàó ó êëàñi êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêöié ç îäèíè÷íèìè àáñîëþòíèìè

çíà÷åííÿìè íà ìåæi i çàäàíèìè ñòåïåíÿìè âiäîáðàæåííÿ íà ¨¨ çâ'ÿçíèõ

êîìïîíåíòàõ. Âiäîìî, ùî òàêi çàäà÷i ¹ íåêîìïàêòíèìè. Çîêðåìà, ó

âèïàäêó îäíîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi i çàäàíîãî íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ âiäîáðàæåííÿ

iíôiìóì ñïðîùåíîãî ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó íiêîëè íå äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ

íåíóëüîâèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó κ, âiäïîâiäíi ìiíiìiçóþ÷è

ïîñëiäîâíîñòi áóäóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü Ìåáióñà àáî

ñêií÷åííèõ äîáóòêiâ Áëÿøêå ç íóëÿìè, ùî çáiãàþòüñÿ äî ìåæi. Ïðîòå äëÿ

âñiõ äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé i ìàëèõ κ àáî âñiõ κ i îáëàñòåé ÷èÿ ¹ìíiñòü ¹ íå

ìåíøîþ π, â ðîáîòi Ë. Áåðëÿíäà i Ï. Ìiðîíåñêó (2006) áóëî äîâåäåíî iñíóâàííÿ

ìiíiìiçàíòiâ ç çàäàíèìè îäèíè÷íèìè ñòåïåíÿìè íà îáîõ êîìïîíåíòàõ ìåæi.

Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ðîçãëÿíóòî âèïàäîê îáëàñòåé ç ¹ìíiñòþ ìåíøîþ π

i äîâåäåíî iñíóâàííÿ ñêií÷åííîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà Ãiíçáóðãà-

Ëàíäàó, òàêîãî ùî iíôiìóì ôóíêöiîíàëà çàâæäè äîñÿãà¹òüñÿ ÿêùî κ ¹ ìåíøèì
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ïîðîãîâîãî çíà÷åííÿ i íiêîëè íå äîñÿãà¹òüñÿ ÿêùî κ ¹ áiëüøèì öüîãî çíà÷åííÿ.

ßê i â âèïàäêó îäíîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi íåiñíóâàííÿ ìiíiìiçàíòiâ ïîâ'ÿçàíî ç

ìiíiìiçóþ÷èìè ïîñëiäîâíîñòÿìè ç íóëÿìè, ùî çáiãàþòüñÿ äî ìåæi îáëàñòi.

Íà îñíîâi öèõ ðåçóëüòàòiâ ìîæíà âèñóíóòè ãiïîòåçó (ÿêó âòiì íå äîâåäåíî),

ùî ãëîáàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ àáî íå iñíó¹ àáî âîíè íå ìàþòü íóëiâ (âèõîðiâ).

Íà âiäìiíó âiä ãëîáàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ, ïîêàçàíî, ùî iñíóþòü iíøi êðèòè÷íi

òî÷êè ôóíêöiîíàëà, ÿêi ìàþòü âèõîði. Çîêðåìà â ðîáîòi ðîçâèíåíî âàðiàöiéíi

ìåòîäè äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ëîêàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ ç âèõîðàìè äëÿ äîñòàíüî

âåëèêèõ κ i âèâ÷åíî àñèìòîòè÷íó ïîâåäiíêó öèõ ìiíiìiçàíòiâ ó ãðàíèöi Ëîíäîíiâ

κ→∞. Äîâåäåíî, ùî âèõîðè çíàõîäÿòüñÿ áiëÿ ìåæi i â ¨õ îêîëàõ àêóìóëþþòüñÿ

ñêií÷åííi êâàíòîâàíi ¹íåðãi¨, íà âiäìiíó âiä âíóòðiøíiõ âèõîðiâ, ÿêi âèíèêàþòü â

çàäà÷i Äiðiõëå. Öi ðåçóëüòàòè ðîçïîâñþäæåíî i íà âèïàäîê ïîâíîãî ôóíêöiîíàëà

Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó, ùî âðàõîâó¹ ìàãíiòíi åôåêòè. Êðiì òîãî äëÿ ïîâíîãî

ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó â îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ äîâåäíî òåîðåìó, ùî

ïîâíiñòþ îïèñó¹ iñíóâàííÿ/íåiñíóâàííÿ ãëîáàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ ç çàäàíèì

ñòåïåíåì íà ìåæi. Ïîêàçàíî, ùî, íà âiäìiíó âiä ñïðîùåíîãî ôóíêöiîíàëà,

ìiíiìiçàíòè iñíóþòü äëÿ 0 < κ ≤ 1/
√

2 i íå iñíóþòü äëÿ κ > 1/
√

2.

Ïîðîãîâå çíà÷åííÿ κ = 1/
√

2 âiäîìå â ôiçè÷íié ëiòåðàòóði ÿê ìåæà ðîçäiëó

ìiæ íàäïðîâiäíèêàìè I-ãî i II-ãî ðîäó. Ó ÷åòâåðòîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíóòî

çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ ïîâíîãî ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó â äâîçâ'ÿçíié îáëàñòi

ç çàäàíèìè îäèíè÷íèì i íóëüîâèì ñòåïåíÿìè íà êîìïîíåíòàõ ìåæi. Äîâåäåíî,

ùî ÿê i â îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi ìiíiìiçàíòè iñíóþòü äëÿ 0 < κ < 1/
√

2, àëå äëÿ

κ = 1/
√

2 (i áiëüøèõ) iíôiìóì íå äîñÿãà¹òüñÿ. Öå ïðèçâîäèòü äî ñèíãóëÿðíî¨

àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ìiíiìiçàíòiâ ïðè κ→ 1/
√

2− 0, ùî ïðîÿâëÿ¹òüñÿ â δ-

ïîäiáíîìó ñòðóìi íà ìåæi. Ó ðîáîòi ðîçâèíåíî âàðiàöiéíó òåõíiêó äîñëiäæåííÿ

ïîâåäiíêè ìiíiìiçàíòiâ ïðè κ → 1/
√

2 − 0, ÿêà, çîêðåìà, äîçâîëÿ¹ âñòàíîâèòè

ãðàíè÷íi ïîëîæåííÿ âèõîðiâ. Íàñàìêiíåöü, â îñòàííüîìó ïiäðîçäiëi âèâ÷åíî

ñòðóêòóðó ïîñëiäîâíîñòåé Ïàëå-Cìåéëà (ìàéæå êðèòè÷íèõ òî÷îê), îïèñàíî

ìåõàíiçì âòðàòè êîìïàêòíîñòi öèõ ïîñëiäîâíîñòåé i êâàíòóâàííÿ âiäïîâiäíèõ
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åíåðãié. Çà äîïîìîãîþ öèõ ðåçóëüòàòiâ âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ êðèòè÷íèõ òî÷îê

íåìiíiìiçàöiéíîãî õàðàêòåðó (òèïó ïåðåâàëà).

Ó äðóãîìó ðîçäiëi äîñëiäæåíî ñïåêòðàëüíi çàäà÷i äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ

íåñèìåòðè÷íèõ åëiïòè÷íèõ îïåðàòîðiâ (ç ìàëèì ïàðàìåòðîì çáóðåííÿ ε > 0) â

îáìåæåíèõ îáëàñòÿõ ç óìîâàìè Äiðiõëå, Íåéìàíà i Ôóð'¹ íà ìåæi. Çäåáiëüøîãî,

âèâ÷åíî àñèìòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïåðøîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ i ïåðøî¨ âëàñíî¨

ôóíêöi¨. Çãiäíî ç Òåîðåìîþ Êðåéíà-Ðóòìàíà ïåðøå âëàñíå çíà÷åííÿ λε ¹

äiéñíèì i ïðîñòèì, à âiäïîâiäíó âëàñíó ôóíêöiþ uε ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó

âèãëÿäi uε = e−Wε(x)/ε (öå ¹, òàê çâàíèé, ÂÊÁ àíçàö). Òîäi äèôåðåíöiàëüíå

ðiâíÿííÿ äëÿ uε ïåðåïèñó¹òüñÿ ÿê ñèíãóëÿðíî çáóðåíå ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà-

ßêîái äëÿ ôóíêöi¨ Wε i âëàñíîãî çíà÷åííÿ λε. Â ðîáîòi âèâ÷åíî àñèìïòîòè÷íó

ïîâåäiíêó ïàðè λε i Wε çà äîïîìîãîþ òåõíiêè â'ÿçêiñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Òàê ó

âèïàäêó çàäà÷i Äiðiõëå ç îñöèëþþ÷èìè ëîêàëüíî ïåðiîäè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè

âèâåäåíî åôåêòèâíå ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà-ßêîái äëÿ ãðàíèöü λε i ôóíêöié

Wε ïðè ε → 0, i äîâåäåíî, ùî êðàéîâà óìîâà Wε(x) = +∞ íà ìåæi

ó ãðàíèöi ðåëàêñó¹òüñÿ äî êðàéîâî¨ óìîâè ó âèãëÿäi ôàçîâîãî îáìåæåííÿ

(state constraint boundary condition). Çíàéäåíà ãðàíè÷íà (åôåêòèâíà) çàäà÷à

¹ àäèòèâíîþ çàäà÷åþ íà âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà-ßêîái.

Âîíà ìà¹ ðiâíî îäíå âëàñíå çíà÷åííÿ, ùî îïèñó¹ ãîëîâíèé ÷ëåí àñèìïòîòèêè

λε, ïðîòå âëàñíèõ ôóíêöié ìîæå áóòè áàãàòî. Öå ìîòèâó¹ äâà ïîâ'ÿçàíèõ

ìiæ ñîáîþ ïèòàííÿ ïðî óòî÷íåííÿ àñèìïòîòèê âëàñíèõ çíà÷åíü i êðèòåðié

ñåëåêöi¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨ åôåêòèâíî¨ çàäà÷i, ÿêà âiäïîâiäà¹ ãðàíèöi ôóíêöiéWε.

Äëÿ ¨õ ðîçâ'ÿçàííÿ, â ïðèïóùåííi ïðî ìàëiñòü ìîëîäøîãî ÷ëåíà â ðiâíÿííi

i ïðî ñòðóêòóðó òàê çâàíî¨ ìíîæèíè Îáði ïîâ'ÿçàíî¨ ç åôåêòèâíîþ çàäà÷åþ,

ðîçâèíåíî òåõíiêó àñèìòîòè÷íîãî àíàëiçó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ åëåìåíòiâ ÿê

ëîêàëiçàöiÿ i óñåðåäíåííÿ íà ïðîìiæíîìó ìàñøòàái. Ó âèïàäêó, êîëè ìíîæèíà

Îáði ìiñòèòü ãðàíè÷íi öèêëè äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ïîðîäæåíî¨ åôåêòèâíèì

çíåñåííÿì çàñòîñîâàíî óñåðåäíåííÿ ó ðóõîìèõ êîîðäèíàòàõ, ùî ïðèçâîäèòü äî

ïàðàáîëi÷íèõ çàäà÷ íà âëàñíi çíà÷åííÿ. Äîñëiäæåíî òàêîæ ñèíãóëÿðíî çáóðåíó
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çàäà÷ó ç óìîâîþ Íåéìàíà íà ìåæi, ó ïðèïóùåííi, ùî êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ íå

çàëåæàòü âiä ε, à ìàëèé ìíîæíèê ε ïðèñóòíié òiëüêè â ñòàðøîìó ÷ëåíi ðiâíÿííÿ.

Â öié çàäà÷i âàæëèâó ðîëü âiäiãðà¹ ìåæà îáëàñòi. Çîêðåìà, ó òèïîâîìó âèïàäêó

ìíîæèíà Îáði ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i ìiñòèòü ðîçòàøîâàíi íà ìåæi íåðóõîìi òî÷êè

i ãðàíè÷íi öèêëè çàäà÷i Ñêîðîõîäà ïîðîäæåíî¨ êîíâåêòèâíèì ÷ëåíîì. Äëÿ

äîñëiäæåííÿ ëîêàëiçàöi¨ âëàñíèõ ôóíêöié íà òàêèõ îá'¹êòàõ ðîçâèíóòî ìåòîä,

ùî áàçóþòüñÿ íà ïîáóäîâi ñïåöiàëüíèõ ñóá- i ñóïåððîçâ'ÿçêiâ, ÿêèé âòiì ïðàöþ¹

i äëÿ íåðóõîìèõ òî÷îê òà ãðàíè÷íèõ öèêëiâ âñåðåäèíi îáëàñòi (ó âèïàäêó ïëàâíî

çìiííèõ êîåôiöi¹íòiâ). Â îñòàííüîìó ïiäðîçäiëi âèâ÷åíî ñïåêòð ñèíãóëÿðíî

çáóðåíî¨ çàäà÷i ç îñöèëþþ÷èìè êîåôiöi¹íòàìè ó òîíêîìó öèëiíäði ç óìîâîþ

Íåéìàíà íà ái÷íié ïîâåðõíi i Ôóð'¹ íà îñíîâàõ. Îïèñàíî àñèìòîòè÷íó ïîâåäiíêó

ïåðøîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ i âëàñíî¨ ôóíêöi¨, äëÿ ãðàíèöi âëàñíèõ çíà÷åíü

i ôóíêöié Wε (= −ε log uε) âèâåäåíî îäíîâèìiðíó àäèòèâíó çàäà÷ó íà âëàñíi

çíà÷åííÿ ç åôåêòèâíèìè ãðàíè÷íèì óìîâàìè. Öi ãðàíè÷íi óìîâè îòðèìàíî â

ðåçóëüòàòi äîñëiäæåííÿ ïðèìåæîâèõ øàðiâ áiëÿ îñíîâ. Äëÿ ïîáóäîâè îñòàííiõ

âèâ÷åíî ñïåêòðàëüíi çàäà÷i â íàïiâîáìåæåíîìó öèëiíäði ç óìîâîþ Ñòåêëîâà íà

îñíîâi, öi ðåçóëüòàòè ìàþòü íåçàëåæíèé iíòåðåñ. Êðiì òîãî, ó ñòðóêòóðíîìó

ïðèïóùåííi ùîäî åôåêòèâíî¨ çàäà÷i (ÿêå âåäå äî ëîêàëiçàöi¨, â ïåâíîìó ñåíñi,

âëàñíèõ ôóíêöié âñåðåäèíi öèëiíäðó) çíàéäåíî äâî÷ëåííi àñèìòîòè÷íi ôîðìóëè

äëÿ ïåðøîãî i íàñòóïíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi âèâ÷åíî äâi çàäà÷i óñåðåäíåííÿ ç íåòðèâiàëüíèìè

êîëåêòèâíèìè åôåêòàìè ñïðè÷èíåíèìè íåîäíîðiäíîñòÿìè. Îïèñàíî âèõîðîâi

ñòðóêòóðè â íàäïðîâiäíèêàõ ç ïåðiîäè÷íî ðîçòàøîâàíèìè îòâîðàìè, ùî

ìîäåëþþòü ÷óæîðiäíi äîìiøêè. Çíàéäåíî ìàñøòàáíi ñïiââiäíîøåíÿ ìiæ

ïðîñòîðîâèì ïåðiîäîì, ðîçìiðîì îòâîðiâ i âåëè÷èíîþ çîâíiøíüîãî ìàãíèòíîãî

ïîëÿ äëÿ ÿêèõ âèíèêàþòü ñòðóêòóðè ó âèãëÿäi âëîæåíèõ îáëàñòåé ç êðàòíèìè

âèõîðÿìè. Äëÿ äîñëiäæåííÿ öi¹¨ ìîäåëi çàñòîñîâàíî òåõíiêó Γ-çáiæíîñòi,

êîíñòðóêöi¨ ïîäiáíi ìiðàì ßíãà i åëåìåíòè ìåòîäiâ îïóêëîãî àíàëiçó. Òàêîæ

âèâ÷åíî ñòàöiîíàðíi åëiïòè÷íi êðàéîâi çàäà÷i (i ¨õ ïàðàáîëi÷íi àíàëîãè) äëÿ
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ìîíîòîííèõ îïåðàòîðiâ â ïåðôîðîâàíèõ îáëàñòÿõ ç óìîâîþ Ôóð'¹ íà ìåæi

äiðîê i Íåéìàíà íà çîâíiøíié ìåæi. Ó ïðèïóùåííi ïðî íóëüîâi ñåðåäíi

êîåôiöi¹íòiâ â êðàéîâié óìîâi íà ìåæi äiðîê, äëÿ äîñëiäæåííÿ àñèìïòîòè÷íî¨

ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ çàñòîñîâàíî òåõíiêó äâîõìàñøòàáíî¨ çáiæíîñòi i âèâåäåíî

åôåêòèâíó (óñåðåäíåíó) çàäà÷ó. Âèíàéäåíî íåòðèâiàëüíèé êîëåêòèâíèé åôåêò

ñïðè÷èíåíèé êðàéîâèìè óìîâàìè íà ìåæi äiðîê, ÿêèé ïîëÿãà¹ ó âèíèêíåííi

íîâîãî ÷ëåíó â åôåêòèâíié êðàéîâié óìîâi íà çîâíiøíié ìåæi.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ç âiëüíîþ ìåæåþ, ùî ìîäåëþ¹

ðóõ æèâèõ êëiòèí íà ñóáñòðàòi. Äîñëiäæåíî ñiì'þ ðàäiàëüíî ñèìåòðè÷íèõ

ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i i çðîáëåíî ¨¨ áiôóðêàöiéíèé àíàëiç, ùî äîçâîëèëî

äîâåñòè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òèïó áiæíèõ õâèëü i ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ áåç

ðàäiàëüíî¨ ñèìåòði¨. Äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òèïó áiæíèõ õâèëü

âèêîðèñòàíî òîïîëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ ç çàñòîñóâàííÿì ïîíÿòòÿ ñòåïåíÿ Ëåðå-

Øàóäåðà.

Óñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ íàâåäåíî ç ïîâíèìè äîâåäåííÿìè.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòè i ìåòîäè

äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ äîñëiäæåííÿ iíøèõ çàäà÷

ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: âàðiàöiéíi çàäà÷i, ôóíêöiîíàë Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó, òåîðiÿ

óñåðåäíåííÿ, ñèíãóëÿðíi çáóðåííÿ, çàäà÷i ç âiëüíîþ ìåæåþ.

ABSTRACT

Rybalko V.O. Existence and asymptotic behavior of solutions to problems of

mathematical physics. � Qualifcation scienti�c paper, manuscript.

Thesis for a Doctoral Degree in Physics and Mathematics: Speciality 01.01.03 �

Mathematical Physics (Physics and Mathematics). � B.I.Verkin Institute for Low

Temperature Physics and Engineering, National Academy of Sciences of Ukraine,

Kharkiv, 2019.

In this thesis we consider noncompact variational problems for the Ginzburg-

Landau functional and establish a new theory of such the problems; we develop
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techniques to study spectral problems for singularly perturbed non symmetric ellip-

tic operators; we also study several homogenization problems and a free boundary

problem modeling motility of living cells on a substratum.

The �rst section is devoted to the study of the variational problem for the

Ginzburg-Landau functional on a class of complex valued functions with unit abso-

lute value on the boundary and given degrees on its connected components. It is

known that this problem is not compact. In particular, for any simply connected

domain and an arbitrary prescribed nonzero degree the in�mum of the simpli�ed

Ginzburg-Landau functional is never attained unless the Ginzburg-Landau param-

eter κ equals zero, the corresponding minimizing sequences are constructed using

M�obius conformal maps or Blaschke products with zeros approaching the boundary.

However, it was shown by L. Berlyand and P. Mironescu (2006) that for small κ

and arbitrary doubly connected domain or all κ but domains whose capacity is not

less than π there exist minimizers with prescribed degree one on the both connected

components of the boundary. The case of domains whose capacity is less than π

is considered in the thesis and it is shown that there is a threshold value of the

Ginzburg-Landau parameter such that the in�mum of the functional is always at-

tained if κ is less than the threshold value and never attained if κ is more than the

threshold value. Similarly to simply connected domains nonexistence is related to

minimizing sequences with zeros approaching the boundary. Based upon these re-

sults one can draw a hypothesis (not yet proved) that either global minimizers does

not exist or they do not have zeros (vortices). On the contrast, we show that there

are other critical points that does have vortices. In particular, variational methods

for establishing local minimizers with vortices for su�ciently large κ are developed

in the thesis, their asymptotic behavior in the London limit κ → ∞ is studied. It

is shown that vortices are situated near the boundary and a small neighborhood

of each one contains a �nite quantized energy, this stands in contrast to inner vor-

tices appearing in the Dirichlet problem. These results are also extended for the

full Ginzburg-Landau functional which takes into account magnetic �elds. Also,
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a theorem describing existence/nonexistence of global minimizers with prescribed

degrees is established for the full Ginzburg-Landau functional in simply connected

domains. It is shown that minimizers always exist for 0 < κ ≤ 1/
√

2 and never exist

if κ > 1/
√

2, unlike in the case of the simpli�ed functional. The value κ = 1/
√

2 is

known in the physical literature as separating type I and II superconductors. In the

fourth subsection we consider a minimization problem for the full Ginzburg-Landau

functional in a doubly connected domain with prescribed one and zero degrees on the

components of the boundary. We show that similarly to simply connected domains

the in�mum is always attained for 0 < κ < 1/
√

2, but for κ = 1/
√

2 (and bigger)

the in�mum is never attained. This results in a singular behavior of mimnimizers as

κ → 1/
√

2 − 0 exhibiting δ-like currents on the boundary. We develop variational

techniques to study asymptotic behavior of minimizers as κ → 1/
√

2 − 0, that al-

lows us, in particular, to establish limiting positions of vortices. Finally, in the last

subsection we study the structure of Plais-Smaile sequences (sequences of almost

critical points), we describe the mechanism behind noncompactness and show quan-

tization of corresponding energies. These results are used to establish critical pints

which are not minimizing (but rather of a mountain pass type).

In the second section we study spectral problems for singularly perturbed non

symmetric elliptic operators (with a small perturbation parameter ε > 0) in bounded

domains with the Dirichlet, Neumann and Fourier conditions on the boundary. Our

main results mostly concern the asymptotic behavior of the �rst eigenvalue and the

�rst eigenfunction. According to the Krein-Routman theorem the �rst eigenvalue λε

is real and simple, and the corresponding eigenfunction uε can be represented in the

form uε = e−Wε(x)/ε (this is, so called, WKB ansatz). Then the di�erential equation

for uε rewrites as a singularly perturbed Hamilton-Jacobi equation for the function

Wε and the �rst eigenvalue λε. The asymptotic behavior of the pair λε and Wε is

studied using the viscosity solutions techniques. In the case of the Dirichlet problem

with oscillating locally periodic coe�cients we derive the e�ective Hamilton-Jacobi

equation describing limits of λε and functions Wε as ε → 0, and show that the
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boundary condition Wε(x) = +∞ on the boundary relaxes to the state constraint

boundary condition. The resulting limiting (e�ective) problem is an additive eigen-

value problem for the Hamilton-Jacobi equation. It has a unique eigenvalue which

describes the main term of the asymptotic expansion of λε, but the corresponding

eigenfunction is not in general unique. This gives rise to two related questions, to

establish the second term in the expansion of the eigenvalues and select the eigen-

function corresponding to the limit of functions Wε. To this end, under a smallness

assumption on the lower order term and an assumption on the structure of so called

Aubry set of the e�ective problem, we develop techniques of asymptotic analysis

which include localization and homogenization on an intermediate scale. In the case

when the Aubry set contains limit cycles of the dynamical system related to the

e�ective drift, we use homogenization in moving coordinates that leads to parabolic

eigenvalue problems. We also study the Neumann problem, assuming that the coef-

�cients does not depend on the parameter ε and the small parameter ε appears only

in front of the higher order term. The boundary of the domain plays an important

role in this problem. In particular, the Aubry set of the limit problem typically

contains �xed points and limit cycles of the Skorohod problem originated from the

drift term. To study localization of eigenfunctions on such objects we develop a

method based on the construction of special sub- and supersolutions, this method

still works in the case of inner �xed point and limit cycles (in the case of slowly

oscillating coe�cients). In the last subsection we study the spectrum of a singu-

larly perturbed problem in a thin cylinder with the Neumann boundary condition

on the lateral surface and the Fourier one on its bases. We describe the asymptotic

behavior of the �rst eigenvalue and the corresponding eigenfunction, we show that

the limits of eigenvalues and functions Wε (= −ε log uε) solve an one dimensional

additive eigenvalue problem with e�ective boundary conditions. These conditions

are derived via the analysis of boundary layers near the bases, the construction

of boundary layers is based on the analysis of Steklov eigenvalue problems in the

semi-in�nite cylinder, these results are of an independent interest. Besides, under
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a structure assumption on the e�ective problem (leading to localization, in certain

sense, of eigenfunctions inside the cylinder) we �nd two term asymptotic formulas

for the �rst and other eigenvalues.

In the third section we study two homogenization problems leading to nontrivial

collective e�ects caused by inhomogeneities. First we describe vorticity structures in

superconductors with periodically distributed holes, that model impurities. We �nd

scaling relations between the spatial period, the size of the holes and the magnitude

of the external magnetic �eld which lead to structures of nested domains with multi-

ple vortices. To study this model we use the Γ-convergence technique, constructions

in the spirit of Young measures and elements of convex analysis. We also study

stationary elliptic boundary value problems (and their parabolic counterparts) for

monotone operators in perforated domains with the Fourier condition on holes and

the Neumann one on the outer boundary. We assume that coe�cients in boundary

conditions have zero mean over the boundaries of holes, then to study asymptotic

behavior of solution we use techniques of two-scale convergence and derive an e�ec-

tive (homogenized) problem. This study reveals a nontrivial collective e�ect caused

by boundary conditions on the boundaries of holes, which is an appearance of a new

term in the e�ective boundary condition on the outer boundary.

In the fourth section we study a problem with free boundary modeling motility of

living cells on a substratum. We study a family of radially symmetric solutions and

perform a bifurcation analysis, thus establishing solutions of traveling wave type as

well as stationary solutions without radial symmetry. In order to prove existence of

traveling wave type solutions we employ topological argument based on the notion

of Leray-Schauder degree.

All the main results in the thesis are presented with complete proofs. The thesis

is a theoretical work. Results and methods of the thesis can be used in the study of

other problems of mathematical physics.

Key words: variational problems, Ginzburg-Landau functional, homogenization

theory, singular perturbations, problems with free boundary.



11

ÑÏÈÑÎÊ ÏÓÁËIÊÀÖIÉ ÇÄÎÁÓÂÀ×À ÇÀ ÒÅÌÎÞ

ÄÈÑÅÐÒÀÖI�

Íàóêîâi ïðàöi, â ÿêèõ îïóáëiêîâàíi îñíîâíi íàóêîâi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨

Ïóáëiêàöi¨ ó ôàõîâèõ âèäàííÿõ Óêðà¨íè:

1. Rybalko, V.: Local minimizers of the magnetic Ginzburg-Landau functional

with S1-valued order parameter on the boundary. J. Math. Phys., Anal.,

Geom. 10(1), 134�151 (2014)

2. Piatnitski, A., Rybalko, V.: Singularly perturbed spectral problems in a thin

cylinder with Fourier conditions on its bases. J. Math. Phys., Anal., Geom.

15(2), 256�277 (2019)

Ïóáëiêàöi¨ ó âèäàííÿõ, ÿêi âõîäÿòü äî ìiæíàðîäíèõ íàóêîìåòðè÷íèõ áàç:

3. Berlyand, L., Golovaty, D., Rybalko, V.: Nonexistence of Ginzburg-Landau

minimizers with prescribed degree on a boundary of a doubly connected do-

main. C.R. Math. 343(1), 63�68 (2006)

4. Amaziane, B., Pankratov, L., Rybalko, V.: On the homogenization of some

double porosity models with periodic thin structures. Applicable Analysis

88(10-11), 1469�1492 (2009)

5. Berlyand, L., Misiats, O., Rybalko, V.: Near boundary vortices in a magnetic

Ginzburg-Landau model: Their locations via tight energy bounds. J. Funct.

Anal. 258(5), 1728�1762 (2010)

6. Berlyand, L., Rybalko, V.: Solutions with vortices of a semi-sti� boundary

value problem for the Ginzburg-Landau equation. J. Eur. Math. Soc. 12(6),

1497�1531 (2010)

7. Berlyand, L., Misiats, O., Rybalko, V.: Minimizers of the magnetic Ginzburg-

Landau functional in simply connected domain with prescribed degree on the

boundary. Commun. Contemp. Math. 13(1), 53�66 (2011)



12

8. Piatnitski, A., Rybalko, V.: Homogenization of boundary value problems for

monotone operators in perforated domains with rapidly oscillating boundary

conditions of Fourier type. J. Math. Sci. 177(1), 109�140 (2011)

9. Berlyand, L., Yip, N.K., Rybalko, V.: Renormalized Ginzburg-Landau energy

and location of near boundary vortices. Netw. Heterog. Media 7(1), 179�196

(2012)

10. Berlyand, L., Rybalko, V.: Homogenized description of multiple Ginzburg-

Landau vortices pinned by small holes. Netw. Heterog. Media 8(1), 115�130

(2013)

11. Iaroshenko, O., Rybalko, V., Vinokur, V.M., Berlyand, L.: Vortex phase sep-

aration in mesoscopic superconductors. Scienti�c Reports: Nature Publishing

Group 3, 1758 (2013)

12. Berlyand L., Mironescu P., Rybalko V., Sandier E.: Minimax critical points in

Ginzburg-Landau problems with semi-sti� boundary conditions: existence and

bubbling. Commun. Part. Di�. Eq. 39(5), 946�1005 (2014)

13. Piatnitski, A., Rybalko, A., Rybalko, V.: Ground states of singularly perturbed

convection-di�usion equation with oscillating coe�cients. ESAIM Contr. Op.

Ca. Va. 20(4), 1059�1077 (2014)

14. Piatnitski, A., Rybalko, V.: On the �rst eigenpair of singularly perturbed

operators with oscillating coe�cients. Commun. Part. Di�. Eq. 41(1), 1�31

(2016)

15. Piatnitski, A., Rybalko, A., Rybalko, V.: Singularly perturbed spectral prob-

lems with Neumann boundary conditions. Complex Var. Elliptic Equ. 61(2),

252�274 (2015)

16. Berlyand, L., Potomkin, M., Rybalko, V.: Phase-�eld model of cell motility:

Traveling waves and sharp interface. C.R. Math. 354(10), 986�992 (2016)



13

17. Berlyand L., Mizuhara M., Rybalko V., Zhang L.: On an evolution equation in

a cell motility model. Physica D: Nonlinear Phenomena 318, 12�25 (2016)

18. Berlyand L., Potomkin, M., Rybalko, V.: Sharp interface limit in a phase �eld

model of cell motility. Netw. Heterog. Media 12(4), 551�590 (2017)

19. Berlyand, L., Golovaty, D., Iaroshenko, O., Rybalko, V.: On approximation of

Ginzburg�Landau minimizers by S1-valued maps in domains with vanishingly

small holes. J. Di�er. Equations 264(2), 1317�1347 (2018)

20. Berlyand L., Fuhrmann J., Rybalko V.: Bifurcation of traveling waves in a

Keller-Segel type free boundary model of cell motility. Commun. Math. Sci.

16(3), 735�762 (2018)

Ïóáëiêàöi¨ ó ìàòåðiàëàõ ìiæíàðîäíèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöié:

21. Berlyand L.V., Rybalko V.O., Misiats O.O. Minimizers of Ginzburg-Landau

functional with �semi-sti�� boundary conditions: existence and vorticity, In-

ternational Conference dedicated to the 110-th Anniversary of I. G. Petrovskii

(XXIII joint session of Moscow Mathematical Society and I. G. Petrovskii Sem-

inar), May 30-June 4, 2011, Moscow, Russia: Book of Abstracts, Moscow, 2011,

p. 16.

22. Rybalko V. Spectral problems for singularly perturbed operators with oscillat-

ing coe�cients, International Conference in Honor of Vladimir A. Marchenko's

90th birthday "Spectral Theory and Di�erential Equations" (STDE-2012), 20

- 24 August, 2012, Kharkiv, Ukraine: Book of Abstracts, Kharkiv, 2012, p. 92.

23. Rybalko V. Critical points of the Ginzburg�Landau functional with semi-sti�

boundary conditions, II International Conference �Analysis and Mathematical

Physics�, June 16-20, 2014, Kharkiv, Ukraine: Book of Abstracts, Kharkiv,

2014, p. 23.



14

24. Rybalko V. On the �rst eigenpair of singularly perturbed operators with Neu-

mann boundary condition, III International Conference �Analysis and Math-

ematical Physics�, June 15-19, 2015, Kharkiv, Ukraine: Book of Abstracts,

Kharkiv, 2015, p. 13-14.



ÇÌIÑÒ

ÂÑÒÓÏ 20

ÐÎÇÄIË 1. ÂÀÐIÀÖIÉÍI ÇÀÄÀ×I ÄËß ÔÓÍÊÖIÎÍÀËÀ

ÃIÍÇÁÓÐÃÀ-ËÀÍÄÀÓ Ç ÇÀÄÀÍÈÌÈ ÑÒÅÏÅÍß-

ÌÈ ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÍß ÍÀ ÌÅÆI 30

1.1 Íåiñíóâàííÿ ãëîáàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ ñïðîùåíîãî ôóíêöiîíàëà

Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó â äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ . . . . . . . . . . . . . . . 35

1.2 Ëîêàëüíi ìiíiìiçàíòè ç âèõîðàìè ñïðîùåíîãî ôóíêöiîíàëà

Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

1.2.1 Âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (1.2.1)�(1.2.2) . . . . . . . . . . 45

1.2.2 Ìiíiìiçàöiÿ â êëàñi ôóíêöié ç J ç çàäàíèìè ñòåïåíÿìè âiä-

îáðàæåííÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

1.2.3 Âëàñòèâîñòi ôóíêöiîíàëà Φ(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

1.2.4 Ìiíiìiçàöiÿ â êëàñi S1-çíà÷íèõ ôóíêöié i îöiíêè äëÿ çàäà÷i

(1.2.6) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

1.2.5 Ïåðåõiä âiä áåçâèõîðåâèõ ìiíiìiçàíòiâ äî ìiíiìiçàíòiâ ç

îäíèì âèõîðåì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

1.2.6 Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ìiíiìiçàíòiâ . . . . . . . . . . . . . . 60

1.3 Ìiíiìiçàíòè ïîâíîãî ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó â îäíî-

çâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

1.3.1 Òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ/íåiñíóâàííÿ ìiíiìiçàíòiâ . . . . . . . 70

15



16

1.4 Ñèíãóëÿðíà ïîâåäiíêà ìiíiìiçàíòiâ ïîâíîãî ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-

Ëàíäàó â äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ: âèõîði áiëÿ ìåæi òà ¨õ ãðàíè÷íi

ïîëîæåííÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

1.4.1 Âëàñòèâîñòi çàäà÷i i ïðåäñòàâëåííÿ �.Á. Áîãîìîëüíîãî . . . . 78

1.4.2 Îöiíêà çâåðõó äëÿ åíåðãi¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

1.4.3 Òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ/íåiñíóâàííÿ ìiíiìiçàíòiâ . . . . . . . 84

1.4.4 Îöiíêà çíèçó äëÿ åíåðãi¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

1.4.5 Âèõîði áiëÿ ìåæi i δ-ïîäiáíà ïîâåäiíêà ñòðóìiâ . . . . . . . . 96

1.4.6 ßâíi åíåðãåòè÷íi îöiíêè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

1.5 Ëîêàëüíi ìiíiìiçàíòè ïîâíîãî ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó â

äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

1.5.1 Âëàñòèâîñòi åíåðãåòè÷íîãî ôóíêöiîíàëà i éîãî êðèòè÷íèõ òî-

÷îê . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

1.5.2 Âëàñòèâîñòi ôóíêöiîíàëà Φ(u,A, V ) . . . . . . . . . . . . . . 109

1.5.3 Êîíñòðóêöiÿ òåñòîâèõ ïàð . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

1.5.4 Iñíóâàííÿ ìiíiìiçàíòiâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

1.6 Íåìiíiçàöiéíi êðèòè÷íi òî÷êè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

1.6.1 Êðèòè÷íi òî÷êè ôóíêöiîíàëà E0 . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

1.6.2 Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

1.6.3 Ïîáóäîâà ïîñëiäîâíîñòåé Ïàëå-Ñìåéëà . . . . . . . . . . . . . 129

1.6.4 Iñíóâàííÿ êðèòè÷íèõ òî÷îê . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

1.6.5 Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà êðèòè÷íèõ òî÷îê. . . . . . . . . . . 145

1.6.6 Ñòðóêòóðà ïîñëiäîâíîñòåé Ïàëå-Ñìåéëà . . . . . . . . . . . . 152

Âèñíîâêè äî Ðîçäiëó 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164

ÐÎÇÄIË 2. ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÍÈÉÀÍÀËIÇ ÑÈÍÃÓËßÐÍÎ ÇÁÓ-

ÐÅÍÈÕ ÅËIÏÒÈ×ÍÈÕ ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÈÕ ÇÀÄÀ×166

2.1 Çàäà÷à Äiðiõëå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169

2.1.1 Åôåêòèâíà çàäà÷à i òåîðåìà ïðî óñåðåäíåííÿ . . . . . . . . . 172



17

2.1.2 Óòî÷íåíi àñèìïòîòèêè äëÿ ðiâíÿííÿ êîíâåêöi¨-äèôóçi¨ . . . . 176

2.1.3 Ïåðiîäè÷íà ñèíãóëÿðíî çáóðåíà çàäà÷à . . . . . . . . . . . . . 180

2.1.4 Àïðiîðíi îöiíêè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182

2.1.5 Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî óñåðåäíåííÿ . . . . . . . . . . . . . . 186

2.1.6 Ðiâíÿííÿ êîíâåêöi¨-äèôóçi¨: îöiíêà çíèçó äëÿ âëàñíèõ çíà-

÷åíü . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189

2.1.7 Ðiâíÿííÿ êîíâåêöi¨-äèôóçi¨: îöiíêà çâåðõó äëÿ âëàñíèõ çíà-

÷åíü . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194

2.1.8 Ñèíãóëÿðíî çáóðåíi ðiâíÿííÿ ç ìîëîäøèìè ÷ëåíàìè îäíîãî

ïîðÿäêó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202

2.1.9 Ëîêàëüíèé àíàëiç â ðóõîìèõ êîîðäèíàòàõ . . . . . . . . . . . 205

2.1.10 Ïàðàáîëi÷íi çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ, iñíóâàííÿ i ¹äíiñòü

ðîçâ'ÿçêiâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211

2.1.11 Ãðàíèöÿ âëàñíèõ çíà÷åíü i ñåëåêöiÿ àäèòèâíî¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨215

2.1.12 Iíâàðiàíòíà ôîðìà àñèìïòîòèê âëàñíèõ çíà÷åíü . . . . . . . 220

2.2 Çàäà÷à Íåéìàíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223

2.2.1 Îñíîâíi ðåçóëüòàòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224

2.2.2 Ãðàíè÷íà çàäà÷à . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228

2.2.3 Ãðàíèöÿ âëàñíèõ çíà÷åíü i ñåëåêöiÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.2.7)�

(2.2.8) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230

2.2.4 Òåñòîâà ôóíêöiÿ: âèïàäîê íåðóõîìî¨ òî÷êè â Ω . . . . . . . . 234

2.2.5 Òåñòîâà ôóíêöiÿ: âèïàäîê íåðóõîìî¨ òî÷êè íà ∂Ω . . . . . . 237

2.2.6 Òåñòîâà ôóíêöiÿ: âèïàäîê ãðàíè÷íîãî öèêëó â Ω . . . . . . . 241

2.2.7 Òåñòîâà ôóíêöiÿ: âèïàäîê ãðàíè÷íîãî öèêëó íà ∂Ω . . . . . . 248

2.3 Çàäà÷à â òîíêîìó öèëiíäði ç óìîâîþ Ôóð'¹ íà îñíîâàõ . . . . . . . 251

2.3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253

2.3.2 Ïîáóäîâà ïðèìåæîâèõ øàðiâ áiëÿ îñíîâ öèëiíäðó . . . . . . . 258

2.3.3 Äâî÷ëåííi àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü . . . 266

Âèñíîâêè äî Ðîçäiëó 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 277



18

ÐÎÇÄIË 3. ÄÅßÊI ÇÀÄÀ×I ÓÑÅÐÅÄÍÅÍÍß 278

3.1 Óñåðåäíåíå îïèñàííÿ êðàòíèõ âèõîðiâ Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó çàõîïëå-

íèõ îòâîðàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279

3.1.1 Ðåçóëüòàòè ïðî óñåðåäíåííÿ i êîìïàêòíiñòü . . . . . . . . . . 282

3.1.2 Γ-ãðàíèöÿ åíåðãié . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 285

3.2 Óñåðåäíåííÿ ìíîòîííèõ îïåðàòîðiâ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ êðàéîâîþ

óìîâîþ Ôóð'¹ íà ìåæi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 291

3.2.1 Ïðèïóùåííÿ i ðåçóëüòàòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293

3.2.2 Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî óñåðåäíåííÿ äëÿ ñòàöiîíàðíî¨ çàäà÷i 297

3.2.3 Äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè i äîâåäåííÿ Òåîðåìè 3.2.1 . . . . . . . 301

Âèñíîâêè äî Ðîçäiëó 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 311

ÐÎÇÄIË 4. ÐÎÇÂ'ßÇÊÈ ÒÈÏÓ ÁIÆÍÈÕ ÕÂÈËÜ Ó ÇÀÄÀ-

×I Ç ÂIËÜÍÎÞ ÌÅÆÅÞ, ÙÎ ÌÎÄÅËÞ� ÐÓÕ

ÆÈÂÈÕ ÊËIÒÈÍ ÍÀ ÑÓÁÑÒÐÀÒI 312

4.1.1 Ñiì'ÿ ðàäiàëüíî ñèìåòðè÷íèõ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ . . . . 316

4.1.2 Íåîáõiäíà óìîâà áiôóðêàöi¨ áiæíèõ õâèëü . . . . . . . . . . . 320

4.1.3 Ñïåêòðàëüíèé àíàëiç ëiíåàðiçîâàíîãî îïåðàòîðà . . . . . . . 325

4.1.4 Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (4.0.9)�(4.0.10) . . . . . . . . . . . 327

4.1.5 Áiôóðêàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ òèïó áiæíèõ õâèëü . . . . . . . . . . . 332

4.1.6 Íåðàäiàëüíi ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè . . . . . . . . . . . . . . . 340

Âèñíîâêè äî Ðîçäiëó 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343

ÂÈÑÍÎÂÊÈ 344

ÑÏÈÑÎÊ ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÍÈÕ ÄÆÅÐÅË 349

Äîäàòîê A. Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 1.2.3 ó çàãàëüíîìó âèïàäêó 372

Äîäàòîê B. Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ìiíiìiçàíòiâ çàäà÷i (1.3.8) 380

Äîäàòîê C. Äîâåäåííÿ Ëåìè 1.4.6 385



19

Äîäàòîê D. Óòî÷íåíi ñïåêòðàëüíi àñèìòîòèêè ñèíãóëÿðíî çáó-

ðåíî¨ çàäà÷i Äiðiõëå ó âèïàäêó, êîëè ïåðiîä îñöèëÿ-

öié ¹ çíà÷íî áiëüøèì ïàðàìåòðà çáóðåííÿ 394

Äîäàòîê E. �äèíiñòü àäèòèâíî¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨ i âàðiàöiéíå âè-

çíà÷åííÿ ìíîæèíè Îáði 397

Äîäàòîê F. Ìíîæèíà Îáði äëÿ ìàëèõ çáóðåíü ãðàäi¹íòíîãî ïîëÿ400

Äîäàòîê G. Âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Áåðíóëëi402

Äîäàòîê H. �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêèõ ïàðàáîëi÷íèõ çàäà÷ íà

âëàñíi çíà÷åííÿ 405

Äîäàòîê I. Ñòðóêòóðà ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ ãðàíè÷íîãî

ôóíêöiîíàëà (3.1.35) 409

Äîäàòîê J. Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî óñåðåäíåííÿ äëÿ ïàðàáîëi-

÷íî¨ çàäà÷i (3.2.2) 414

Äîäàòîê K. Âëàñòèâîñòi óñåðåäíåíèõ çàäà÷ (3.2.3) i (3.2.4) 423

Äîäàòîê L. Ïåðøi ÷ëåíè àñèìòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ áiæíèõ

õâèëü áiëÿ òî÷êè áiôóðêàöi¨ i âèíèêíåííÿ àñèìåòðè-

÷íèõ ôîðì 430

Äîäàòîê M. Ìîäåëü ôàçîâîãî ïîëÿ äëÿ îïèñàííÿ ìîáiëüíîñòi

æèâèõ êëiòèí i ¨¨ êîíòðàñòíà ãðàíèöÿ 434

Äîäàòîê N. Äîâåäåííÿ òåõíi÷íèõ ðåçóëüòàòiâ ç Ïiäðîçäiëó 1.6.2 444



ÂÑÒÓÏ

Îá ðóíòóâàííÿ âèáîðó òåìè äîñëiäæåííÿ. Ïèòàííÿ iñíóâàííÿ i àñèìïòî-

òè÷íî¨ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

ïîñiäàþòü ÷èííå ìiñöå ó ñó÷àñíié ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi. Âòiì, íå çâàæàþ÷è íà

ðîçâèíåíèé ñòàí òåîði¨ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ¹ òðó-

äíîùi, íàïðèêëàä, âiäñóòíiñòü àáî âòðàòà êîìïàêòíîñòi ó ïåâíèõ ãðàíèöÿõ, äëÿ

ïîäîëàííÿ ÿêèõ íå iñíó¹ çàãàëüíèõ ðåöåïòiâ i êîíòêðåòíi çàäà÷i ïîòðåáóþòü

ðîçáóäîâè ñâî¨õ ñïåöèôi÷íèõ ìåòîäiâ.

Çíà÷íó ÷àñòèíó äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ íåêîìïà-

êòíèõ âàðiàöiéíèõ çàäà÷ ïîâ'ÿçàíèõ ç òåîði¹þ ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ ó íàäïðîâiä-

íèêàõ. Òàêi (íåêîìïàêòíi) âàðiàöiéíi çàäà÷i ¹ ïðåäìåòîì àêòèâíèõ äîñëiäæåíü

ïî÷èíàþ÷è ç äðóãî¨ ïîëîâèíè 20-ãî ñòîði÷÷ÿ. Iíòåðåñ äî íèõ áóâ ñòèìóëüîâàíèé,

ïåðø çà âñå, ïðîáëåìàìè ç äèôåðåíöiàëüíî¨ ãåîìåòði¨. Îäíèì ç íàéâiäîìiøèõ

ïðèêëàäiâ ¹ çàäà÷à ßìàáå. Ó 1960 ð. Õ. ßìàáå [204] ïîñòàâèâ i ðîçâ'ÿçàâ çàäà÷ó

ïðî iñíóâàííÿ êîíôîðìíî¨ ðiìàíîâî¨ ìåòðèêè ç ïîñòiéíîþ ñêàëÿðíîþ êðèâè-

çíîþ íà êîìïàêòíîìó ìíîãîâèäi âèìiðíîñòi ≥ 3. Ïðîòå ðîçâ'ÿçàííÿ Õ. ßìà-

áå ìàëî ñóòò¹âó ïîìèëêó, ÿêó ó 1967 ð. ïîìiòèâ Í. Òðóäiíãåð. À ñàìå, âàðià-

öiéíà çàäà÷à, ùî áóëî âèâåäåíî Õ. ßìàáå ¹ íåêîìïàêòíîþ i ïîâíå äîâåäåííÿ

¨¨ ðîçâ'ÿçíîñòi, çóñèëëÿìè, ïåðø çà âñå, Í. Òðóäiíãåðà [197], Ò. Îáåíà [20] i

Ð. Øîíà [187], çàéíÿëî ìàéæå 20 ðîêiâ. Íåêîìïàêòíi âàðiàöiéíi çàäà÷i âèíèêà-

þòü òàêîæ â äîñëiäæåííÿõ Äæ. Ñàêñà i Ê. Óëåíáåê [179] ìiíiìàëüíèõ 2-ñôåð,

Õ. Áðåçiñà i Æ.-Ì. Êîðîíà [52] iñíóâàííÿ ïîâåðõîíü ç ïîñòiéíîþ ñêàëÿðíîþ

êðèâèçíîþ íàòÿãíóòèõ íà çàäàíèé êîíòóð, ðîáîòàõ Ê. Òàóáåñà ïðî ðiâíÿííÿ

ßíãà-Ìiëëñà [196], Ì.Ñòðóâå [192] ïðî íàïiâëiíiéíi ðiâíÿííÿ ç êðèòè÷íèìè ïî-

20
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êàçíèêàìè, i áàãàòüîõ iíøèõ ðîáîòàõ. Õàðàêòåðíîþ ðèñîþ ïåðåëi÷åíèõ çàäà÷

¹ iñíóâàííÿ ëîêàëiçîâàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi êîíöåíòðóþòüñÿ (â ïåâíîìó ñåíñi) â

îêîëi òî÷êè (òî÷îê), i öþ ïîâåäiíêó, ïðèíàéìíi â ãåîìåòðè÷íèõ çàäà÷àõ, ìî-

æíà âiçóàëiçóâàòè ó âèãëÿäi íàäóòèõ áóëüáàøîê. Âiäñiëÿ i ïiøîâ íåôîðìàëüíèé

òåðìií bubbling, ùî ÷àñòî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ïîäiáíèõ çàäà÷àõ. Iñíóþòü àáñòðà-

êòíi ïiäõîäè äî òàêèõ çàäà÷, ÿê òî ðîçâèíåíî â ðîáîòi Ï.-Ë. Ëiîíñà [131] ïðî

êîíöåíòðàöiþ-êîìïàêòíiñòü, â ðîáîòàõ Ï. Æåðàðà [96], Ñ. Äæàôàðà [107] ïðî

õàðàêòåðiçàöiþ âòðàòè êîìïàêòíîñòi ó êðèòè÷íèõ âèïàäêàõ âëîæåíü. Âàæëè-

âi ðåçóëüòàòè ïðî íåiñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íàïiâëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç êðèòè÷íèìè

ïîêàçíèêàìè áóëî îäåðæàíî Ñ.I. Ïîõîæà¹âèì [168].

Åôåêò êîíöåòðàöi¨ åíåðãi¨ ðîçâ'ÿçêiâ â îêîëi äèñêðåòíîãî íàáîðó òî÷îê ¹ òà-

êîæ õàðàêòåðíèì äëÿ ìîäåëåé ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ â íàäïðîâiäíèêàõ. Ïiîíåðñüêi

ìàòåìàòè÷íi ðåçóëüòàòi äëÿ âiäïîâiäíèõ âàðiàöiéíèõ çàäà÷ áóëî îäåðæàíî Ô. Áå-

òþåëåì, Õ. Áðåçiñîì i Ô. Õåëåéíîì â ðîáîòi [47] ïðèñâÿ÷åíié äîñëiäæåííþ àñèì-

ïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ìiíiìiçàíòiâ ñïðîùåíîãî ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó ó

ãðàíèöi Ëîíäîíiâ, êîëè ïàðàìåòð Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi.

Íèìè áóëî äîâåäåíî çáiæíiñòü ìiíiìiçàíòiâ äî ãàìîíi÷íèõ âiäîáðàæåíü ç äå-

êiëüêîìà ñèíãóëÿðíèìè òî÷êàìè, äëÿ îïèñàííÿ îñòàííiõ âèâåäåíî ôóíêöiîíàë

ðåíîðìàëiçîâàíî¨ åíåðãi¨. Ðåçóëüòàòè i ìåòîäè ðîáîòè [47] ñòèìóëþâàëè ÷èñëåí-

íi äîñëiäæåííÿ âàðiàöiéíèõ çàäà÷ ïîâ'ÿçàíèõ ÿê çi ñïðîùåíèì ôóíêöiîíàëîì

Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó òàê i ïîâíèì, ùî âðàõîâó¹ åôåêòè ìàãíiòíîãî ïîëÿ. Ñóòò¹âå

ðîçâèíåííÿ òåõíiêè [47] áóëî çðîáëåíî â ðîáîòi Å. Ñàíäi¹ðà i Ñ. Ñåðôàòi [182]

ïðèñâÿ÷åíié äîñëiäæåííþ âèõîðiâ ñïðè÷èíåíèõ çîâíiøíiì ìàãíiòíèì ïîëåì. Çà-

çíà÷èìî, ùî â [47] âèâ÷åíî çàäà÷ó Äiðiõëå ç êðà¹âèìè äàíèìè ÿêi çàäàþòüñÿ

ãëàäêîþ S1-çíà÷íîþ ôóíêöi¹þ g íà ìåæi, i ñòåïiíü âiäîáðàæåííÿ deg g ôóíêöi¨

g ¹ âèçíà÷àëüíèì äëÿ ÿêiñíî¨ êàðòèíè àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ìiíiìiçàíòiâ:

íàïðèêëàä, ÿêùî deg g = 0, òî â ãðàíèöi Ëîíäîíiâ ìiíiìiçàíòè çáiãàþòüñÿ äî

íåñèíãóëÿðíîãî ãàðìîíi÷íîãî âiäîáðàæåííÿ, ÿêùî deg g = 1, òî ãðàíè÷íå âiä-

îáðàæåííÿ ìà¹ îäíó ñèíãóëÿðíó òî÷êó, i ò.ä. Öåé ôàêò ìîòèâó¹ ïîñëàáëåííÿ
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êðàéîâèõ óìîâ äî çàäàíîãî ñòåïåíÿ êðàéîâèõ äàíèõ íà ìåæi, ïðîòå â ðåçóëüòàòi

âàðiöiéíà çàäà÷à ñòà¹ íåêîìïàêòíîþ i, íà âiäìiíó âiä çàäà÷i Äiðiõëå, ïèòàí-

íÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñòà¹ íåòðiâiàëüíèì äëÿ ñêií÷åííèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà

Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó. Òàêi çàäà÷i âèâ÷åíî ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi, â íèõ ñïîñòåðiãà¹-

òüñÿ íåñòàíäàðòíèé ìåõàíiçì âòðàòè êîìïàêòíîñòi � ÷åðåç êîíöåíòðàöiþ åíåðãi¨

â îêîëi òî÷îê, ùî íàáëèæàþòüñÿ äî ìåæi. Öå äîñëiäæåííÿ ¹ íîâèì, éîìó ïå-

ðåäóâàëè äâi îêðåìi ðîáîòè Ë. Áåðëÿíäà i Ä.Ãîëîâàòîãî [98] òà Ë. Áåðëÿíäà i

Ï. Ìiðîíåñêó [35], äå âïåðøå áóëî âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ç çàäàíè-

ìè íåíóëüîâèìè ñòåïåíÿìè. Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi äîâåäåíî ãiïîòåçó âèñóíó-

òó Ë. Áåðëÿíäîì i Ï. Ìiðîíåñêó òà ðîçãëÿíóòî áàãàòî iíøèõ ïèòàíü, çîêðåìà,

iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ç íóëÿìè (âèõîðàìè) i äîñëiäæåííÿ ñèíãóëÿðíèõ ãðàíèöü

ðîçâ'ÿçêiâ.

Òàêîæ â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíi ëiíiéíi åëiïòè-

÷íi ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó. Â íèõ âòðàòà êîìïàêòíîñòi âèíèêà¹ ÷åðåç ìàëèé

ïàðàìåòð ïåðåä ÷ëåíàìè çi ñòàøèìè ïîõiäíèìè. Îäíèì ç ïåðâèõ äîñëiäæåíü

òàêèõ çàäà÷ ¹ ðîáîòà Ì.É. Âiøèêà i Ë.À. Ëþñòåðíèêà [199], äå áóëî ðîçâèíóòî

òåîðiþ ïîáóäîâè ìåæîâèõ øàðiâ ó âèïàäêó êîëè ãðàíè÷íà çàäà÷à ¹ â ïåâíîìó

ñåíñi äîáðå ïîñòàâëåíîþ. Éìîâiðíiñíèé ïiäõiä äî ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ðiâíÿíü

áóëî âèêîðèñòàíî Î.Ä. Âåíòöåëåì i Ì.É. Ôðåéäëiíèì [88] i ðîçâèíóòî òåõíiêó

âåëèêèõ âiäõèëåíü äëÿ âiäïîâiäíèõ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Çà

äîïîìîãîþ éìîâiðíiñíî¨ iíòåðïðåòàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ i çãàäàíî¨ òåõíiêè âåëèêèõ âiä-

õèëåíü Þ.I. Êiôåðîì [118], [119] áóëî âèâ÷åíî àñèìòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïåðøîãî

âëàñíîãî çíà÷åííÿ çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíîãî åëiïòè÷íîãî îïå-

ðàòîðà. Iñíó¹ òàêîæ àëüòåðíàòèâíèé ïiäõiä äî âèâ÷åííÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ

ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî áàçó¹òüñÿ íà ïîíÿòòi â'ÿçêiñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ââåäå-

íîìó Ï.-Ë. Ëiîíñîì i Ì. Êðåíäàëëîì [74] íà ïî÷àòêó 1980-õ ðîêiâ. Öåé ïiäõiä ¹,

â ïåâíîìó ñåíñi, áiëüø ïðÿìèì (âií îïåðó¹ íàïðÿìó ç ðiâíÿííÿìè), ñïèðà¹òüñÿ

íà ìiðêóâàííÿ òèïó ïðèíöèïó ìàêñèìóìó à íå éìîâiðíiñíó òåõíiêó, i, äîñèòü

÷àñòî, äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè áiëüøå iíôîðìàöi¨ ïðî ðîçâ'ÿçêè. Âïåðøå òåõíiêó
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â'ÿçêiñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ áóëî çàñòîñîâàíî äî äîñëiäæåííÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ

ðiâíÿíü Ë.-Ê. Åâàíñîì i Õ. Iøi [84]. Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ðîçâèíóòî ìåòîäè,

ùî ïî¹äíóþòü òåõíiêó â'ÿçêiñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ i òåõíiêè ëîêàëiçîâàíîãî àíàëiçó,

äëÿ äîñëiäæåííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ñèíãóëÿðíî

çáóðåíèõ îïåðàòîðiâ áiëÿ ìåæi ñïåêòðó. Çîêðåìà, äåòàëüíî âèâ÷åíî àñèìïòî-

òèêè ïåðøîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ i âiäïîâiäíî¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨. Çàçíà÷èìî, ùî

àíàëiç ïðîâåäåíî äëÿ çàãàëüíèõ íåñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi, ç îäíîãî áîêó,

ìàþòü àíàëiòè÷íi ñêëàäíîùi ÷åðåç âiäñóòíiñòü âàðiàöiéíîãî ïðèíöèïó, ç iíøîãî

áîêó, ïðèçâîäÿòü äî íîâèõ åôåêòiâ (íàïðèêëàä, ëîêàëiçàöiÿ âëàñíèõ ôóíêöié

íà ãðàíè÷íèõ öèêëàõ ïîðîäæåíèõ êîíâåêòèâíèìè ÷ëåíàìè).

Ó ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ çàäà÷àõ, âèâ÷åíèõ â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi, çàçâè÷àé

ïðèñóòíi äâà òèïà çáóðåííÿ: íàÿâíiñòü ìàëîãî ïàðàìåòðó â ÷ëåíàõ ç ïîõiäíèìè

i øâèäêèõ îñöèëÿöié â êîåôiöi¹íòàõ ðiâíÿíü. Çàçíà÷èìî, ùî ðiâíÿííÿ ç øâèäêî

îñöèëþþ÷èìè êîåôiöi¹íòàìè ¹ êëàñè÷íèì ïðèêëàäîì ç êðóãà ïèòàíü, ùî ðîç-

ãëÿäàþòüñÿ â ðàìêàõ òåîði¨ óñåðåäíåííÿ. Ïåðøi çàäà÷i òåîði¨ óñåðåäíåííÿ áóëî

ïîñòàâëåíî i äîñëiäæåíî â 1964 ðîöi Â.Î. Ìàð÷åíêîì i �.ß. Õðóñëîâèì [137],

Ì.É. Ôðåéäëiíèì [87], i Äæ.Á. Êåëëåðîì [113]. Âàãîìèé âíåñîê â ðîçâèòèòîê

òåîði¨ çðîáëåíî ÿê óêðà¨íñüêèìè, òàê i çàðóáiæíèìè ìàòåìàòèêàìè: �.ß. Õðó-

ñëîâèì, I.Â. Ñêðèïíèêîì, Ò.À. Ìåëüíèêîì, Î.À. Îëiéíèê, Ã.Ï. Ïàíàñåíêîì,

Í.Ñ. Áàõâàëîâèì, Â.Â. Æèêîâèì, Å. Ñàí÷åç-Ïåëåíñi¹þ, Å. Äå Äæîðäæi, Ë. Òàð-

òàðîì òà iíøèìè. Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âèâ÷åíî äâi çàäà÷i óñåðåäíåííÿ â ÿêèõ

âèíàéäåíî íîâi åôåêòè ñïðè÷èíåíåíi êîëåêòèâíèì âíåñêîì íåîäíîðiäíîñòåé. Öå

çàäà÷à ïðî àñèìòîòè÷íå îïèñàííÿ âèõîðåâèõ ñòðóêòóð â íàäïðîâiäíèêàõ ç âå-

ëèêèì ÷èñëîì îòâîðiâ i äîñëiäæåííÿ ìîíîòîííèõ îïåðàòîðiâ â ïåðôîðîâàíèõ

îáëàñòÿõ ç óìîâîþ Ôóð'¹ íà âêëþ÷åííÿõ. Â ïåðøié çi çãàäàíèõ çàäà÷ âèíà-

éäåíî ìàñøòàáíi ñïiââiäíîøåíÿÿ, ùî âåäóòü äî âèõîðîâèõ ñòðóêòóð ç êðàòíèìè

âèõîðÿìè ó âêëàäåíèõ ïiäîáëàñòÿõ. Çàçâè÷àé â ìîäåëÿõ íàäïðîâiäíèêiâ (ó òîìó

÷èñëi ç äîìiøêàìè) ñïîñòåðiãàþòüñÿ ñòðóêòóðè ç ïðîñòèõ âèõîðiâ, ùî îïèñàíî,

íàïðèêëàä, â ðîáîòi À. Àôòàëiîí, Ñ. Ñåðôàòi i Å. Ñàíä'¹ðà [3]. Â äðóãié çàäà÷i
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çíàéäåíî, ùî êîëåêòèâíèé âêëàä äiðîê, íà ìåæi ÿêèõ ñòàâèòüñÿ óìîâà Ôóð'¹,

ìîæå âåñòè äî ïîÿâè íîâîãî ÷ëåíà â åôåêòèâíié êðàéîâié óìîâi íà çîâíiøíié

ìåæi. Çàçíà÷èìî, ùî ôîðìàëüíî öþ çàäà÷ó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñèíãóëÿðíî

çáóðåíó ìåæåþ (¨¨ ìiðà íåîáìåæåíî çðîñòà¹), ïðîòå ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïðèïóùåííÿ

ïðî íóëüîâi ñåðåäíi êîåôiöi¹íòiâ â óìîâàõ Ôóð'¹ íà ìåæi âêëþ÷åíü i öå ïðèïóùå-

ííÿ äà¹ ìîæëèâiñòü àäàïòóâàòè êëàñè÷íó òåõíiêó (à ñàìå ìåòîä äâîõìàñøòàáíî¨

çáiæíîñòi) äëÿ âèâ÷åííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ.

Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âèâ÷åíî òàêîæ çàäà÷ó ç âiëüíîþ ìåæåþ, ùî ìîäåëþ¹

ðóõ æèâèõ êëiòèí íà ñóáñòðàòi. Îñòàííiì ÷àñîì ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ñïëåñê óâàãè

äî ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé áiîëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ. Ïðè öüîìó ñïðîáè îïèñàííÿ

áiîëîãi÷íèõ ÿâèù äîñèòü ÷àñòî ïðèçâîäÿòü äî ïîñòàíîâîê çàäà÷ ÿêi ñòàíîâëÿòü

ïåâíèé ìàòåìàòè÷íèé âèêëèê. Çîêðåìà, çàäà÷i ç âiëüíîþ ìåæåþ ¹ áiëüø ñêëà-

äíèìè äëÿ äîñëiäæåííÿ íiæ ñòàíäàðòíi êðàéîâi çàäà÷i ç ôiêñîâàíîþ ìåæåþ.

Âàæëèâèé êðîê â äîñëiäæåííi çàäà÷ ç âiëüíîþ ìåæåþ â áiîëîãi÷íèõ ìîäåëÿõ

áóëî çðîáëåíî À. Ôðiäìàíîì i éîãî ñïiâàâòîðàìè [91], [92], ÿêi äîñëiäèëè áiôóð-

êàöi¨ íåðàäiàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ â ìîäåëi ðîñòà ïóõëèí. Çàãàëüíó iäåþ ðîáîòè [91],

ùî ïîëÿãà¹ â ïîøóöi íåòðèâiàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ øëÿõîì áiôóðêàöiéíîãî àíàëiçó

ñiì'¨ ðàäiàëüíèõ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, âèêîðèñòàíî i ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi

ïðè äîñëiäæåííi ìîäåëi ðóõó êëiòèí, ïðîòå òåõíi÷íà ðåàëiçàöiÿ ¹ çîâñiì iíøîþ.

Â çàãàëîì â ðîáîòi äîñëiäæåíî äåêiëüêà àêòóàëüíèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôi-

çèêè, ïðè öüîìó îñíîâíi òðóäíîùi â àíàëiçi ïîâ'ÿçàíi ç âiäñóòíiñòþ (àáî àñèì-

ïòîòè÷íîþ âòðàòîþ) êîìïàêòíîñòi çàäà÷.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Äèñåð-

òàöiéíà ðîáîòà âèêîíàíà ó Ôiçèêî-òåõíi÷íîìó iíñòèòóòi íèçüêèõ òåìïåðàòóð iì.

Á.I.Â¹ðêiíà Íàöiîíàëüíà àêàäåìi¨ íàóê Óêðà¨íè. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ¹ ñêëàäî-

âîþ ÷àñòèíîþ äåðæáþäæåòíèõ íàóêîâî-äîñëiäíèõ ðîáiò �Ïðÿìi òà îáåðíåíi çà-

äà÷i ðîçïîâñþäæåííÿ õâèëü ó ìiêðîíåîäíîðiäíîìó ñåðåäîâèùi� (íîìåð äåðæàâ-

íî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0103U00314), �Ïîáóäîâà óñåðåäíåíèõ ìîäåëåé ôiçè÷íèõ ïðîöåñiâ

ó ìiêðîíåîäíîðiäíèõ ñåðåäîâèùàõ� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0106U002559),
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�Äîñëiäæåííÿ áàãàòîôàçíèõ òå÷ié ñóìiøåé ðiäèí i ãàçiâ ó ïîðèñòèõ ñåðåäîâè-

ùàõ òà âèõîðîâèõ ñòðóêòóð ó íàäïëèííèõ ðiäèíàõ� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨

0110U007897), �Ãåîìåòðè÷íi òà àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè â òåîði¨ êðàéîâèõ çàäà÷ ìà-

òåìàòè÷íî¨ ôiçèêè� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0116U005036).

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ ðîáîòè ¹ ðîçâèíåííÿ ìåòîäiâ äî-

ñëiäæåííÿ iñíóâàííÿ i àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ âàðiàöiéíi çàäà÷i äëÿ ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-

Ëàíäàó, ñïåêòðàëüíi çàäà÷i äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ îïåðàòîðiâ, çàäà÷i óñåðå-

äíåííÿ, òà çàäà÷à ç âiëüíîþ ìåæåþ, ùî ìîäåëþ¹ ðóõ æèâèõ êëiòèí íà ñóáñòðàòi.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ iñíóâàííÿ/íåiñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ âàðiàöiéíèõ çà-

äà÷, àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, iñíó-

âàííÿ ñïåöiàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i ç âiëüíîþ ìåæåþ.

Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ:

• Ïîáóäóâàòè òåîðiþ âàðiàöiéíèõ çàäà÷ äëÿ ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó

(ÿê ñïðîùåíîãî òàê i ïîâíîãî, ùî âðàõîâó¹ ìàãíiòíi åôåêòè) ç çàäàíèì

ñòåïåíÿìè âiäîáðàæåííÿ íà ìåæi.

• Ðîçâèíóòè ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðå-
íèõ íåñèìåòðè÷íèõ åëiïòè÷íèõ îïåðàòîðiâ.

• Äîñëiäèòè çàäà÷ó óñåðåäíåííÿ äëÿ ìîäåëi íàäïðîâiäíèêiâ ç äîìiøêàìè i

íåëiíiéíó çàäà÷ó â ïåðôîðîâàíèõ îáëàñòÿõ ç óìîâîþ Ôóð'¹ íà ìåæi äiðîê.

• Ïðîâåñòè áiôóðêàöiéíèé àíàëiç äëÿ çàäà÷i ç âiëüíîþ ìåæåþ, ùî ìîäåëþ¹

ðóõ æèâèõ êëiòèí íà ñóáñòðàòi.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ: âàðiàöiéíi ìåòîäè; ìåòîäè â'ÿçêiñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ; ìå-

òîäè ôàêòîðèçàöi¨ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè; ìå-

òîäè òåîði¨ óñåðåäíåííÿ, òàêi ÿê, Γ-çáiæíiñòü i äâîõìàñøòàáíà çáiæíiñòü; ìåòîäè

áiôóðêàöiéíîãî àíàëiçó.

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îòðè-

ìàíî òàêi íîâi íàóêîâi ðåçóëüòàòè, ÿêi âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò:
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• Äîâåäåíî iñíóâàííÿ ñêií÷åííîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà Ãiíçáóðãà-
Ëàíäàó κ, áiëüøå ÿêîãî íå iñíó¹ ãëîáàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ ñïðîùåíîãî ôóí-

êöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó ç çàäàíèìè îäèíè÷íèìè ñòåïåíÿìè âiäîáðàæå-

ííÿ íà êîìïîíåíòàõ ìåæi äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé ç ¹ìíiñòþ ìåíøîþ π.

• Äîâåäåíî iñíóâàííÿ ëîêàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ ç íóëÿìè (âèõîðàìè) ôóíêöiî-
íàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó (ÿê ñïðîùåíîãî òàê i ïîâíîãî, ùî âðàõîâó¹ ìàãíiòíi

åôåêòè) â äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ ç çàäàíèìè ñòåïåíÿìè âiäîáðàæåííÿ íà ìå-

æi. Âèâ÷åíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó öèõ ëîêàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ ó ãðàíèöi

Ëîíäîíiâ, ïîêàçàíî, ùî âèõîði íàáëèæàþòüñÿ äî ìåæi i â ¨õ îêîëàõ êîí-

öåíòðóþòüñÿ ñêií÷åííi êâàíòîâàíi åíåðãi¨.

• Ðîçâ'ÿçàíî ïèòàííÿ iñíóâàííÿ/íåiñíóâàííÿ (ãëîáàëüíèõ) ìiíiìiçàíòiâ ïîâ-

íîãî ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó ç çàäàíèìè ñòåïåíÿìè íà ìåæi. Âñòà-

íîâëåíî i âèâ÷åíî ñèíãóëÿðíó ïîâåäiíêó ìiíiìiçàíòiâ â äâîçâ'ÿçíèõ îáëà-

ñòÿõ ïðè κ→ 1/
√

2− 0, äîâåäåíî iñíóâàííÿ âèõîðiâ êîëî ìåæi i îïèñàíî ¨õ

ãðàíè÷íi ïîëîæåííÿ íà ìåæi.

• Äîñëiäæåíî ñòðóêòóðó ïîñëiäîâíîñòåé Ïàëå-Ñìåéëà ïîâ'ÿçàíèõ ç âàðiàöié-
íîé çàäà÷åþ äëÿ ñïðîùåíîãî ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó ç çàäàíèìè

ñòåïåíÿìè íà ìåæi.

• Çíàéäåíî óñåðåäíåíó çàäà÷ó, ùî îïèñó¹ àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïåðøîãî

âëàñíîãî çíà÷åííÿ i âëàñíî¨ ôóíêöi¨ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ íåñèìåòðè÷íèõ

åëiïòè÷íèõ îïåðàòîðiâ ç îñöèëþþ÷èìè ëîêàëüíî ïåðiîäè÷íèìè êîåôiöi¹í-

òàìè i óìîâîþ Äiðiõëå íà ìåæi, äîâåäåíî òåîðåìó ïðî çáiæíiñòü. Âñòàíîâëå-

íî óòî÷íåíi àñèìïòîòèêè ó âèïàäêó, êîëè ìîëîäøi ÷ëåíè ìàþòü îäíàêîâèé

ïîðÿäîê.

• Âñòàíîâëåíî ãðàíèöþ ïåðøîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ çàäà÷i Íåéìàíà äëÿ íå-

ñèìåòðè÷íèõ åëiïòè÷íèõ îïåðàòîðiâ ç ïëàâíî çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè i ìà-

ëèì ìíîæíèêîì ïåðåä äèôóçiéíèì ÷ëåíîì. Îïèñàíî àñèìïòîòè÷íó ïîâå-
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äiíêó ïåðøî¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨.

• Çíàéäåíî îäíîâèìiðíó åôåêòèâíó çàäà÷ó, ùî îïèñó¹ àñèìïòîòèêè îñíîâ-

íèõ ñòàíiâ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ íåñèìåòðè÷íèõ åëiïòè÷íèõ îïåðàòîðiâ ç

îñöèëþþ÷èìè ëîêàëüíî ïåðiîäè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè â òîíêîìó öèëiíäði

ç óìîâîþ Íåéìàíà íà ái÷íié ïîâåðõíi i Ôóð'¹ íà îñíîâàõ. Çà ñòðóêòóðíî¨

óìîâè ùîäî åôåêòèâíî¨ çàäà÷i çíàéäåíî äâî÷ëåííi àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè

äëÿ ïåðøîãî i íàñòóïíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü.

• Îïèñàíî ïîâåäiíêó âèõîðåâèõ ñòðóêòóð ñïðè÷èíåíèõ çîâíiøíiì ìàãíiòíèì

ïîëåì â ìîäåëi íàäïðîâiäíèêà ç âåëèêèì ÷èñëîì ìàëèõ îòâîðiâ.

• Çíàéäåíî íîâèé êîëåêòèâíèé åôåêò âiä íåîäíîðiäíîñòåé (äiðîê) â çàäà÷i

óñåðåäíåííÿ ìîíîòîííèõ îïåðàòîðiâ ó ïåðôîðîâàíèõ îáëàñòÿõ ç óìîâîþ

Ôóð'¹ íà ìåæi äiðîê.

• Äîâåäåíî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òèïó áiæíèõ õâèëü â çàäà÷i ç âiëüíîþ ìå-

æåþ, ùî ìîäåëþ¹ ðóõ æèâèõ êëiòèí íà ñóáñòðàòi.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Óñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îäåðæàíî

àâòîðîì îñîáèñòî. Çi ñïiëüíèõ ïðàöü äî äèñåðòàöi¨ âêëþ÷åíî ëèøå òi ðåçóëüòàòè,

ÿêi íàëåæàòü àâòîðó.

Â ðîáîòàõ [33], [32], [103], [40] ñïiâàâòîðàì íàëåæàòü ïîñòàíîâêà çàäà÷i i îáãî-

âîðåííÿ ðåçóëüòàòiâ, âñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè íàëåæàòü àâòîðó. Â ðîáîòàõ [31],

[37], [39], [43], [44], [45] ñïiâàâòîðàì íàëåæèòü ó÷àñòü â ïîñòàíîâöi çàäà÷i i îáãî-

âîðåííÿ ðåçóëüòàòiâ, âñi ðåçóëüòàòè íàëåæàòü àâòîðó. Â ðîáîòi [14] ñïiâàâòîðàì

íàëåæàòü ïîñòàíîâêà çàäà÷ i âèâåäåííÿ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i; äèñåðòàíòó íàëåæàòü

ãëàâè 4 i 5. Ó ðîáîòàõ [41], [42] ñïiâàâòîðàì íàëåæàòü ïîñòàíîâêà çàäà÷, îáãî-

âîðåííÿ ðåçóëüòàòiâ, äîâåäåííÿ òåõíi÷íèõ ðåçóëüòàòiâ i ÷èñåëüíi ñèìóëÿöi¨; äè-

ñåðòàíòó íàëåæàòü äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ. Â ðîáîòi [36] ñïiâàâòîðàì

íàëåæèòü iäåÿ çàñòîñóâàííÿ êâàíòîâàíîñòi ïîñëiäîâíîñòåé Ïàëå-Ñìåéëà äëÿ äî-

âåäåííÿ iñíóâàííÿ êðèòè÷íèõ òî÷îê, ãëàâè 2, 3, 4 i 9; ðåçóëüòàòè ãëàâ 5, 6, 8 áóëî
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îòðèìàíî â ñóìiñíèõ äèñêóñiÿõ; ãëàâà 7 íàëåæèòü äèñåðòàíòó. Â ðîáîòàõ [163],

[164] äèñåðòàíòó íàëåæàòü ñõåìà i îñíîâíà iäåÿ äîâåäåííÿ ãîëîâíèõ ðåçóëüòàòiâ;

òåõíi÷íà ðåàëiçàöiÿ äîâåäåíü áóëà çðîáëåíà ñóìiñíèìè çóñèëëÿìè âñiõ ñïiâàâòî-

ðiâ. Â ðîáîòi [162] ïîñòàíîâêà çàäà÷i i ôîðìàëüíå âèâåäåííÿ óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i

íàëåæèòü ñïiâàâòîðó; äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ íàëåæàòü äèñåðòàíòó. Â

ðîáîòàõ [165], [166] ïîñòàíîâêà çàäà÷i íàëåæèòü ñïiâàâòîðó, òàêîæ éîìó íàëå-

æèòü iäåÿ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ â'ÿçêiñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ äî ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ

ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ i äîâåäåííÿ äåÿêèõ òåõíi÷íèõ ðåçóëüòàòiâ; îñíîâíi ðåçóëü-

òàòè îòðèìàíi àâòîðîì äèñåðòàöi¨.

Àïðîáàöiÿ ìàòåðiàëiâ äèñåðòàöi¨. Ìàòåðiàëè äèñåðòàöi¨ äîïîâiäàëèñÿ

íà ñåìiíàði Âiääiëó ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ôiçè÷íèõ ïðîöåñiâ Ôiçèêî-

òåõíi÷íèé iíñòèòóò íèçüêèõ òåìïåðàòóð iì. Á.I.Â¹ðêiíà Íàöiîíàëüíî¨ àêàäåìi¨

íàóê Óêðà¨íè (áàãàòîðàçîâî, ïî÷èíàþ÷è ç 2006 ðîêó), íà ìàòåìàòè÷íîìó ñåìi-

íàði óíiâåðñèòåòó øòàòó Ïåíñèëüâàíiÿ, ÑØÀ (áàãàòîðàçîâî, ïî÷èíàþ÷è ç 2006

ðîêó), íà ñåìiíàði UiT - Àðêòè÷íîãî óíiâåðñèòåòó Íîðâåãi¨, ðiíøå � óíiâåðñè-

òåòñüêèé êîëåäæ Íàðâiê (áàãàòîðàçîâî, ïî÷èíàþ÷è ç 2007 ðîêó), íà ñåìiíàði

óíiâåðñèòåòó Òðîìñå, Íîðâåãiÿ (2008 ðiê), ñåìiíàði óíiâåðñèòåòó �âëå, Øâåöiÿ

(2018 ðiê), ñåìiíàði êàôåäðè ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè â Õàðêiâñüêîìó íàöiîíàëü-

íîìó óíiâåðñèòåòi iì. Â. Í. Êàðàçiíà (2019 ðiê), ñåìiíàði êàôåäðè ìàòåìàòè÷íî¨

ôiçèêè ó Êè¨âñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iì. Ò. Ã. Øåâ÷åíêà (2019 ðiê).

Ïî ìàòåðiàëàõ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè áóëè çðîáëåíi äîïîâiäi íà Óêðà¨íñüêîìó

ìàòåìàòè÷íîìó êîíãðåñi (Êè¨â, 2009 ðiê), ìiíi-êîíôåðåíöi¨ "Pseudogroups and

di�erential equations"(Òðîìñå, Íîðâåãiÿ, 2013 ðiê), ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöiÿõ:

"Di�erential equations and related topics"dedicated to outstanding mathematici-

an I. G. Petrovskii (23-d meeting)(Ìîñêâà, Ðîñiÿ, 2011 ðiê), "Spectral Theory

and Di�erential Equations"(STDE-2012, Õàðêiâ, 2012 ðiê), SIAM conference on

mathematical aspects of matherial sciences (Ôiëàäåëôiÿ, ÑØÀ, 2013 ðiê), II

International Conference �Analysis and Mathematical Physics� (Õàðêiâ, 2014 ðiê),

III International Conference �Analysis and Mathematical Physics�, (Õàðêiâ, 2015
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ðiê).

Ïóáëiêàöi¨. Âêëþ÷åíi äî äèñåðòàöi¨ ðåçóëüòàòè àâòîðà îïóáëiêîâàíi ó 20

íàóêîâèõ ñòàòòÿõ, ç íèõ 18 ñòàòåé â ìiæíàðîäíèõ æóðíàëàõ, ÿêi ìàþòü iìïàêò-

ôàêòîð i âõîäÿòü äî ìiæíàðîäíèõ íàóêîâèõ áàç (Scopus i Web of Science): [31]�

[33], [36], [37], [39]�[45], [14], [162]�[165], [103]. Ùå äâi ñòàòòi, [175], [166], îïó-

áëiêîâàíi ó âiò÷èçíÿíîìó æóðíàëi �Journal of Mathematical Physics, Analysis,

Geometry�, ÿêèé òàêîæ ìà¹ iìïàêò-ôàêòîð i âõîäèòü äî ìiæíàðîäíèõ íàóêîâèõ

áàç Scopus i Web of Science. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ òàêîæ âèêëàäåíi â 4 òåçàõ

äîïîâiäåé íà ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöiÿõ: [38], [176], [177], [178].

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ÷îòè-

ðüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ÿêèé ìiñòèòü 206 íàéìå-

íóâàíü, òà ñóïðîâîäæó¹òüñÿ àíîòàöiÿìè, ñïèñêîì ïóáëiêàöié çäîáóâà÷à çà òåìîþ

äèñåðòàöi¨ i Äîäàòêàìè A�N. Ïîâíèé îáñÿã äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè � 452 ñòîðiíêè.

Îáñÿã îñíîâíî¨ ÷àñòèíè äèñåðòàöi¨ � 329 ñòîðiíîê.



Ðîçäië 1

ÂÀÐIÀÖIÉÍI ÇÀÄÀ×I ÄËß ÔÓÍÊÖIÎÍÀËÀ

ÃIÍÇÁÓÐÃÀ-ËÀÍÄÀÓ Ç ÇÀÄÀÍÈÌÈ ÑÒÅÏÅÍßÌÈ

ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÍß ÍÀ ÌÅÆI

Ó öüîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ âàðiàöiéíi çàäà÷i äëÿ ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-

Ëàíäàó

Eκ(u) =
1

2

∫
G

|∇u|2dx+
κ2

4

∫
G

(|u|2 − 1)2dx, (1.0.1)

äå κ ≥ 0 � ïàðàìåòð Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó, u � êîìïëåêñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ (ïàðà-

ìåòð ïîðÿäêó), i G - ãëàäêà, îáìåæåíà îáëàñòü â R2. Ôóíêöiîíàë (1.0.1) ¹ ñïðî-

ùåííÿì ôóíöiîíàëà åíåðãi¨, ùî áóëî ââåäåíî Â.Ë. Ãiíçáóðãîì i Ë.Ä. Ëàíäàó

ó 1950õ ðîêàõ äëÿ îïèñàííÿ ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ â íàäïðîâiäíèêàõ. Áóäå òàêîæ

ðîçãëÿíóòî ïîâíèé ôóíêöiîíàë åíåðãi¨ (äèâ. (1.4.1)), ùî âðàõîâó¹ ìàãíiòíi åôå-

êòè. Ôóíêöiîíàëè âèãëÿäó ïîäiáíîãî (1.0.1) âèíèêàþòü i â ìîäåëÿõ íàäïëèííèõ

ðiäèí. Êðiì òîãî, (1.0.1) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê êîìïëåêñíó âåðñiþ ôóíêöiîíàëà

Àëëåíà-Êàíà (äèâ. [184]).

Àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ìiíiìiçàíòiâ (1.0.1) ó ãðàíèöi Ëîíäîíiâ κ→∞ áó-

ëî îïèñàíî Ô. Áåòþåëåì, Õ. Áðåçiñîì i Ô. Õåëåéíîì â ïiîíåðñüêié ðîáîòi [47].

Íèìè áóëî äîâåäåíî çáiæíiñòü ìiíiìiçàíòiâ äî ãàìîíi÷íèõ âiäîáðàæåíü ç äå-

êiëüêîìà ñèíãóëÿðíèìè òî÷êàìè � ãðàíèöÿìè íóëiâ (âèõîðiâ), äëÿ îïèñàííÿ

îñòàííiõ âèâåäåíî ôóíêöiîíàë ðåíîðìàëiçîâàíî¨ åíåðãi¨. Çàçíà÷èìî, ùî â [47]

âèâ÷åíî çàäà÷ó Äiðiõëå ç êðà¹âèìè äàíèìè ÿêi çàäàþòüñÿ ãëàäêîþ S1-çíà÷íîþ

ôóíêöi¹þ g íà ìåæi, i ñòåïiíü âiäîáðàæåííÿ deg g ôóíêöi¨ g ¹ âèçíà÷àëüíèì

30
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äëÿ ÿêiñíî¨ êàðòèíè àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ìiíiìiçàíòiâ: íàïðèêëàä, ÿêùî

deg g = 0, òî â ãðàíèöi Ëîíäîíiâ ìiíiìiçàíòè çáiãàþòüñÿ äî íåñèíãóëÿðíîãî ãàð-

ìîíi÷íîãî âiäîáðàæåííÿ, ÿêùî deg g = 1, òî ãðàíè÷íå âiäîáðàæåííÿ ìà¹ îäíó

ñèíãóëÿðíó òî÷êó, i ò.ä. Ìåòîäè [47] áóëî âèêîðèñòàíî i ðîçâèíåíî ó ÷èñëåííèõ

äîñëiäæåííÿõ ÿê çàäà÷i Äiðiõëå, íàïðèêëàä, [193], [127], [128], [153], [77], [12],

[54], òàê i Íåéìàíà [109], [110], [111], [11], [183].

Ç îãëÿäó íà âèçíà÷àëüíó ðîëü ñòåïåíÿ âiäîáðàæåííÿ deg g êðàéîâèõ äàíèõ ó

ôîðìóâàííi âèõîðiâ, ïðèðîäíèì ¹ ïèòàííÿ: ÷è ìîæíà ìîæíà ïîñëàáèòè óìîâó

Äiðiõëå äî çàäàííÿ ñòåïåíiâ âiäîáðàæåííÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêó íà ìåæi (çâÿçíèõ

êîìïîíåíòàõ ìåæi)? Êîíêðåòíiøå, ðîçãëÿäàþòüñÿ êðèòè÷íi òî÷êè ôóíêöiîíàëà

(1.0.1) ç îäèíè÷íèì ìîäóëåì ïàðàìåòðó ïîðÿäêó íà ìåæi

|u| = 1 íà ∂G, . (1.0.2)

Çà öi¹¨ óìîâi ôóíêöiîíàë (1.0.1) ìà¹ íóëüîâó âàðiöiþ òîäi i òiëüêè òîäi êîëè u

çàäîâîëíÿ¹ ðiâíÿííÿ

−∆u+ κ2u(|u|2 − 1) = 0 â G, (1.0.3)

i êðàéîâi óìîâè

|u| = 1 i u× ∂u

∂ν
= 0 íà ∂G, (1.0.4)

äå u× ∂u
∂ν = i

2

(
u∂u∂ν − u

∂u
∂ν

)
. Öi óìîâè ¹ ïðîìiæíèìè ìiæ óìîâàìè Äèðèõëå i Íå-

éìàíà â íàñòóïíîìó ñåíñi: áóäü-ÿêå ðiøåííÿ u ∈ H1(G;C) çàäà÷i (1.0.3)�(1.0.4)

¹ äîñòàòíüî ðåãóëÿðíèì [34], òàê ùî éîãî ìîæíà çàïèñàòè ÿê u = |u|eiψ áiëÿ

ìåæi, òîäi (1.2.2) ñêëàäà¹òüñÿ ç óìîâè Äiðiõëå äëÿ ìîäóëÿ, |u| = 1 íà ∂G, òà

îäíîðiäíî¨ óìîâè Íåéìàíà äëÿ ôàçè, ∂ψ∂ν = 0 íà ∂G. Çðîçóìiëî, ùî ìiíiìiçàöiÿ

ôóíêöiîíàëà (1.0.1) (â ïðèðîäíîìó åíåðãåòè÷íîìó ïðîñòîði H1(G;C)) ç óìîâîþ

(1.0.2) ïðèçâîäèòü äî ñòàëèõ ðîçâ'ÿçêiâ (ç îäèíè÷íèì ìîäóëåì). Ïðîòå äëÿ ñëi-

äiâ ôóíêöié ç H1(G;C) íà ìåæi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (1.0.2), ¹ êîðåêòíî

âèçíà÷åíèì ñòåïiíü âiäîáðàæåííÿ, ùî, (äóæå) ãðóáî êàæó÷i, ðàõó¹ ÷èñëî íóëiâ

(âèõîðiâ). Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ u(x) = eiψ(x), ψ(x) ∈ R, çàäàíî¨
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íà ãëàäêié ïðîñòié çàìêíåíié îði¹íòîâàíié êðèâié γ ñòåïiíü âiäîáðàæåííÿ ¹ ÷è-

ñëîì îáåðòiâ òî÷êè u(x) íà îäèíè÷íîìó êîëi êîëè x ïðîáiãà¹ γ. Âiäîìî (äèâ.,

íàïðèêëàä, [49]), ùî ñòåïiíü âiäîáðàæåííÿ ìîæíà òàêîæ êîðåêòíî çàäàòè äëÿ

ôóíêöié ç H1/2(γ;S1) çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè

deg(u, γ) =
1

2π

∫
γ

u× ∂u

∂τ
ds, (1.0.5)

äå iíòåãðàë ðîçóìi¹òüñÿ ÷åðåç äóàëüíiñòü ìiæ H1/2 i H−1/2, ∂
∂τ ¹ òàíãåíöiàëüíîþ

ïîõiäíîþ âiäíîñíî îði¹íòàöi¨ γ ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè. Íåõàé γ � çâ'ÿçíà

êîìïîíåíòà ìåæi ∂G, òîäi deg(u, γ) ¹ öiëî÷èñåëüíîçíà÷íèì ôóíêöiîíàëîì íà

ìíîæèíi ôóíêöié ç H1(G;C), ùî çàäîâîëíÿþòü (1.0.2), íåïåðåðâíèì âiäíîñíî

ñèëüíî¨ çáiæíîñòi â H1(G;C). Òîìó äëÿ çíàõîäæåííÿ ëîêàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ

ôóíêöiîíàëó (1.0.1) ç óìîâîþ (1.0.2) íà ìåæi ìîæíà çàäàâàòè ñòåïåíi âiäîáðà-

æåííÿ íà çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíòàõ ∂G. Àëå çàäà÷à iñíóâàííÿ ìiíiìiçàíòiâ ç çà-

äàíèìè ñòåïåíÿìè ¹ íåòðèâiàëüíîþ, ÿê ïîêàçó¹ íàñòóïíèé ïðèêëàä. Íåõàé G

� îäèíè÷íèé äèñê. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëó Eκ(u) â êëàñi

ôóíêöié u ∈ H1(G;C), ùî çàäîâîëíÿþòü (1.0.2) i ìàþòü îäèíè÷íèé ñòåïiíü íà

ìåæi. Öÿ çàäà÷à íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ κ > 0. Äiéñíî, ç îäíîãî áîêó

1

2

∫
G

|∇u|2dx ≥
∣∣∣∣∫
G

∂x1
u× ∂x2

udx

∣∣∣∣ = π|deg(u, ∂G)| = π.

Ç iíøîãî áîêó, íà ïîñëiäîâíîñòi êîíôîðìíèõ àâòîìîðôiçìiâ

un(x) =
z − (n− 1)/n

z(n− 1)/n− 1
, z = x1 + ix2, n = 1, 2, . . .

îäèíè÷íîãî äèñêó çíàõîäèìî íèæíþ ãðàíèöþ åíåðãié:

lim
n→∞

Eκ(un) =
1

2
lim
n→∞

∫
G

|∇un|2dx = π.

Òàêèì ÷èíîì, ó ðàçi iñíóâàííÿ ìiíiìiçàíòà u ìà¹ìî |u| = 1 âñþäè â G, çâiäêè

deg(u, ∂G) = 0.

Íàâåäåíèé âèùå ïðèêëàä íåñêëàäíî òàêîæ ðîçïîâñþäèòè íà áàãàòîçâ'ÿçíi

îáëàñòi, i â [46] áóëî ïîìi÷åíî, ùî íàâiòü ó âèïàäêó óçãîæäåíèõ ñòåïåíåé íà
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êîìïîíåíòàõ ìåæi ìiíiìiçàíòiâ ìîæå íå iñíóâàòè. Ïðîòå â ðîáîòàõ [98] i [35]

áóëî äîâåäåíî, ùî äëÿ äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé ç çàäàíèìè îäèíè÷íèìè ñòåïåíÿìè

iíôiìóì Eκ(u) çàâæäè äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ ìàëèõ κ ≥ 0, i âñiõ κ ≥ 0 ÿêùî cap(G) ≥
π. Âèïàäîê îáëàñòåé ç cap(G) < π, äëÿ ÿêèõ ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ìiíiìiçàíòiâ

(äëÿ âåëèêèõ κ) çàëèøàëîñÿ âiäêðèòèì, ðîçãëÿíóòî â Ïiäðîçäiëi 1.1, äå âïåðøå

äîâåäåíî íåäîñÿæíiñòü iíôiìóìó ó âèïàäêó óçãîäæåíèõ ñòåïåíiâ.

Çàçíà÷èìî, ùî ó âñiõ âiäîìèõ âèïàäêàõ iñíóâàííÿ ãëîáàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ ç

çàäàíèìè ñòåïåíÿìè, ðîçâ'ÿçêè íå ìàþòü íóëiâ. Ïðîòå ó Ïiäðîçäiëi 1.2 äîâåäå-

íî çàãàëüíèé ðåçóëüòàò ïðî iñíóâàííÿ íîâèõ ëîêàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ ç çàäàíèìè

ñòåïåíÿìè. Öi ìiíiìiçàíòè ìàþòü íóëi (âèõîðè), ÿêi íàáëèæàþòüñÿ äî ìåæi ó

ãðàíèöi Ëîíäîíiâ κ → ∞ i, òàêèì ÷èíîì, çíà÷íî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä òèõ, ùî

ñïîñòåðiãàþòüñÿ ó âèïàäêó óìîâ Äiðiõëå i Íåéìàíà. Çàçíà÷èìî, ùî ðåçóëüòàòè

Ïiäðîçäiëó 1.2 áóëî óçàãàëüíåíî â ðîáîòi [78] íà âèïàäîê áàãàòîçâ'ÿçíèõ îáëà-

ñòåé, òàêîæ â ðîáîòi [173] áóëî çàïðîïîíîâàíî iíøå äîâåäåííÿ Òåîðåìè 1.2.3 (ÿêà

¹ îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì Ïiäðîçäiëó 1.2). Â ðîáîòi [147] äîñëiäæåíî íåîáõiäíiñòü

óìîâ Òåîðåìè 1.2.3.

Â îñòàííüîìó ïiäðîçäiëi äîâåäåíî iñíóâàííÿ êðèòè÷íèõ òî÷îê òèïó ïåðåâàëó.

Äëÿ öüîãî âèâ÷åíî ñòðóêòóðó ïîñëiäîâíîñòåé Ïàëå-Ñìåéëà (ìàéæå ìiíiìiçàí-

òiâ), i äåòàëüíî îïèñàíî ìåõàíiçì âòðàòè êîìïàêòíîñòi òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé.

Ùî ñòîñó¹òüñÿ ïîâíîãî ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó, ùî âðàõîâó¹ ìàãíiòíi

åôåêòè, ðàíiøå êðèòè÷íi òî÷êè ç çàäàíèìè ñòåïåíÿìè íà ìåæi áóëî çíàéäåíî

òiëüêè ó iíòåãðîâíîìó âèïàäêó κ = 1/
√

2 â ðîáîòi [50]. Ïîâíå äîñëiäæåííÿ çà-

äà÷i ìiíiìiçàöi¨ â îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi ç çàäàíèì ñòåïåíåì íà ìåæi ïðîâåäåíî

â Ïiäðîçäiëi 1.3. Ó Ïiäðîçäiëi 1.4 ðîçãëÿíóòî ìîäåëüíó çàäà÷ó ó äâîçâ'ÿçíié

îáëàñòi ç çàäàíèìè îäèíè÷íèì i íóëüîâèì ñòåïåíÿìè íà êîìïîíåíòàõ ìåæi, äëÿ

ÿêî¨ âèâ÷åíî â äåòàëÿõ ñèíãóëÿðíó ïîâåäiíêó ìiíiìiçàíòiâ ç âèõîðåì êîëî ìå-

æi, çîêðåìà âñòàíîâëåíî ãðàíè÷íi ïîëîæåííÿ âèõîðiâ. Ïiäðîçäië 1.5 ïðèñâÿ-

÷åíî ïîøèðåííþ ðåçóëüòàòiâ Ïiäðîçäiëó 1.2 íà âèïàäîê ïîâíîãî ôóíêöiîíàëà

Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó.
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Ó öüîìó ðîçäiëi âèêîðèñòîâóþòüñÿ íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ i äîìîâëåíîñòi:

• Âåêòîðè a = (a1, a2) (òî÷êè íà ïëîùèíi R2) îòîòîæíþþòüñÿ ç êîìïëåêñ-

íèìè ÷èñëàìè a = a1 + ia2 ∈ C.

• a · b ïîçíà÷à¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê a · b = a1b1 + a2b2 = 1
2(ab̄+ āb);

• a× b ïîçíà÷à¹ âåêòîðíèé äîáóòîê a× b = a1b2 − a2b1 = i
2(ab̄− āb).

• Çàìêíåíi êðèâi ¹ îði¹íòîâàíèìè ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè, τ i ν ïîçíà-

÷àþòü îäèíè÷íi òàíãåíöiàëüíèé i íîðìàëüíèé âåêòîðè äî êðèâèõ, ùî óçãî-

äæóþòüñÿ ç îði¹íòàöi¹þ (ν � âåêòîð çîíiøíüî¨ íîðìàëi).

• Äëÿ ñêàëÿðíî¨ ôóíêöi¨ h, ∇⊥h = (−∂x2
h, ∂x1

h).

• Äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ A, curlA = ∂A2/∂x1 − ∂A1/∂x2.

• ∂

∂z
=

1

2

( ∂

∂x1
− i ∂

∂x2

)
i
∂

∂z̄
=

1

2

( ∂

∂x1
+ i

∂

∂x2

)
ïîçíà÷àþòü êëàñè÷íi îïåðàòîðè

Êîøi.

• Jacu ïîçíà÷à¹ ßêîáiàí u, Jacu = ∂x1
u×∂x2

u; òàêîæ áóäåìî êîðèñòóâàòèñü

ïîçíà÷åííÿì Jac (f, g) = ∂x1
f∂x2

g− ∂x1
g∂x2

f äëÿ ñêàëÿðíèõ ôóíêöié f i g.

• Dr(y) ïîçíà÷à¹ âiäêðèòèé äèñê ç ðàäióñîì r i öåíòðîì â y, ïðè÷îìó ó âè-

ïàäêó êîëè y = 0 áóäåìî ñïðîùóâàòè ïîçíà÷åííÿ äî Dr i D ÿêùî r = 1.

• Çàìiñòü ïàðàìåòðà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó κ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêîæ

ε = 1/
√
κ (òîáòî κ = 1/ε2) ó Ïiäðîçäiëàõ 1.2 i 1.6, à òàêîæ λ = 2κ2 ó

Ïiäðîçäiëàõ 1.3, 1.4 i 1.5.

×åðåç îáìåæåííÿ íà îáñÿã äèñåðòàö¨¨ äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó Ïiä-

ðîçäiëó 1.2 � Òåîðåìè 1.2.3 ó çàãàëüíîìó âèïàäêó íàâåäåíî â Äîäàòêó A. Òàêîæ,

Äîäàòîê B ìiñòèòü äîñëiäæåííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ìiíiìiçàíòiâ ïîâíîãî

ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó êîëè κ→ 1/
√

2− 0; äîâåäåííÿ îäíîãî ç êëþ÷î-

âèõ òåõíi÷íèõ ðåçóëüòàòiâ Ïiäðîçäiëó 1.4 � Ëåìè 1.4.6 íàâåäåíî â Äîäàòêó C;

äîâåäåííÿ òåõíi÷íèõ ðåçóëüòàòiâ Ïiäðîçäiëó 1.6.2 íàâåäåíî â Äîäàòêó N.
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1.1 Íåiñíóâàííÿ ãëîáàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ ñïðîùåíîãî

ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó â äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíî äîâåäåííÿ íåiñíóâàííÿ ìiíiìiçàíòiâ ôóíêöiîíàëà

Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó â êëàñi ôóíêöié ç çàäàíèìè îäèíè÷íèìè ñòåïåíÿì âiäîáðàæå-

ííÿ íà ìåæi äâîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi ó âèïàäêó, êîëè H1-¹ìíiñòü îáëàñòi ¹ ìåíøîþ

π.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ ñïðîùåíîãî ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó

Eκ[u] =
1

2

∫
G

|∇u|2dx+
κ2

4

∫
G

(|u|2 − 1)2dx→ inf, u ∈ J11, (1.1.1)

äå G = Ω\ω, ω ⊂ Ω, i ω, Ω � îáìåæåíi îäîçâ'ÿçíi îáëàñòi â R2 ç ãëàäêîþ ìåæåþ.

Êëàñ J11 âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

J11 = {u ∈ H1(G) : |u| = 1 íà ∂Ω, ∂ω; deg(u, ∂Ω) = deg(u, ∂ω) = 1}. (1.1.2)

ßê çàçíà÷åíî âèùå, êîæíèé ìiíiìiçàíò (1.1.1) çàäîâîëíÿ¹ ðiâíÿííÿ Ãiíçáóðãà-

Ëàíäàó

−∆u+ κ2(|u|2 − 1)u = 0 (1.1.3)

â G i êðàéîâó óìîâó
∂u

∂ν
× u = 0 íà ∂G. (1.1.4)

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî ïiäðîçäiëó ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.1.1. Íåõàé mκ = inf {Eκ[u], u ∈ J11}. Ïðèïóñòèìî, ùî cap(G) < π,

òîäi iñíó¹ 0 < κ1 < ∞ òàêå ùî mκ çàâæäè äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ κ < κ1 i íiêîëè

íå äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ κ > κ1.

Çàóâàæåííÿ 1.1.2. Íàãàäà¹ìî, ùî H1-¹ìíiñòü cap(G) îáëàñòi G âèçíà÷à¹òüñÿ

íàñòóïíèì ÷èíîì

cap(G) = inf

{∫
G

|∇V |2dx; V ∈ H1(G), V = 0 íà ∂ω, V = 1 íà ∂Ω

}
.
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Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 1.1.1. Ç îãëÿäó íà [35, Òåîðåìà 3] òðåáà ïîêàçàòè íåiñíó-

âàííÿ ìiíiìiçàíòiâ äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ κ > 0. Ìiðêó¹ìî âiä ñóïðîòèâíî-

ãî. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ âñiõ κ > 0 iíôiìóì mκ äîñÿãà¹òüñÿ íà ïåâíîìó âiä-

îáðàæåííi uκ ∈ J11. Òîäi Eκ [uκ] ≤ 2π, îñêiëüêè mκ ≤ 2π äëÿ âñiõ κ > 0

[46]. Ïîêàæåìî, ùî áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî G � êiëüöå

G = {x ∈ R2 : R > |x| > 1
R}.

Êðîê I (êîíôîðìíà åêâiâàëåíòíiñòü êiëüöþ). Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò äîçâîëÿ¹

çâåñòè äîâåäåííÿ äî âèïàäêó êîëè îáëàñòü G ¹ êiëüöåì.

Òâåðäæåííÿ 1.1.3. Ïðèïóñòèìî, ùî îáëàñòü G ¹ òàêîþ, ùî mκ äîñÿ-

ãà¹òüñÿ äëÿ âñiõ κ > 0, òîäi òåæ ñàìå ìà¹ ìiñöå äëÿ êiëüöÿ G :={
x : exp

(
− π

cap(G)

)
< |x| < exp

(
π

cap(G)

)}
, äå êiëüöå G ¹ êîíôîðìíî åêâiâàëåí-

òíèì G.

Äîâåäåííÿ. Äîáðå âiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä, [4]), ùî G êîíôîðìíî ¹êiâiâàëåíòíà

êiëüöþ G; áiëüø òîãî, âiäïîâåäíå êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ F ïðîäîâæó¹òüñÿ

äî C1-äèôåîìîðôiçìó G íà G, ùî çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ.
Äëÿ çàäàíîãî κ > 0, íåõàé uκ ìiíiìiçó¹ Eκ[u] â J11, òîäi Eκ [uκ] < 2π. Äiéñíî,

äëÿ âñiõ κ′ > κ iñíó¹ ìiíiìiçàíò uκ′ ôóíêöiîíàëó Eκ′[u] â J11 i Eκ′ [uκ′] ≤ 2π,

îñêiëüêè mκ ≤ 2π äëÿ âñiõ κ > 0 [46]. Òîäi

Eκ′ [uκ′]− Eκ [uκ] ≥ Eκ′ [uκ′]− Eκ [uκ′] =
(κ′)2 − κ2

4

∫
A

(|uκ′|2 − 1)2dx,

òàêèì ÷èíîì mκ ≤ 2π i mκ = 2π òîäi é ëèøå òîäi, êîëè |uκ′| = 1 ìàéæå âñþäè â

G. Òàê ÿê uκ′ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó (1.1.3), ïîòî÷êîâà ðiâíiñòü

|uκ′| = 1 â G îçíà÷à¹, ùî uκ′ ≡ const òîáòî uκ′ 6∈ J11.

Çà äîïîìîãîþ êîíôîìíî¨ çàìiíè çìiííèõ x→ F(x) â íåðiâíîñòi Eκ [uκ] < 2π

îòðèìó¹ìî
1

2

∫
G
|∇ũ|2dx+

κ2

4

∫
G
(|ũ|2 − 1)2Jac(F−1)dx < 2π,

äå ũ(x) = uκ(F−1(x)). Îñêiëüêè κ ¹ äîâiëüíèì i mκ äîñÿãà¹òüñÿ êîëè mκ < 2π

[35], òî (1.1.1) äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ âñiõ κ > 0.
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Çàóâàæèìî, ùî çà îçíà÷åííÿì H1-¹ìíîñòi i âíàñëiäîê êîíôîðìíî¨ iíâàðiàí-

òíîñòi iíòåãðàëà Äiðiõë¹ cap (G) = cap (G).

Êðîê II (çâåäåííÿ äî ëiíiéíî¨ çàäà÷i). Ñêîðèñòà¹ìîñü íàñòóïíîþ òåîðåìîþ [34]:

Òåîðåìà 1.1.4. Íåõàé cap(G) < π. Ïðèïóñòèìî, ùî uκ ∈ J11 ¹ ðîçâÿçêîì

ðiâíÿííÿ Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó (1.1.3), òàêèì ùî Eκ(uκ) < 2π + e−κ. Òîäi∫
G

(|uκ|2 − 1)2dx = o(κ−m) êîëè κ→∞, ∀m > 0, l ∈ N, (1.1.5)

i iñíó¹ γκ = const ∈ S1 òàêå ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè K ⊂ G

‖uκ − γκ‖Cl(K) = o(κ−m) êîëè κ→∞, ∀m > 0, l ∈ N. (1.1.6)

Ïîìíîæèìî ðiâíÿííÿ (1.1.3) íà log |x|R i ïðîiíòåãðó¹ìî ïî D = {x : 1 < |x| <
R}. Ìà¹ìî:

0 =

∫
D

∆uκ log
|x|
R
dx+ κ2

∫
D

uκ(1− |uκ|2) log
|x|
R
dx

=

∫
∂D

∂uκ
∂ν

log
|x|
R
dσ −

∫
∂D

uκ
∂ log |x|
∂ν

dσ + κ2

∫
D

uκ(1− |uκ|2) log
|x|
R
dx

= − 1

R

∫
|x|=R

uκdσ +

∫
|x|=1

uκdσ

+

∫
|x|=1

∂uκ
∂ν

log
1

R
dσ + κ2

∫
D

uκ(1− |uκ|2) log
|x|
R
dx.

Êîðèñòóþ÷èñü òåïåð (1.1.6) i (1.1.5) çíàõîäèìî, ùî äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ κ

1

R

∫
|x|=R

uκdσ = 2πγκ + o(κ−m) and R

∫
|x|=1/R

uκdσ = 2πγκ + o(κ−m). (1.1.7)

Çà äîïîìîãîþ êîíôîðìíî¨ çàìiíè çìiííèõ x → (r, ϕ) : x = er+iϕ, Eκ [uκ]

ïåðåïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Eκ [uκ] =
1

2

∫ L

−L
dr

∫ 2π

0

dϕ|∇uκ|2 +
κ2

4

∫ L

−L
e2rdr

∫ 2π

0

dϕ(|uκ|2 − 1)2,

äå L = logR. Ñèìåòðèçó¹ìî uκ,

uκ(r, ϕ)(àáî uκ(−r, ϕ)) := γ̄κ

uκ(r, ϕ), 0 ≤ r < L

uκ(−r, ϕ), −L < r < 0,
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òàê ùîá ìîäèôiêîâàíå uκ(r, ϕ)(= uκ(−r, ϕ)) çàäîâîëüíÿëî

1

2

∫ L

−L
dr

∫ 2π

0

dϕ|∇uκ|2 +
κ2

4R2

∫ L

−L
dr

∫ 2π

0

dϕ(|uκ|2 − 1)2 ≤ 2π. (1.1.8)

Âíàñëiäîê (1.1.6) ìà¹ìî

max
−ρ<r<ρ

|uκ − 1| = o(κ−m) êîëè κ→∞, (1.1.9)

äëÿ âñiõ 0 < ρ < L i m ∈ N. Ìîæåìî òàêîæ ïðèïóñêàòè, ùî

Im

∫ L

−L
uκ(L, ϕ)dϕ = Im

∫ L

−L
uκ(−L, ϕ)dϕ = 0. (1.1.10)

Äiéñíî, âíàñëiäîê (1.1.7) çíàéäåòüñÿ êîìïëåêñíà êîíñòàíòà, ç àáñîëþòíîþ âå-

ëè÷èíîþ 1 i òàêà ùî ïiñëÿ ïîìíîæåííÿ íà íå¨ uκ çàäîâîëüíÿ¹ (1.1.10) (ðàçîì ç

(1.1.8) òà (1.1.9)). Ïîìiòèìî, ùî

(|uκ|2 − 1)2 ≥ (Re(uκ)− 1)2(Re(uκ) + 1)2 − 4(1− Re(uκ))(Im(uκ))
2,

òîäi, êîðèñòóþ÷èñü (1.1.8) òà (1.1.9), ìà¹ìî: äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ κ > 0 iñíó¹

κ′ ≥ κ òàêå ùî ṽκ = uκ′ çàäîâîëüíÿ¹

Ẽκ [ṽκ] =
1

2

∫ L

−L
dr

∫ 2π

0

dϕ|∇ṽκ|2

+

∫ ρ

−ρ
dr

∫ 2π

0

dϕ

(
κ2

2
(Re(ṽκ)− 1)2 − κ−2

2
(Im(ṽκ))

2

)
≤ 2π.

Áiëüø òîãî |ṽκ| = 1 êîëè r = ±L, i ôóíêöiÿ ṽκ ¹ 2π-ïåðiîäè÷íîþ çà çìiííîþ ϕ.

Ðîçêëàäåìî ṽκ â ðÿä Ôóð'¹

ṽκ = aκ0 +
∞∑
n=1

(aκn cosnϕ+ bκn sinnϕ), ïðè r = ±L.

Âíàñëiäîê (1.1.10) ìà¹ìî Im(aκ0) = 0. Êðiì òîãî, êîðèñòóþ÷èñü âiäîìîþ ôîðìó-

ëîþ äëÿ ñòåïiíÿ âiäîáðàæåííÿ (äèâ. [34]), ìà¹ìî òàêîæ ðiâíiñòü

1 =
1

2i

∞∑
n=1

n(bκnā
κ
n − aκnb̄κn) =

∞∑
n=1

n(Re(aκn)Im(bκn)− Re(bκn)Im(aκn)). (1.1.11)
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Äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ κ iñíó¹ ¹äèíèé ìiíiìiçàíò w̃κ ôóíêöiîíàëà Ẽκ [w̃κ] â

êëàñi 2π-ïåðiîäè÷íèõ çà çìiííîþ ϕ êîìïëåêñíèõ ôóíêöié ùî çàäîâîëüíÿþòü

êðàéîâi óìîâè w̃κ = ṽκ äëÿ r = ±L. Òîäi

Ẽκ [w̃κ] ≤ Ẽκ [ṽκ] ≤ 2π, (1.1.12)

äå w̃κ � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

−∆Re(w) + κ2V (r)(Re(w)− 1) = 0, −L < r < L,

−∆Im(w)− κ−2V (r)Im(w) = 0, −L < r < L,

w(r, ϕ) = w(r, ϕ+ 2π),

w = ṽκ, r = ±L.

(1.1.13)

Òóò V (r) = 1 äëÿ −ρ < r < ρ i V (r) = 0 ó ïðîòèâíîìó âèïàäêó.

Êðîê III (åíåðãåòè÷íà îöiíêà äëÿ ëiíiéíî¨ çàäà÷i). Ðîçâ'ÿçîê (1.4.87) ìà¹ âè-

ãëÿä:

w̃κ(r, ϕ) = aκ0w
(1)
κ,0(r) +

∞∑
n=1

w(1)
κ,n(r)(Re (aκn) cosnϕ+ Re (bκn) sinnϕ)

+i
∞∑
n=1

w(2)
κ,n(r)(Im (aκn) cosnϕ+ Im (bκn) sinnϕ)

ç äiéñíîþ w
(1)
κ,0 (îñêiëüêè a

κ
0 ¹ äiéñíèì). Ôóíêöi¨ w

(1)
κ,n, w

(2)
κ,n çíàõîäÿòüñÿ ó ÿâíîìó

âèãëÿäi

Ẽκ [w̃κ] = P κ
0 + π

∞∑
n=1

n(P κ
n (|Re (aκn) |2 + |Re (bκn) |2) +Qκ

n(|Im (aκn) |2 + |Im (bκn) |2)).

(1.1.14)

Òóò P κ
0 ≥ 0 i

P κ
n =

1− e−2n(L−ρ) +
√

1 + κ2n−2 tanh
√
n2 + κ2ρ(1 + e−2n(L−ρ))

1 + e−2n(L−ρ) +
√

1 + κ2n−2 tanh
√
n2 + κ2ρ(1− e−2n(L−ρ))

,

Qκ
n =

1− e−2n(L−ρ) +
√

1− (κn)−2 tanh
√
n2 − κ−2ρ(1 + e−2n(L−ρ))

1 + e−2n(L−ρ) +
√

1− (κn)−2 tanh
√
n2 − κ−2ρ(1− e−2n(L−ρ))

.
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Òàêèì ÷èíîì

Ẽκ [w̃κ] ≥ 2π
∞∑
n=1

n
√
P κ
nQ

κ
n(|Re (aκn) ||Im (bκn) |+ |Re (bκn) ||Im (aκn) |). (1.1.15)

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî iñíó¹ κ0 > 0 òàêå, ùî äëÿ âñiõ κ ≥ κ0

P κ
nQ

κ
n > 1 ∀n ≥ 1. (1.1.16)

Äiéñíî, ìîæíà ïåðåïèñàòè Qκ
n, P

κ
n íàñòóïíèì ÷èíîì

P κ
n =

1 + βκne
−2n(L−ρ)

1− βκne−2n(L−ρ)
, Qκ

n =
1− ακne−2n(L−ρ)

1 + ακne
−2n(L−ρ)

,

äå

ακn =
1−

√
1− (κn)−2 tanh

√
n2 − κ−2ρ

1 +
√

1− (κn)−2 tanh
√
n2 − κ−2ρ

, βκn =

√
1 + κ2n−2 tanh

√
n2 + κ2ρ− 1√

1 + κ2n−2 tanh
√
n2 + κ2ρ+ 1

.

Çàçíà÷èìî, ùî (1.1.16) ¹êâiâàëåíòíî íåðiâíîñòi ακn < βκn. Öÿ îñòàííÿ íåðiâíiñòü

ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî n ≥ 0 êîëè κ ¹ äîñòàòíüî âåëèêèì, îñêiëüêè ακn →
e−2nρ, βκn → 1, êîëè κ → ∞. Ç iíøîãî áîêó, äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ n i âñiõ

κ ≥ 1, ìà¹ìî ακn ≤ e−nρ+ 1
(nκ)2 , βκn ≥

γ
n2 , äå γ > 0 íå çàëåæèòü âiä n òà κ. Òàêèì

÷èíîì (1.1.16) âèêîíó¹òüñÿ ÿê òiëüêè κ0 âèáðàíî äîñòàòíüî âåëèêèì. Ç (1.1.16)

òà (1.1.15) âèïëèâà¹, ùî

Ẽκ [w̃κ] ≥ 2π
∞∑
n=1

n(|Re (aκn) ||Im (bκn) |+ |Re (bκn) ||Im (aκn) |),

i öÿ íåðiâíiñòü ¹ ñòðîãîþ ÿêùî ïðàâà ÷àñòèíà íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Â ñèëó (1.1.11),
∞∑
n=1

n (|Re (aκn)| |Im (bκn)|+ |Re (bκn)| |Im (aκn)|) ≥ 1,

òàêèì ÷èíîì Ẽκ [w̃κ] > 2π. Àëå öå ñóïåðå÷èòü (1.1.12). �

1.2 Ëîêàëüíi ìiíiìiçàíòè ç âèõîðàìè ñïðîùåíîãî

ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó

Â öüîìó ïiäðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ

−∆u+
1

ε2
u(|u|2 − 1) = 0 (1.2.1)
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â äîçâ'ÿçíié îáëàñòi G, G = Ω\ω, äå Ω òà ω îáìåæåíi îäíîçâ'ÿçàíi ãëàäêi îáëàñòi

i ω ⊂ Ω ⊂ R2, ùî çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâi óìîâè

|u| = 1 i u× ∂u

∂ν
= 0 íà ∂G. (1.2.2)

Çàäà÷à (1.2.1)�(1.2.2) åêâiâàëåíòíà çíàõîäæåííþ êðèòè÷íèõ òî÷îê ôóíêöiîíàëà

åíåðãi¨

Eε(u) =
1

2

∫
G

|∇u|2dx+
1

4ε2

∫
G

(|u|2 − 1)2dx. (1.2.3)

â ïðîñòîði

J = {u ∈ H1(G;R2); |u| = 1 íà ∂G}. (1.2.4)

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïèòàííÿ iñíóâàííÿ ñòiéêèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (1.2.1)�(1.2.2) ç âè-

õîðàìè.

Ìiíiìiçàöiÿ åíåðãi¨ (1.2.3) â J ïðèâîäèòü äî êîíñòàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, äëÿ òîãî

ùîá îòðèìàòè êðèòè÷íi òî÷êè ç âèõîðàìè ìîæíà ñïðîáóâàòè çàäàòè äâà ðiçíi

ñòåïåíi âiäîáðàæåííÿ q 6= p íà ∂Ω i ∂ω. Òîáòî, ðîçãëÿíåìî ìiíiìiçàöiþ Eε(u) íà

ìíîæèíi Jpq ⊂ J , äå

Jpq := {u ∈ J ; deg(u, ∂ω) = p, deg(u, ∂Ω) = q.} (1.2.5)

Çàóâàæèìî, ùî Jpq ¹ çâ'ÿçàíèìè êîìïîíåíòàìè J (äèâ. [49]). Ïðîñòi òîïîëî-

ãi÷íi ìiðêóâàííÿ âåäóòü äî âèñíîâêó, ùî êðèòè÷íi òî÷êè ç Jpq ïîâèííi ìàòè
ïðèíàéìíi |p− q| (ç âðàõóâàííÿì êðàòíîñòi) âèõîðiâ. Ïiäêðåñëèìî, ùî iñíóâàí-

íÿ òàêèõ êðèòè÷íèõ òî÷îê ¹ äàëåêî íå î÷åâèäíèì. Íàïðèêëàä (äèâ. Ïiäðîçäië

1.2.2), íå iñíó¹ ãëîáàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ Eε(u) â J01 i ñëàáêi ãðàíèöi ìiíiìiçóþ-

÷èõ ïîñëiäîâíîñòåé íå íàëåæàòü äî J01. Öåé ïðîñòèé ïðèêëàä iëþñòðó¹ âàæëèâó

âëàñòèâiñòü ìíîæèí Jpq � âîíè íå ¹ çàìêíåíèìè âiäíîñíî ñëàáêî¨ çáiæíîñòi â

H1(G; ), îñêiëüêè ñòåïiíü íà ìåæi ìîæå çìiíþâàòèñü â ïåðåõîäi äî ãðàíèöi.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî ïiäðîçäiëó ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.2.1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî öiëîãî ÷èñëà M > 0 i ε < ε1 (ε1 = ε1(M) > 0)

iñíó¹ ïðèíàéìíi M ñòiéêèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (1.2.1),(1.2.2) ç âèõîðàìè (ùî
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çíàõîäÿòüñÿ áiëÿ ìåæi ∂G). Âèõîðè öèõ ðîçâ'ÿçêiâ çíàõîäÿòüñÿ íà âiäñòàíi

o(ε) âiä ìåæi ∂G i ìàþòü îáìåæåíó åíåðãi¹þ â ãðàíèöi ε → 0. Ðîçâ'ÿçêè ¹

ñòiéêèìè â òîìó ñåíñi, ùî âîíè ¹ ëîêàëüíèìè ìiíiìiçàíòàìè (1.2.3) â J .

Äëÿ ïîáóäîâè ëîêàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ çàäà÷i (1.2.3) â J ïðåäñòàâèìî J ÿê

îá'¹äíàííÿ ïiäìíîæèí J (d)
pq (äèâ. (1.5.2) íèæ÷å), J = ∪p,q,d∈ZJ (d)

pq , i ðîçãëÿíåìî

çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ â J (d)
pq . Áóäå ïîêàçàíî, ùî äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε êîæåí ìiíi-

ìiçàíò ìà¹ âiäêðèòèé îêië, ùî íàëåëåæèòü äî J (d)
pq . Öå îçíà÷à¹, ùî ìiíiìiçàíòè

â J (d)
pq ¹ ëîêàëüíèõ ìiíiìiçàíòàìè â J .
Òàêèì ÷èíîì, ïîáóäîâà ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (1.2.1)�(1.2.2) áàçó¹òüñÿ íà äîñëi-

äæåííi íàñòóïíî¨ çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨:

mε(p, q, d) := inf{Eε(u); u ∈ J (d)
pq }, (1.2.6)

äå

J (d)
pq = {u ∈ Jpq; Φ(u) ∈ [d− 1/2, d+ 1/2]}, (1.2.7)

p,q i d -çàäàíi öiëi ÷èñëà, à ôóíêöiîíàë Φ(u) çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Ðîç-

ãëÿíåìî ðîçâ'ÿçîê V çàäà÷i 
∆V = 0 â G

V = 1 íà ∂Ω

V = 0 íà ∂ω,

(1.2.8)

i âèçíà÷èìî Φ( · ) : H1(G;C)→ R ôîðìóëîþ

Φ(u) =
1

2π

∫
G

u× (∂x1
V ∂x2

u− ∂x2
V ∂x1

u) dx. (1.2.9)

Ó îêðåìîìó âèïàäêó êîëè G ¹ êiëüöåì, GR1R2
= {x;R1 < |x| < R2}, Φ(u) ìà¹

âèãëÿä

Φ(u) =
1

log(R2/R1)

∫ R2

R1

( 1

2π

∫
|x|=ξ

u× ∂u

∂τ
ds
)dξ

ξ
. (1.2.10)

Äëÿ S1-çíà÷íèõ (âñþäè â G) ôóíêöié Φ(u) ¹ öiëèì ÷èñëîì i ïðåäñòàâëåííÿ

(1.2.10) íàäà¹ iíòåðïðåòàöiþ Φ(u) ÿê ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ñòåïåíÿ âiäîáðàæåí-
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íÿ. Çàóâàæèìî, ùî, âçàãàëi êàæó÷i, Φ(u) íå ¹ öiëèì ÷èñëîì. Âàæëèâîþ âëàñòè-

âiñòþ ôóíêöiîíàëó Φ(u) ¹ òîé ôàêò ùî Φ(u) ¹ íåïåðåðâíèì ïî âiäíîøåííþ äî

ñëàáêî¨H1-çáiæíîñòi, íà âiäìiíó âiä ñòàíäàðòíîãî ñòåïåíÿ âiäîáðàæåííÿ (1.0.5).

Êðiì òîãî, ÿêùî ìè ðîçãëÿíåìî ïiäìíîæèíó ôóíêöié u ∈ J ç îáìåæåíîþ åíåð-

ãi¹þ i âèáåðåìî ε äîñòàòíüî ìàëèì, òîäi îáìåæåííÿ Φ(u) ∈ [d − 1/2, d + 1/2]

çàäà¹ âiäíîñíî âiäêðèòó ìíîæèíó, ÿê âèïëèâà¹ ç íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.2.2. Çàôiêñó¹ìî Λ > 0. Iñíó¹ ε0 = ε0(Λ) > 0 òàêå, ùî äëÿ

0 < ε < ε0, êîæíîãî öiëîãî d i äîâiëüíîãî u ∈ H1(G;C), ùî çàäîâîëüíÿ¹

Eε(u) ≤ Λ, Φ(u) íå ìîæå áóòè íàïiâöiëèì. Òàêèì ÷èíîì íàñòóïíi óìîâè

¹ åêâiâàëåíòíèìè

d− 1/2 ≤ Φ(u) ≤ d+ 1/2 ⇐⇒ d− 1/2 < Φ(u) < d+ 1/2. (1.2.11)

Ç îãëÿäó íà Òâåðäæåííÿ 1.2.2, iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ó Òåîðåìi 1.2.1 ¹ íàñëiä-

êîì íàñòóïíîãî ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 1.2.3. Äëÿ áóäü-ÿêèõ öiëèõ ÷èñåë p, q i d > 0 (d < 0) ç d ≥ max{p, q}
(d ≤ min{p, q}) iñíó¹ ε1 = ε1(p, q, d) > 0 òàêå, ùî iíôiìóì â (1.2.6) çàâæäè

äîñÿãà¹òüñÿ, äëÿ ε < ε1. Áiëüø òîãî

mε(p, q, d) ≤ I0(d,G) + π(|d− p|+ |d− q|), (1.2.12)

äå

I0(d,G) = min

{
1

2

∫
G

|∇u|2dx, u ∈ H1(G;S1) ∩ Jdd
}
. (1.2.13)

×èñëî I0(d,G) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ I0(d,G) = 2(πd)2/cap(G) ÷åðåç H1-

¹ìíiñòü cap(G) îáëàñòi G.

Îñíîâíà ñêëàäíiñòü â äîâåäåííi Òåîðåìè 1.2.3 ïîëÿãà¹ ó âñòàíîâëåííi äîñÿ-

æíîñòi íèæíüî¨ ãðàíèöi â (1.2.6), ùî ¹ íåòðèâiàëüíèì, îñêiëüêè ñòåïåíü âiäîáðà-

æåííÿ íà ∂Ω i ∂ω íå çáåðåãà¹òüñÿ, âçàãàëi êàæó÷i, â ïåðåõîäi äî ñëàáêî¨ H1-

ãðàíèöi.Áóäå ïîêàçàíî, ùî ðîçâ'ÿçêè (1.2.1)�(1.2.2), ÿêi ¹ ìiíiìiçàíòàìè (1.2.6)

(ëîêàëüíèìè ìiíiìiçàíòàìè (1.2.3) â J ) ç p 6= d i áóäü-ÿêèì q (àáî q 6= d i
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áóäü-ÿêèì p) ïîâèííi ìàòè âèõîðè. Äëÿ êîæíîãî ε > 0 öi âèõîðè ðîçòàøîâàíi

íà äîäàòíié âiäñòàíi âiä ∂G ïðîòå âîíè íàáëèæàþòüñÿ äî ∂G êîëè ε→ 0.

Òåîðåìà 1.2.4. Ïðèïóñòèìî, ùî öiëi ÷èñëà p, q i d çàäîâîëüíÿþòü ïðèïóùå-

ííÿì Òåîðåìè 1.2.3. Òîäi ïðè ε → 0 ìiíiìiçàíòè (1.2.6) çáiãàþòüñÿ ñëàáêî â

H1(G), ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, äî ãàðìîíi÷íîãî âiäîáðàæåííÿ u, ùî

ìiíiìiçó¹ (1.2.13). Êðiì òîãî,

Eε(uε) = I0(d,G) + π(|d− p|+ |d− q|) + o(1), ïðè ε→ 0, i (1.2.14)

Eε(uε) =
1

2

∫
G

|∇uε|2dx+ o(1), ïðè ε→ 0. (1.2.15)

Çîêðåìà ç (1.2.14), (1.2.15) âèòiêà¹, ùî ñèëüíà çáiæíiñòü ìiíiìiçàíòiâ (1.2.6)

â H1(G) ïðè ε→ 0 ìà¹ ìiñöå òiëüêè êîëè p = q = d.

Ó ïîäàëüøîìó çàâæäè ïðèïóñêà¹ìî, áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi, ùî d > 0 (â

ïðîòèâíîìó âèïàäêó ìîæíà çìiíèòè îði¹íòàöiþ R2). Ñõåìà äîâåäåííÿ Òåîðå-

ìè 1.2.3 ¹ íàñòóïíîþ. Íà ïåðøîìó êðîöi âñòàíîâëþ¹òüñÿ iñíóâàííÿ ìiíiìiçàíòiâ

çàäà÷i (1.2.6) äëÿ p = q = d çà äîïîìîãîþ Ëåìè 1.4.3 äîâåäåíî¨ â ðîáîòi [35],

îöiíêè çíèçó äëÿ ¹íåðãi¨ ç Ëåìè 1.2.15 òà îöiíêè çâåðõó ç Ëåìè 1.2.13. Äîâîäè-

òüñÿ, ùî öi ìiíiìiçàíòè (âîíè íàëåæàòü äî J (d)
dd ) íå ìàþòü íóëiâ (âèõîðiâ). Äàëi

çàñòîñîâó¹òüñÿ iíäóêöiÿ çà ïàðàìåòðîì æ(p, q) = |d− p|+ |d− q|. Öåé ïàðàìåòð
âiäïîâiäà¹ ÷èñëó âèõîðiâ. Äëÿ çàäàíîãî öiëîãî K ≥ 0, ïðèïóñêà¹òüñÿ iñíóâàííÿ

ìiíiìiçàíòiâ çàäà÷i (1.2.6) äëÿ p, q òàêèõ ùî æ(p, q) ≤ K i p ≤ d, q ≤ d (ií-

äóêòèâíå ïðèïóùåííÿ) i äîâîäèòüñÿ iñíóâàííÿ ìiíiìiçàíòiâ äëÿ p, q òàêèõ ùî

æ(p, q) = K+1 i p ≤ d, q ≤ d. Iíäóêòèâíèé ïåðåõiä âiä K = 0 äî K = 1 îïèñàíî

â Ïiäðîçäiëi 1.2.5, äå êëþ÷îâèì òåõíi÷íèì êðîêîì ¹ êîíñòðóþâàííÿ òåñòîâî¨

ôóíêöi¨ v ∈ J (d)
d(d−1), òàêî¨ ùî

Eε(v) < Eε(u0) + π, (1.2.16)

äå u0 � ìiíiìiçàíò (1.2.3) â J (d)
dd . Öÿ ôóíêöiÿ v êîíñòðóþ¹òüñÿ ç ìiíiìiçàíòà u0

i êîíôîðìíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ìåáióñà îäèíè÷íîãî êðóãà ç ïðèïèñàíèì íóëüîì
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áiëÿ ìåæi. Äàëi äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì, äëÿ çàäàíî¨ ìiíiìi-

çóþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi (u(k)) ⊂ J (d)
d(d−1) çàäà÷i (1.2.6) äëÿ p = d, q = d − 1 ìà¹ìî,

ç îãëÿäó íà (1.2.25) i (1.2.16),

Eε(u) + π(|d− deg(u, ∂ω)|+ |d− 1− deg(u, ∂Ω)|) ≤ lim
k→∞

Eε(u
(k)) < Eε(u0) + π,

(1.2.17)

äå u ¹ ñëàáêîþ H1-ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi (u(k)). Ëiâà ÷àñòèíà (1.2.17) ìîæå

áóòè îöiíåíà çà äîïîìîãîþ Ëåìè 1.2.15 òîäi ÿê ïðàâà ÷àñòèíà (1.2.17) îöiíþ¹òüñÿ

çà äîïîìîãîþ Ëåìè 1.2.13, òàêèì ÷èíîì îòðèìó¹ìî

I0(d,A)+π(2|d−deg(u, ∂ω)|+|d−1−deg(u, ∂Ω)|+|d−deg(u, ∂Ω)|) < I0(d,A)+
3

2
π,

(1.2.18)

çâiäêè ìà¹ìî deg(u, ∂ω) = d, i àáî deg(u, ∂Ω) = d − 1 àáî deg(u, ∂Ω) = d. Ç

îãëÿäó íà (1.2.17), ¹äèíèì ìîæëèâèì âèïàäêîì ¹ deg(u, ∂Ω) = d− 1 îñêiëüêè â

ïðîòèíîìó âèïàäêó u ∈ J (d)
dd òàê ùî Eε(u) ≥ Eε(u0), àëå öå ïðîòèði÷èòü (1.2.17).

Òàêèì ÷èíîì u ∈ J (d)
d(d−1) i u ¹ ìiíiìiçàíòîì â J (d)

d(d−1). Äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ìiíi-

ìiçàíòà äëÿ p = d−1, q = d � òàêå æ ñàìå. Iíäóêòèâíèé ïåðåõiä âiä æ(p, q) ≤ K

äî æ(p, q) ≤ K + 1 äëÿ K = 1, 2, . . . ïðîâîäèòüñÿ ïîäiáíî âèïàäêó K = 0, àëå ¹

òåõíi÷íî áiëüø ñêëàäíèì. Öå ïîòðåáó¹ äîäàòêîâîãî àíàëiçó àñèìïòîòè÷íî¨ ïî-

âåäiíêè ïðè ε→ 0 ìiíiìiçàíòîâ upq çàäà÷i (1.2.6) äëÿ æ(p, q) = K, ùî íàâåäåíî â

Ïiäðîçäiëi 1.2.6. Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ áóäóþòüñÿ òåñòîâi ôóíêöi¨ v ∈ J (d)
p′q′

(p′ = p, q′ = q − 1 àáî p′ = p, q′ = q − 1), òàêi ùî Eε(v) < Eε(upq) + π.

1.2.1 Âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (1.2.1)�(1.2.2)

Â [34] ïîêàçàíî, ùî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ H1(G;R2) çàäà÷i (1.2.1)�(1.2.2) ¹ ðåãó-

ëÿðíèì (íàïðèêëàä, u ∈ C2(G) ÿêùî G ìà¹ C3 ìåæó). Çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó

ìàêñèìóìà íåâàæêî ïîêàçàòè íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 1.2.5. Ôóíêöiÿ ρ(x) = |u(x)| çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü 0 ≤ ρ ≤ 1 â G.

Ëîêàëüíî, â äàëå÷èíi âiä ñâî¨õ íóëiâ, u ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê u = ρeiφ ç

äiéñíîþ ôàçîþ φ. Òàêîæ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîòåíöiàë h ïîâ'ÿçàíèé ç
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ðîç'ÿçêîì u çàäà÷i (1.2.1)�(1.2.2) ñïiââiäíîøåííÿìè∇⊥h = (u× ∂x1
u, u× ∂x2

u) â G

h = 1 íà ∂Ω.
(1.2.19)

Íà âiäìiíó âiä φ ôóíêöiÿ h âèçíà÷åíà ãëîáàëüíî â G, i

∇h = −ρ2∇⊥φ êîëè ρ > 0. (1.2.20)

Iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (1.2.19) i éîãî ïðîñòi âëàñòèâîñòi âñòàíîâ-

ëåíî â íàñòóïíié Ëåìi.

Ëåìà 1.2.6. Iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê h ñèñòåìè (1.2.19) i h = Const íà ∂ω,

êðiì òîãî

∆h = 2∂x1
u× ∂x2

u â G, (1.2.21)

div(
1

ρ2
∇h) = 0 êîëè ρ > 0. (1.2.22)

Äîâåäåííÿ. Âåêòîðíå ïîëå F = (u × ∂x1
u, u × ∂x2

u) ¹ áåçäèâåðãåíòíèì. Äié-

ñíî, îñêiëüêè u ¹ ãëàäêèì ðîçâ'ÿçêîì (1.2.1), ìà¹ìî divF = u × ∆u = 0 â G.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ îäíîçâ'ÿçàíî¨ îáëàñòi W ⊂ G iñíó¹ (¹äèíà,

ç òî÷íiñòþ äî àäèòèâíî¨ ïîñòiéíî¨) ôóíêöiÿ φ ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ∇⊥φ = F â W

(Ëåìà Ïóàíêàðå). Öåé ëîêàëüíèé ðîçâ'ÿçîê φ ïðîäîâæó¹òüñÿ äî (ìîæëèâî áàãà-

òîçíà÷íîãî) ðîçâ'ÿçîêó âèçíà÷åíîãî âñþäó â G. Îñêiëüêè u çàäîâîëüíÿ¹ (1.2.2),

ìà¹ìî ∂φ
∂τ = −F · ν = 0 íà ∂G, òîáòî φ ïðèéìà¹ ïîñòiéíi çíà÷åííÿ íà êîæíié

çâ'ÿçíié êîìïîíåíòi ìåæi. Öå îçíà÷à¹, ùî φ ¹ íàñïðàâäi îäíîçíà÷íîþ ôóíêöi¹þ.

Òàêèì ÷èíîì h(x) = φ(x)− φ(∂Ω) + 1 ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì (1.2.19).

Ðiâíÿííÿ (1.2.21) âèòiêà¹ áåçïîñåðåäíüî ç (1.2.19); (1.2.22) ¹ íàñëiäêîì

(1.2.20). �

Â ïîäàëüøîìó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òàêîæ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ÿêèé ¹ âiðíèì

äëÿ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó (1.2.1).
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Ëåìà 1.2.7 ([34]). Íåõàé u � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.2.1) òàêèé, ùî |u| ≤ 1,

Eε(u) ≤ Λ, äå Λ íå çàëåæèòü âiä ε. Òîäi

1− |u(x)|2 ≤ ε2C

dist2(x, ∂G)
(1.2.23)

and

|Dku(x)| ≤ Ck

distk(x, ∂G)
, (1.2.24)

äå êîíñòàíòè C, Ck íå çàëåæàòü âiä ε.

1.2.2 Ìiíiìiçàöiÿ â êëàñi ôóíêöié ç J ç çàäàíèìè

ñòåïåíÿìè âiäîáðàæåííÿ

Â [35] áóëî îòðèìàíî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ùî ¹ âàæëèâèì iíñòðóìåíòîì äëÿ

äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ (àáî íåiñíóâàííÿ) ðîçâ'ÿçêiâ ââàðiàöiéíèõ çàäà÷ â êëàñi J .

Ëåìà 1.2.8. [35] Íåõàé (u(k) ∈ Jpq) � ïîñëiäîâíiñòü, ùî çáiãà¹òüñÿ äî u ñëàáêî

â H1(G,C). Òîäi

lim inf
k

1

2

∫
G

|∇u(k)|2dx ≥ 1

2

∫
G

|∇u|2dx+ π(|p− deg(u, ∂ω)|+ |q − deg(u, ∂Ω)|),

i

lim inf
k

Eε(u
(k)) ≥ Eε(u) + π(|p− deg(u, ∂ω)|+ |q − deg(u, ∂Ω)|). (1.2.25)

Çà äîïîìîãîþ Ëåìè 1.2.8 â [35] áóëî ïîêàçàíî, ùî iíôiìóì (1.2.3) â J11 çàâ-

æäè äîñÿãà¹òüñÿ, ÿêùî cap(G) ≥ π. Áóëî òàêîæ âèñóíóòî ãiïîòåçó, ùî äëÿ

îáëàñòåé ç cap(G) < π i äîñòàòíüî ìàëèõ ε ñëàáêà ãðàíèöÿ äîâiëüíî¨ ìiíiìiçó-

þ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi íå íàëåæèòü äî J11, òîáòî ìiíiìiçàíòà íå iñíó¹. Öþ ãiïîòåçó

áóëî äîâåäåíî â [33] (äèâ. Ïiäðîçäië 1.1 äèñåðòàöi¨). Ó íåéïðîñòiøîìó âèïàäêó

êîëè çàäàíi ðiçíi ñòåïåíi íà ∂Ω i ∂ω, p = 0, q = 1 (p = 1, q = 0) iíôiìóì (1.2.3)

â Jpq íiêîëè íå äîñÿãà¹òüñÿ. Äiéñíî, ìà¹ìî

1

2

∫
G

|∇u|2dx ≥
∣∣∣∣∫
G

∂x1
u× ∂x2

udx

∣∣∣∣ = π|deg(u, ∂Ω)− deg(u, ∂ω)| = π
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äëÿ âñiõ u ∈ J01. Ç iíøîãî áîêó, íåâàæêî ÿâíî ïîáóäóâàòè ìiíiìiçóþ÷ó ïîñëi-

äîâíiñòü â äóñi [46] (äèâ. òàêîæ [34]) i äîâåñòè, ùî inf{Eε(u);u ∈ J01} = π.

Òàêèì ÷èíîì äîâiëüíèé ìiíiìiçàíò u ∈ J01 íàëåæèòü äî H1(G;S1), êðiì òîãî u

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1.2.1). Òàêå ¹ ìîæëèâèì òiëüêè äëÿ ñòàëèõ ôóíêöié, àëå

âîíè íå íàëåæàòü äî J01.

1.2.3 Âëàñòèâîñòi ôóíêöiîíàëà Φ(u)

Ñòåïiíü âiäîáðàæåííÿ ñëiäiâ ôóíêöié ç H1(G;S1) íà äîâiëüíié ïðîñòié çàìêíå-

íié êðèâié, çîêðåìà ∂Ω, çáåðiãà¹òüñÿ â ïåðåõîäi äî ñëàáêî¨ H1 ãðàíèöi. Öå òâåð-

äæåííÿ âèòiêà¹ ç ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [201], éîãî òàêîæ íåâàæêî äîâåñòè áåçïî-

ñåðåäíüî, iíòåãðóþ÷i ÷àñòèíàìè ÿê öå çðîáëåíî íèæ÷å â (1.2.27) (çàçíà÷èìî, ùî

äëÿ äîâiëüíî¨ S1-çíà÷íî¨ ôóíêöi¨ u, deg(u, ∂Ω) = deg(u, ∂ω) = deg(u,L), äå L
� äîâiëüíà çàìêíåíà êðèâà â G ãîìîòîïíî åêâiâàëåíòíà ∂Ω. Òàêèì ÷èíîì ìà¹

ìiñöå ðîçêëàäàííÿ

H1(G;S1) =
⋃
d∈Z

{u ∈ H1(G;S1), deg(u, ∂Ω) = d} (1.2.26)

íà ìíîæèíè ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ i êîæíà ç íèõ çàìêíåíà âiäíîñíî ñëàáêî¨

çáiæíîñòi â H1(G;S1).

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå Λ > 0. Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ôóíêöi¨ u ∈ H1(G,C) ç

ìíîæèíè EΛ
ε = {u;Eε(u) ≤ Λ}. Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiîíàë Φ(u) êëàñèôiêó¹

ôóíêöi¨ u ∈ EΛ
ε ïîäiáíî êëàñèôiêàöi¨ (1.2.26) S1-çíà÷íèõ ôóíêöié. Äëÿ öüîãî

âñòàíîâèìî òàêi âëàñòèâîñòi Φ(u):

a) Φ(u) = deg(u, ∂Ω) äëÿ u ∈ H1(G;S1),

b) |Φ(u)− Φ(v)| ≤ 2
π‖V ‖C1(G)Λ

1/2‖u− v‖L2(G) äëÿ u, v ∈ EΛ
ε .

Ïåðøà âëàñòèâiñòü ¹ ïðÿìèì íàñëiäêîì îçíà÷åííÿ (1.2.9) ôóíêöiîíàëó Φ(u).

Äiéñíî, iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè â (1.2.9) çíàõîäèìî

Φ(u) =
1

2π

∫
∂Ω

u× ∂u

∂τ
ds− 1

π

∫
G

∂x1
u× ∂x2

uV dx = deg(u, ∂Ω), (1.2.27)
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äëÿ âñiõ u ∈ H1(G;S1) (∂x1
u × ∂x2

u = 0 ìàéæå âñþäó â G îñêiëüêè |u| = 1).

Âëàñòèâiñòü b) äîâåäåíî â íàñòóïíié ëåìi.

Ëåìà 1.2.9. Äëÿ âñiõ u, v ∈ H1(G;C) ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

|Φ(u)− Φ(v)| ≤ 1

π
‖V ‖C1(G)((Eε(u))1/2 + (Eε(v))1/2)‖u− v‖L2(G).

Äîâåäåííÿ. Iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè çíàõîäèìî

2π(Φ(u)− Φ(v)) =

∫
G

(u− v)× (∂x2
u ∂x1

V − ∂x1
u ∂x2

V )dx

+

∫
G

v × (∂x2
(u− v) ∂x1

V − ∂x1
(u− v) ∂x2

V )dx

=

∫
G

(u− v)× (∂x2
u ∂x1

V − ∂x1
u ∂x2

V )dx

+

∫
G

(u− v)× (∂x2
v ∂x1

V − ∂x1
v ∂x2

V )dx,

i òâåðäæåííÿ Ëåìè âèïëèâà¹ çà äîïîìîãîþ íåðiâíîñòi Êîøi-Øâàðöà. �

Ãîëîâíèì íàñëiäêîì âëàñòèâîñòåé a) i b) ôóíêöiîíàëó Φ(u) ¹

Òâåðäæåííÿ 1.2.10. Φ(u) ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ áëèçüêi äî öiëèõ ðiâíîìiðíî âiä-

íîñíî u ∈ EΛ
ε êîëè ε ¹ äîñòàòíüî ìàëèì, òîáòî

c) sup
u∈EΛ

ε

dist(Φ(u),Z)→ 0 êîëè ε→ 0.

Ïåðåä äîâåäåííÿì öüîãî ôàêòó çàçíà÷èìî, ùî Òâåðäæåííÿ 1.2.2, íåâåäåíå

âèùå, ¹ ïðÿìèì íàñëiäêîì Òâåðäæåííÿ 1.2.10.

Äîâåäåííÿ Òâåðäæåííÿ 1.2.10. Âíàñëiäîê (1.2.27) i Ëåìè 1.2.9 ìà¹ìî

sup
u∈EΛ

ε

dist(Φ(u),Z) ≤ sup
u∈EΛ

ε

inf
v∈EΛ

0

|Φ(u)(u)− Φ(u)(v)| ≤ 2

π
||V ||C1Λ

1
2δε, (1.2.28)

äå δε ¹ âiäñòàíü

δε := sup
u∈EΛ

ε

distL2(G)(u,E
Λ
0 ) (1.2.29)

ìiæ EΛ
ε i

EΛ
0 =

{
u ∈ H1(G;S1); E0(u) =

1

2

∫
G

|∇u|2dx ≤ Λ

}
.
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Ïîêàæåìî òåïåð, ùî δε → 0 êîëè ε → 0. Ç îãëÿäó íà (1.2.28) öüîãî äî-

ñòàòíüî äëÿ äîâåäåííÿ øóêàíîãî ðåçóëüòàòó. Ïðèïóñòèìî, âiä ñóïðîòèâíîãî,

ùî δεk ≥ c > 0 äëÿ äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi εk → 0. Ç òåîðåìè ïðî âêëàäàí-

íÿ Ñîáîë¹âñüêèõ ïðîñòîðiâ âèòiêà¹, ùî ñóïðåìóì â (1.2.29) äîñÿãà¹òüñÿ â EΛ
ε ,

òîáòî δε = distL2(G)(uε, E
Λ
0 ), äå Eε(uε) ≤ Λ. Ìîæíà âèäiëèòè ïiäïîñëiäîâ-

íiñòü ç (uεk), çà ÿêîþ çáåðåæåìî ïîçíà÷åííÿ (uεk), ùî çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêîãî

u ñëàáêî â H1(G;C). Òîäi uεk → u ñèëüíî â L2(G) i u ∈ H1(G;S1) (îñêiëüêè∫
G(|uε|2−1)2dx ≤ 4Λε2). Êðiì òîãî E0(u) ≤ Λ çàâäÿêè ñëàáêié íàïiâïåðåðâíîñòi

çíèçó iíòåãðàëà Äiðiõëå. Òàêèì ÷èíîì u ∈ EΛ
0 i δεk ≤ ‖u− uεk‖L2(G) → 0. �

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ïîêàçó¹ ÿê ôóíêöiîíàë Φ(u) ïîâ'ÿçàíèé çi ñòåïåíåì

âiäîáðàæåííÿ u/|u| íà êðèâié. Âií äà¹ ïðîñòèé êðèòåðié, ÷è òî îáìåæåííÿ

Φ(u) ∈ [d−1/2, d+1/2] â (1.2.6) çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ ó âèïàäêó êîëè u ¹ ðîçâ'ÿçêîì

ðiâíÿííÿ (1.2.1).

Ëåìà 1.2.11. Íåõàé L = {x ∈ G;V (x) = 1/2}, äå V � ðîçâ'ÿçîê (1.2.8). (L ¹

ãëàäêîþ êðèâîþ, ùî îõîïëþ¹ ω.) Òîäi ÿêùî ðîçâ'ÿçîê u ðiâíÿííÿ (1.2.1) çàäî-

âîëüíÿ¹ |u| ≤ 1 â G i Eε(u) ≤ Λ, (i) |u| ≥ 1/2 íà L i (ii) ìà¹ìî

Φ(u) ∈ [d− 1/2, d+ 1/2] ⇐⇒ deg(
u

|u|
,L) = d, (1.2.30)

äå ε ≤ ε1, ε1 = ε1(Λ) > 0 íå çàëåæèòü âiä u.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî îáëàñòü

Gδ′ = {x ∈ G; δ′ < V (x) < 1− δ′}, (1.2.31)

äå 0 < δ′ < 1/2. Ç Ëåìè 1.2.7 âèïëèâà¹, ùî

|u| ≥ 1/2 on Gδ′, (1.2.32)

äëÿ ε < ε′1 (ε
′
1 = ε′1(δ

′) > 0). Öå äîâîäèòü (i). Òåïåð ìîæíà ïðåäñòàâèòè u ÿê

u = ρeiψ (ρ = |u| > 1/2) íà Gδ′. Çíàéäåìî ïðîäîâæåííÿ ψ íà âñþ îáëàñòü G.

Äëÿ öüîãî çàñòîñó¹ìî êîíôîðìíå ïåðåòâîðåííÿ G.
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Äîáðå âiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä, [4]), ùî iñíó¹ êîíôîìíå âiäîáðàæåííÿ F
îáëàñòi G íà êiëüöå A iç çîâíiøíiì ðàäióñîì R = exp(π/cap(G)) i âíóòði-

øíiì ðàäióñîì 1/R. Òàêå âiäîáðàæåííÿ F ìîæíà íàäàòè â ÿâíîìó âèãëÿäi,

F = exp( 2π
cap(G)((V − 1/2 + iΨ)), äå Ψ � ãàðìîíi÷íî ñïðÿæåíà (áàãàòîçíà÷íà)

ôóíêöiÿ äî V . Âiäîáðàæåííÿ F ïåðåâîäèòü Gδ′ â êiëüöå F(Gδ′) ⊂ A ÷è¨ çîâíi-

øíiøíèé i âíóòðiøíèé ðàäióñè ¹ R′ = exp( 2π
cap(G)(1/2− δ

′)) i 1/R′, âiäïîâiäíî.

Ðîçãëÿíåìî ψ̂(x) = ψ(F−1(x)) íà F(Gδ′). Ìîæíà ïðîäîâæèòè ψ̂ íà âñå êiëüöå

A âiäáèòòÿìè ψ̂(x) := ψ̂(x(R′)2/|x|2) äëÿ |x| ≥ R′ i ψ̂(x) := ψ̂(x/(R′|x|)2) äëÿ

|x| ≤ 1/R′, òàê ùî∫
A

|∇ψ̂|2dx ≤
∫
F(Gδ′)

|∇ψ̂|2dx+

∫
A\F(Gδ′)

|∇ψ̂|2dx ≤ 2

∫
F(Gδ′)

|∇ψ̂|2dx, (1.2.33)

êîëè 0 < δ′ < 1/4. Òîäi ç (1.2.33), êîíôîðìíî¨ iíâàðiàíòíîñòi iíòåãðàëà Äiðiõëå

òà (1.2.32) âèïëèâà¹, ùî∫
A

|∇ψ̂|2dx ≤ 2

∫
F(Gδ′)

|∇ψ̂|2dx = 2

∫
Gδ′

|∇ψ|2dx

≤ 8

∫
Gδ′

ρ2|∇ψ|2dx ≤ 16Eε(u) ≤ 16Λ. (1.2.34)

Øóêàíå ïðîäîâæåííÿ ψ íàG âèçíà÷èìî ôîðìóëîþ ψ̃(x) = ψ̂(F(x)). Ñêîðèñòàâ-

øèñü ùå ðàç êîíôîðìíîþ iíâàðiàíòíîñòþ iíòåãðàëà Äiðiõëå i (1.2.34) îòðèìó¹ìî

Eε(e
iψ̃) = 1

2

∫
G |∇ψ̃|

2dx = 1
2

∫
A |∇ψ̂|

2dx ≤ 8Λ. Êðiì òîãî, îñêiëüêè ψ̃ = ψ on Gδ′

i ρ = |u| ≤ 1, ìà¹ìî

‖u− eiψ̃‖2
L2(G) =

∫
G\Gδ′

|u− eiψ̃|2dx+

∫
Gδ′

(ρ− 1)2dx

≤ 4|G \Gδ′|+
∫
Gδ′

(ρ2 − 1)2dx ≤ 4(|G \Gδ′|+ Λε2). (1.2.35)

Òîäi, âèáðàâøè äîòàòíüî ìàëå δ′ i ε1 = ε1(δ
′) > 0( ε1(δ

′) < ε′1), ñêîðèñòà¹ìî-

ñÿ Ëåìîþ 1.2.9, íåðiâíîñòÿìè Eε(e
iψ̃) ≤ 8Λ, Eε(u) ≤ Λ i (1.2.35) äëÿ îöiíêè

|Φ(u) − Φ(eiψ̃)|; â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî |Φ(u) − Φ(eiψ̃)| < 1/2 äëÿ ε < ε1. Âíà-

ñëiäîê (1.2.27), Φ(eiψ̃) = deg(eiψ̃, ∂Ω) = deg(eiψ̃,L) = deg( u
|u| ,L). Òàêèì ÷èíîì

deg( u
|u| ,L) = d òîäi i òiëüêè òîäi êîëè u ∈ EΛ,d

ε , i òâåðäæåííÿ (ii) äîâåäåíå. �
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1.2.4 Ìiíiìiçàöiÿ â êëàñi S1-çíà÷íèõ ôóíêöié i îöiíêè

äëÿ çàäà÷i (1.2.6)

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨

I0(d,G
′) := inf{E0(u); u ∈ H1(G′;S1), deg(u, ∂ω′) = deg(u, ∂Ω′) = d}, (1.2.36)

äå E0(u) =
∫
G′ |∇u|

2dx, G′ = Ω′ \ ω′, i ω′, Ω′ � ãëàäêi îáìåæåíi îäíîçâ'ÿçíi

îáëàñòi â R2, òàêi ùî ω′ ⊂ Ω′. Öÿ çàäà÷à ¹ îêðåìèì âèïàäêîì ìiíiìiçàöiîííî¨

çàäà÷i âèâ÷åíî¨ â [47](Ðîçäië I).

Òâåðäæåííÿ 1.2.12. [47] Iñíó¹ ¹äèíèé (ç òî÷íiñòþ äî ïîìíîæåííÿ íà îäèíè-

÷íó çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ ñòàëó) ðîçâ'ÿçîê u çàäà÷i (1.2.36), i u ¹ ðåãóëÿð-

íèì ãàðìîíi÷íèì âiäîáðàæåííÿì â G′ (i.e. −∆u = u|∇u|2 â G′) ùî çàäîâîëüíÿ¹
u× ∂u

∂ν = 0 íà ∂G′.

ßêùî G′ = G, òîäi ìiíiìiçàíò u çàäà÷i (1.2.36) íàëåæèòü Jdd. Ç (1.2.27)

âèòiêà¹, ùî Φ(u) = d, òàêèì ÷èíîì îòðèìó¹ìî íàñòóïíó (îïòèìàëüíó) îöiíêó

äëÿ çàäà÷i (1.2.6) ó âèïàäêó êîëè p = q = d.

Ëåìà 1.2.13. Íåðiâíiñòü mε(d, d, d) ≤ I0(d,G) âèêóíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ε > 0.

Â [47, Ðîçäië I] ïîêàçàíî, ùî I0(d,G) ìîæíà âèðàçèòè íàñòóïíèì ÷èíîì

I0(d,G) =
1

2

∫
G

|∇h0|2dx, (1.2.37)

äå h0 � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíî¨ çàäà÷i
∆h0 = 0 â G

h0 = 1 íà ∂Ω, h0 = Const íà ∂ω∫
∂Ω

∂h0

∂ν
dσ = 2πd.

(1.2.38)

Çàçíà÷èìî, ùî h0 i ðîçâ'ÿçîê V çàäà÷i (1.2.8) ïîâ'ÿçàíi òîòîæíiñòþ h0 = 1 +

2πd(V − 1)/cap(G), äå cap(G) ïîçíà÷à¹ H1-¹ìíiñòü G (äèâ., íàïðèêëàä, [34]).

Òàêèì ÷èíîì I0(d,G) = 2(πd)2/cap(G) (òàêà æ ðiâíiñòü ìà¹ ìiñöå äëÿ äîâiëüíî¨

îáëàñòi G′ çàìiñòü G). Çâiäñè âèïëèâà¹
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Ëåìà 1.2.14. I0(d,G
′) íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä cap(G′).

Êîðèòóþ÷èñü öi¹þ Ëåìîþ, çíàõîäèì íàñòóïíó îöiíêó çíèçó äëÿ åíåðãi¨

ðîçâ'ÿçêiâ u ∈ J ðiâíÿííÿ (1.2.1).

Ëåìà 1.2.15. Iñíó¹ ε2 > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçîêó u ∈ Jlm ðiâíÿ-

ííÿ (1.2.1), ùî çàäîâîëüíÿ¹ Eε(u) ≤ Λ, Φ(u) ∈ (d − 1/2, d + 1/2), ìà¹ ìiñöå

íåðiâíiñòü

Eε(u) ≥ I0(d,G)− π

2
+ π(|d− l|+ |d−m|), (1.2.39)

êîëè ε < ε2, i ε2 çàëåæèòü òiëüêè âiä Λ.

Äîâåäåííÿ. Çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó ìàêñiìóìà çíàõîäèìî ïîòî÷êîâó îöiíêó

|u| ≤ 1 â G. ßê â Ëåìi 1.2.11 ðîçãëÿíåìî îáëàñòü Gδ′ âèçíà÷åíó â (1.2.31),

ùî çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðó 0 < δ′ < 1/2, ÿêèé áóäå âèáðàíî íèæ÷å. Îñêiëüêè

|u| ≤ 1 â G, ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ Ëåìîþ 1.2.7, â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî îöiíêó

|u| ≥ 1− ε â Gδ′, (1.2.40)

äëÿ ε < ε′2 (ε
′
2 = ε′2(δ

′,Λ) > 0). Ðîçãëÿíåìî òåïåð ôóíêöiþ

ũ =
1

1− ε

u ÿêùî |u| < 1− ε

(1− ε) u
|u| iíàêøå.

(1.2.41)

Ç (1.2.40) âèòiêà¹, ùî |ũ| = 1 íà Gδ′ i, çãiäíî Ëåìi 1.2.11, deg(ũ,L) = d äëÿ ε <

min{ε1, ε
′
2}. Îòæå ñòåïiíü ũ íà îáîõ çâÿçíèõ êîìïîíåíòàõ ìåæi ∂G′δ äîðiâíþ¹ d,

òàê ùî 1
2

∫
Gδ′
|∇ũ|2dx ≥ I0(d,Gδ′) (äèâ. (1.2.36)). Òåïåð âèêîðèñòà¹ìî ïîòî÷êîâó

íåðiâíiñòü |∇ũ|2 ≥ 2|∂x1
ũ× ∂x2

u| i iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè:
1

2

∫
G

|∇ũ|2dx ≥ 1

2

∫
Gδ′

|∇ũ|2dx

+
∑
k=1,2

∣∣∫
G

(k)

δ′

∂x1
ũ× ∂x2

ũ dx
∣∣ ≥ I0(d,Gδ′) + π(|d− l|+ |d−m|), (1.2.42)

äå G(k)
δ′ , k = 1, 2 ¹ çîâíiøíÿ i âíóòðiøíÿ çâ'ÿçíi êîìïîíåíòè G \ Gδ′. Äàëi, ç

(1.2.41) çíàõîäèìî |u| ≤ |ũ| ≤ 1. Òàêèì ÷èíîì

Eε(ũ) ≤ 1

(1− ε)2
Eε(u). (1.2.43)
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Âèáåðåìî δ′ òàêèì, ùî I0(d,Gδ′) ≥ I0(d,G) − π/4 (äèâ. Ëåìà 1.2.14), òîäi äëÿ

äîñòàòíüî ìàëèõ ε ç îöiíîê (1.2.42) i (1.2.43) âèïëèâà¹ (1.2.39). �

1.2.5 Ïåðåõiä âiä áåçâèõîðåâèõ ìiíiìiçàíòiâ äî

ìiíiìiçàíòiâ ç îäíèì âèõîðåì

Òåîðåìà 1.2.3 äîâîäèòüñÿ iíäóêöi¹þ çà �÷èñëîì âèõîðiâ� â ìiíiìiçàíòàõ. Áiëüø

äîêëàäíî, äëÿ çàäàíîãî öiëîãî d > 0, äîâîäèòüñÿ iñíóâàííÿ ìiíiìiçàíòiâ çàäà-

÷i(1.2.6) êîëè p = q = d, äàëi ïåðåõîäèìî äî p = d− 1, q = d i p = d, q = d− 1,

i òàê äàëi. Êëþ÷îâèì ìîìåíòîì äîâåäåííÿ ¹ iíäóêòèâíèé ïåðåõiä, êîëè ñòåïiíü

íà ∂ω àáî ∂Ω çìiíþ¹òüñÿ íà îäèíèöþ. Öå ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè äîäàòêîâîãî

âèõîðà. Äëÿ äîâiëüíèõ p i q òàêèé ïåðåõiä ¹ òåõíi÷íî äîñèòü ñêëàäíèì. Ðîç-

ãëÿíåìî íàéïðîñòiøèé âèïàäîê ïåðåõîäó âiä p = q = d (áåç âèõîðiâ) äî p = d,

q = d−1 (îäèí âèõîð). Çàçíà÷èìî, ùî ïåðåõiä âiä p = q = d äî p = d−1 i q = d

¹ àíàëîãi÷íèì. Ïîïåðøå äîâåäåìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 1.2.16. Íåõàé çàäàíî öiëå ÷èñëî d > 0. Äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε, ε ≤ ε3

ç ε3 > 0, iíôiìóì mε(d, d, d) â (1.2.6) çàâæäè äîñÿãà¹òüñÿ, i mε(d, d, d) ≤
I0(d,G).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñëàáêó H1-ãðàíèöþ u äîâiëüíî¨ ìiíiìiçóþ÷î¨ ïîñëiäîâ-

íîñòi (u(k)). Îñêiëüêè êîæíèé ìiíiìiçàíò v çàäà÷i (1.2.13) ¹ äîïóñòèìîþ òåñòî-

âîþ ôóíêöi¹þ çàäà÷i (1.2.6), ìiíiìiçóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü iñíó¹ i çà äîïîìîãîþ

Ëåìè 1.2.8 îòðèìó¹ìî

Eε(u)+π(|l−d|+ |m−d|) ≤ lim inf
k→∞

Eε(u
(k)) ≤ 1

2

∫
G

|∇v|2dx = I0(d,G), (1.2.44)

äå l = deg(u, ∂ω)), m = deg(u, ∂Ω). Ç îãëÿäó íà Òâåðäæåííÿ 1.2.2 ìà¹ìî

Φ(u) ∈ (d − 1/2, d + 1/2) äëÿ ε < ε0. Ïîêàæåìî, ùî ïåðøà âàðiàöiÿ (1.2.3)

â u äîðiâíþ¹ íóëþ, òîáòî u � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.2.1). Äiéñíî, çàâäÿêè Ëåìi

1.2.9, äëÿ êîæíîãî w ∈ H1
0(G;R2) ç äîñòàòíüî ìàëîþ íîðìîþ â H1

0(G;R2) ôóí-

êöiÿ u(k) + w ¹ äîïóñòèìîþ òåñòîâîþ ôóíêöi¹þ äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ k, îòæå
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Eε(u+w)−Eε(u) = limk→∞(Eε(u
(k) +w)−Eε(u

(k)) ≥ 0 (äå limk→∞ ïîçíà÷à¹ äî-

âiëüíó ÷àñòêîâó ãðàíèöþ), òîáòî ïåðøà âàðiöiÿ äiéñíî ¹ íóëüîâîþ. Òåïåð ìîæíà

âèêîðèñòàòè Ëåìó 1.2.15. Ïiäñòàâèìî (1.2.39) â (1.2.44), öå âåäå äî íåðiâíîñòi

|d− l|+ |d−m| ≤ 1

4
, (1.2.45)

äëÿ ε < min{ε0, ε2}, òàêèì ÷èíîì l = m = d (l, m i d � öiëi ÷èñëà). Îòæå

iíôiìóì â (1.2.6) ç p = q = d çàâæäè äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε. Ëåìó

äîâåäåíî. �

Íàñòóïíèì êðîêîì ïåðåéäåìî â ìiíiìiçàöiéíié çàäà÷i (1.2.6) âiä p = q = d äî

p = d, q = d−1 i äîâåäåìî, ùî mε(d, d−1, d) çàâæäè äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ äîñòàòíüî

ìàëèõ ε. Öåé ïåðåõiä áàçó¹òüñÿ íà ïîðiâíÿííi mε(d, d − 1, d) i åíåðãi¨ Eε(u)

ìiíiìiçàíòà u çàäà÷i (1.2.6) äëÿ p = q = d, ùî ïîòðåáó¹ âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé

ôóíêöi¨ u.

Â Ïiäðîçäiëi 1.2.6 áóäå äîâåäåíî, ùî äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε äîâiëüíèé ìiíiìi-

çàíò u çàäà÷i (1.2.6) äëÿ p = q = d íå ìà¹ âèõîðiâ (äèâ. Çàóâàæåííÿ 1.2.21), òîá-

òî u = ρeiψ äëÿ äåÿêî¨ ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ ρ > 0 i áàãàòîçíà÷íî¨ ψ : G→ R \ 2πdZ.
Òàêèì ÷èíîì u ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ÿê u = ρeidθ, äå eiθ i ∇θ � ãëàäêi (îäíîçíà-

÷íi) ôóíêöi¨ â G. Òîäi çàäà÷ó (1.2.1)-(1.2.2) ìîæíà ïåðåïèñàòè â òåðìiíàõ ρ i θ

íàñòóïíèì ÷èíîì div(ρ2∇θ) = 0 â G
∂θ

∂ν
= 0 íà ∂G,

(1.2.46)

−∆ρ+ d2|∇θ|2ρ+
1

ε2
ρ(ρ2 − 1) = 0 â G

ρ = 1 íà ∂G.
(1.2.47)

Ç îãëÿäó íà (1.2.20) ìà¹ìî òàêîæ

∇h = −dρ2∇⊥θ â G, (1.2.48)

äå h � ðîçâÿçîê çàäà÷i (1.2.19). Ïîìiòèìî, ùî ïàðà (h, θ) çàäà¹ ëîêàëüíi îðòî-

ãîíàëüíi êîîðäèíàòè â îêîëi ∂Ω, ùî âèïðÿìëÿþòü ìåæó. Äiéñíî, áåçïîñåðåäíüî
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ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî

1− h(∂ω) =
1

cap(G)

∫
G

∇h · ∇V dx = 2πΦ(u)/cap(G),

âîäíî÷àñ Φ(u) ≥ (d − 1/2) > 0. Âèêîðèñòà¹ìî òåïåð ïðèíöèï ìàêñèìóìó â

(1.2.22), îòðèìó¹ìî 1 > h(x) > h(∂ω) â G. Â ñâîþ ÷åðãó öå äà¹, çà äîïîìîãîþ

ëåìè Õîïôà, ∂h∂ν > 0 íà ∂Ω; òàêèì ÷èíîì âiäîáðàæåííÿ (h, θ) : G→ R×R\2πZ
çàäà¹ C1-äiôôåîìîðôèçì îäíîái÷íîãî îêîëó ∂Ω íà éîãî îáðàç. Iíøèìè ñëîâàìè,

iñíó¹ δ > 0 i îáëàñòü Gδ ⊂ G, òàêà ùî

x ∈ Gδ → (h, θ) ∈ Πδ = (1− δ, 1)× R \ 2πZ

� äiôôåîìîðôíå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ïðîäîâæó¹òüñÿ äî C1-äiôôåîìîðôèçìó Gδ

íà [1− δ, 1]× R \ 2πZ.
Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ¹ êëþ÷îâèì äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ìiíiìiçàíòiâ

(1.2.6) äëÿ p = d, q = d− 1.

Òâåðäæåííÿ 1.2.17. Íåõàé u = ρeidθ, ρ > 0, � ìiíiìiçàíò çàäà÷i (1.2.6)

äëÿ p = q = d. Ïðèïóñòèìî, ùî ε ¹ òàêèì ìàëèì, ùî Òâåðäæåííÿ 1.2.2 ¹

ñïðàâåäëèâèì ç Λ = I0(d,G). Òîäi iñíó¹ òåñòîâà ôóíêöiÿ v ∈ Jd(d−1), òàêà ùî

Φ(u) ∈ (d− 1/2, d+ 1/2) i

Eε(v)− Eε(u) < π. (1.2.49)

Çàçíà÷èìî, ùî êîìáiíóþ÷è Òâåðäæåííÿ 1.2.17 iç Ëåìîþ 1.2.13 îòðèìó¹ìî

íåçàëåæíó âiä ε îöiíêó äëÿmε(d, d−1, d). Ó Äîäàòêó ??, áóäå âñòàíîâëåíî òàêîæ

óçàãàëüíåííÿ Òâåðäæåííÿ 1.2.17 ÿêå çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ äîâåäåíííÿ iñíóâàííÿ

ìiíiìiçàíòiâ ç êiëüêîìà âèõîðÿìè.

Äîâåäåííÿ Òâåðäæåííÿ 1.2.17. Øóêà¹ìî òåñòîâó ôóíêöiþ v â âèãëÿäi

v = ρwt, (1.2.50)

ç íåâiäîìèì ïîêè ùî wt. Íàñòóïíà Ëåìà äîçâîëÿ¹ ïîðâiâíÿòè åíðãiþ Eε(u) ç

åíåðãi¹þ v.
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Ëåìà 1.2.18. ßêùî w ∈ H1(G′,R2), G′ ⊂ G, ¹ òàêèì, ùî |w| = 1 íà G′, òîäi∫
G′

(|∇(ρw)|2 +
1

2ε2
(|ρw|2− 1)2)dx =

∫
G′

(|∇u|2 +
1

2ε2
(|u|2− 1)2)dx+ 2L(d)

ε (w,G′),

äå

L(d)
ε (w,G′) =

1

2

∫
G′
ρ2|∇w|2dx− d2

2

∫
G′
|∇θ|2ρ2|w|2dx+

1

4ε2

∫
G′
ρ4(|w|2 − 1)2dx

(1.2.51)

Öåé ðåçóëüòàò îòðèìàíî çà äîïîìîãîþ ìîäiôiêàöi¨ òåõíiêè ôàêòîðiçàöi¨ çàïðî-

ïîíîâàíî¨ â [72], éîãî äîâåäåííÿ íàäàíî â êiíöi ïiäðîçäiëó.

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ G′ = Gδ ôóíêöiîíàë (1.2.51) â ëîêàëüíèõ êîîðäèíàòàõ

(h, θ) çàïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì (äèâ. (1.2.48))

L(d)
ε (w,Gδ) =

d

2

∫
Πδ

|∂hw|2ρ2dhdθ

+
1

2d

∫
Πδ

(|∂θw|2 − d2|w|2)dhdθ +
1

4ε2

∫
Πδ

ρ2(|w|2 − 1)2 dhdθ

d|∇θ|2
. (1.2.52)

Çàìiñòü L(d)
ε (w,Gδ) áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ñïðîùåíèé êâàäðàòè÷íèé ôóíêöiî-

íàë,

Mλ(w) =
1

2d

∫
Πδ

(d2|∂hw|2 + |∂θw|2)dhdθ +
1

2d

∫
Πδ

(λ|w − eiθ|2 − d2|w|2)dhdθ.

(1.2.53)

Äëÿ îñòàííüîãî ôóíêöiîíàëó ìîæíà çàñòîñóâàòè ðîçäiëåííÿ çìiííèõ.

Çàäàìî wt ðiâíiñòþ wt = eidθ â G \Gδ, i ïðîäîâæèìî éîãî â Gδ ÿê ìiíiìiçàíò

ôóíêöiîíàëó Mλ(w), äå λ ≥ 2d2, ç íàñòóïíèìè êðàéîâèìè äàíèìè:

wt = eidθFt(eiθ) íà ∂Ω, (1.2.54)

wt = eidθ íà ∂Gδ \ ∂Ω, (1.2.55)

äå Ft(z) := Ct(z̄) (ðèñî÷êà ïîçíà÷à¹ êîìïëåêñíå ñïðÿæåííÿ), Ct(z) = z−(1−t)
z(1−t)−1 �

êëàñè÷íå êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ Ìåáióñà îäèíè÷íîãî äèñêà â ñåáå, t < 1 �
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äîäàòíèé ïàðàìåòð. Îáèäâà ïàðàìåòðè λ i t áóäóòü âèçíà÷åíi íèæ÷å. Îñêiëü-

êè deg(Ft, S1) = −1 i deg(eiθ, ∂Ω) = 1, ç âëàñòèâîñòåé ñòåïåíi âiäîáðàæåííÿ

âèòiêà¹, ùî ôóíêöiÿ v âèçíà÷åíà â (1.2.50) ìà¹ íàñòóïíi ñòåïåíi âiäîáðàæåííÿ,

deg(v, ∂Ω) = d− 1, deg(v, ∂ω) = d. (1.2.56)

Ôóíêöiÿ wt ¹ òåïåð êîðåêòíî âèçíà÷åíîþ äëÿ λ ≥ 2d2, îñêiëüêè äëÿ òàêèõ

λ ôóíêöiîíàë Mλ(w) ç óìîâîþ Äiðiõëå íà ìåæi ìà¹ ¹äèíèé ìiíiìiçàíò. Áiëüø

òîãî |wt| ≤ 2, îñêiëüêè â ïðîòèâíîìó âèïàäêó ìîæíà âçÿòè w̃t = wt
|wt| min{|wt|, 2}

çàìiñòü wt i òîäi i ïåøèé i äðóãèé ÷ëåí â (1.2.53) çìåíøàòüñÿ, òîáòî Mλ(w̃t) <

Mλ(wt) � ïðîòèði÷÷ÿ.

Âèáåðåìî λ íàñòóïíèì ÷èíîì

λ := max

{
9

2ε2 infGδ |∇θ|2
, 2d2

}
(|∇θ| > 0 íà çàìèêàííi Gδ), òîäi çàâäÿêè ïîòî÷êîâèì îöiíêàì |wt| ≤ 2 i ρ ≤ 1

ìà¹ìî

ρ2(|wt|2 − 1)2 ≤ (|wt| − 1)2(|wt|+ 1)2 ≤ |wt − eidθ|2(|wt|+ 1)2

≤ 9|wt − eidθ|2 ≤ 2ε2λ|∇θ|2|wt − eidθ|2 in Gδ.

Çâiäêè çíàõîäèìî L(d)
ε (wt, Gδ) ≤Mλ(wt). Òàêèì ÷èíîì, ç îãëÿäó íà Ëåìó 1.2.18,

îòðèìó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ v = ρwt çàäîâîëüíÿ¹

Eε(v) ≤ Eε(u) +Mλ(wt). (1.2.57)

Ìîæíà çíàéòè ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ Mλ(wt) â ðîçäiëåíèõ çìiííèõ, à ñàìå, ðîç-

êëàäåìî zdFt(z) íà S1 â ðÿä

zdFt(z) = (1− t)zd + t(t− 2)
∞∑
k=0

(1− t)kzd−k−1,

òîäi

wt = (1− tf−1(h))eidθ + t(t− 2)
∞∑
k=0

(1− t)kfk(h)e−i(k−d+1)θ, (1.2.58)
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äå fk(h) çàäîâîëíÿþòü, çãiäíî äî (1.2.54)� (1.2.55), êðàéîâi óìîâè

fk(1− δ) = 0, fk(1) = 1. (1.2.59)

Ïîäñòàâèìî (1.2.58) â (1.2.53), â ðåçóëüòàòi çíàõîäèìî

Mλ(wt) =
t2π

d
F−1(f−1) +

t2π

d

∞∑
k=0

(t− 2)2(1− t)2kFk(fk), (1.2.60)

äå

Fk(fk) =

∫ 1

1−δ

(
d2|f ′k(h)|2 + ((k − d+ 1)2 + λ− d2)|fk(h)|2

)
dh. (1.2.61)

Çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ (1.2.61) ç êðàéîâèìè óìîâàìè (1.2.59) ðîçâ'ÿçóþòüñÿ â ÿâíîìó

âèãëÿäi:

fk(h) =
e(h−1)k+(k)

1− e(k−(k)−k+(k))δ
+

e(h−1)k−(k)

1− e(k+(k)−k−(k))δ
, (1.2.62)

äå k±(k) = ±1

d

√
(k − d+ 1)2 + λ− d2. Òàêèì ÷èíîì ìà¹ìî

Fk(fk) = d(k − d+ 1)(1 +
λ− d2

2k2
+O(1/k3)), êîëè k →∞. (1.2.63)

Êîðèñòóþ÷èñü (1.2.63) â (1.2.60) çðåøòîþ çíàõîäèìî

Mλ(wt) ≤ π((1− t)2 − 1)2
∞∑
k=0

k(1− t)2k + 2πt2(λ− d2)
∞∑
k=1

(1− t)2k

k
+ Ct2

= π(1− 2t− 2t2(λ− d2) log(1− (1− t)2)) + (C + π)t2. (1.2.64)

Ïîìiòèìî, ùî ïðàâà ÷àñòèíà (1.2.64) ¹ ñòðîãî ìåíøîþ π êîëè t > 0 ¹ äîñòàòíüî

ìàëèì. Ç (1.2.57) âèïëèâà¹, ùî äëÿ òàêèõ t âiäîáðàæåííÿ v = ρwt çàäîâîëüíÿ¹

(1.2.49).

Çàëèøà¹òüñÿ òiëüêè ïîêàçàòè, ùî Φ(v) ∈ (d − 1/2, d + 1/2). Öå âèïëèâà¹ ç

íàñòóïíèõ ìiðêóâàíü. Âíàñëiäîê (1.2.58) i (1.2.62) wt → eidθ ïîòî÷êîâî â Gδ êîëè

t → 0. Òàêèì ÷èíîì ρwt → ρeidθ(= u) ñëàáêî â H1(A), òàê ùî Φ(ρwt) → Φ(u).

Ç iíøîãî áîêó, Òâåðäæåííÿ 1.2.2 ãàðàíòó¹, ùî d − 1/2 < Φ(u) < d + 1/2 (äëÿ
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äîñòàòíüî ìàëèõ ε), òàê ùî óìîâà Φ(v) ∈ (d−1/2, d+1/2) çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ äëÿ

äîñòàòíüî ìàëèõ t. �

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äîâiëüíó ìiíiìiçóþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü (u(k)) çàäà÷i (1.2.6) äëÿ

p = d, q = d − 1, ùî ñëàáêî H1-çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêðî¨ ôóíêöi¨ u ∈ J . Çà
óìîâ Ïðîïîçèöi¨ 1.2.17 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü limk→∞Eε(u

(k)) < mε(d, d, d) + π.

Äîâåäåìî, ùî u ∈ Jpq. Íåõàé l = deg(u, ∂ω), m = deg(u, ∂Ω). Âíàñëiäîê Ëåìè

1.2.15 (òîé ôàêò, ùî u çàäîâîëüíÿ¹ (1.2.1) äîâîäèòüñÿ òàê ñàìî ÿê â Ëåìi 1.2.16)

i Ëåìè 1.2.8 ìà¹ìî

I0(d,A)− π

2
+ π(2|d− l|+ |d− 1−m|+ |d−m|)

≤ Eε(u) + π(|d− l|+ |d− 1−m|) < mε(d, d, d) + π, (1.2.65)

(Φ(u) = limk→∞Φ(u(k)) ∈ [d − 1/2, d + 1/2]). Ç Ëåìè 1.2.16 âiäîìî, ùî

mε(d, d, d) ≤ I0(d,A), òîäi ç (1.2.65) çíàõîäèìî, ùî l = d i àáî m = d − 1

àáî m = d. Â îñòàííüîìó âèïàäêó u ¹ äîïóñòèìîþ òåñòîâîþ ôóíêöi¹þ â çàäà÷i

(1.2.6) äëÿ p = q = d, îòæå Eε(u) ≥ mε(d, d, d), ùî ïðîòèði÷èòü îñòàííié íå-

ðiâíîñòi â (1.2.65). Òàêèì ÷èíîì u ∈ Jd(d−1), Φ(u) ∈ [d − 1/2, d + 1/2], òîáòî u

íàëåæèòü äî êëàñó äîïóñòèìèõ ôóíêöié çàäà÷i (1.2.6) äëÿ p = d, q = d− 1.

Äîâåäåííÿ Ëåìè 1.2.18. Êîðèñòóþ÷èñü (1.2.47) âèâîäèìî∫
Gδ

|∇(ρw)|2dx =

∫
Gδ

(ρ2|∇w|2 +∇ρ · ∇(ρ(|w|2 − 1)) + |∇ρ|2)dx

=

∫
Gδ

(ρ2|∇w|2 + d2ρ2|∇θ|2 +
1

ε2
ρ2(ρ2 − 1))dx

−
∫
Gδ

(d2ρ2|∇θ|2|w|2 +
1

ε2
ρ2(ρ2 − 1)|w|2 − |∇ρ|2)dx,

âiäêiëÿ, çà äîïîìîãîþ íåñêëàäíèõ àëãåáðài÷íèõ ìàíiïóëÿöié îòðèìó¹ìî øóêà-

íèé ðåçóëüòàò . �

1.2.6 Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ìiíiìiçàíòiâ

Ó Ïiäðîçäiëi 1.2.5 áóëî âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ ìiíiìiçàíòiâ çàäà÷i (1.2.3) â J (d)
dd

i âèêëàäåíî ïåðøèé iíäóêòèâíèé êðîê äåâåäåííÿ Òåîðåìè 1.2.3, ùî ïîëÿãà¹ â
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ïåðåõîäi âiä p = q = d äî p = d, q = d − 1 â (1.2.6). (Ôàêòè÷íî áóëî äîâå-

äåíî iñíóâàííÿ ìiíiìiçàíòiâ â J (d)
d(d−1) â ïðèïóùåííi, ùî ìiíiìiçàíòè â J (d)

dd íå

ìàþòü íóëiâ.) Iíäóêòèâíèé ïåðåõiä äëÿ äîâiëüíèõ öiëèõ p ≤ d i q ≤ d ïîòðåáó¹

âèâ÷åííÿ àñèìòîòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ìiíiìiçàíòiâ (1.2.6), çîêðåìà, íàéáiëüø

âàæëèâîþ ¹ ¨õ ïîâåäiíêà áiëÿ ìåæi. Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ ìiíiìiçàíòiâ {uε} çàäà÷i
(1.2.6), ùî çàäîâîëüíÿþòü

Eε(uε) ≤ Λ := I0(d,A) + π(|d− p|+ |d− q|). (1.2.66)

Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî ε ≤ ε0, äå ε0 = ε0(Λ) > 0 � êîíñòàíòà ç Òâåðäæåííÿ

1.2.2. Îñêiëüêè uε ¹ ëîêàëüíèìè ìiíiìiçàíòàìè Eε(u) â J , òî âîíè çàäîâîëüíÿ-
þòü (1.2.1)�(1.2.2).

Áóäåìî êîðèñòóâàòèñü òàêèìè ïîçíà÷åííÿìè: ρε(x) = |uε(x)|, hε(x) � ¹äèíèé

ðîçâÿçîê (1.2.19), i L � êîíòóð ç Ëåìè 1.2.11. Êîíòóð L ðîçáèâà¹ G íà äâi

ïiäîáëàñòi Q±, äå Q+ � îáëàñòü îáìåæåíà ∂Ω òà L, i Q− = A \ (Q+ ∪L). Òàêîæ

ïîêëàäà¹ìî Q±ε = {x ∈ Q±; ρ2
ε(x) ≤ 1− ε1/2}.

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 1.2.4. Îñêiëüêè |∇hε| ≤ |∇uε| (äèâ. Ëåìó 1.2.5), ñiì'ÿ {hε}
¹ îáìåæåíîþ â H1(A), îòæå iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü εk → 0 òàêà ùî

hεk → h ñëàáêî â H1(G), êîëè k →∞. (1.2.67)

Äëÿ iäåíòiôiêàöi¨ h âèêîðèñòà¹ìî Ëåìó 1.2.7. Ç íå¨ âèïëèâà¹, ùî , ç òî÷íiñòþ

äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, ôóíêöi¨ uεk çáiãàþòüñÿ äî S1-çíà÷íî¨ ôóíêöi¨ u â C1
loc(G).

Îñêiëüêè ∂x1
u× ∂x2

u = 0 ìàéæå âñþäó â G, ìà¹ìî ∆hεk = 2∂x1
uεk × ∂x2

uεk → 0

â C0
loc(G), òàêèì ÷èíîì h � ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ. Êðiì òîãî h = 1 íà ∂Ω i

h = Const íà ∂ω. Ç iíøîãî áîêó

Φ(uεk) =
1

2π

∫
G

∇hεk · ∇V dx→ 1

2π

∫
G

∇h · ∇V dx =
1

2π

∫
∂Ω

∂h

∂ν
ds.

Çãiäíî âëàñòèâîñòi c) ôóíêöiîíàëó Φ( · ) (äèâ. Ïðîïîçèöiþ 1.2.10 â ïiäðîçäiëi

1.2.3), Φ(uε)→ d êîëè ε→ 0, îòæå h = h0 (äå h0 � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (1.2.38)) i



62

çáiæíiñòü (1.2.67) ñïðàâåäëèâà äëÿ âñi¹¨ ñiì'¨ {hε}. Òàêèì ÷èíîì, êîðèñòóþ÷èñü

Ëåìîþ 1.2.7 ùå ðàç, çíàõîäèìî

hε → h0 â C1
loc(G) i ñëàáêî â H

1(G), êîëè ε→ 0. (1.2.68)

Ç (1.2.66) i Ëåìè 1.2.7 âèòiêà¹, ùî ôóíêöi¨ uε çáiãàþòüñÿ, ç òî÷íiñòþ äî ïiäïî-

ñëiäîâíîñòi, äî u ∈ H1(G;S1) â C1
loc(G) i ñëàáêî â H1(G). Êðiì òîãî Φ(u) = d

i ç îãëÿäó íà (1.2.68) |∇u| = |∇h0| ìàéæó âñþäè â G. Çâiäñè âèòiêà¹, ùî u �

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ (1.2.13).

Äëÿ äîâåäåííÿ çáiæíîñòi åíåðãié ñêîðèñòà¹ìîñü äâîìà òîòîæíîñòÿìè

|∇uε|2 = 2∂x1
uε × ∂x2

uε + 4|∂z̄uε|2 i |∇uε|2 = −2∂x1
uε × ∂x2

uε + 4|∂zuε|2, à òàêîæ
íåðiâíiñòþ |∇uε| ≥ |∇hε|, â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî

1

2

∫
G

|∇uε|2dx ≥ −
∫
Q+
ε

∂x1
uε × ∂x2

uεdx+ 2

∫
Q+
ε

|∂zuε|2dx

+

∫
Q−ε

∂x1
uε × ∂x2

uεdx+ 2

∫
Q−ε

|∂z̄uε|2dx+
1

2

∫
G\(Q+

ε ∪Q−ε )

|∇hε|2dx. (1.2.69)

Îöiíèìó çíèçó ïðàâó ÷àñòèíó (1.2.69). Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó ôóíêöiþ σε(x) =

max{ρ2
ε(x), 1− ε1/2}. Çà äîïîìîãîþ (1.2.21) i (1.2.22) çíàõîäèìî

div(
1

σε(x)
∇hε) =

2

1− ε1/2

0 in G \ (Q+
ε ∪Q−ε );

∂x1
uε × ∂x2

uε otherwise.
(1.2.70)

Ïðîiíòåãðó¹ìî (1.2.70) ïî Q+, â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî, äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε,

2

1− ε1/2

∫
Q+
ε

∂x1
uε × ∂x2

uεdx =

∫
∂Ω

∂hε
∂ν

ds−
∫
L

∂hε
∂ν

ds

ρ2
ε(x)

=

∫
∂Ω

uε ×
∂uε
∂τ

ds−
∫
L

uε
|uε|
× ∂

∂τ

uε
|uε|

ds = 2π(q − d),

äå áóëî âèêîðèñòàíî Ëåìó 1.2.7 i Ëåìó 1.2.11. Òàêèì ÷èíîì ìà¹ìî∫
Q+
ε

∂x1
uε × ∂x2

uεdx = (1− ε1/2)π(q − d). (1.2.71)

Òàêîæ ñàìî, iíòåãðóþ÷è (1.2.70) ïî Q− çíàõîäèìî∫
Q−ε

∂x1
uε × ∂x2

uεdx = (1− ε1/2)π(d− p). (1.2.72)
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Äëÿ îöiíêè îñòàííüîãî äîäàíêà â ïðàâié ÷àñòèíi (1.2.69) ïåðåïèøåìî éîãî íà-

ñòóïíèì ÷èíîì∫
G\(Q+

ε ∪Q−ε )

|∇hε|2dx =

∫
G\(Q+

ε ∪Q−ε )

|∇hε −∇h0|2dx

+

∫
G

(2∇hε −∇h0) · ∇h0dx−
∫
Q+
ε ∪Q−ε

(2∇hε −∇h0) · ∇h0dx,

i ïîìiòèìî, ùî âíàñëiäîê (1.2.66) ìiðà ìíîæèíè Q+
ε ∪Q−ε ïðÿìó¹ äî íóëÿ êîëè

ε→ 0, òàê ùî∫
G\(Q+

ε ∪Q−ε )

|∇hε|2dx =

∫
G\(Q+

ε ∪Q−ε )

|∇hε−∇h0|2dx+

∫
G

|∇h0|2dx+o(1). (1.2.73)

Ç (1.2.71)�(1.2.73), (1.2.69) i, (1.2.66) âèïëèâà¹, ùî Eε(uε)→ E0(u) + π(|d− p|+
|d− q|). �

ßê ïîái÷íèé ïðîäóêò äîâåäåííÿ Òåîðåìè 1.2.4 ìà¹ìî íàñòóïíi îöiíêè, ÿêi ¹

íàñëiäêîì (1.2.71)�(1.2.73), (1.2.69) i (1.2.66):∫
G

(|uε|2 − 1)2dx = o(ε2), (1.2.74)∫
G\(Q+

ε ∪Q−ε )

|∇hε −∇h0|2dx = o(1), (1.2.75)∫
Q+
ε

|∂zuε|2dx = o(1)

∫
Q−ε

|∂z̄uε|2dx = o(1). (1.2.76)

Âèâ÷èìî òåïåð áiëüø äåòàëüíî âëàñòèâîñòi ìiíiìiçàíòiâ (1.2.6) äëÿ ìàëèõ ε.

Ïåðø çà âñå, êîðèñòóþ÷èñü (1.2.74), çà äîïîìîãî òåõíiêè ç [47] ìîæíà ïîêàçà-

òè, ùî ρε çáiãà¹òüñÿ äî 1 ðiâíîìiðíî íà êîìïàêòàõ â G. Áiëüø òîãî ìà¹ ìiñöå

íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 1.2.19. Äëÿ äîâiëüíîãî µ > 0 ¹ ñïðàâåäëèâîþ íàñòóïíà îöiíêà

sup{dist(y, ∂G); y ∈ G, ρ2
ε(y) < 1− µ} = o(ε). (1.2.77)
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Äîâåäåííÿ (âiä ñóïðîòèâíîãî). Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi εk → 0

i γ > 0 ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi ρ2
εk

(yk) < 1 − µ i dist(yk, ∂G) ≥ γεk. Âíàñëiäîê

(1.2.24), |∇|uεk|2| ≤ α/εk â Dλεk(yk), äå 0 < λ < γ i α(= α(λ)) íå çàëåæèòü âiä εk.

Òîäi |uεk(x)|2 < 1−µ+ δα äëÿ x ∈ Dδεk(yk) i δ < λ. Äëÿ 0 < δ < min{λ, µ/(2α)}
äèñê Dδεk(yk) ëåæèòü â G i

1

ε2
k

∫
Bδεk (yk)

(|uεk|2 − 1)2dx ≥ π(µ− δα)2δ2 > 0,

àëå öå ïðîòèði÷èòü (1.2.74). �

Âàæëèâi äëÿ ïîäàëüøîãî âëàñòèâîñòi uε i hε ó îêîëi ìåæi ∂G âñòàíîâëþþòüñÿ

â íàñòóïíié Ëåìi.

Ëåìà 1.2.20. Äëÿ âñiõ 0 < µ < 1 i κ < 1 iñíóþòü ε̂1(µ), ε̂2(µ, κ) > 0 òàêi, ùî

ÿêùî ρ2
ε(y) ≤ 1− µ òîäi

(a) äëÿ ε < ε̂1(µ) âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi hε(y) ≥ 1+µ/4 ÿêùî dist(y, ∂Ω) < ε

i hε(y) ≤ rε(∂ω)− µ/4 ÿêùî dist(y, ∂ω) < ε;

(b) äëÿ ε < ε̂2(µ, κ) ìà¹ ìiñöå îöiíêà

1

2

∫
G∩Bε(y)

|∇uε|2dx ≥ κπ. (1.2.78)

Äîâåäåííÿ(âiä ñóïðîòèâíîãî). Ïðèïóñòèìî, ùî àáî (a) àáî (b) íå ¹ âiðíèìè äëÿ

äåÿêèõ ïîñëiäîâíîñòåé εk → 0 i y = yk òàêèõ ùî hεk(yk) ≤ 1 − µ. Çãiäíî Ëåìi
1.2.19, yk → ∂G. Äëÿ âèçíà÷åíîñòi áóäåìî ðàõóâàòè, ùî yk → ∂Ω, òîäi (ÿê

âèïëèâà¹ ç Ëåìè 1.2.19)

dist(yk, ∂Ω) = o(εk). (1.2.79)

Ïðîäîâæèìî uε â ω òàêèì ÷èíîì, ùî ‖uε‖H1(Ω) ≤ C‖uε‖H1(G) i |uε| ≤ 1 â Ω, äå C

� íå çàëåæèòü âiä ε. Òàêîæ ïðîäîâæèìî hε êîíñòàíòîþ hε = hε(∂ω) íà ω. Òåïåð

ìàñøòàáó¹ìî uεk i hεk çà äîïîìîãîþ êîíôîðìíîãî âiäîáðàæåííÿ ùî �âiäñóâà¹�

yk âiä ìåæi. Äëÿ öüîãî âèáåðåìî ôiêñîâàíå êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ η ç Ω íà

îäèíè÷íèé äèñê D1(0). Òåïåð ââåäåìî êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ ζk(z) = (z −



65

η(yk))/(η̄(yk)z − 1) ç D1(0) íà ñåáå i âèçíà÷èìî ôóíêöi¨ Uk(z) = uεk(η
−1(ζk(z))),

Hk(z) = hεk(η
−1(ζk(z))). Ëåãêî áà÷èòè, ùî ‖Uk‖H1(Ω) ≤ C i ‖Hk‖H1(Ω) ≤ C

ç êîíñòàíòîþ C, ùî íå çàëåæèòü âiä k. Òàêèì ÷èíîì áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi

ìîæíà ïðèïóñêàòè, ùî Uk i Hk ñëàáêî H1-çáiãàþòüñÿ äî äåÿêèõ ãðàíèöü U i H,

âiäïîâiäíî, êîëè k →∞.

Ìîæíà ïîêàçàòè (ÿê â [35](Ðîçäië 4)), ùî Uk → U â C1
loc(D1(0)) i ∆U = 0

â D1(0). Òàêèì ÷èíîì |U(0)|2 = limk→∞ |Uk(0)|2 = limk→∞ |uεk(yk)|2 ≤ 1 − µ.

Êðiì òîãî |U | = 1 ìàéæå âñþäè íà ∂D1(0). Ïîêàæåìî, ùî ∂zU = 0 â D1(0).

Äiéñíî, çãiäíî ç ïðèíöèïîì ìàêñèìóìó |U | < 1 â D1(0), îòæå maxDt(0) |Uk(z)|2 <
1 − ε1/2

k äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî 0 < t < 1 i äîñòàòíüî âåëèêèõ k. Äëÿ òàêèõ

k ìà¹ìî η−1(ζk(Dt(0))) ⊂ Q+
ε . Ç îãëÿäó íà (1.2.76) îòðèìó¹ìî, êîðèñòóþ÷èñü

êíôîðìíiñòþ âiäîáðàæåíü η−1 i ζk,∫
Dt(0)

|∂zUk|2dx =

∫
η−1(ζk(Dt(0)))

|∂zuεk|2dx ≤
∫
G+
ε

|∂zuεk|2dx→ 0

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ∂zU = 0 â D1(0).

Äëÿ äîâåäåííÿ ïóíêòà (b) ñêîðèñòà¹ìîñü ïîòî÷êîâèìè ðiâíîñòÿìè 1
2 |∇U |

2 =

−∂x1
U × ∂x2

U + 1
4|∂zU |

2 i ∂zU = 0,

1

2

∫
D1(0)

|∇U |2dx = −
∫
D1(0)

∂x1
U × ∂x2

Udx = −πdeg(U, ∂D1(0)).

Îñêiëüêè U 6≡ Const, ìà¹ìî 1
2

∫
D1(0) |∇U |

2dx ≥ π. Îòæå iñíó¹ 0 < t < 1 òàêå, ùî

1

2

∫
Dt(0)

|∇U |2dx > κπ. (1.2.80)

Îáðàç ζk(Dt(0)) äèñêà Dt(0) ¹ äèñêîì Dtk(ξk) ç ðàäióñîì tk = t(1−|η(yk)|2)
1−t2|η(yk)|2 i

öåíòðîì â ξk = 1−t2
1−t2|η(yk)|2 . Çãiäíî ç (1.2.79) tk = o(εk) äëÿ k → ∞, îòæå

η−1(Dtk(ξk)) ⊂ Dεk(yk) êîëè k ¹ äîñòàòíüî âåëèêèì. Òîäi, êîðèñòóþ÷èñü êîí-

ôîðìíîþ iíâàðiàíòíiñòþ i íàïiâíåïåðåðâíiñòþ çíèçó iíòåãðàëó Äiðiõëå, âðàõî-

âóþ÷è òàêîæ îöiíêó (1.2.80), îòðèìó¹ìî∫
Dεk (yk)

|∇uεk|2dx ≥
∫
η−1(ζk(Dt(0)))

|∇uεk|2dx =

∫
Dt(0)

|∇Uk|2dx > 2κπ
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êîëè k →∞.

Äîâåäåìî, ùî hεk(yk) = Hk(0) > 1 + µ/4 êîëè k → ∞. Ïîìiòèìî, ùî ñèñòå-

ìà(1.2.19) ¹ êîíôîðìíî iíâàðiàíòíîþ, òîáòî

∇⊥Hk = (Uk × ∂x1
Uk, Uk × ∂x2

Uk) â ζ−1
k (η(G)).

Ïðåéäåìî â îñòàííié ðiâíîñòi äî ãðàíèöi k →∞: Hk → H â C1
loc(D1(0)) i

∇⊥H = (U × ∂x1
U,U × ∂x2

U) = −1

2
∇⊥(|U |2) â D1(0),

äå âèêîðèñòàíî òîé ôàêò, ùî ∂zU = 0 â D1(0). Îñêiëüêè H = |U | = 1 íà ∂D1(0)

ìà¹ìî H = 3
2 −

1
2 |U |

2 â D1(0), îòæå

lim
k→∞

hεk(yk) = lim
k→∞

Hk(0) =
3

2
− 1

2
|U(0)|2 ≥ 1 +

µ

2
.

Ëåìó äîâåäåíî. �

Çàóâàæåííÿ 1.2.21. Ç Ëåìè 1.2.20 âèïëèâà¹, ùî ó âèïàäêó êîëè p = q =

d ìiíiìiçàíòè çàäà÷i (1.2.6) íå ìàþòü íóëiâ (âèõîðiâ) äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε.

Äiéñíî, çãiäíî ç Òåîðåìîþ 1.2.4 âîíè ñèëüíî çáiãàþòüñÿ â H1(G;S1) ïðè ε→ 0, ç

òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, äî äåÿêîãî ãàðìîíi÷íîãî âiäîáðàæåííÿ u ∈ J (d)
dd . Ç

iíøîãî áîêó (1.2.78) äåìîíñòðó¹ êîíöåíòðàöiþ ¹íåðãi¨ â îêîëi íóëiâ ìiíiìiçàíòiâ,

ùî ¹ íåñóìiñíèì ç ñèëüíîþ H1 çáiæíîñòþ.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò îïèñó¹ ñòðóêòóðó ôóíêöi¨ hε äëÿ ìàëèõ ε, âií âiäiãðà¹

âàæëèâó ðîëü â äîâåäåííi îñíîâíîãî äîïîìiæíîãî ðåçóëüòàòó (Ëåìè A.2) â Äî-

äàòêó A.

Ëåìà 1.2.22. Äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε, ε < ε4 (äå ε4 > 0),

(i) ρ2
ε(x) ≥ 1/2 êîëè hε(∂ω) − 1/8 ≤ hε(x) ≤ 9/8 i hε(∂ω) < minL hε(x) ≤

maxL hε(x) < hε(∂Ω); ÿêùî ρ2
ε(x) < 1/2 òîäi àáî

dist(x, ∂Ω) < dist(L, ∂Ω) i hε(x) > 9/8

àáî

dist(x, ∂ω) < dist(L, ∂ω) i hε(x) < hε(∂ω)− 1/8;
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(ii) iñíóþòü x∗ε ∈ ∂Ω, x∗∗ε ∈ ∂ω òàêi ùî ∂hε
∂ν (x∗ε) > 0 i ∂hε

∂ν (x∗∗ε ) > 0.

Äîâåäåííÿ. Ïóíêò (i) ¹ íàñëiäêîì Ëåìè 1.2.19, Ëåìè 1.2.20 i çáiæíîñòíèìè âëà-

ñòèâîñòÿìè hε ïðè ε→ 0, ùî âñòàíîâëåíî â äîâåäåííi Òåîðåìè 1.2.4. Äîâåäåííÿ

(ii) ïðîâîäèòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ε̂2(µ, κ) íàéêðàùó (íàéáiëü-

øó) êîíñòàíòó â Ëåìi 1.2.20. Òîäi ε̂2(µ, κ) ðîñòå ç µ i ñïàäà¹ ç κ. Äëÿ k = 1, 2, . . .

ïîêëàäåìî

µ̂ε = 1/k êîëè min{ε̂2(
1

k+1 ,
k
k+1), 1/(k + 1)} ≤ ε < min{ε̂2(

1
k ,

k−1
k ), 1/k}.

Òîäi µ̂ε → 0 ïðè ε → 0 i (1.2.78) ¹ âiðíèì ç κ = 1 − µ̂ε êîëè ρ2
ε(y) < 1 − µ̂ε;

òàêå ñàìå ìà¹ ìiñöå ÿêùî µ̂ε çàìiíèòè íà µε = max{µ̂ε, ε1/2}. Âèáåðåìî òî÷êó
x

(1)
ε â G òàêó ùî ρ2

ε(x
(1)
ε ) < 1 − µε; äàëi âèáåðåìî x

(2)
ε â G \ D2ε(x

(1)
ε ) òàêå ùî

ρ2
ε(x

(1)
ε ) < µε , i òàê äàëi, äîêè äëÿ äåÿêîãî Kε íå áóäå âèêîíóâàòèñü íåðiâíiñòü

ρ2
ε(x) ≥ 1− µε íà G \ ∪Kε

k=1D2ε(x
(k)
ε ). Îñêiëüêè äèñêè Dε(x

(k)
ε ) íå ïåðåòèíàþòüñÿ,

ç îçíà÷åííÿ (êîíñòðóêöi¨) µε âèïëèâà¹

1

2

∫
G

|∇uε|2dx ≥ 1

2

Kε∑
1

∫
G∩Dε(x(k)

ε )

|∇uε|2dx ≥ Kε(1− µε)π.

Òàêèì ÷èíîì, ç îãëÿäó íà (1.2.66) ìà¹ ìiñöå ðiâíîìiðíà îöiíêà Kε ≤ C. Ìið-

êóþ÷è ÿê â [47] (Ãëàâà IV, Òåîðåìà IV.1) ìîæíà çáiëüøèòè ðàäióñè äèñêiâ äî

ελ > 2ε (ç λ íåçàëåæíèì âiä ε) i âçÿòè ïiäìíîæèíó Iε ç íàáîðó öiëèõ ÷èñåë

{1, . . . , Kε}, òàêi ùî

∪k∈IεDελ(x
k
ε) ⊃ ∪

Kε

k=1D2ε(x
k
ε) i dist(xk

′

ε , x
k
ε) > 4ελ äëÿ ðiçíèõ k, k′ ∈ Iε.

Òàêîæ ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

ρ2
ε(x) ≥ 1− µε â G \ ∪k∈IεDελ(x

k
ε).

Ïðîäîâæèìî hε i h0 íà âñå R2 ðiâíîñòÿìè hε = hε(∂ω), h0 = h0(∂ω) â ω, i hε =

h0 = 1 â R2 \Ω. Îñêiëüêè ρ2
ε(x) ≥ 1−µε ≥ 1−ε1/2 â D(k)

ε = D2λε(x
(k)
ε )\Dλε(x

(k)
ε ),

ç (1.2.75) âèòiêà¹, ùî∫
D

(k)
ε

|∇hε|2dx ≤ 2

∫
D

(k)
ε

(|∇(hε − h0)|2 + |∇h0|2)dx→ 0 êîëè ε→ 0.
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Çàïèøåìî òåïåð iíòåãðàë ïî D(k)
ε â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ ç öåíòðîì â x(k)

ε :∫
D

(k)
ε

|∇hε|2dx =

∫ 2λε

λε

dλ̃

∫
|x−x(k)

ε |=λ̃
|∇hε|2dσ → 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ λ(k)
ε , λε ≤ λ

(k)
ε ≤ 2λε, òàêå ùî∫

|x−x(k)
ε |=λ(k)

ε

|∇hε|2dσ = o(1/ε).

Òîäi, êîðèñòóþ÷èñü íåðiâíiñòþ Êîøi-Øâàðöà, îòðèìó¹ìî∫
|x−x(k)

ε |=λ(k)
ε

|∇hε|ds ≤ (πλ(k)
ε )1/2

{∫
|x−x(k)

ε |=λ(k)
ε

|∇hε|2ds
}1/2

= o(1). (1.2.81)

Ïðîèíòåãðó¹ìî òåïåð (1.2.22) ïî Q+ \ ∪k∈IεDλ
(k)
ε

(x
(k)
ε ), â ðåçóëüòàòi, ç óðàõóâàí-

íÿì (1.2.81) i Ëåìè 1.2.11, çíàõîäèìî∫
Γε

∂hε
∂ν

ds = 2πd+
∑
k∈Iε

∫
|x−x(k)

ε |=λ(k)
ε

∂hε
∂ν

ds

ρ2
ε

= 2πd− o(1) êîëè ε→ 0,

äå I ′ε ïîçíà÷à¹ ïiäìíîæèíó òàêèõ k ∈ Iε ùî D
λ

(k)
ε

(x
(k)
ε ) ∩ Q+ 6= ∅, i Γε = ∂Ω \

∪k∈I ′εDλ
(k)
ε

(x
(k)
ε ). Òàêèì ÷èíîì iñíó¹ x∗ε ∈ Γε òàêå, ùî

∂hε
∂ν (x∗ε) > 0. Òàêîæ ñàìî

ïîêàçó¹òüñÿ, ùî íà γε = ∂ω\∪k∈Iε\I ′εDλ
(k)
ε

(x
(k)
ε ) iñíó¹ òî÷êà x∗∗ε , òàêà ùî

∂hε
∂ν (x∗∗ε ) >

0. �

1.3 Ìiíiìiçàíòè ïîâíîãî ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó

â îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ

Íåõàé Ω ⊂ R2 � îáìåæåíà îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü ç ãëàäêîþ ìåæåþ. Ðîçãëÿíåìî

ôóíêöiîíàë

Gλ[u,A] =
1

2

∫
Ω

|∇u− iAu|2dx+
1

2

∫
R2

|curlA|2dx+
λ

8

∫
Ω

(|u|2 − 1)2 dx, (1.3.1)

äå u ∈ H1(Ω;C) � ïàðàìåòð ïîðÿäêó, A ∈ H1(R2;R2) � âåêòîðíèé ïîòåíöiàë ìà-

ãíiòíîãî ïîëÿ, i λ > 0 � ïîçèòèâíà ñòàëà (
√
λ/2 � ïàðàìåòð Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó).
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Ôóíêöiîíàë (1.3.1) ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî êàëiáðîâî÷íèõ ïåðåòâîðåíü

(u,A) 7→ (eiϕu,A+∇ϕ), ϕ ∈ H2(R2). Öÿ âëàñòèâiñòü äîçâîëÿ¹ çâåñòè âèâ÷åííÿ

(1.3.1) äî ôóíêöiîíàëà (äèâ., íàïðèêëàä, [182], Ðîçäië 3)

Fλ[u,A] =
1

2

∫
Ω

|∇u− iAu|2dx+
1

2

∫
Ω

|curlA|2dx+
λ

8

∫
Ω

(|u|2 − 1)2 dx. (1.3.2)

Êîðèñòóþ÷èñü iíâàðiàíòíiñòþ Fλ[u,A] âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü (u,A) 7→ (eiϕu,A+

∇ϕ), ϕ ∈ H2(Ω), âèáîðîì ϕ ìîæíà çâåñòè âàðiàöiéíi çàäà÷i äëÿ Fλ[u,A] äî

âèïàäêó êóëîíiâñüêî¨ êàëiáðîâêè A, òîáòîdivA = 0 â Ω

A · ν = 0 íà ∂Ω.
(1.3.3)

Çàçíà÷èìî, ùî ìàãíiòíå ïîëå h = curlA = ∂A2/∂x1 − ∂A1/∂x2, âåêòîð ñòðóìó

j = (iu,∇u− iAu) (1.3.4)

i |u| ¹ êàëiáðîâî÷íî iíâàðiàíòíèìè.
Âèâ÷àþòüñÿ êðèòè÷íi òî÷êè Fλ[u,A] â

J = {(u,A) ∈ H1(Ω;C)×H1(Ω;R2); |u| = 1 íà ∂Ω, A çàäîâîëüíÿ¹ (1.3.3)}.
(1.3.5)

Âîíè ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ðiâíÿíü−(∇− iA)2u+ λ
2u(|u|2 − 1) = 0

−∇⊥h = j
â Ω, (1.3.6)

ç êðàéîâèìè óìîâàìè

|u| = 1, A · ν = 0, h = 0 i j · ν = 0 íà ∂Ω. (1.3.7)

ßê ïîêàçàíî â [50], ïðîñòið J íå ¹ çâ'ÿçíèì, éîãî çâ'ÿçíi êîìïîíåíòè Jd,
d ∈ Z, êëàñèôiêóþòüñÿ ñòåïåíÿìè âiäîáðàæåííÿ ôóíêöié u íà ìåæi ∂Ω,

J =
⋃
d∈Z

Jd, Jd = {(u,A) ∈ J ; deg(u, ∂Ω) = d}.
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Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ Fλ[u,A] âiäðíîñíî ïàð (u,A) çi çâÿçíî¨ êîìïîíåí-

òè ïðîñòîðó J :
md(λ) := inf{Fλ[u,A]; (u,A) ∈ Jd}. (1.3.8)

Òåîðåìà 1.3.1. (i) Iíôiìóì (1.3.8) çàâæäè äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ 0 < λ < 1, òîáòî

äîâiëüíà ìiíiìiçóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ (ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíî-

ñòi) äî ãëîáàëüíîãî ìiíiìiçàíòà (1.3.8).

(ii) ßêùî λ > 1 òîäi iíôiìóì md(λ) íiêîëè íå äîñÿãà¹òüñÿ îêðiì òðiâiàëü-

íîãî âèïàäêó d = 0 (ó îñòàííþìó âèïàäêó ìiíiìiçàíòàìè ¹ u ≡ Const ∈ S1,

A ≡ 0).

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ λ = 1 ìiíiìiçàíòè iñíóþòü i ôîð-

ìóþòü 2|d|-ïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ ÿêó ìîæíà çàïàðàìåòðèçóâàòè ïðèïèñóþ÷è ïî-

ëîæåííÿ âèõîðiâ â Ω ( [50], äèâ. Òâåðäæåííÿ 1.3.2 íèæ÷å).

Òàêîæ âèâ÷åíî àñèìòîòè÷íó ïîâåäiíêó ìiíiìiçàíòiâ êîëè λ→ 1−0. Çîêðåìà

ïîêàçàíî, ùî ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi ìiíiìiçàíòè çáiãàþòüñÿ äî òîãî

ðîçâ'ÿçêó (u,A) çàäà÷i (1.3.8) äëÿ λ = 1 ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹
∫

Ω

|curlA|2 dx→ max

(äèâ. Òåîðåìó B.1 â Äîäàòêó B).

Ðåãóëÿðíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ (1.3.6)�(1.3.7) âèâ÷åíî â [39] çà äîïîìîãîþ ñòàíäàð-

òíî¨ òåõíiêè.

1.3.1 Òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ/íåiñíóâàííÿ ìiíiìiçàíòiâ

�.Á. Áîãîìîëüíèì [49] (äèâ. òàêîæ [50]), áóëî âèíàéäåíî íàñòóïíi ïðåäñòàâëå-

ííÿ äëÿ ôóíêöiîíàëó Fλ[u,A]:

Fλ[u,A] = πdeg(u, ∂Ω) + F+[u,A]− 1− λ
8

∫
Ω

(|u|2 − 1)2dx (1.3.9)

= −πdeg(u, ∂Ω) + F−[u,A]− 1− λ
8

∫
Ω

(|u|2 − 1)2dx, (1.3.10)

äå

F+[u,A] = 2

∫
Ω

∣∣∂u
∂z̄

+
A2 − iA1

2
u
∣∣2dx+

1

2

∫
Ω

∣∣curlA+
|u|2 − 1

2

∣∣2dx, (1.3.11)
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i

F−[u,A] = 2

∫
Ω

∣∣∂u
∂z
− A2 + iA1

2
u
∣∣2dx+

1

2

∫
Ω

∣∣curlA− |u|
2 − 1

2

∣∣2dx. (1.3.12)

Äåòàëüíå âèâåäåííÿ (1.3.9) i (1.3.10) ìîæíà çíàéòè â [50]. Ôóíêöiîíàëè Fλ[u,A]

i F±[u,A] ¹ íàïiâíåïåðåðâíèìè çíèçó âiäíîñíî ñëàáêî¨ çáiæíîñòi â H1(Ω;C) ×
H1(Ω;R2). Ç òåîðåìè ïðî âêëàäåííÿ ñîáîëåâñüêèõ ïðîñòîðiâ âèïëèâà¹, ùî

îñòàííié ÷ëåí â (1.3.9) i (1.3.10) ¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî ñëàáêî¨-H1 çáiæíîñòi;

íàðåøòi, deg(u, ∂Ω) ¹ öiëîçíà÷íîþ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ â ïðîñòîði J íàäi-

ëåíîìó ñèëüíîþ òîïîëîãi¹þ H1(Ω;C)×H1(Ω;R2), ÿêà ïðîòå íå ¹ íåïåðåðâíîþ

âiäíîñíî ñëàáêî¨H1 çáiæíîñòi â J . Òàêèì ÷èíîì, ïèòàííÿ ïðî òå ÷è äîñÿãà¹òüñÿ

iíôiìóì â (1.3.8) ¹ íåòðèâiàëüíèì.

ßê çàçíà÷åíî âèùå, âè÷åðïíèé îïèñ ìiíiìiçàíòiâ Fλ[u,A] â Jd â iíòåãðîâàíî-
ìó âèïàäêó λ = 1 áóëî îäåðæàíî â [50]. Ó öüîìó âèïàäêó ìiíiìiçàíòè óòâîðþþòü

2|d|-ïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ. Öå êîíòðàñòó¹ ç âèïàäêîì ñïðîùåíîãî ôóíêöiîíàëó

Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó, äëÿ ÿêîãî ìiíiìiçàíòiâ íå iñíó¹ äëÿ âñiõ λ > 0 îêðiì âèïàäêó

d = 0. Äëÿ λ = 1, ç (1.3.9)�(1.3.10) âèïëèâà¹, ùî md(1) ≥ π|d|. Ïðèïóñòèìî äëÿ
âèçíà÷åíîñòi, ùî d > 0, òîäi ðiâíiñòü md(1) = πd âåäå äî ñèñòåìè ðiâíÿíü

∂u
∂z̄ + 1

2(A2 − iA1)u = 0

curlA+ 1
2(|u|2 − 1) = 0

â Ω, (1.3.13)

Ôàêòîðiçóþ÷è (ÿê â [108]) u â äîáóòîê ãîëîìîðôíî¨ ÷àñòèíè a(z; ξ1) . . . a(z; ξd)

i ìíîæíèêó eϕ/2, (1.3.13) îòðèìó¹ìî îäíå ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó äëÿ ϕ, −∆ϕ+ |a(z; ξ1) . . . a(z; ξd)|2eϕ = 1 â Ω

ϕ = 0 íà ∂Ω,
(1.3.14)

äå a(z; ξ) � êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ Ω íà B1 = {x ∈ C; |x| < 1}, òàêå ùî

a(ξ; ξ) = 0, òîáòî a(z, ξ) ìà¹ âèãëÿä

a(z; ξ) =
f(z)− f(ξ)

1− f(ξ)f(z)
(1.3.15)
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äå f � ôiêñîâàíå êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ Ω íà B1. Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ λ = 1

òî÷êè ξ1, . . . , ξd, ùî ¹ âèõîðàìè ìiíiìiçàíòiâ, ìîæíà âèáèðàòè äîâiëüíèì ÷èíîì

â Ω.

Òâåðäæåííÿ 1.3.2. [50] Ïðèïóñòèìî, ùî d > 0, òîäi md(1) = πd i

(i) äëÿ âñèõ ξ1, . . . , ξd ∈ Ω (u,A) = (a(z; ξ1) . . . a(z; ξd)e
ϕ/2,−1

2∇
⊥ϕ), äå ϕ ¹

ðîçâ'ÿçêîì (1.4.17), ¹ ìiíiìiçàíòîì (1.3.8) äëÿ λ = 1;

(ii) êîæíèé ìiíiìiçàíò (1.3.8) äëÿ λ = 1 ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê (u,A) =

(γ a(z; ξ1) . . . a(z; ξd) e
ϕ/2,−1

2∇
⊥ϕ) äëÿ äåÿêîãî γ = const ∈ S1, ξ1, . . . , ξd ∈

Ω, i ϕ, ùî ¹ ðîçâ'ÿçêîì (1.4.17).

Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî ôàêòó, ùî iíôiìóì â (1.3.8) äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ λ < 1 âèêî-

ðèñòîâó¹òüñÿ ñëàáêà íàïiâíåïåðåðâíiñòü çíèçó Fλ[u,A], F±[u,A] i íåïåðåðâíiñòü

îñòàííüîãî ÷ëåíó â (1.3.9)-(1.3.10). Áàçîâèì åëåìåíòîì â äîâåäåííi ¹ ïîðiâíÿííÿ

¹íåðãié, ÿêå ñïèðà¹òüñÿ íà íàñòóïíó Ëåìó.

Ëåìà 1.3.3. Íåõàé (u,A) ∈ Jd � äîâiëüíà ïàðà, òàêà ùî |u| ≤ 1 â Ω. Òîäi

(i) iñíó¹ ïàðà (v,B) ∈ Jd+1, òàêà ùî |v| ≤ 1 â Ω, F+[v,B] ≤ F+[u,A] i∫
Ω

(|v|2 − 1)2dx >

∫
Ω

(|u|2 − 1)2dx; (1.3.16)

(ii) iñíó¹ ïàðà (v,B) ∈ Jd−1 òàêà ùî |v| ≤ 1 â Ω, F−[v,B] ≤ F−[u,A] i

âèêîíó¹òüñÿ (1.3.16).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ξ � Ëåáåãîâà òî÷êà u, òàêà ùî |u(ξ)| > 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

a(x; ξ) êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ Ω íà îäèíè÷íèé äèñê çàäàíå ôîðìóëîþ (1.3.15)

(çîêðåìà ìà¹ìî a(ξ; ξ) = 0). Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ v = ua(x; ξ)eφ/2 (ç äiñíîçíà-

÷íîþ ôóíêöi¹þ φ ∈ H2(Ω)) i âåêòîðíå ïîëå B = A+ B̃ (äå B̃ ∈ H1(Ω;R2), òàêå

ùî
∂v

∂z̄
+
B2 − iB1

2
v = a(x; ξ)eφ/2

(∂u
∂z̄

+
A2 − iA1

2
u
)
â Ω, (1.3.17)
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curlB + 1
2(|v|2 − 1) = curlA+ 1

2(|u|2 − 1) â Ω

φ = 0 íà ∂Ω.
(1.3.18)

ßñíî, ùî (ÿêùî B̃ ìà¹ êóëîíiâñüêó êàëiáðîâêó) (v,B) ∈ Jd+1. Çàçíà÷èìî, ùî

(1.3.17) âèêîíó¹òüñÿ êîëè B̃ = −1
2∇
⊥φ i ç òàêèì âèáîðîì B̃ ìà¹ìî curlB =

curlA− 1
2∆φ. Òîäi (1.3.18) ïåðåïèñó¹òüñÿ ÿê∆φ = |u|2(|a(x; ξ)|2eφ − 1) â Ω

φ = 0 íà ∂Ω.
(1.3.19)

Îñòàííÿ íàïiâëiíiéíà çàäà÷à ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ÿêèé íàëåæèòü äî H2(Ω),

ùî ¹ íàñëiäêîì íàñòóïíîãî ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 1.3.4. ([50], Òåîðåìà 4.3) Íåõàé k ≥ −1 ¹ öiëèì. Íåõàé òàêîæ çàäàíi

β ∈ Hk(Ω), µ ∈ Hk+3/2(∂Ω), i α ∈ Hk(Ω), òàêi ùî α ≥ 0, α ∈ L1+ε(Ω) äëÿ

äåÿêîãî ε > 0. Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê φ ∈ H1(Ω) ðiâíÿííÿ −∆φ+αeφ = β

â Ω ùî çàäîâîëüíÿ¹ φ = µ íà ∂Ω. Áiëüø òîãî, ìà¹ìî φ ∈ Hk+2(Ω).

Çàñòîñó¹ìî ïðèíöèï ìàêñèìóìó äî (1.3.19), òîäi ìà¹ìî

0 < φ ≤ −2 log |a(x; ξ)| in Ω.

Çâiäñè 0 ≤ |v| ≤ |u| â Ω i 0 = |v(ξ)| < |u(ξ)|, ùî äà¹ (1.3.16). Íàñàìêiíåöü, ç

(1.3.17)�(1.3.18) i ïîòî÷êîâî¨ íåðiâíîñòi |a(x; ξ)|eϕ/2 ≤ 1 íåâàæêî âèâåñòè, ùî

F+[v,B] ≤ F+[u,A]. Òàêèì ÷èíîì òâåðäæåííÿ (i) äîâåäåíî. Äîâåäåííÿ (ii) ¹

àíàëîãi÷íèì. À ñàìå, ïîêëàäåìî v = ua(x; ξ)eφ/2 (äå φ ¹ ðîçâ'ÿçêîì (1.3.19)) i

B = A+ 1
2∇
⊥φ i ïîâòîðèìî ìiðêóâàííÿ âèêëàäåíi âèùå äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî

F−[v,B] ≤ F−[u,A] i âèêîíó¹òüñÿ (1.3.16).

Íàñëiäîê 1.3.5. Íåõàé (u,A) ∈ Jd i ïðèïóñòèìî, ùî 0 < λ < 1. Òîäi

(i) iñíó¹ ïàðà (v,B) ∈ Jd+1, òàêà ùî Fλ[v,B] < Fλ[u,A] + π;

(ii) iñíó¹ ïàðà (v,B) ∈ Jd−1, òàêà ùî Fλ[v,B] < Fλ[u,A] + π.
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Çîêðåìà, ÿêùî d ≥ 0 (d ≤ 0) òîäi md+1(λ) ≤ md(λ) + π (md−1(λ) ≤ md(λ) + π)

i íåðiâíiñòü ¹ ñòðîãîþ ó âèïàäêó êîëè md(λ) äîñÿãà¹òüñÿ.

Äîâåäåííÿ. (i) Áåç çìåíøåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ïðèïóñêàòè, ùî |u| ≤ 1 â

Ω (ó çâîðîòíüîìó âèïàäêó ìîæíà ââåñòè ôóíêöiþ ũ = umin{1, 1/|u|}, äëÿ
ÿêî¨ Fλ[ũ, A] ≤ Fλ[u,A]). Òîäi ìîæíà âèêîðèñòàòè òâåðäæåííÿ (i) Ëåìè 1.3.3

i ñêîíñòðóþâàòè âiäïîâiäíó ïàðó (v,B). Ïiäñòàâèìî òåïåð (v,B) â ïðåäñòàâëå-

ííÿ (1.3.9) äëÿ Fλ[v,B] i âèêîðèñòà¹ìî (1.3.17)-(1.3.18),

Fλ[v,B] = π(d+ 1) + F+[v,B]− 1− λ
8

∫
Ω

(|v|2 − 1)2dx

< π + πd+ F+[u,A]− 1− λ
8

∫
Ω

(|u|2 − 1)2dx = π + Fλ[u,A].

Äîâåäåííÿ (ii) ¹ àíàëîãi÷íèì. �

Äîâåäåííÿ Òîðåìè 1.3.1. (ii) Ïðèïóñòèìî, âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî (u,A) ∈ Jd �
ìiíiìiçàíò md(λ) äëÿ λ > 1. Ìà¹ìî

Fλ[u,A] ≤ inf
(u,0)∈Jd

(
Fλ[u, 0] ≡ 1

2

∫
Ω

(|∇u|2 +
λ

4
(|u|2 − 1)2) dx

)
≤ π|d|,

äå îñòàííþ íåðiâíiñòü îòðèìàíî çà äîïîìîãîþ òåñòîâèõ ôóíêöié uξ = a(z; ξ)d ç

ξ → ∂Ω (äèâ. [34]). Ç iíøîãî áîêó, âíàñëiäîê (1.3.9)�(1.3.10),

Fλ[u,A] ≥ π|d|+ λ− 1

8

∫
Ω

(|u|2 − 1)2dx.

Òàêèì ÷èíîì
λ− 1

8

∫
Ω

(|u|2 − 1)2)dx = 0,

òîáòî u ¹ S1-çíà÷íîþ ôóíêöi¹þ, çâiäêè deg(u, ∂Ω) = 0. Îòæå (u,A) ∈ J0, i

(u,A) 6∈ Jd ÿêùî d 6= 0.

Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (i) ïîìiòèìî, ùî äëÿ d = 0 ìà¹ìî m0(λ) = 0

i äîâiëüíà ïàðà (γ, 0) ç γ = const ∈ S1 ¹ ìiíiìiçàíòîì. Ïðèïóñòèìî, ùî d >

0 (âèïàäîê d < 0 ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëàãi÷íî). Êîðèñòóþ÷èñü òâåðäæåííÿì (i)
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Íàñëiäêó 1.3.5, îäåðæó¹ìî

md(λ) = md(λ)−m0(λ) =
d−1∑
d′=0

(md′+1(λ)−md′(λ)) < πd. (1.3.20)

Íåõàé (u(n), A(n)) ∈ Jd � ìiíiìiçóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü äëÿ çàäà÷i (1.3.8). Ç (1.3.20)

òà (1.3.3) âèïëèâà¹, ùî ‖u(n)‖H1 + ‖A(n)‖H1 ≤ C . Îòæå, ç òî÷íiñòþ äî ïiäïî-

ñëiäîâíîñòi, (u(n), A(n)) → (u,A) ñëàáêî â H1(Ω;C) × H1(Ω;R2) êîëè n → ∞.

Òàêèì ÷èíîì (u,A) ∈ Jd′ äëÿ äåÿêîãî öiëîãî d′, i äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (i)
íåîáõiäíî ïîêàçàòè òiëüêè, ùî d′ = d.

Ïðèïóñòèìî, ùî d′ > d. Ç ñëàáêî¨ íàïiâïåðåðâíîñòi çíèçó F−[u(n), A(n)] i íåïå-

ðåðâíîñòi îñòàííüîãî äîäàíêà â (1.3.10) âiäíîñíî ñëàáêî¨-H1 çáiæíîñòi âèïëèâà¹,

ùî

md(λ) = −πd+ lim
n→∞

(
F−[u(n), A(n)]− 1− λ

8

∫
Ω

(|u(n)|2 − 1)2dx
)

≥ −πd+ F−[u,A]− 1− λ
8

∫
Ω

(|u|2 − 1)2dx = π(d′ − d) + Fλ[u,A].

Ç iíøîãî áîêó iòåðàòèâíå âèêîðèñòàííÿ òâåðäæåííÿ (ii) Íàñëiäêó 1.3.5 âåäå

äî ïàðè (v,B) ∈ Jd, òàêî¨ ùî Fλ[v,B] < π(d′ − d) + Fλ[u,A], îòæå md(λ) <

π(d′ − d) + Fλ[u,A] � ïðîòèði÷÷ÿ. Àíàëîãi÷íî, ÿêùî d′ < d òîäi ìà¹ìî md(λ) =

limn→∞ Fλ[u
(n), A(n)] ≥ π(d − d′) + Fλ[u,A] âíàñëiäîê íàïiâïåðåðâíîñòi çíèçó

(1.3.9), ó òîé æå ÷àñ òâåðäæåííÿ (i) Íàñëiäêó 1.3.5 âåäå äî íåðiâíîñòi md(λ) <

π(d − d′) + Fλ[u,A], àëå öå òàêîæ ¹ ïðîòèði÷÷ÿ. Òàêèì ÷èíîì d′ = d, Òåîðåìó

1.3.1 äîâåäåíî. �

Çàóâàæåííÿ 1.3.6. Ó òîé ÷àñ ÿê ìiíiìiçàíòè (1.3.8) çàâæäè iñíóþòü äëÿ λ < 1

(òîáòî äîâiëüíà ìiíiìiçóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ çà ïiäïîñëiäîíiñòþ äî ìi-

íiìiçàíòó (1.3.8)), öå íå ¹ âiðíèì êîëè λ = 1 i d 6= 0. ßêùî, íàïðèêëàä, d > 0

òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ξ(n) ∈ Ω, ùî çáiãà¹òüñÿ äî ∂Ω, ïîñëiäîâíiñòü

(a(x; ξ(n))d, 0) ∈ Jd ¹ ìiíiìiçóþ÷îþ ïîëiäîâíiñòþ ÷è¨ ÷àñòêîâi ãðàíèöi ¹ òðiâi-

àëüíèìi ìiíiìiçàíòàìè (u ≡ Const ∈ S1, A ≡ 0) 6∈ Jd. Ç iíøîãî áîêó ìiíiìiçàíòè
iñíóþòü, âîíè îïèñàíi â Òâåðäæåííi 1.3.2.
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1.4 Ñèíãóëÿðíà ïîâåäiíêà ìiíiìiçàíòiâ ïîâíîãî

ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó â äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ:

âèõîði áiëÿ ìåæi òà ¨õ ãðàíè÷íi ïîëîæåííÿ

Äëÿ çàäàíî¨ îáìåæåíî¨ äâîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi G ⊂ R2, G = Ω \ ω, äå Ω, ω �

ãëàäêi îáìåæåíi îäíîçâ'ÿçíi îáëàñòi i ω ⊂ Ω, ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à çíàõîäæåííÿ

êðèòè÷íèõ òî÷îê ôíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó

Eλ[u,A] =
1

2

∫
G

(
|∇u− iAu|2 +

λ

4
(|u|2 − 1)2

)
dx +

1

2

∫
R2

|curlA|2 dx (1.4.1)

ó ïðîñòîði (u,A) ∈ J ,

J = {u ∈ H1(G;C); |u| = 1 íà ∂G} ×H1
loc(R2;R2). (1.4.2)

Íåâiäîìèìè â (1.4.1) ¹ âiäîáðàæåííÿ u : G→ C (ïàðàìåòð ïîðÿäêó) i âåêòîðíå

ïîëå A : R2 → R2 (ïîòåíöiàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ); λ > 0 � çàäàíà ñòàëà (
√
λ/2

� ïàðàìåòð Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó). Ââåäåìî ïiäïðîñòið J01 ⊂ J , êóäè âiäíåñåìî

ïàðè (u,A), òàêi ùî ñòåïiíü âiäîáðàæåííÿ u íà ∂ω i ∂Ω ¹, âiäïîâiäíî, íóëüîâèì

i îäèíè÷íèì. Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ (u,A) ∈ J01 ⊂ J ôóíêöiÿ u ìà¹ ùîíàéìåíø

îäèí (iñòîòíèé) íóëü â G. Âèâ÷à¹òüñÿ âàðiàöiéíà çàäà÷à

m(λ) = inf{Eλ[u,A]; (u,A) ∈ J01}. (1.4.3)

Áóäå ïîêàçàíî, ùî m(λ) çàâæäè äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ 0 < λ < 1 i íiêîëè íå äîñÿ-

ãà¹òüñÿ äëÿ λ ≥ 1. Òîé ôàêò, ùî m(1) íå äîñÿãà¹òüñÿ êîíòðàñòó¹ ç âèïàäêîì

îäíîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi. Áiëüø òîãî, ïîâåäiíêà ìiíiìiçàíòiâ ïðè λ → 1 − 0 ¹ ñèí-

ãóëÿðíîþ: ìiíiìiçàíòè ìàþòü âèõîði áiëÿ ìåæi i ¨õ ïîâåäiíêà, çîêðåìà àñèìïòî-

òè÷íi ïîëîæåííÿ, ¹ ãëàâíèì ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ó öüîìó ïiäðîçäiëi.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ¹ íàñòóïíà Òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.4.1. Íåõàé 0 < λ < 1 i íåõàé (uλ, Aλ) � ìiíiìiçàíò (1.4.1) â J01.

Òîäi, ïðè λ→ 1− 0

(i) uλ ìà¹ òî÷íî îäèí íóëü (âèõîð) ξλ;
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(ii) ç òî÷íiñòþ äî âèäiëåííÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi, ξλ → ξ∗ ∈ ∂Ω êîëè λ → 1− 0

i ξ∗ ìàêñèìiçó¹ |∂V/∂ν| íà ∂Ω, äå ∂V/∂ν � íîðìàëüíà ïîõiäíà V i V �

ðîçâ'ÿçîê (ñêàëÿðíî¨) çàäà÷i∆V = V â G

V = 0 íà ∂Ω, i V = 1 íà ∂ω;
(1.4.4)

(iii) òàíãåíöiàëüíà êîìïîíåíòà ñòðóìó jλ = (iuλ,∇uλ − iAλuλ) íà ∂Ω çái-

ãà¹òüñÿ äî 2πδξ∗ â D′(∂Ω), äå δξ∗ � äåëüòà-ôóíêöiÿ Äiðàêà ç öåíòðîì â

ξ∗.

Çàóâàæåííÿ 1.4.2. Â ïðîöåñi äîâåäåííÿ Òåîðåìè 1.4.1 áóäå ïîêàçàíî, ùî

(uλ, Aλ) çáiãà¹òüñÿ ñëàáêî âH1(G;C)×H1(G̃;R2) (äëÿ êîæíî¨ îáìåæåíî¨ îáëàñòi

G̃) äî ãðàíèöi (u,A), ùî ¹ åêâiâàëåíòíîþ (âiäíîñíî êàëiáðîâî÷íèõ ïåðåòâîðåíü)

òðiâiàëüíîìó ìiíiìiçàíòó (u = const ∈ S1, A = 0). Ïðîòå ñòðóìè ìàþòü ñèíãó-

ëÿðíó ïîâåäiíêó, ÿê îïèñàíî â òâåðäæåííi (iii) Òåîðåìè 1.4.1.

Òðåáà çàçíà÷èòè, ùî ñèíãóëÿðíà ïîâåäiíêà ìiíiìiçàíòiâ â Òåîðåìi 1.4.1 ¹ äî-

ñèòü íåçâè÷àéíîþ. Âîíà ñóòò¹âî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ðåçóëüòàòiâ [30], äå áëèçüêà

çàäà÷à âèâ÷åíà â ãðàíèöi Ëîíäîíiâ λ → ∞. Ïðîòå â [30], ðàçîì ç çàäàíèì

ñòåïåíåì âiäîáðàæåííÿ ïàðàìåòðó ïîðÿäêó íà ìåæi çàäà¹òüñÿ òàêîæ óìîâà Äi-

ðiõëå äëÿ òàíãåíöiàëüíî¨ êîìïîíåíòè ñòðóìó. Âiäïîâiäíà âàðiàöiéíà çàäà÷à ¹

êîìïàêòíîþ, âîíà ìà¹ ðîçâ'ÿçêè äëÿ âñiõ λ > 0, áiëüø òîãî âèõîði ìiíiìiçàíòiâ

çáiãàþòüñÿ äî âíóòðiøíiõ òî÷îê ÿêi îïèñóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ôóíêöiîíàëó ðå-

íîðìàëiçîâàíî¨ åíåðãi¨. Âàæëèâîþ âiäìiííîþ ðèñîþ çàäà÷i (1.4.3) ¹ òîé ôàêò, ùî

òàíãåíöiàëüíà êîìïîíåíòà ñòðóìó ìà¹ δ-ïîäiáíó ïîâåäiíêó íà ∂G ïðè λ→ 1−0,

îñêiëüêè âèõîði çáiãàþòüñÿ äî òî÷îê íà ìåæi (íà âiäìiíó âiä [30]), ïðè öüîìó

íîðìàëüíà êîìïîíåíòà ñòðóìó çàâæäè ¹ íóëüîâîþ (öå ¹ íàòóðàëüíîþ êðàéîâîþ

óìîâîþ äëÿ çàäà÷i (1.4.3)).

Äëÿ äîñëiäæåííÿ âèõîðiâ áiëÿ ìåæi ðîçâèâà¹òüñÿ òåõíiêà åíåðãåòè÷íèõ îöi-

íîê äëÿ çàäà÷i (1.4.3), ùî äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè ãðàíè÷íi ïîëîæåííÿ âèõîðiâ ó
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ãðàíèöi λ → 1 − 0. Òðåáà çàçíà÷èòè, ùî ãðàíè÷íi âèõîði ïîðîäæóþòü ñèíãó-

ëÿðíi ñòðóìè ïðîòå ñëàáêà ãðàíèöÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêó íå ¹ ñèíãóëÿðíîþ (íà

âiäìiíó âiä âèõîðiâ âiääiëåíèõ âiä ìåæi, ùî äîáðå äîñëiäæåíi â ëiòåðàòóði).

Îñíîâíèì òåõíi÷íèì ðåçóëüòàòîì ¹ íàñòóïíà àñèìïòîòè÷íà (λ→ 1− 0) îöiíêà

çíèçó äëÿ åíåðãi¨ ìiíiçóþ÷î¨ ïàðè (uλ, Aλ),

Eλ[u
λ, Aλ] ≥ π +

2π2

KG
δ2
∣∣∂V
∂ν

(ξ∗)
∣∣2(1 + o(1))− π(1− λ)δ2| log δ|(1 + o(1)) (1.4.5)

äå ξ∗ = ξ∗(λ) � îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íà ∂Ω íóëÿ (âèõîðÿ) ξλ ôóíêöi¨ uλ,

KG � äîäàòíà êîíñòàíòà (ùî çàëåæèòü òiëüêè âiä îáëàñòi G), δ � âiäñòàíü âiä

ξλ äî ∂Ω (δ = δ(λ) ïðÿìó¹ äî íóëÿ êîëè λ → 1 − 0). Öÿ îöiíêà ¹ òî÷íîþ,

ó òîìó ñåíñi ùî îáåðíåíà íåðiâíiñòü (1.4.5) ñïðàâäæó¹òüñÿ íà òåñòîâèõ ôóí-

êöiÿõ, äå ξ∗ ∈ ∂Ω i δ > 0 � ïàðàìåòðè (ÿêi ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ëîêàëü-

íi êîîðäèíàòè ïðîáíîãî âèõîðÿ ξ ∈ G áiëÿ ∂Ω). Òàêèì ÷èíîì ìîæíà ìiíi-

ìiçóâàòè (1.4.5) ñïî÷àòêó âiäíîñíî δ i çíàéòè àñèìïòîòè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

− log δ = 2π
(1−λ)KG

∣∣∂V
∂ν (ξ∗)

∣∣2(1 + o(1)), ïîòiì ìiíiìiçóâàòè âiäíîñíî ξ∗ i îòðèìà-

òè òâåðäæåííÿ (ii) Òåîðåìè 1.4.1. Öå âåäå äî íàñòóïíî¨ àñèìïòîòè÷íî¨ ôîð-

ìóëè äëÿ ¹íåðãi¨ Eλ[u
λ, Aλ] = π − exp

(
4π

(1−λ)KG
MG(1 + o(1))

)
ìiíiìiçàíòà, äå

MG = min{
∣∣∂V
∂ν (ξ)

∣∣2; ξ ∈ ∂Ω}. Çàçíà÷èìî, ùî çàäà÷à âèçíà÷åííÿ ãðàíè÷íèõ ïî-
ëîæåíü âèõîðiâ ¹ íåëîêàëüíîþ, âîíà çâîäèòüñÿ äî ìiíiìiçàöi¨ |∂V∂ν | íà ∂Ω i |∂V∂ν (ξ)|
çàëåæèòü âiä ãåîìåòði¨ âñi¹¨ îáëàñòi G (à íå òiëüêi ëîêàëüíèõ ãåîìåòðè÷íèõ âëà-

ñòèâîñòåé ∂Ω â îêîëi ξ).

1.4.1 Âëàñòèâîñòi çàäà÷i i ïðåäñòàâëåííÿ �.Á.

Áîãîìîëüíîãî

Âàæëèâîþ âëàñòèâiñòþ ôóíêöiîíàëó (1.4.1) ¹ éîãî iíâàðiàíòíiñòü âiäíîñíî êà-

ëiáðîâî÷íèõ ïåðåòâîðåíü u 7→ eiφu, A 7→ A+∇φ (äå φ ∈ H2
loc(R2)). Öå, çîêðåìà,

äîçâîëÿ¹ çâåñòè âèâ÷åííÿ (1.4.1) äî ôóíêöiîíàëà

Fλ[u,A] =
1

2

∫
G

(
|∇u− iAu|2 +

λ

4
(|u|2 − 1)2

)
dx +

1

2

∫
Ω

|curlA|2 dx (1.4.6)
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(äèâ. íàïðèêëàä, [182]). Áiëüø òîãî, áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ïðèïó-

ñêàòè, ùî divA = 0 â Ω

A · ν = 0 íà ∂Ω.
(1.4.7)

Òàêèì ÷èíîì, òðîøêè çëîâæèâàþ÷è ïîçíà÷åííÿìè, ìîæíà âèçíà÷èòè J01 íà-

ñòóïíèì ÷èíîì

J01 = {u ∈ H1(G;C); |u| = 1 íà ∂G, deg(u, ∂ω) = 0, deg(u, ∂Ω) = 1}

×H1(Ω;R2),

i çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ (1.4.3) ìîæíà ¹êâiâàëåíòíî ïåðåôîðìóëþâàòè ÿê

m(λ) = inf{Fλ[u,A]; (u,A) ∈ J01, A çàäîâîëüíÿ¹ (1.5.7)}. (1.4.8)

Êðèòè÷íi òî÷êè Fλ[u,A] â J , çîêðåìà ìiíiìiçàíòè (1.4.8) çàäîâîëüíÿþòü ñèñòå-
ìó ðiâíÿíü Åéëåðà � Ëàãðàíæà

− (∇− iA)2u+
λ

2
u(|u|2 − 1) = 0 â G (1.4.9)

−∇⊥h =

j â G0 â ω,
(1.4.10)

äå h = curlA � ìàãíiòíå ïîëå (ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ â äâîâèìiðíîìó âèïàäêó), i

j = (iu,∇u− iAu) � âåêòîð ñòðóìó.

Êðiì òîãî h ∈ H1(Ω) i âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi êðàéîâi óìîâè,

|u| = 1, j · ν = 0 íà ∂G, h = 0 íà ∂Ω,
∂h

∂τ
= 0 íà ∂ω. (1.4.11)

Áóäåìî ââàæàòè, ùî ∂G ∈ C∞, òîäi u ∈ C∞(G;C) i A ∈ C∞(G;R2). Öåé

ðåçóëüòàò ïðî ðåãóëÿðíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ âñòàíîâëþ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî [39]. Òàêîæ

ñïðàâåäëèâîþ ¹ ïîòî÷êîâà íåðiâíiñòü

|u| ≤ 1 â G,
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ÿêà ¹ íàñëiäêîì ïðèíöèïó ìàêñèìóìó çàñòîñîâàíîãî äî ðiâíÿííÿ

∆|u|2 = λ|u|2(|u|2 − 1) + 2|∇u− iAu|2 â G. (1.4.12)

Íàñòóïíå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ åíåðãi¨ âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü â ïîäàëüøîìó

àíàëiçi çàäà÷i (1.4.8), âîíî ¹ âiðíèì äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè (u,A) ∈ J01,

Fλ[u,A] = π + F+[u,A] +
1

2

∫
ω

|curlA|2dx− 1− λ
8

∫
Ω

(|u|2 − 1)2dx, (1.4.13)

äå

F+[u,A] = 2

∫
G

∣∣∣∂u
∂z̄

+
A2 − iA1

2
u
∣∣∣2dx+

1

2

∫
G

∣∣∣curlA+
|u|2 − 1

2

∣∣∣2dx. (1.4.14)

Öå íåòðèâiàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ áóëî âèíàéäåíî �.Á. Áîãîìîëüíèì [49].

1.4.2 Îöiíêà çâåðõó äëÿ åíåðãi¨

Äëà òîãî ùîá çíàéòè îöiíêó çâåðõó äëÿ m(λ) ââåäåìî ñiì'þ ïðîáíèõ ïàð

(u(ξ), A(ξ)) ∈ J01 ×H1(Ω;R2), ùî çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðó ξ ∈ G (u(ξ)(ξ) = 0) �

ïðîáíîãî âèõîðÿ. Øóêà¹ìî u(ξ) i A(ξ) ó âèãëÿäi

u(ξ) = ũ(ξ), A(ξ) =

Ã(ξ) +B+ â G

B− â ω,
(1.4.15)

ç (ũ(ξ), Ã(ξ)), ùî ìiíiìiçóþòü F+[ũ, Ã] ñåðåä (ũ, Ã) ∈ J01 × H1(G;R2) òàêèõ,

ùî ũ(ξ) = 0. Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîçíà÷åíü áóäåìî îïóñêàòè çàëåæíiñòü B± âiä

ïàðàìåòðó ξ.

ßñíî, ùî F+[ũ(ξ), Ã(ξ)] ≥ 0 i ðiâíiñòü F+[ũ(ξ), Ã(ξ)] = 0 âåäå äî ñèñòåìè ðiâ-

íÿíü

∂ũ(ξ)

∂z̄
+
Ã

(ξ)
2 − iÃ

(ξ)
1

2
ũ(ξ) = 0 i curlÃ(ξ) +

1

2
(|ũ(ξ)|2 − 1) = 0 â G. (1.4.16)

Öÿ ñèñòåìà çâîäèòüñÿ, çà äîïîìîãîþ ôàêòîðiçàöi¨ ũ(ξ) â äîáóòîê ãîëîìîðôíîãî

ìíîæíèêà γξ(z) i ìíîæíèêà eϕξ/2 (äèâ. [195]), äî íàñòóïíîãî ¹äèíîãî ðiâíÿííÿ

äðóãîãî ïîðÿäêó äëÿ ϕξ,

−∆ϕξ + |γξ(z)|2eϕξ = 1 â G. (1.4.17)
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Ðiâíÿííÿ (1.4.17) äîïîâíþ¹òüñÿ êðàéîâîþ óìîâîþ

ϕξ = −2 log |γξ(z)| íà ∂G, (1.4.18)

ùî âèòiêà¹ ç óìîâè |ũ(ξ)| = 1 íà ∂G.

Âèáåðåìî ñïåöiàëüíó ãîëîìîðôíó ôóíêöiþ γξ ∈ H1(G;C), ùî çàäîâîëüíÿ¹

∂γξ
∂z̄

= 0 â G; γξ(ξ) = 0;

|γξ| = 1 íà ∂Ω, deg(γξ, ∂Ω) = 1

|γξ| = const íà ∂ω, deg(γξ/|γξ|, ∂ω) = 0.
(1.4.19)

Öi óìîâè âèçíà÷àþòü ¹äèíó γξ ç òî÷íiñòþ äî ïîìíîæåííÿ íà ñòàëó ðiâíó çà

ìîäóëåì îäèíèöi. Áiëüø òîãî, ÿêùî çàôiêñóâàòè êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ F
îáëàñòi Ω íà îäèíè÷íèé äèñê B1 = {x ∈ C; |x| < 1}, i ïîêëàñòè

aξ(z) =
F(z)−F(ξ)

1−F(ξ)F(z)
, (1.4.20)

òîäi σξ = log |γξ/aξ| ¹ (¹äèíîþ) ãàðìîíi÷íîþ â G ôóíêöi¹þ, ùî çàäîâîëüíÿ¹

êðàéîâi óìîâè σξ = 0 íà ∂Ω, σξ = const− log |aξ| íà ∂ω, i∫
∂ω

∂σξ
∂ν

ds = 0. (1.4.21)

Çàâäÿêè îñòàííié ðiâíîñòi iñíó¹ îäíîçíà÷íà ãàðìîíi÷íî ñïðÿæåíà ôóíêöiÿ ψξ ∈
C∞(Ḡ) (∂ψξ∂z̄ = i

∂σξ
∂z̄ ) òàê ùî γξ = aξexp(σξ + iψξ) çàäîâîëüíÿ¹ (1.4.19). Òåïåð

ïîêëàäåìî

ũ(ξ) = γξe
ϕξ/2 i Ã(ξ) = −1

2
∇⊥ϕξ. (1.4.22)

Â [50] (Òåîðåìà 4.3) ïîêàçàíî, ùî iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ`ÿçîê ϕξ ∈ H2(G) çàäà÷i

(1.4.17)-(1.4.18).

Ó íàñòóïíîìó êðîöi êîíñòðóþòüñÿ B± â (1.4.15). Ç (1.5.14)-(1.4.16) i (1.4.22),

ìà¹ìî

Fλ[u
(ξ), A(ξ)] = π +

1

2

∫
G

(
|B+|2 + (curlB+)2

)
dx+

1

2

∫
ω

|curlB−|2 dx

+
1

2

∫
G

(
(|γξ|2eϕξ − 1)|B+|2 − 1− λ

4
(|γξ|2eϕξ − 1)2

)
dx. (1.4.23)
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Ðîçãëÿíåìî ìiíiìiçàöiþ âiäíîñíî B± äîäàíêó äâîõ ñåðåäíiõ ÷ëåíiâ ïðàâî¨ ÷à-

ñòèíè (3.2.58). Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ Åéëåðà-Ëàãðàíæà

∇⊥h+ = B+ â G i ∇⊥h− = 0 â ω, (1.4.24)

i êðàéîâó óìîâó

h+ = 0 íà ∂Ω,

äå h± = curlB±. Îñêiëüêè A(ξ) ∈ H1(Ω;R2) ìà¹ìî òàêîæ óìîâó ñïðÿæåííÿ

B+ + Ã(ξ) = B− íà ∂ω. (1.4.25)

Ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ â (1.4.24) âèïëèâà¹, ùî h− = const, òîäi ç îãëÿäó íà (1.4.25)

îòðèìó¹ìî

|ω|h− =

∫
ω

h−dx =

∫
∂ω

B− · τ ds =

∫
∂ω

(B+ + Ã(ξ)) · τ ds, (1.4.26)

àáî

h− =
1

|ω|

∫
∂ω

(B+ + Ã(ξ)) · τ ds.

Äëÿ ñïðàâæíiõ êðèòè÷íèõ òî÷îê (1.4.6) curlA ¹ íåïåðåðâíèì íà ∂ω, òîìó áóäåìî

âèìàãàòè ùîá h+ = h− íà ∂ω. Òîäi çàñòîñó¹ìî curl äî ïåðøîãî ðiâíÿííÿ â

(1.4.24), â ðåçóëüòàòi ïðèõîäèìî äî íàñòóïíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i
∆h+ = h+ in G

h+ = 0 íà ∂Ω

h+ =
1

|ω|

∫
∂ω

(B+ + Ã(ξ)) · τ ds íà ∂ω.

Çãiäíî ç (1.4.24) ìà¹ìî B+ · τ = ∂h+/∂ν íà ∂ω, çâiäêè

h+(x) =
( 1

KG

∫
∂ω

Ã(ξ) · τ ds
)
V (x),

äå

KG = |ω|+
∫
G

(|∇V |2 + V 2) dx,
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i V ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1.4.4). Òåïåð âèçíà÷èìî B± ÷åðåç B+ = ∇⊥h+

i B− = ∇ϑ+∇⊥µ, äå µ ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i∆µ = h− â ω

∂µ
∂ν = (B+ + Ã(ξ)) · τ íà ∂ω,

(1.4.27)

i ϑ ∈ H2(ω) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâó óìîâó ϑ = 0 i ∂ϑ∂ν = ∂µ
∂τ

íà ∂ω (äëÿ âèçíà÷åíîñòi ìîæåìî âèìàãàòè ùîá ϑ çàäîâîëüíÿëà ∆2ϑ = 0 â ω).

Iñíóâàíííÿ ðîçâ'ÿçêó µ ∈ H2(ω) çàäà÷i (1.4.27) âèòiêà¹ ç (1.4.26). Òàêèì ÷èíîì

ìà¹ìî B− · τ = ∂ϑ
∂τ + ∂µ

∂ν = (B+ + Ã(ξ)) · τ i B− · ν = ∂ϑ
∂ν −

∂µ
∂τ = 0 íà ∂ω, òàêîæ

(B+ + Ã(ξ)) · ν = 1
2
∂ϕξ
∂τ −

∂h+

∂τ = 0 íà ∂ω (îñêiëüêè ϕξ, h+ = const íà ∂ω). Îòæå

âåêòîðíå ïîëå A(ξ), çàäàíå â (1.4.15), íàëåæèòü äî H1(Ω;R2).

Òàêèì ÷èíîì ïîáóäîâàíî ïðîáíó ïàðó (u(ξ), A(ξ)) ÿêà ¹ äîïóñòèìîþ, ç òî-

÷íiñòþ äî êàëiáðîâî÷íîãî ïåðåòâîðåííÿ, äëÿ çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ (1.4.8). Ïðÿìå

îá÷èñëåííÿ Fλ[u(ξ), A(ξ)] ç âèêîðèñòàííÿì (3.2.58), äà¹ íàñòóïíó îöiíêó çâåðõó,

m(λ) ≤ Fλ[u
(ξ), A(ξ)] = π +

1

2KG

(∫
∂ω

A(ξ) · τ ds
)2

+
1

2

∫
G

(
(|γξ|2eϕξ − 1)|B+|2 − 1− λ

4
(|γξ|2eϕξ − 1)2dx

≤ π +
1

8KG

(∫
∂ω

∂ϕξ
∂ν

ds
)2

− 1− λ
8

∫
G

(|γξ|2eϕξ − 1)2dx, (1.4.28)

äå òàêîæ âèêîðèñòàíî ïîòî÷êîâó íåðiâíiñòü |γξ|2eϕξ ≤ 1 â G, ÿêà äîâîäèòüñÿ

çàñòîñóâàííÿì ïðèíöèïó ìàêñèìóìà äî çàäà÷i (1.4.17)-(1.4.18) (äèâ. Çàóâàæå-

ííÿ 1.4.14 â Ïiäðîçäiëi 1.4.6). Àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïðàâî¨ ÷àñòèíè I(ξ, λ)

â (1.4.28) ïðè ξ → ∂Ω áóäå âèâ÷åíî â Ïiäðîçäiëi 1.4.6. Áiëüø äîêëàäíî, áóäå

äîâåäåíî ùî, ÿêøî ξ∗ ïîçíà÷à¹ îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ ξ íà ∂Ω i δ = |ξ∗ − ξ| ¹
äîñòàòíüî ìàëèì, òîäi

I(ξ, λ) = π+
2π2

KG
δ2
∣∣∂V
∂ν

(ξ∗)
∣∣2−π(1−λ)δ2| log δ|+o(δ2+δ2|(1−λ) log δ|). (1.4.29)

Çîêðåìà, ïðè δ → +0 â (1.4.29)(òîáòî ξ → ∂Ω), îòðèìó¹ìî

m(λ) ≤ π, äëÿ âñiõ λ > 0, (1.4.30)
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i

m(λ) < π, äëÿ âñiõ 0 < λ < 1. (1.4.31)

1.4.3 Òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ/íåiñíóâàííÿ ìiíiìiçàíòiâ

Îöiíêè (1.4.30)-(1.4.31) äîçâîëÿþòü âñòàíîâèòè äëÿ ÿêèõ λ äîñÿãà¹òüñÿ iíôiìóì

m(λ) â (1.4.8). Ç öi¹þ öiëëþ âèêîðèñòà¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ùî ¹ ïðÿìîþ

àäàïòàöi¹þ Ëåìè 1 ç [35].

Ëåìà 1.4.3. Íåõàé (u(n), A(n)) ∈ J01 � òàêà ïîñëiäîâíiñòü, ùî (u(n), A(n)) →
(u,A) ñëàáêî â H1(G;C)×H1(Ω;R2), òîäi (u,A) ∈ J i

lim inf
n→∞

Fλ[u
(n), A(n)] ≥ Fλ[u,A] + π(|deg(u, ∂Ω)− 1|+ |deg(u, ∂ω)|).

Òåîðåìà 1.4.4. (i) Iíôiìóì m(λ) çàâæäè äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ 0 < λ < 1, (ii)

m(λ) íiêîëè íå äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ λ ≥ 1.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ (i) âèïëèâà¹ ç (1.4.31) i Ëåìè 1.4.3. Äiéñíî, ðîçãëÿíå-

ìî ìiíiìiçóþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü (u(n), A(n)). Âíàñëiäîê (1.4.31) öÿ ïîñëiäîâíiñòü ¹

îáìåæåíîþ â H1(G;C)×H1(Ω;R2). Òàêèì ÷èíîì, ç òî÷íiñòþ äî âèäiëåííÿ ïiä-

ïîñëiäîâíîñòi, (u(n), A(n)) → (u,A) ñëàáêî â H1(G;C) × H1(Ω;R2). Íåîáõiäíî

äîêàçàòè, ùî (u,A) ∈ J01. Äëÿ öüîãî, çà äîïîìîãîþ Ëåìè 1.4.3, îòðèìó¹ìî

m(λ) = lim inf
n→∞

Fλ[u
(n), A(n)] ≥ Fλ[u,A] + π|1− deg(u, ∂Ω)|+ π|deg(u, ∂ω)|.

Îñêiëüêè m(λ) < π, ìà¹ìî deg(u, ∂Ω) = 1 i deg(u, ∂ω) = 0, òîáòî (u,A) ∈ J01.

Äîâåäåìî òâåðäæåííÿ (ii). Ïðèïóñòèìî âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî (u,A) � ìiíiìi-

çàíò. Òîäi ç (1.5.14) i 1.4.30) îòðèìó¹ìî

m(λ) = π + F+[u,A] +
1

2

∫
ω

(curlA)2 dx+
λ− 1

8

∫
G

(|u|2 − 1)2 dx ≤ π.

Îñêiëüêè λ ≥ 1, âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

∂u

∂z̄
=
iA1 − A2

2
u â G, i curlA = 0 â ω. (1.4.32)
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Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ â (1.4.32) âèòiêà¹ íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ

∂|u|2

∂ν
− 2u× ∂u

∂τ
+ 2A · τ = 0 íà ∂ω,

îòæå, âíàñëiäîê äðóãîãî ðiâíÿííÿ â (1.4.32) i òîãî ôàêòó ùî deg(u, ∂ω) = 0,

ìà¹ìî ∫
∂ω

∂|u|2

∂ν
ds = 4πdeg(u, ∂ω)− 2

∫
ω

curlA = 0.

Ç iíøîãî áîêó, çãiäíî ç (1.4.12) (|u|2 − 1)/2 ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i∆ |u|
2−1
2 − λ|u|2 |u|

2−1
2 = |∇u− iAu|2 â G

|u|2−1
2 = 0 íà ∂G.

Âíàñëiäîê ïðèíöèïó ìàêñèìóìà i Ëåìè Õîïôà ìà¹ìî, àáî |u| ≡ 1 â G, àáî |u| <
1 â G i ∂|u|

2

∂ν < 0 íà ∂ω. Çâiäñiëÿ âèïëèâà¹, ùî |u| ≡ 1 â G i òîìó (u,A) 6∈ J01.

1.4.4 Îöiíêà çíèçó äëÿ åíåðãi¨

Êîíñòðóêöiÿ çàïðîïîíîâàíà â Ïiäðîçäiëi 1.4.2 äîçâîëÿ¹ äîâåñòè iñíóâàííÿ ìiíi-

ìiçàíòiâ (uλ, Aλ) çàäà÷i (1.4.8) äëÿ êîæíîãî 0 < λ < 1. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi áóäå

ïîêàçàíî îïòèìàëüíiñòü öi¹¨ êîíñòðóêöi¨ äëÿ λ → 1− 0. À ñàìå, áóäå äîâåäåíî

òàêèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 1.4.5. Iñíó¹ òî÷êà ξλ òàêà ùî ξλ → ∂Ω êîëè λ→ 1− 0 i

m(λ) = Fλ[u
λ, Aλ] ≥ π +

1

8KG

(∫
∂ω

∂ϕξλ

∂ν
ds
)2

− (1 + o(1))
1− λ

8

∫
G

(|γξλ|2eϕξλ − 1)2dx, (1.4.33)

äå γξλ, ϕξλ çàäàþòüñÿ (1.4.19) i (1.4.17)�(1.4.18) ç ξ = ξλ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ (1.4.33) áóäå âèâ÷åíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ìiíi-

ìiçàíòiâ (uλ, Aλ) êîëè λ→ 1− 0. Íà ïåðøîìó êðîöi áóäå äîâåäåíî, ùî

∃Ψλ = const ∈ S1 òàêå ùî uλ − Ψλ → 0 ñëàáêî â H1(G;C). (1.4.34)
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Òîäi ç òåîðåìè ïðî âêëàäåííÿ ñîáîëåâñüêèõ ïðîñòîðiâ âèïëèâà¹∫
G

(|uλ|2 − 1)2 dx→ 0. (1.4.35)

Òàêèì ÷èíîì ìîæíà ââåñòè ìàëèé ïàðàìåòð

ε(= ε(λ)) :=
(1− λ

8

∫
G

(|uλ|2 − 1)2 dx
)1/2

, (1.4.36)

òàêèé ùî

ε2/(1− λ)→ 0,

i çàïèñàòè Fλ[uλ, Aλ] ÿê (äèâ. (1.5.14))

Fλ[u
λ, Aλ] = π + F+[uλ, Aλ] +

1

2

∫
ω

|curlAλ|2 dx− ε2. (1.4.37)

Äîâåäåííÿ (1.4.34). Çãiäíî ç (1.4.31) ìà¹ìî Fλ[u
λ, Aλ] = m(λ) < π, çâiäêè

‖uλ‖H1(G;C) ≤ C i ‖Aλ‖H1(Ω;R2) ≤ C ç êîíñòàíòîþ C, ùî íå çàëåæèòü âiä 0 < λ <

1. Òàêèì ÷èíîì, ç òî÷íiñòþ äî âèäiëåííÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi, (uλ, Aλ) → (u,A)

ñëàáêî â H1(G;C)×H1(Ω;R2) ïðè λ→ 1− 0, äå (u,A) ∈ J . Îñêiëüêè

F1[u,A] ≤ lim inf
λ→1−0

F1[u
λ, Aλ] = lim inf

λ→1−0
Fλ[u

λ, Aλ],

i, äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè (v,B) ∈ J01

Fλ[u
λ, Aλ] = m(λ) ≤ Fλ[v,B] ∀ 0 < λ < 1,

ìà¹ìî F1[u,A] ≤ F1[v,B]. Iíôiìóì â (1.4.8) äëÿ λ = 1 íiêîëè íå äîñÿãà¹òüñÿ,

çâiäêè (u,A) /∈ J01. Òàêèì ÷èíîì |1− deg(u, ∂Ω)|+ |deg(u, ∂ω)| ≥ 1, i ìà¹ ìiñöå

π ≥ lim inf
λ→1−0

Fλ[u
λ, Aλ] = lim inf

λ→1−0
F1[u

λ, Aλ] ≥ F1[u,A] + π,

äå âèêîðèñòàíî Ëåìó 1.4.3. Ç ðiâíîñòi F1[u,A] = 0, âèïëèâà¹, ùî u = const ∈ S1.

�

Êðîê II (Àïðiîðíi îöiíêè). Ç (1.4.31), (1.4.37) i (1.5.15) âèïëèâà¹, ùî

2

∫
G

∣∣∂uλ
∂z̄

+
Aλ

2 − iAλ
1

2
uλ
∣∣2 dx ≤ ε2, (1.4.38)
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∫
G

(vλ)2 dx ≤ 2ε2, |hλω|2 ≤ 2ε2/|ω|, (1.4.39)

äå

vλ := curlAλ +
1

2
(|uλ|2 − 1), hλω(= const) := çâóæåííÿ curlAλ íà ω.

Â Ïiäðîçäiëi 1.4.2 áóëî ïîáóäîâàíî òåñòîâi ïàðè (u(ξ), A(ξ)) êàëiáðîâàíi òàêèì

÷èíîì, ùî divA(ξ) = 0 â G i A(ξ) · ν = 0 íà ∂G. Òàêó æ êàëiáðîâêó áóäåìî

ïðèïóñêàòè äëÿ ìiíiìiçàíòiâ (uλ, Aλ). Îäíàê ïåðåä öèì çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó

êóëîíiâñüêî¨ êëiáðîâêè ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü ‖Aλ‖H1(Ω;R2) ≤ C‖curlAλ‖L2(Ω)

(ç êîíñòàíòîþ C, ùî íå çàëåæèòü âiä λ), òîäi ç (1.4.39), (1.4.35) îòðèìó¹ìî

‖Aλ‖H1(Ω;R2) → 0 ïðè λ→ 1− 0. Òåïåð ðîçãëÿíåìî ðîçâ'ÿçîê ψλ çàäà÷i ∆ψλ = 0 â G

∂ψλ

∂ν = 0 íà ∂Ω, ∂ψλ

∂ν = −Aλ · ν íà ∂ω.
(1.4.40)

Ïðîäîâæèìî ψλ â ω òàêèì ÷èíîì, ùî ψλ ∈ H2(Ω), i çàìiíèìî êàëiáðîâêó uλ 7→
eiψ

λ

uλ, Aλ 7→ Aλ +∇ψλ. Îòðèìàíå âåêòîðíå ïîëå Aλ íàëåæèòü äî H1(Ω;R2) i

divAλ = 0 in G i Aλ · ν = 0 on ∂G. (1.4.41)

Êðiì òîãî, ç (1.4.40) çàêëþ÷à¹ìî, ùî

‖Aλ‖L2(G;R2) → 0 ïðè λ→ 1− 0. (1.4.42)

Êðîê III (Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà vλ = curlAλ + 1
2(|uλ|2 − 1)). Ç ðiâíÿííÿ

Åéëåðà-Ëàãðàíæà (1.5.9) âèïëèâà¹, ùî

∂vλ

∂z̄
= ūλ

(∂uλ
∂z̄

+
Aλ

2 − iAλ
1

2
uλ
)
â G. (1.4.43)

Âiçüìåìî ∂
∂z âiä (1.4.43), âðàõîâóþ÷è (1.5.8) îäåðæèìî

∆vλ − |uλ|2vλ = 4
∣∣∣∂uλ
∂z̄

+
Aλ

2 − iAλ
1

2
uλ
∣∣∣2 +

1− λ
2

(1− |uλ|2)|uλ|2 â G

vλ = 0 íà ∂Ω

vλ = hλω íà ∂ω.

(1.4.44)
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Ïîêëàäåìî

ṽλ := hλωV (1.4.45)

äå V - ðîçâ`ÿçîê çàäà÷i (1.4.4), òîäi

∆(vλ − ṽλ)− (vλ − ṽλ) = 4
∣∣∣∂uλ
∂z̄

+
Aλ

2 − iAλ
1

2
uλ
∣∣∣2

+
1− λ

2
|uλ|2(1− |uλ|2)− (1− |uλ|2)vλ â G,

i vλ − ṽλ = 0 íà ∂G. Ñêîðèñòó¹ìîñü (1.6.85), ïåðøîþ îöiíêîþ â (1.4.39) i ïî-

òî÷êîâîþ íåðiâíiñòþ |uλ| ≤ 1 in G, äëÿ òîãî ùîá îöiíèòè L1-íîðìó äîäàíêiâ

ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ ÷åðåç 2ε2, (2(1−λ)|G|)1/2ε i 4ε2/(1−λ)1/2(= o(ε)), âiä-

ïîâiäíî. Òîäi, ç âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ ïðî åëiïòè÷íi ðiâíÿííÿ ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ

ç L1 (äèâèñü, íàïðèêëàä, [86]), çíàõîäèìî, ïðè λ→ 1− 0

1

ε
‖vλ − ṽλ‖W 1,p(G) → 0 äëÿ âñiõ 1 ≤ p < 2. (1.4.46)

Êðîê IV (Çàìiíà íåâiäîìèõ). Ïðåäñòàâèìî Aλ i uλ ÿê

Aλ = hλω∇⊥V + Ãλ = hλω∇⊥V +∇⊥ϕ̃λ i uλ = e−ϕ̃
λ

(θλ + wλ),

äå hλω - çâóæåííÿ curlAλ äî ω; V � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1.4.4); ϕ̃λ � ôóíêöiÿ ÿêà

ïðèéìà¹ ñòàëi çíà÷åíííÿ íà çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíòàõ ∂G i çàäîâîëüíÿ¹ ïåâíå äè-

ôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (äèâ. çàäà÷ó (1.4.51) íèæ÷å); θλ çàäîâîëüíÿ¹ ∆θλ = 0 â

G; wλ äîðiâí¹ íóëþ íà ∂G i ìà¹ H2-íîðìó ïîðÿäêó o(ε). Áóäå îòðèìàíî òàêîæ

îöiíêó çíèçó äëÿ Fλ[uλ, Aλ] ÷åðåç hλω, ϕ̃
λ, θλ i wλ.

Çàçíà÷åíi òðàíñôîðìàöi¨ ïî÷íåìî ïîêëàäàþ÷è

Ãλ := Aλ −∇⊥ṽλ = Aλ − hλω∇⊥V. (1.4.47)
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Òîäi, êîðèñòóþ÷èñü (1.4.43) îòðèìó¹ìî

F̃λ[u
λ, Ãλ] := Fλ[u

λ, Aλ] = π + F+[uλ, Ãλ]− 1− λ
8

∫
G

(|uλ|2 − 1)2 dx

+ 4

∫
G

(∂vλ
∂z̄
− ∂ṽλ

∂z̄
,
∂ṽλ

∂z̄

)
dx+

∫
G

(vλ − ṽλ)ṽλ dx

+
1

2

∫
G

(
|∇ṽλ|2 + (ṽλ)2

)
dx+

1

2

∫
ω

|hλω|2 dx

+
1

2

∫
G

|∇ṽλ|2(1− |uλ|2) dx. (1.4.48)

Çàâäÿêè òîìó, ùî ∆ṽλ = ṽλ â G i vλ = ṽλ íà ∂G, ïðåäñòàâëåííÿ (1.4.48) ïîäàëi

ñïðîùó¹òüñÿ äî

Fλ[u
λ, Aλ](= F̃λ[u

λ, Ãλ]) = π + F+[uλ, Ãλ]− 1− λ
8

∫
G

(|uλ|2 − 1)2 dx

+
(hλω)2

2

(
KG +

∫
G

|∇V |2(1− |uλ|2) dx
)
. (1.4.49)

Çàçíà÷èìî, ùî ç îãëÿäó íà (1.4.41),(1.4.45) i (1.4.47), divÃλ = 0 â G i Ãλ·ν = 0

íà ∂G. Îòæå iñíó¹ ïîòåíöiàë ϕ̃λ òàêèé, ùî

Ãλ = ∇⊥ϕ̃λ, (1.4.50)

i ϕ̃λ ïðèéìà¹ êîíñòàíòíi çíà÷åííÿ íà ∂Ω i ∂ω. Îñêiëüêè ϕλ âèçíà÷åíèé ç òî÷íi-

ñòþ äî êîíñòàòè, ìîæíà ðàõóâàòè ùî ϕλ = 0 íà ∂Ω (ϕλ ¹ êîíñòàíòîþ íà ∂Ω).

Òîäi ϕ̃λ çàäîâîëüíÿ¹
∆ϕ̃λ = curlÃλ = vλ − ṽλ − 1

2(|uλ|2 − 1) â G

ϕ̃λ = 0 íà ∂Ω

ϕ̃λ = αλ íà ∂ω,

(1.4.51)

äå αλ ¹ êîíñòàíòîþ. Òàê ÿê |∇ϕ̃λ| = |Ãλ| → 0 ñèëüíî â L2(G) (çãiäíî ç (1.4.42),

(1.4.47) i äðóãî¨ îöiíêè â (1.4.39)), òî αλ → 0 ïðè λ → 1 − 0. Òàêîæ âiäîìî,

ùî äëÿ âñèõ q ≥ 1 Lq-íîðìà ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ â (1.4.51) ïðÿìó¹ äî íóëÿ
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êîëè λ→ 1− 0, öå âèïëèâà¹ ç (1.4.35), (1.4.46) i ïîòî÷êîâî¨ íåðiâíîñòi |uλ| ≤ 1

â G. Òîäi çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíèõ åëiïòè÷íèõ îöiíîê îòðèìó¹ìî

ϕ̃λ → 0 â W 2,q(G) (∀q ≥ 1) i, çîêðåìà, â C1(Ḡ). (1.4.52)

Öåé ôàêò âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü â ïîäàëüøîìó àíàëiçi.

Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó

θ̃λ := eϕ̃
λ

uλ (1.4.53)

Ïîìiòèìî, ùî

∂ϕ̃λ

∂z̄
=
Ã2 − iÃ1

2
, îòæå

∂uλ

∂z̄
+
Ã2 − iÃ1

2
uλ = e−ϕ̃

λ∂θ̃λ

∂z̄
.

Îñêiëüêè uλ ìiíiìiçó¹ (1.4.49) âiäíîñíî çàäàíèõ âëàñíèõ äàíèõ Äiðiõëå íà ìåæi,

θ̃λ çàäàâîëüíÿ¹ íàñòóïíå ðiâíÿííÿ

4
∂

∂z

(
e−2ϕ̃λ ∂

∂z̄
θ̃λ
)

=
(
curlÃλ +

λ

2
(|uλ|2 − 1)− (hλω)2|∇V |2

)
e−2ϕ̃λ θ̃λ â G.

Ïåðåéäåìî òåïåð âiä θ̃λ äî θλ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ∆θλ = 0 â G:

θλ := θ̃λ − wλ, (1.4.54)

äå wλ - ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

∆wλ = 8
∂ϕ̃λ

∂z

∂θ̃λ

∂z̄
+
(
curlÃλ +

λ

2
(|uλ|2 − 1)− (hλω)2|∇V |2

)
θ̃λ â G, (1.4.55)

ç êðàéîâîþ óìîâîþ

wλ = 0 íà ∂G. (1.4.56)

Iç âèçíà÷åííÿ θλ âèïëèâàþòü íàñòóïíi âëàñòèâîñòi,

∆θλ = 0 â G; (1.4.57)

|θλ| = 1 íà ∂Ω i deg(θλ, ∂Ω) = 1; (1.4.58)

|θλ| = exp(αλ) íà ∂ω, deg(θλ/|θλ|, ∂ω) = 0

(çàçíà÷èìî, ùî exp(αλ)→ 1 ïðè λ→ 1− 0, çãiäíî ç (1.4.52)).
(1.4.59)
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Ïîêàæåìî òàêîæ, ùî θλ çàäîâîëüíÿ¹∫
G

∣∣∣∂θλ
∂z̄

∣∣∣2 dx ≤ Cε2. (1.4.60)

Äiéñíî, ïîìiòèìî, ùî

∂θλ

∂z̄
+
∂wλ

∂z̄
= eϕ̃

λ

(
∂uλ

∂z̄
+
Ãλ

2 − iÃλ
1

2
uλ)

= eϕ̃
λ

(
∂uλ

∂z̄
+
Aλ

2 − iAλ
1

2
uλ − hλω

∂V

∂z̄
uλ). (1.4.61)

Òîäi (1.4.60) âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç (1.6.85)-(1.4.39), (1.4.52), ïîòî÷êîâî¨ îöií-

êè |uλ| ≤ 1 â G i íàñòóïíîãî ôàêòó,

1

ε
‖wλ‖H2(G) → 0 êîëè λ→ 1− 0. (1.4.62)

Äîâåäåííÿ (1.4.62). Îñêiëüêè wλ ¹ ðîçâ`ÿçêîì çàäà÷i (1.4.55)-(1.4.56), çà äîïî-

ìîãîþ ¹ëiïòè÷íèõ îöiíîê îòðèìó¹ìî,

‖wλ‖H2(G) ≤ C
(
‖∂ϕ̃λ/∂z‖L∞(G;C)‖∂θ̃λ/∂z̄‖L2(G;C)

+ ‖curlÃλ +
1

2
(|uλ|2 − 1)‖L2(G) + (1− λ)‖|uλ|2 − 1‖L2(G) + (hλω)2

)
,

äå òàêîæ áóëî âèêîðèñòàíî îöiíêó |θ̃λ| = eϕ̃
λ|uλ| ≤ eϕ̃

λ ≤ C â G (äèâ. (1.4.52)).

Çàâäÿêè (1.6.85) i äðóãié íåðiâíîñòi â (1.4.39), (1.4.47), (1.4.52) ìà¹ ìiñöå íàñòó-

ïíèé ðåçóëüòàò,∥∥∥∂θ̃λ
∂z̄

∥∥∥
L2(G;C)

≤ ‖e−ϕ̃λ‖L∞(G)

∥∥∥∂uλ
∂z̄

+
Ãλ

2 − iÃλ
1

2
uλ
∥∥∥
L2(G;C)

= O(ε)

ô ‖∂ϕ̃λ/∂z‖L∞(G;C) → 0 êîëè λ → 1 − 0, òàêîæ (1 − λ)‖|uλ|2 − 1‖L2(G) = o(ε) i

|hλω| = O(ε). Êðiì òîãî curlÃλ + 1
2(|uλ|2 − 1) = vλ − ṽλ à ç (1.4.46) âèòiêà¹ ùî

‖vλ − ṽλ‖L2(G) = o(ε) (çà äîïîìîãîþ òåîðåì ïðî âëàäåííÿ ïðîñòîðiâ Ñîáîëåâà),

öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ (1.4.62). �

Íàñàìêiíåöü çàçàíà÷èìî ùî, ç îãëÿäó íà ïîòî÷êîâó íåðiâíiñòü |uλ| ≤ 1 â G,

(1.4.49) âåäå äî íàñòóïíî¨ îöiíêè çíèçó

Fλ[u
λ, Aλ] ≥ π +

KG

2
(hλω)2 − 1− λ

8

∫
G

(
e−2ϕ̃λ|θλ + wλ|2 − 1

)2
dx. (1.4.63)
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Êðîê V (Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà θλ, ϕ̃λ). Âàæëèâèì ¹ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 1.4.6. Ç âëàñòèâîñòåé (1.4.57)-(1.4.60) ôóíêöié θλ âèïëèâà¹, ùî

(i) θλ ìà¹ ðiâíî îäèí íóëü ξλ êîëè λ→ 1− 0 i ξλ → ∂Ω; áiëüø òîãî, iñíóþòü

ñòàëi C1, C2 > 0, òàêi ùî

C1|γξλ| ≤ |θλ| ≤ C2|γξλ| â G,

äå γξλ âèçíà÷à¹òüñÿ (1.4.19) ç ξ = ξλ;

(ii) ÿêùî,äîäàòêîâî âiäîìî, ùî

1

ε
‖∂θλ/∂z̄‖Lp(G;C) → 0 äëÿ äåÿêîãî p ≥ 1, (1.4.64)

òîäi

log |θλ| − log |γξλ| = o(ε) on ∂ω

i iñíóþòü ϑλ òàêi ùî |ϑλ| ≤ Cε|γξλ| â G,

‖ϑλ‖Lq(G) = o(ε), ‖ log(|θλ − ϑλ|/|γξλ|)‖Lq(G) = o(ε), ∀q ≥ 1.

Çàóâàæåííÿ 1.4.7. Ôóíêöi¨ γξλ â Ëåìi 1.4.6 ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïðîåêöi¨ θλ

íà ñiì'þ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié âèçíà÷åíó â (1.4.19). Çàçíà÷èìî, ùî (ïîñòiéíå)

çíà÷åííÿ |γξ| íà ∂ω ¹ îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíèì íóëåì ξ ôóíêöi¨ γξ. Òàêèì ÷èíîì

Ëåìà 1.4.6 äîçâîëÿ¹, çîêðåìà, ðåêîíñòðóþâàòè íåâiäîìå (ïîñòiéíå) çíà÷åííÿ |θλ|
íà ∂ω ÷åðåç ¹äèíèé íóëü ξλ ôóíêöi¨ θλ (ç äîñòàòíüîþ òî÷íiñòþ). Êðiì òîãî, ç

Ëåìè 1.4.6 âèïëèâà¹, ùî ‖ |θλ|2 − |γξλ|2 ‖Lq(G) = o(ε) äëÿ âñiõ q ≥ 1.

Äîâåäåííÿ Ëåìè 1.4.6 íàäàíî â Äîäàòêó C. Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöi¨ θλ çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâi (1.4.64) Ëåìè 1.4.6. Çàçíà÷èìî, ùî âíàñëiäîê (1.4.43) i (1.4.61),∣∣∣∂θλ
∂z̄

+
∂wλ

∂z̄

∣∣∣ =
eϕ̃

λ

|uλ|

∣∣∣∂vλ
∂z̄
− |uλ|2∂ṽ

λ

∂z̄

∣∣∣, êîëè |uλ| > 0.

Çàâäÿêè (1.4.60), (1.4.62) ìà¹ìî òàêîæ
∥∥1
ε |
∂θλ

∂z̄ + ∂wλ

∂z̄ |
∥∥
L2(G)

≤ C. Ç iíøîãî áîêó,

1

ε

∣∣∣∂vλ
∂z̄
− |uλ|2∂ṽ

λ

∂z̄

∣∣∣ ≤ 1

ε

∣∣∣∂vλ
∂z̄
− ∂ṽλ

∂z̄

∣∣∣+ (1− |uλ|2)h
λ
ω

ε

∣∣∣∂ V
∂z̄

∣∣∣,
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äå ïðàâà ÷àñòèíà ïðÿìó¹ äî íóëÿ çà ìiðîþ, ùî âèïëèâà¹ ç (1.4.35), (1.4.46) i

äðóãî¨ îöiíêè â (1.4.39). Òîäi, êîðèñòóþ÷èñü (1.4.35) i (1.4.52), áà÷èìî ùî 1
ε |
∂θλ

∂z̄ +
∂wλ

∂z̄ | ïðÿìó¹ äî íóëÿ çà ìiðîþ, êîëè λ→ 1−0. Òàêèì ÷èíîì
∥∥1
ε |
∂θλ

∂z̄ +∂wλ

∂z̄ |
∥∥
Lp(G)

→
0 äëÿ âñèõ 1 ≤ p < 2. Íàñàìêiíåöü, ñêîðèñòó¹ìîñü (1.4.62) i îòðèìà¹ìî, ùî

óìîâà (1.4.64) äiéñíî ñïðàâäæó¹òüñÿ.

Çà äîïîìîãîþ Ëåìè 1.4.6 ìîæíà iäåíòèôèêóâàòè êîíñòàíòó αλ â çàäà÷i

(1.4.51), αλ = log |γξλ(∂Ω)|+ α̃λ (|γξλ| = const íà ∂Ω), ç α̃λ ùî çàäîâîëüíÿ¹

1

ε
|α̃λ| → 0 êîëè λ→ 1− 0. (1.4.65)

Äàëi îïèñó¹òüñÿ ïîâåäiíêà ϕ̃λ â íàñòóïíîìó ðåçóëüòàòi.

Ëåìà 1.4.8. Íåõàé ξλ � ¹äèíèé íóëü θλ (äèâ. Ëåìó 1.4.6), òîäi

‖2ϕ̃λ + ϕξλ‖H2(G) = o(ε) êîëè λ→ 1− 0,

äå ϕξλ � ðîçâ`ÿçîê çàäà÷i (1.4.17)-(1.4.18) ç ξ = ξλ.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî

fλ := 2ϕ̃λ + 2α̃λU,

äå U � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ∆U = 0 â G ç êðàéîâèìè óìîâàìè U = 0 íà

∂Ω i U = −1 íà ∂ω. Òîäi fλ çàäîâîëüíÿ¹ ∆fλ = 2(vλ−ṽλ)−(e−2ϕ̃|θλ−wλ|2−1) iG

(äèâ. (1.4.51), (1.4.53), (1.4.54)). Çâiäñiëÿ, çà äîïîìîãîþ íåñêëàäíèõ ìàíiïóëÿöié

îòðèìó¹ìî êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ fλ,
∆fλ = 1− |γξλ|2e−f

λ

+ rλ â G

fλ = 0 íà ∂Ω

fλ = 2 log |γξλ| íà ∂ω,

(1.4.66)

äå

rλ = 2(vλ − ṽλ) +
(
|γξλ|2e−2α̃λU − |θλ − ϑλ|2

)
e−2ϕ̃λ

−
(
|ϑλ + wλ|2 + 2(θλ − ϑλ, ϑλ + wλ)

)
e−2ϕ̃λ, (1.4.67)
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i ϑλ � ôóíêöiÿ ç Ëåìè 1.4.6. Ïîêàæåìî, ùî L2-íîðìà rλ ¹ ìàëîþ âåëè÷èíîþ

ïîðÿäêó o(ε). Äëÿ ïåðøîãî ÷ëåíà (1.4.67) ñêîðèñòà¹ìîñü (1.4.46) i òîðåìîþ ïðî

âêëàäåííÿ ñîáîë¹âñüêèõ ïðîñòîðiâ; äëÿ îñòàííüîãî ÷ëåíà âèêîðèñòà¹ìî òâåð-

äæåííÿ (ii) Ëåìè 1.4.6 i (1.4.62) ðàçîì ç òåîðåìîþ ïðî âêëàäåííÿ; íàñàìêiíåöü,

ñåðåäíié ÷ëåí ïðåäñòàâèìî ÿê

1

2

(
(e−2α̃λU − 1)− (e2 log(|θλ−ϑλ|/|γξλ |) − 1)

)
|γξλ|2e−2ϕ̃λ

i îöiíèìî éîãî êîðèñòóþ÷èñü åëåìåíòàðíîþ íåðiâíiñòþ |et − 1| ≤ |t|e|t|, Ëåìîþ
1.4.6, (1.4.52) i (1.4.65). Â ðåçóëüòàòi âèâîäèìî íàñòóïíó îöiíêó

‖rλ‖L2(G) = o(ε). (1.4.68)

Öÿ îöiíêà äîçâîëÿ¹ îöiíèòè H1-íîðìó ôóíêöi¨ ϕξλ + fλ. Ìà¹ìî, ∆(ϕξλ + fλ) =

|γξλ|2eϕξλ−|γξλ|2e−f
λ

+rλ âG. Ïîìíîæèìî öå ðiâíÿííÿ íà ϕξλ+f
λ i ïðîiíòåãðó¹ìî

÷àñòèíàìè: ∫
G

|∇(ϕξλ + fλ)|2dx ≤
∫
G

|rλ||ϕξλ + fλ|dx

äå áóëî âèêîðèñòàíî ìîíîòîííiñòü îïåðàòîðà φ 7→ |γξλ|2eφ i òîé ôàêò ùî ϕξλ +

fλ = 0 íà ∂G. Òàêèì ÷èíîì

‖ϕξλ + fλ‖H1(G) = o(ε). (1.4.69)

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî H1-îöiíêà (1.4.69) ðàçîì ç L∞-îöiíêîþ äëÿ fλ (ùî âè-

ïëèâà¹ ç (1.4.52) i (1.4.65)) äàþòü ‖∆(ϕξλ + fλ)‖L2(G) = o(ε). Âíàñëiäîê åëiïòè-

÷íèõ îöiíîê öå áóäå îçíà÷àòè, ùî

‖ϕξλ + fλ‖H2(G) = o(ε). (1.4.70)

Äëÿ îöiíêè ∆(ϕξλ + fλ) çàïèøåìî

∆(ϕξλ + fλ) = rλ + |γξλ|2
∫ 1

0

(ϕξλ + fλ)etϕξλ+(t−1)fλ dt,
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i ñêîðèñòà¹ìîñü ïîòî÷êîâîþ íåðiâíiñòþ |γξλ| ≤ 1 â G:

‖∆(ϕξλ + fλ)‖L2(G) ≤ ‖rλ‖L2(G) +

∫ 1

0

∥∥ |ϕξλ + fλ|etϕξλ+(t−1)fλ
∥∥
L2(G)

dt

≤ ‖rλ‖L2(G) + ‖ϕξλ + fλ‖L4(G)e
‖fλ‖L∞(G)

∫ 1

0

‖e2t(ϕξλ+fλ)‖1/2
L2(G)dt.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ (1.4.70), äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî

sup
t∈[0,1]

∥∥exp
(
2t(ϕξλ+fλ)

)∥∥
L2(G)

çàëèøà¹òüñÿ îáìåæåíèì êîëè λ→ 1−0. (1.4.71)

Äiéñíî, çãiäíî ç (1.4.68) i (1.4.69) ìà¹ìî ‖rλ‖L2(G), ‖ϕξλ + fλ‖L4(G) = o(ε), ó òîé

÷àñ ÿê ç (1.4.52) i (1.4.65) âèïëèâà¹ , ùî ‖fλ‖L∞(G) ≤ ‖ϕ̃λ‖L∞(G)+|α̃λ|‖U‖L∞(G) →
0.

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ H1(G), φ 6≡ 0, i äîâiëüíî¨

êîíñòàíòè C1 > 0

exp(2|φ|) ≤ exp(C1‖φ‖2
H1) exp

( |φ|2

C1‖φ‖2
H1(G)

)
â G. (1.4.72)

Ç iíøîãî áîêó, ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü (äèâ., íàïðèêëàä, [95], Ðîçäië VII),∫
G

exp
( |φ|2

C1‖φ‖2
H1(G)

)
dx ≤ C2 for every φ ∈ H1(G), φ 6≡ 0,

äëÿ äåÿêèõ C1, C2 > 0 ùî íå çàëåæàòü âiä φ. Òàêèì ÷èíîì, iíòåãðóþ÷è (1.4.72)

ïî G, îòðèìó¹ìî ‖ exp(φ)‖L2(G) ≤ C exp(C1‖φ‖2
H1(G)). Òîäi ç (1.4.69) âèïëèâà¹

(1.4.71), i òàêèì ÷èíîì (1.4.70) äîâåäåíî. Íàñàìêiíåöü, îñêiëüêè 2ϕ̃λ = fλ−2α̃λU

i α̃λ = o(ε), òâåðäæåííÿ Ëåìè îñòàòî÷íî äîâåäåíî.

Êðîê IV (Âèâåäåííÿ îöiíêè çíèçó). Ñêîðèñòó¹ìîñü (1.4.47), (1.4.50) i âèçíà÷å-

ííÿì hλω (h
λ
ω ¹ çâóæåííÿì curlAλ íà ω):∫

∂ω

∂ϕ̃λ

∂ν
ds =

∫
ω

curlAλ dx− hλω
∫
∂ω

∂V

∂ν
ds = hλω

(
|ω| −

∫
∂ω

∂V

∂ν
ds
)

= hλωK,

çâiäêè, çâàæàþ÷è íà Ëåìó 1.4.8,

(hλω)2 =
1

4K2
G

(∫
∂ω

∂ϕξλ

∂ν
ds
)2

+ o(ε2). (1.4.73)
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Íåâàæêî òàêîæ ïîêàçàòè ùî, ç (1.4.36), (1.4.53)-(1.4.54), (1.4.62), Ëåìè 1.4.8 i

òâåðäæåííÿ (ii) Ëåìè 1.4.6 âèïëèâà¹

ε2 =
1− λ

8

∫
G

(
e−2ϕ̃λ|θλ + wλ|2 − 1

)2
dx = (1 + o(1))

1− λ
8

∫
G

(
|γξλ|2eϕξλ − 1

)2
dx.

(1.4.74)

Ïiäñòàâèìî òåïåð (1.4.73) i (1.4.74) â (1.4.63), â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî (1.4.33).

Ëåìó 1.4.5 äîâåäåíî.

1.4.5 Âèõîði áiëÿ ìåæi i δ-ïîäiáíà ïîâåäiíêà ñòðóìiâ

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âèâ÷à¹òüñÿ àñèìòîòè÷íà ïîâåäiíêà ìiíiìiçàíòiâ ïðè λ→ 1−0

i îïèñó¹òüñÿ åôåêò δ-ïîäiáíî¨ êîíöåíòðàöi¨ ñòðóìiâ íà çîâíiøíié ìåæi G.

Ëåìà 1.4.9. Äëÿ 0 < λ < 1 äîñòàòíüî áëèçüêèõ äî 1, uλ ìà¹ ¹äèíèé íóëü

(âèõîð) ξ̃λ i dist(ξ̃λ, ξλ) = o(dist(ξλ, ∂G)), äå ξλ ¹ ¹äèíèé íóëü θλ âèçíà÷åíèé

÷åðåç (1.4.53)-(1.4.54). Êðiì òîãî, iñíó¹ µ0 > 0 òàêå ùî

|uλ| ≥ µ0 â G \ a−1
ξλ

(D1/2), (1.4.75)

äå aξλ � êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ (1.4.20) ç ξ = ξλ.

Äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî , ùî uλ = e−ϕ̃
λ

(θλ + wλ) i ϕ̃λ → 0 ðiâíîìiðíî â Ḡ (äèâ.

(1.4.52)). Ç (1.4.62) i òâåðäæåííÿ (i) Ëåìè 1.4.6 âèïëèâà¹, ùî äëÿ λ áëèçüêèõ

äî 1 ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi |uλ| ≥ C(|γξλ| − ε) ≥ C(|aξλ| − ε) ≥ C(1/2 − ε) in
a−1
ξλ

(D1/2), äå C � äåÿêà äîäàòíà êîíñòàíòà, ùî íå çàëåæèòü âiä λ. Öå äîâîäèòü

(1.4.75).

Äëÿ âèâ÷åííÿ ëîêàëüíî¨ (â a−1
ξλ

(D1/2)) ïîâåäiíêè uλ âèêîðèñòà¹ìî çàìiíó

x 7→ ζ = aξλ(x). Ïîêëàäåìî Uλ(ζ) = uλ(a−1
ξλ

(ζ)), Θλ(ζ) = θλ(a−1
ξλ

(ζ)) i

W λ(ζ) = wλ(a−1
ξλ

(ζ)). Çàçíà÷èìî, ùî (1.4.55) ìîæíà çàïèñàòè ÿê

∆wλ = gλ1

(∂θλ
∂z̄

+
∂wλ

∂z̄

)
+ gλ2 curlAλ + gλ3 (1.4.76)

ç êîåôiöi¹íòàìè gλk ÷è¨ L∞-íîðìè ¹ ðiâíîìiðíî çà λ îáìåæåíèìè (öå âèïëèâà¹

ç ðåçóëüòàòiâ Ïiäðîçäiëó 1.4.4, äèâ. (1.4.47), (1.4.52), (1.4.53) i äðóãó îöiíêó â
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(1.4.39)). Äàëi áóäå ïîêàçàíî, øî L∞-íîðìè curlAλ ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíèìè.

Òàêèì ÷èíîì ïiñëÿ çàìiíè x 7→ ζ = aξλ(x) â (1.4.76), äëÿ λ äîñòàòíüî áëèçüêèõ

äî 1 ìà¹ìî

|∆W λ| ≤ C1dist(ξλ, ∂Ω)
∣∣∣∂Θλ

∂ζ̄
+
∂W λ

∂ζ̄

∣∣∣+ C2dist2(ξλ, ∂Ω) â D3/4, (1.4.77)

äå âèêîðèñòàíî îöiíêó |∇(a−1
ξλ

)| ≤ Cdist(ξλ, ∂Ω) â D3/4. Ïîâåäiíêó Θλ ïðè

λ → 1 − 0 áóëî âèâ÷åíî â Ïiäðîçäiëi C, çîêðåìà äîâåäåíî ùî (ç òî÷íiñòþ

äî ïîìíîæåííÿ íà êîíñòàíòó ç îäèíè÷åèì ìîäóëåì) Θλ(ζ) → ζ â Ck(D3/4;C)

äëÿ êîæíîãî k > 0. Òàêîæ äîâåäåíî (äèâ. (1.4.62)), ùî ‖W λ‖H1(D3/4(0);C) ≤
‖W λ‖H1(aξλ(G);C) → 0 ïðè λ → 1 − 0. Òîäi ç (1.4.77) çíàõîäèìî, ùî W λ → 0

in H2
loc(D3/4;C). Çîêðåìà, ‖W λ‖W 1,q(D2/3(0);C) → 0 äëÿ êîæíîãî q ≥ 1. Ðîçãëÿäà-

þ÷è òåïåð (1.4.77) â D2/3, äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî ‖W λ‖W 2,q(D1/2;C) → 0 (∀q > 1),

çâiäêè ‖W λ‖C1(D1/2;C) → 0 . Òàêèì ÷èíîì Θλ + W λ ìà¹ îäèí íóëü â D1/2 i

âií ïðÿìó¹ äî öåíòðà äèñêó êîëè λ → 1 − 0, òîáòî uλ = e−ϕ̃
λ

(θλ + wλ) ìà¹

îäèí íóëü ξ̃λ i aξλ(ξ̃
λ) → 0. Òîäi, çà äîïîìîãîþ ÿâíèõ îá÷èñëåíü, çíàõîäèìî

dist(ξ̃λ, ξλ) = o(dist(ξλ, ∂G)).

Ëåìà 1.4.10. Ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi òâåðäæåííÿ: (i) ‖hλ‖L∞(G) ≤ C, (ii)
∂hλ

∂ν ≤ 0 íà ∂Ω, (iii) hλ çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ ñëàáêî â H1(G) êîëè λ→ 1− 0.

Äîâåäåííÿ. (i) Çàñòîñó¹ìî curl äî (1.5.9), â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

−∆h = 2
∂uλ

∂x1
× ∂uλ

∂x2
− curl(|uλ|2Aλ) â G, (1.4.78)

êðiì òîãî h çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâi óìîâè

h = 0 íà ∂Ω and h = hλω íà ∂ω. (1.4.79)

Ïðåäñòàâèìî hλ ÿê hλ = ĥλ + h̃λ ç h̃λ ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ ∆h̃λ =

curl(|uλ|2Aλ) â G i êðàéîâèì óìîâàì h̃λ = 0 íà ∂Ω i h̃λ = hλω íà ∂ω. Âíàñëi-

äîê àïðiîðíî¨ îöiíêè (1.4.39) ìà¹ìî |hλω| ≤ C i ‖Aλ‖Lq(G;R2) ≤ Cq, ∀q ≥ 1, äå Cq

íå çàëåæèòü âiä λ (òóò âèêîðèñòîâó¹òüñÿ êóëîíiâñüêà êàëiáðîâêà Aλ). Çâiäêè,
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çàâäÿêè åëiïòè÷íèì îöiíêàì, íîðìà ‖h̃λ‖W 1,q(G) ¹ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî λ îáìå-

æåíîþ. Öå, â ñâîþ ÷åðãó, äîâîäèòü ðiâíîìiðíó îáìåæåíiñòü ‖h̃λ‖C(Ḡ), âíàñëiäîê

êîìïàêòíîñòi âêëàäåííÿ W 1,q(G) ⊂ C(Ḡ) äëÿ q > 2. Òåïåð ðîçãëÿíåìî ôóí-

êöi¨ ĥλ ÿêi çàäîâîëüíÿþòü −∆ĥλ = 2∂u
λ

∂x1
× ∂uλ

∂x2
â G i êðàéîâó óìîâó ĥλ = 0

íà ∂G. Êîðèñòóþ÷èñü ðåçóëüòàòàìè [200] (äèâ. òàêîæ [48]) îòðèìó¹ìî îöiíêè

‖ĥλ‖H1(G), ‖ĥλ‖L∞(G) ≤ C‖uλ‖2
H1(G;C), òàêèì ÷èíîì øóêàíà L∞-îöiíêà âèïëèâà¹

ç òîãî ôàêòó, ùî ‖uλ‖H1(G;C) ≤ C (äèâ. Ïiäðîçäië 1.4.4).

Äëÿ äîâåäåííÿ (iii) ïîìiòèìî, ùî ñëàáêà çáiæíiñòü hλ âèòiêà¹ ç (1.4.39),

(1.4.45), (1.4.46), i òîãî ôàêòó, ùî íîðìè ‖hλ‖H1(G) îáìåæåíi.

Äëÿ äîâåäåííÿ (ii) äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî hλ ≥ 0 â G (hλ = 0 íà ∂Ω).

Äëÿ öüîãî ðîçäiëèìî ðiâíiñòü jλ = −∇⊥h íà |uλ| i âiçüìåìî curl, â ðåçóëüòàòi

âèâîäèìî ðiâíÿííÿ

− div
( 1

|uλ|2
∇hλ

)
+ hλ = 0 â {x ∈ G; |uλ(x)| > 0}. (1.4.80)

Íåõàé 1 > ρ > 0 ¹ ðåãóëÿíèì çíà÷åííÿì |uλ| (çãiäíî ç Ëåìîþ Ñàðäà ìàéæå âñi

çíà÷åííÿ ρ ∈ (0, 1) ¹ ðåãóëÿðíèìè), íåõàé x0 ¹ òî÷êîþ ìiíiìóìà hλ â çàìêíåííi

îáëàñòiGρ = {x ∈ G; |uλ(x)| > ρ}. Ïðèïóñòèìî âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî hλ(x0) < 0.

Òîäi çãiäíî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà (çàñòîñîâàíîãî äî ðiâíÿííÿ (1.4.80)) òî÷êà x0

íå ìîæå áóòè âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ Gρ. Âîíà òàêîæ íå ìîæå íàëåæàòè ∂ω, â

ïðîòèâíîìó âèïàäêó hλ(x0) = hλω < 0 i∫
∂ω

∂hλ

∂ν
ds = −

∫
∂ω

jλ · τ ds = −2πdeg(uλ, ∂ω) +

∫
∂ω

Aλ · τ ds

=

∫
ω

hλ dx = |ω|hλω < 0,

òîäi hλ(x0) íàïåâíî íå ¹ ìiíiìàëüíèì çíà÷åííÿì hλ â Gρ. Àíàëîãi÷íi ïiäðàõóíêè

ïîêàçóþòü, ùî ÿêùî |uλ(x0)| = ρ òîäi

1

ρ2

∫
|uλ|=ρ

∂hλ

∂ν
ds = −2π +

∫
|uλ|<ρ

hλdx, (1.4.81)

äå âèêîðèñòàíî òîé ôàêò, ùî ñóìà ñòåïåíåé âiäîáðàæåííÿ uλ/ρ ïî çâ'ÿçíèì

êîìïîíåíòàì ∂{x ∈ G; |uλ(x)| < ρ} äîðiâíþ¹ 1. Â ãðàíèöi ρ→ 0 â (1.4.81) çíîâó
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ïðèõîäèìî äî ïðîòèði÷÷ÿ, òàêèì ÷èíîì hλ ≥ 0 íà Ḡρ êîëè ρ ¹ äîñòàòíüî ìàëèì,

i òîäi hλ ≥ 0 â G.

Äàëi âèâ÷à¹òüñÿ àñèìòîòè÷íà ïîâåäiíêà ñòðóìiâ jλ. Çãiäíî Ëåìi 1.4.10, jλ →
0 ñëàáêî â L2(G;R2) ïðè λ → 1 − 0. Ìîæíà òàêîæ ïîêàçàòè ùî jλ → 0 â

Ck
loc(G;R2) ∀k ≥ 1. Òàêèì ÷èíîì ñïåöiàëüíèé iíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþòü ñòðóìè íà

ìåæi.

Ëåìà 1.4.11. Íåõàé ξλ → ξ∗ (∈ ∂Ω, äèâ. Ëåìó 1.4.6) êîëè λ → 1 − 0, çà

ïiäïîñëiäîâíiñòþ. Òîäi jλ ·τ → 2πδξ∗ â D′(∂Ω), äå δξ∗ ïîçíà÷à¹ äåëüòà-ôóíêöiþ

Äiðàêà ç öåíòðîì â ξ∗.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì (ii) Ëåìè 1.4.10, jλ ·τ ≥ 0. Òàêèì ÷èíîì ïîâíà

âàðiàöiÿ ìiðè jλ · τ ds ìîæíà îá÷èñëèòè íàñòóïíèì ÷èíîì∫
∂Ω

jλ · τ ds = 2πdeg(uλ, ∂Ω)−
∫

Ω

hλ dx = 2π −
∫

Ω

hλ dx,

i, âíàñëiäîê (iii) Ëåìè 1.4.10, âîíà ïðÿìó¹ äî 2π. Òàêèì ÷èíîì äîñòàòíüî ïîêà-

çàòè, ùî ∫
∂Ω

Φjλ · τ ds→ 0 ∀Φ ∈ C1(∂Ω) òàêî¨ ùî Φ = 0 ó îêîëi ξ∗.

Ïîäîâ æèìî Φ â G òàêèì ÷èíîì, ùî Φ ∈ C1(Ḡ), Φ = 0 íà ∂ω òà â G∩Bρ(ξ
∗) äëÿ

äåÿêîãî ρ > 0. Ïðèïóñòèìî, ùî λ ¹ íàñòiëüêè áëèçüêèì äî 1, ùî a−1
ξλ

(B1/2(0)) ⊂
Bρ(ξ

∗), òîäi, çãiäíî ç Ëåìîþ 1.4.9, |uλ| ≥ µ0 > 0 â G\Bρ(ξ
∗). Ïîìíîæèìî (1.4.80)

íà Φ i ïðîiíòåãðó¹ìî ïî G \Bρ(ξ
∗),

−
∫
∂Ω

Φjλ · τ ds =

∫
∂Ω

Φ
∂hλ

∂ν
ds =

∫
G

( 1

|uλ|2
∇Φ · ∇hλ + hλΦ

)
dx.

Ïðàâà ÷àñòèíà öi¹¨ ðiâíîñòi ïðÿìó¹ äî íóëÿ êîëè λ→ 1−0, îñêiëüêè 1
|uλ|2∇Φ→

∇Φ ñèëüíî â L2(G;R2), ó òîé ÷àñ ÿê hλ → 0 ñëàáêî â H1(G).

Çàóâàæåííÿ 1.4.12. Ìiðêóâàííÿ àíàëîãi÷íi Ëåìi 1.4.11 ïîêàçóþòü, ùî jλ → 0

â D′(∂ω) êîëè λ → 1 − 0. (Öå ¹ íàñëiäêîì òîãî, ùî uλ ìà¹ ðiâíî îäèí âèõîð

ÿêèé íàáëèæà¹òüñÿ äî ∂Ω êîëè λ→ 1− 0.)



100

1.4.6 ßâíi åíåðãåòè÷íi îöiíêè

Ïðàâó ÷àñòèíó I(ξ, λ) â îöiíöi çâåðõó (1.4.28) ìîæå áóòè åêâiâàëåíòíî çàïèñàíî

ÿê

I(ξ, λ) = π +
1

8KG

(∫
∂ω

∂φξ
∂ν

ds
)2

− 1− λ
8

∫
G

(|aξ|2eφξ − 1)2dx, (1.4.82)

äå φξ ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i
−∆φξ = 1− |aξ(z)|2eφξ â G

φξ = 0 íà ∂Ω

φξ = − log |aξ(z)|2 íà ∂ω,

(1.4.83)

aξ(z) � çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (1.4.20) ç äåÿêèì ôiêñîâàíèì êîíôîðìíèì âiäîáðà-

æåííÿì F ç Ω íà îäèíè÷íèé äèñê. Äiéñíî, ðîçâ'ÿçîê ϕξ çàäà÷i (1.4.17)-(1.4.18)

i φξ ïîâ'ÿçàíi ÷åðåç ϕξ = φξ − σξ, äå σξ = log |γξ/aξ| (∆σξ = 0 â G). Çàçíà÷èìî

òàêîæ, ùî ∫
∂ω

∂ϕξ
∂ν

ds =

∫
∂ω

∂φξ
∂ν

ds,

îñêiëüêè σξ çàäîâîëüíÿ¹ (1.4.21).

Íàñòóïíà Ëåìà äîâîäèòü àñèìïòîòè÷íó ôîðìóëó (1.4.29).

Ëåìà 1.4.13. Íåõàé ξ ∈ G i íåõàé ξ∗ = ξ∗(ξ) ∈ ∂Ω ïîçíà÷à¹ îðòîãîíàëüíó

ïðîåêöiþ ξ íà ∂Ω. Òîäi äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ δ = dist(ξ, ∂Ω)

(i)

∫
∂w

∂φξ
∂ν

ds = 4πδ
∂V

∂ν
(ξ∗) + o(δ), äå V � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1.4.4),

(ii)

∫
G

(|aξ|2eφξ − 1)2 dx = 8πδ2| log δ|+O(δ2).

Â äîâåäåííi îáîõ òâåðäæåíü Ëåìè 1.4.13 âèêîðèñòîâóþòüñÿ íàñòóïíi ôîðìó-

ëè, ïðè ξ → ∂Ω ∫
G

(
1− |aξ|2

)2
dx = 8πδ2(| log δ|+O(1)), (1.4.84)∫

G

(
1− |aξ|2

)
dx = O(δ), (1.4.85)
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äå δ � âiäñòàíü âiä ξ äî ∂Ω.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (i) Ëåìè 1.4.13. Ïî-ïåðøå ïîêàæåìî, ùî∫
∂ω

∂φξ
∂ν

ds =

∫
∂ω

∂φ∗ξ
∂ν

ds+ o(δ) êîëè δ → 0, (1.4.86)

äå φ∗ξ � ðîçâ'ÿçîê äîïîìiæíî¨ çàäà÷i
−∆φ∗ξ + φ∗ξ = 1− |aξ(z)|2 â G

φ∗ξ = 0 íà ∂Ω

φ∗ξ = − log |aξ(z)|2 íà ∂ω.

(1.4.87)

Íèæ÷å áóäå äîâåäåíî, ùî

‖φξ‖C(Ḡ) < Cδ êîëè δ → 0. (1.4.88)

Ç öi¹¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹ îöiíêà

‖ −∆(φξ − φ∗ξ) + (φξ − φ∗ξ)‖L2(G) = ‖φξ(1− |aξ|2) + |aξ|2(1− eφξ + φξ)‖L2(G)

≤ δ‖1− |aξ|2‖L2(G) + Cδ2 ≤ C1δ
2(| log δ|+ 1),

äå âèêîðèñòàíî (1.4.84). Îñêiëüêè φξ = φ∗ξ íà ∂G, çà äîïîìîãîþ ¹ëiïòè÷íèõ îöi-

íîê íåñêëàäíî âèâåñòè (1.4.86).

Äîâåäåííÿ (1.4.88). Çãiäíî (1.4.83) ìà¹ìî −∆(φξ + log |aξ(z)|2) = 1− |aξ(z)|2eφξ

â G \Br(ξ) äëÿ êîæíîãî r > 0. Âèêîðèñòà¹ìî ïðèíöèï ìàêñèìóìó, â ðåçóëüòàòi

îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü φξ ≤ − log |aξ(z)|2 â G. Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi çíàõîäèìî

1−|aξ(z)|2eφξ ≥ 0. Òåïåð çàñòîñó¹ìî ïðèíöèï ìàêñèìóìó äî (1.4.83) i äiñòàíåìî

âèñíîâêó, ùî φξ ≥ 0 â G. Òàêèì ÷èíîì, 0 ≤ 1 − |aξ(z)|2eφξ ≤ 1 − |aξ(z)|2. Ç
iíøîãî áîêó, çà äîïîìîãîãþ ïðÿìèõ îá÷èñëåíü çíàõîäèìî

1− |aξ(z)|2 = (|F(ξ)|2 − 1)
|F(z)|2 − 1

|F(z)F(ξ)− 1|2
≤ C

δ

|z − ξ∗|
êîëè δ → 0. (1.4.89)

Öå äîçâîëÿ¹ îöiíèòè Lp-íîðìó ïðàâî¨ ÷àñòèíè (1.4.83) äëÿ âñiõ 1 < p < 2 i

âèâåñòè íàñòóïíó íåðiâíiñòü çà äîïîìîãîþ åëiïòè÷íèõ îöiíîê,

‖φξ‖W 2,p(G) ≤ C(p)δ êîëè δ → 0.
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Íàðåøòi øóêàíèé ðåçóëüòàò (1.4.88) âèïëèâà¹ âíàñëiäîê òåîðåìè ïðî âëîæåííÿ

Ñîáîëåâñüêèõ ïðîñòîðiâ. �

Çàóâàæåííÿ 1.4.14. Â äîâåäåííi (1.4.88) áóëî ïîêàçàíî, ùî |aξ|eφξ ≤ 1 â G,

âiäêiëÿ âèïëèâà¹, ùî |γξ|eϕξ ≤ 1 â G (îñêiëüêè ϕξ = φξ − log |γξ/aξ|).

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (i) Ëåìè 1.4.13 çàâåðøåíî. Ïîìíîæèìî òåïåð ðiâíÿííÿ

â (1.4.87) íà V (ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1.4.4)) i ïðîiíòåãðó¹ìî ÷àñòèíàìè:∫
∂ω

∂φ∗ξ
∂ν

ds =

∫
G

(1− |aξ|2)V −
∫
∂ω

log |aξ|2
∂V

∂ν
ds. (1.4.90)

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè ∆ log |aξ|2 = 4πδξ(x) â Ω i log |aξ|2 = 0 íà ∂Ω, ìà¹ìî

4πV (ξ) =

∫
G

log |aξ|2V dx+

∫
∂ω

log |aξ|2
∂V

∂ν
ds. (1.4.91)

Äîäàìî (1.4.90) äî (1.4.91):∫
∂ω

∂φ∗ξ
∂ν

ds = 4π(V (ξ∗)− V (ξ)) +

∫
G

(log |aξ|2 + 1− |aξ|2)V dx. (1.4.92)

Òàêèì ÷èíîì, ç îãëÿäó íà (1.4.86) çàëèøà¹òüñÿ òiëüêè ïîêàçàòè, ùî îñòàííié

÷ëåí â ðiâíîñòi (1.4.92) ¹ ïîðÿäêó o(δ). Äëÿ öüîãî ïðåäñòàâèìî éîãî íàñòóïíèì

÷èíîì∫
G

(log |aξ|2 + 1− |aξ|2)V dx =

∫
G\D√δ(ξ∗)

· · ·+
∫
G∩D√δ(ξ∗)

· · · =: I1 + I2.

Çãiäíî (1.4.89) ìà¹ìî | log(1 − 1 + |aξ|2) + 1 − |aξ|2| ≤ Cδ2/|x − ξ∗|2 in

G \ D√δ(ξ∗), çâiäêè I1 = O(δ2) (çàçíà÷èìî, ùî |V (x)| ≤ C|x − ξ∗|); ðàçîì ç

òèì I2 = O(δ3/2| log δ|), öå ìîæíà ïåðåâiðèòè êîðèñòóþ÷èñü î÷åâèäíîþ îöiíêîþ

| log |aξ|2 + 1− |aξ|2| ≤ C(| log |x− ξ||+ 1). Òâåðäæåííÿ (i) äîêàçàíî. �

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (ii) Ëåìè 1.4.13. Ïðîiíòåãðó¹ìî òîòîæíiñòü

(|aξ|2eφξ − 1)2 = (|aξ|2 − 1)2 + 2|aξ|2(eφξ − 1)(|aξ|2 − 1) + |aξ|4(eφξ − 1)2
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ïî G i ñêîðèñòà¹ìîñü îöiíêàìè (1.4.84), (1.4.85), (1.4.88) i íåðiâíiñòþ Êîøi-

Øâàðöà∫
G

(|aξ(z)|2eϕ − 1)2dx =

∫
G

(|a(z, ξ)|2 − 1)2dx+O(δ2) = 8πδ2| log δ|+O(δ2).

Òàêèì ÷èíîì Ëåìó 1.4.13 ïîâíiñòþ äîâåäåíî. �

Äîâåäåííÿ ôîðìóë (1.4.84) i (1.4.85). Äëÿ ñòèñëîñòi äîâåäåìî òiëüêè (1.4.84)

((1.4.85) äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî). Çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ ζ = F(x):∫
G

(
1− |aξ|2

)2
dx =

∫
D\F(ω)

(
1− |mF(ξ)|2

)2 dζ

JacF(ζ)

=
1

JacF(ξ)

∫
D

(
1−

∣∣mF(ξ)(ζ)
∣∣2)2

dζ +O(δ2), (1.4.93)

äå mµ(z) = (z − µ)/(µ̄z − 1) � êëàñè÷íå êîíôîðíå ïåðåòâîðåííÿ Ìåáióñà îäè-

íè÷íîãî äèñêà íà ñåáå. Iíòåãðàë â ïðàâié ÷àñòèíi (1.4.93) ìîæå áóòè ÿâíî îá÷è-

ñëåíèì. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ êîàðåà ôîðìóëîþ äâà ðàçè:∫
D
(|mµ(x)|2 − 1)2dx =

∫ 1

0

dt

∫
|mµ(x)|=t

(t2 − 1)2 dH1

|∇|mµ(x)||

=

∫ 1

0

(t2 − 1)2d

∫ t

0

dτ

∫
|mµ(x)|=τ

dH1

|∇|mµ(x)||

=

∫ 1

0

(t2 − 1)2d
(
area(m−1

µ (Dt))
)
.

Çàçíà÷èìî, ùî îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿm−1
µ (z) ¹ ñàìå ïåðåòâîðåííÿmµ(z). Áiëüø

òîãî, ïðîîáðàç m−1
ξ (Dt) äèñêó Dt ¹ äèñê Dr(y) ç ðàäióñîì r = t(1 − |µ|2)/(1 −

t2|µ|2) i öåíòðîì â y = µ(1−t2)/(1−t2|µ|2). Òàêèì ÷èíîì, iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè,

çíàõîäèìî ∫
D
(|mµ(x)|2 − 1)2dx = 2(1− |µ|2)2π

∫ 1

0

(1− t2)t2dt2

(1− t2|µ|2)2
,

i åëåìåíòàðíi îá÷èñëåííÿ âåäóòü äî íàñòóïíî¨ àñèìïòîòè÷íî¨ ôîðìóëè: êîëè

|µ| → 1− 0∫
D

(
1− |mµ(ζ)|2

)2
dζ = 2π(1− |µ|2)2(| log(1− |µ|2)|+O(1)). (1.4.94)
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Íàñàìêiíåöü, ç êîíôîðìíîñòi F ìà¹ìî

(1− |F(ξ)|2)2 = 4δ2JacF(ξ) +O(δ3). (1.4.95)

Êîìáiíóþ÷è (1.4.93), (1.4.94) i (1.4.95) çíàõîäèìî (1.4.84). �

Ëåìà 1.4.13 äîçâîëÿ¹ ïåðåïèñàòè îöiíêó çíèçó (1.4.33) ç Ëåìè 1.4.5 ó âèãëÿäi

m(λ) = Fλ[u
λ, Aλ] ≥ π +

2π2

KG
δ2
∣∣∂V
∂ν

(ξ̂λ)
∣∣2 − πδ2(1− λ)| log δ|(1 + o(1)) + o(δ2),

(1.4.96)

êîëè λ → 1 − 0, äå ξ̂λ îðòîãîãíàëüíà ïðîåêöiÿ ∂Ω òî÷êè ξλ i δ = dist(ξλ, ∂Ω)

(δ = δ(λ) → 0). Íàãàäà¹ìî, ùî òî÷êó ξλ ∈ G áóëî âèçíà÷åíî â Ïiäðîçäiëi 1.4.4

ÿê ¹äèíèé íóëü äîïîìiæíî¨ ôóíêöi¨ θλ çêîíñòðóéîâàíî¨ ÷åðåç uλ i Aλ. Ç îãëÿäó

íà Ëåìó 1.4.9 ìîæíà ìîäiôiêóâàòè âèçíà÷åííÿ ξλ ââàæàþ÷è âiäòåïåð, ùî ξλ

� ¹äèíèé íóëü (âèõîð) ôóíêöi¨ uλ, ïðè öüîìó àñèìòîòè÷íà ôîðìóëà (1.4.96)

çàëèøèòüñÿ âiðíîþ. Ç iíøîãî áîêó, âíàñëiäîê (1.4.28), (1.4.82) i Ëåìè 1.4.13,

m(λ) ≤ I(ξ, λ) = π+
2π2

KG
δ̃2
∣∣∂V
∂ν

(ξ̂)
∣∣2−π(1−λ)(δ̃2| log δ̃|+O(δ̃2))+o(δ̃2), (1.4.97)

äå ξ̂ � äîâiëüíà òî÷êà íà ∂Ω i δ̃ > 0 ìàëèé ñâîáîäíèé ïàðàìåòð (ξ̂ � îðòîãîíàëüíà

ïðîåêöiÿ íà ∂Ω òî÷êè ξ ∈ G i δ̃ = dist(ξ, ∂Ω)). Ç (1.4.96) i (1.4.97) âèòiêà¹, ùî,

ïðè λ→ 1− 0,

(a) δ = exp
( −2π

(1−λ)KG
|∂V∂ν (ξ̂λ)|2(1 + o(1))

)
;

(b) |∂V∂ν (ξ̂λ)|2 →MG, where MG = min{|∂V∂ν (ξ̂)|2; ξ̂ ∈ ∂Ω}(> 0).

Òàêèì ÷èíîì ¹äèíèé íóëü (âèõîð) uλ çáiãà¹òüñÿ (ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi)

äî òî÷êè, ùî ìiíiìiçó¹ |∂V∂ν |
2 íà ∂Ω. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ Òåîðåìè 1.4.1. �

1.5 Ëîêàëüíi ìiíiìiçàíòè ïîâíîãî ôóíêöiîíàëà

Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó â äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ

Äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ëîêàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ Fλ[u,A] â J ðîçãëÿíåìî íà-

ñòóïíó ìiíiìiçàöiéíó çàäà÷ó

mλ(p, q, d) := inf{Fλ[u,A]; (u,A) ∈ J (d)
pq }, (1.5.1)
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äå p, q òà d � çàäàíi öiëi ÷èñëà,

J (d)
pq = {(u,A) ∈ Jpq; d− 1/2 ≤ Φ(u,A, V0) ≤ d+ 1/2}, (1.5.2)

i Φ(u,A, V0) çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

Φ(u,A, V0) =
1

2π

∫
G

(
u×

(( ∂u
∂x2
− iA2u

)∂V0

∂x1
−
( ∂u
∂x1
− iA1u

)∂V0

∂x2

)
+A ·∇⊥V0

)
dx,

(1.5.3)

â ÿêié V0 ¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i
−∆V0 + V0 = 1 â G

V0 = 1 íà ∂Ω

V0 = 0 íà ∂ω.

(1.5.4)

Ôóíêöiîíàë Φ(u,A, V ) (ç ãàðìîíi÷íîþ V òà A ≡ 0) áóëî ââåäåíî â [30] äëÿ

çíàõîäæåííÿ íåòðiâiàëüíèõ ëîêàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ ñïðîùåíîãî ôóíêöiîíàëó

Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó ç ïðèïèñàíèìè ñòåïåíÿìè âiäîáðàæåííÿ íà çâ'ÿçíèõ êîìïî-

íåíòàõ ìåæi. Íàäàëi áóäå âèêîðèñòàíî Φ(u,A, V ) äëÿ ðiçíèõ ãëàäêèõ ôóíêöié

V . Çàçíà÷èìî, ùî ôóíêöiîíàë Φ(u,A, V0) ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi

(a) äëÿ êîæíîãî u ∈ H1(G;S1) òà A ∈ H1(Ω;R2)

Φ(u,A, V0) = deg(u, ∂ω) = deg(u, ∂Ω);

(b) âiäîáðàæåííÿ Φ( · , V0) : H1(G;C) × H1(Ω;R2) → R ¹ íåïåðâíèì âiäíîñíî

ñëàáêî¨ çáiæíîñòi.

Êðiì òîãî, ÿêùî çàôiêñóâàòè Λ > 0 i ðîçãëÿíóòè ïàðè (u,A) ç ìíîæèíè ïiä-

ðiâíÿ Fλ[u,A] ≤ Λ òîäi Φ(u,A, V0) íiêîëè íå ïðèéìà¹ íàïiâöiëi çíà÷åííÿ äëÿ

äîñòàòíüî âåëèêèõ λ > 0. Áiëüø òî÷íî, áóäå äîâåäåíî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò (äèâ.

Ïiäðîçäië 1.5.2):

Òâåðäæåííÿ 1.5.1. Çàôiêñó¹ìî Λ > 0. Iñíó¹ λ0 = λ0(Λ) > 0, òàêå ùî ÿêùî

λ ≥ λ0 òîäi äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî d òà äîâiëüíî¨ ïàðè (u,A) ∈ H1(G;C) ×
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H1(Ω;R2) ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ Fλ[u,A] ≤ Λ çàìêíåíà óìîâà Φ(u,A, V0) ∈ [d −
1/2, d+ 1/2] ¹ åêâiâàëåíòíîþ âiäêðèòié Φ(u,A, V0) ∈ (d− 1/2, d+ 1/2), òîáòî

d− 1/2 ≤ Φ(u,A, V0) ≤ d+ 1/2 ⇐⇒ d− 1/2 < Φ(u,A, V0) < d+ 1/2. (1.5.5)

Íàñïðàâäi áóäå ïîêàçàíî, ùî Φ(u,A, V0) ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ áëèçüêi äî öiëèõ

ðiâíîìiðíî âiäíîñíî ïàð (u,A) ÿêi çàäîâîëüíÿþòü Fλ[u,A] ≤ Λ, êîëè ïàðàìåòð

λ ¹ äîñòàòíüî âåëèêèì.

Ç Òâåðäæåííÿ 1.5.1 âèïëèâà¹, ùî ÿêùî

• iíôiìóì mλ(p, q, d) â (1.5.1) äîñÿãà¹òüñÿ i (u,A) ¹ ìiíiìiçóþ÷îþ ïàðîþ,

• mλ(p, q, d) < Λ òà λ ≥ λ0, äå λ0(= λ0(Λ)) � êîíñòàíòà ç Òâåðäæåííÿ 1.5.1,

òîäi (u,A) ¹ ëîêàëüíèì ìiíiìiçàíòîì Fλ[u,A] â J . Ïðîòå ðåçóëüòàò ïðî òå, ùî
mλ(p, q, d) äîñÿãà¹òüñÿ ¹ íåòðèâiàëüíèì, öå ñïðè÷èíåíî âiäñóòíiñòþ íåïåðåðâ-

íîñòi deg(u, ∂Ω) òà deg(u, ∂ω) âiäíîñíî ñëàáêî¨ H1-çáiæíîñòi.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (1.5.1) ¹ íàñòóïíà òå-

îðåìà:

Òåîðåìà 1.5.2. Äëÿ äîâiëüíèõ öiëèõ p, q òà d > 0 (d < 0) ç d ≥ max{p, q}
(d ≤ min{p, q}) iñíó¹ λ1 = λ1(p, q, d) > 0, òàêå ùî iíôiìóì â (1.5.1) çàâæäè

äîñÿãà¹òüñÿ êîëè λ ≥ λ1 i êîæíèé ìiíiìiçàíò (1.5.1) ¹ ëîêàëüíèì ìiíiìiçàí-

òîì Fλ[u,A] â J .

Áóäåìî ïðèïóñêàòè, äëÿ âèçíà÷åíîñòi, ùî d > 0 (ó âèïàäîêó d < 0 òðåáà

çðîáèòè çàìiíó (u,A) íà (u,−A)). ßê çàçíà÷åíî âèùå, îñíîâíîþ ïðîáëåìîþ â

Òåîðåìi 1.5.2 ¹ äîâåäåííÿ òîãî ôàêòó, ùî iíôiìóì â (1.5.1) äîñÿãà¹òüñÿ. Äëÿ

öüîãî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñõåìà äîâåäåííÿ ç [30]; à ñàìå, ñïî÷àòêó äîâîäèòüñÿ

iñíóâàííÿ ìiíiìiçàíòiâ â (1.5.1) äëÿ p = q = d à äàëi iíäóêòèâíî ïåðåõîäèìî äî

p = d, q = d− 1 òà p = d− 1, q = d, i òàê äàëi. Îñíîâíèé òåõíè÷íèé ðåçóëüòàò

äëÿ ïåðåõîäó âiä ïðèïèñàíèõ ñòåïåíåé p, q äî p, q − 1 òà p − 1, q ¹ íàñòóïíi

ñòðîãi íåðiâíîñòi

mλ(p, q − 1, d) < mλ(p, q, d) + π òà mλ(p− 1, q, d) < mλ(p, q, d) + π (1.5.6)
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ÿêi âèêîíóþòüñÿ ÿêùî mλ(p, q, d) äîñÿãà¹òüñÿ i ïàðàìåòð λ ¹ äîñòàòíüî âåëè-

êèì. Îöiíêè (1.5.6) äîâîäÿòüñÿ êîíñòðóþâàííÿì òåñòîâèõ ïàð (u,A) ∈ J (d)
p(q−1)

àáî (u,A) ∈ J (d)
(p−1)q, òàêèõ ùî Fλ[u,A] < mλ(p, q, d) + π, öå i ¹ ãîëîâíèì ìî-

ìåíòîì äîâåäåííÿ. Êîíñòðóêöi¹ÿ òåñòîâèõ ïàð ¹ ïîâíiñòþ âiäìiííîþ âiä [30],

ïðè öüîìó ñóòò¹âèì ÷èíîì âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïðåñòàâëåííÿ Ñ. Áîãîìîëüíîãî

[49] ôóíêöiîíàëó åíåðãi¨ i ìåòîä ôàêòîðiçàöi¨ ç [195].

1.5.1 Âëàñòèâîñòi åíåðãåòè÷íîãî ôóíêöiîíàëà i éîãî

êðèòè÷íèõ òî÷îê

Îäíîþ ç îñíîâíèõ âàæëèâèõ âëàñòèâîñòåé ôóíêöiîíàëà Fλ[u,A] ¹ éîãî iíâà-

ðiàíòíiñòü âiäíîñíî êàëèáðîâî÷íèõ òðàíñôîðìàöié u 7→ eiφu, A 7→ A + ∇φ
(äå φ ∈ H2(Ω)). Ëåãêî áà÷èòè, ùî Φ(u,A, V0) òàêîæ ìà¹ öþ âëàñòèâiñòü, ÿê i

deg(u, ∂Ω), deg(u, ∂ω). Òàêèì ÷èíîì, ìîæíà ââàæàòè, ùîdivA = 0 â Ω

A · ν = 0 íà ∂Ω.
(1.5.7)

Êðèòè÷íi òî÷êè Fλ[u,A] â J , çîêðåìà ëîêàëíi ìiíiìiçàíòè, ¹ ðîçâ'ÿçêàìè

ñèñòåìè ðiâíÿíü Åéëåðà-Ëàãðàíæà

− (∇− iA)2u+
λ

2
u(|u|2 − 1) = 0 â G (1.5.8)

−∇⊥h =

j â G0 â ω,
(1.5.9)

äå h = curlA � ìàãíèòíå ïîëå (ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ), òà

j = (iu,∇u− iAu)

¹ âåêòîðîì ñòðóìó (çàçíà÷èìî, ùî h i j ¹ êàëiáðîâî÷íî iíâàðiàíòíèìè). Êðiì

òîãî, h ∈ H1(Ω) i âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi êðàéîâi óìîâè,

|u| = 1, j · ν = 0 íà ∂G, h = 0 íà ∂Ω,
∂h

∂τ
= 0 íà ∂ω. (1.5.10)
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Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî ∂G ∈ C∞, òîäi äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê (u,A) çàäà÷i (1.5.8)�

(1.5.10) ¹ ãëàäêèì, u ∈ C∞(G;C) iA ∈ C∞(G;R2) (äèâ. [39]). Òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ

ïîòî÷êîâà íåðiâíiñòü

|u| ≤ 1 â G,

ÿêà ¹ íàñëiäêîì ïðèíöèïó ìàêñèìóìó çàñòîñîâàíîãî äî ðiâíÿííÿ äëÿ |u|2

∆|u|2 = λ|u|2(|u|2 − 1) + 2|∇u− iAu|2 â G. (1.5.11)

Çàçíà÷èìî, ùî ðiâíÿííÿ −∇⊥h = j ìîæå áóòè çàïèñàíèì ó âèãëÿäi

∂

∂z

(
h− 1

2
(|u|2 − 1)

)
= −u

(∂u
∂z
− A2 + iA1

2
u
)

àáî
∂

∂z̄

(
h+

1

2
(|u|2 − 1)

)
= u

(∂u
∂z̄

+
A2 − iA1

2
u
)
,

òîäi ÿêùî çàñòîñóâàòè ∂/∂z̄ (àáî ∂/∂z) i ñêîðèñòàòèñÿ (1.5.11), òî îòðèìó¹ìî

∆
(
h− 1

2
(|u|2−1)

)
−|u|2h = −4

∣∣∣∂u
∂z
−A2 + iA1

2
u
∣∣∣2− λ

2
|u|2(|u|2−1) â G. (1.5.12)

i

∆
(
h+

1

2
(|u|2− 1)

)
− |u|2h = 4

∣∣∣∂u
∂z̄

+
A2 − iA1

2
u
∣∣∣2 +

λ

2
|u|2(|u|2− 1) â G. (1.5.13)

Âàæëèâó ðîëü â àíàëiçi Fλ[u,A] âiäiãðà¹ íàñóïíå ïðåäñòàâëåííÿ, ùî ¹ ñïðà-

âåäëèâèì äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè (u,A) ∈ J ,

Fλ[u,A] = ±π(deg(u, ∂Ω)− deg(u, ∂ω)) + F±[u,A]

+
1

2

∫
ω

|curlA|2dx+
λ− 1

8

∫
G

(|u|2 − 1)2dx, (1.5.14)

äå

F+[u,A] = 2

∫
G

∣∣∣∂u
∂z̄

+
A2 − iA1

2
u
∣∣∣2dx+

1

2

∫
G

∣∣∣curlA+
|u|2 − 1

2

∣∣∣2dx, (1.5.15)

F−[u,A] = 2

∫
G

∣∣∣∂u
∂z
− A2 + iA1

2
u
∣∣∣2dx+

1

2

∫
G

∣∣∣curlA− |u|
2 − 1

2

∣∣∣2dx. (1.5.16)

Öå ïðåäñòàâëåííÿ áóëî âèíàéäåíî Å.Á. Áîãîìîëüíèì [49], äåòàëüíå âèâåäåííÿ

(1.5.14) ìîæíà çíàéòè â [50].
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1.5.2 Âëàñòèâîñòi ôóíêöiîíàëà Φ(u,A, V )

Çàïèøåìî Φ(u,A, V ) ÿê ñóìó äâîõ äîäàíêiâ

Φ(u,A, V ) =
1

2π

∫
G

u×
( ∂u
∂x2

∂V

∂x1
− ∂u

∂x1

∂V

∂x2

)
dx+

1

2π

∫
G

A · ∇⊥V (1− |u|2) dx.

(1.5.17)

Òîäi ñêîðèñòàâøèñü ðåçóëüòàòàìè [30] (Ðîçäië 3) äëÿ ïåðøîãî ÷ëåíà îòðèìó¹ìî,

ùî äëÿ êîæíî¨ ôiêñîâàíî¨ ôóíêöi¨ V ∈ C1(G) ôóíêöiîíàë Φ( · , V ) ¹ íåïåðåðâ-

íèì âiäíîñíî ñëàáêî¨ çáiæíîñòi â H1(G;C) ×H1(Ω;R2). ßêùî äîäàòêîâî ôóí-

êöiÿ V ¹ òàêîþ, ùî V = 0 íà ∂ω i V = 1 íà ∂Ω, òîäi Φ(u,A, V ) = deg(u, ∂ω) =

deg(u, ∂Ω) äëÿ âñiõ u ∈ H1(G;S1).

Çàôiêñó¹ìî òåïåð Λ > 0. Ïîêàæåìî, ùî

sup {dist(Φ(u,A, V0),Z); Fλ[u,A] ≤ Λ} → 0 êîëè λ→∞. (1.5.18)

Îñêiëüêè çíà÷åííÿ Φ(u,A, V0) ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî êàëiáðîâî÷íèõ ïåðåòâî-

ðåíü, ìîæíà ââàæàòè, ùî âèêîíó¹òüñÿ (1.5.7). Òîäi, äëÿ çàäàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi

ïàð (uλ, Aλ), λ → ∞, ùî çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó Fλ[uλ, Aλ] ≤ Λ, ìîæíà âèäiëèòè

ïiäïîñëiäîâíiñòü, ùî çáiãà¹òüñÿ ñëàáêî äî äåÿêî¨ ïàðè (u,A). Êðiì òîãî, îñêiëü-

êè ∫
G

(1− |uλ|2)2 dx ≤ 8Λ/λ→ 0

ìà¹ìî u ∈ H1(G;S1). Òàêèì ÷èíîì Φ(u,A, V0) ∈ Z, ðàçîì ç òèì |Φ(u,A, V0) −
Φ(uλ, Aλ, V0)| → 0 êîëè λ→∞, çàâäÿêè íåïåðåðâíîñòi Φ( · , V0) âiäíîñíî ñëàáêî¨

çáiæíîñòi. Òàêèì ÷èíîì äîâåäåíî (1.5.18), ùî, â ñâîþ ÷åðãó, òÿãíå çà ñîáîþ

Òâåðäæåííÿ 1.5.1.

1.5.3 Êîíñòðóêöiÿ òåñòîâèõ ïàð

ßê çàçíà÷åíî âèùå, îñíîâíèì òåõíi÷íèì ìîìåíòîì â äîâåäåííi Òåîðåìè 1.5.2 ¹

íåðiâíîñòi (1.5.6). Íèæ÷å áóäå íàâåäåíî äåòàëüíó êîíñòðóêöiþ òåñòîâèõ ïàð i

âèêîðèñòàíî ¨õ äëÿ äîâåäåííÿ (1.5.6).
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Äëÿ çàäàíîãî ëîêàëüíîãî ìiíiìiçàíòà (u,A) ∈ J (d)
pq ôóíêöiîíàëà Fλ[u,A] â

J , êîíñòðóþ¹ìî ïàðó (w(ξ), B(ξ)) ∈ J (d)
p(q−1) ó âèãëÿäi

w(ξ) = uaeφ/2, B(ξ) =

A+ 1
2∇
⊥φ, â G,

A+∇⊥θ +∇χ â ω,
(1.5.19)

äå a � êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ Ω íà îäèíè÷íå êîëî ç íóëåì â ξ ∈ G, i φ ∈
H2(G), θ, χ ∈ H2(ω) � ñêàëÿðíi ôóíêöi¨. Áóäåìî ââàæàòè, ùî φ, θ, χ çàëåæàòü

âiä ïàðàìåòðó ξ ïðîòå äëÿ ñòèñëîñòi éîãî áóäå îïóùåíî â ïîçíà÷åííÿõ. Äëÿ òîãî

ùîá çàäîâîëüíèòè óìîâó |w(ξ)| = 1 íà ∂G ìà¹ìî íàñòóïíi óìîâè

φ = 0 íà ∂Ω, φ = −2 log |a| íà ∂ω. (1.5.20)

Îñêiëüêè (òî÷íî îäèí) íóëü ξ ôóíêöi¨ a ëåæèòü â G, òî

deg(w(ξ), ∂ω) = p, deg(w(ξ), ∂Ω) = q − 1. (1.5.21)

Îá÷èñëèìî Fλ[w(ξ), B(ξ)] çà äîïîìîãîþ (1.5.14), (1.5.16),

Fλ[w
(ξ), B(ξ)] =π + Fλ[u,A] + 2

∫
G

∣∣∣∂u
∂z
− A2 + iA1

2
u
∣∣∣2(|a|2eφ − 1) dx

+
1

2

∫
G

(
v
(
∆φ− |u|2(|a|2eφ − 1)

)
+

1

4

(
∆φ− |u|2(|a|2eφ − 1)

)2
)

dx

+
λ− 1

8

∫
G

(
(|u|2|a|2eφ − 1)2 − (|u|2 − 1)2

)
dx

+
1

2

∫
ω

(
(∆θ + curlA)2 − (curlA)2

)
dx,

(1.5.22)

äå v = curlA−(|u|2−1)/2. Íàñòóïíèì êðîêîì ðîçêëàäåìî ïiäiíòåãðàëüíi âèðàçè

â îñòàííiõ äâîõ ÷ëåíàõ (1.5.22) i ñêðèñòà¹ìîñü ïîòî÷êîâîþ ðiâíiñòþ

4
∣∣∣∂u
∂z
− A2 + iA1

2
u
∣∣∣2(|a|2eφ − 1) =(−∆v + |u|2v)(|a|2eφ − 1)

− λ− 1

2
|u|2(|u|2 − 1)(|a|2eφ − 1)
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(äèâ. (1.5.12)), â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî

Fλ[w
(ξ),B(ξ)] = π + Fλ[u,A] +

1

2

∫
G

(−∆v + |u|2v)(|a|2eφ − 1) dx

+
1

2

∫
G

(
v
(
∆φ− |u|2(|a|2eφ − 1)

)
+

1

4
(∆φ− |u|2

(
|a|2eφ − 1)

)2
)

dx

+
λ− 1

8

∫
G

|u|4
(
|a|2eφ − 1

)2
dx+

1

2

∫
ω

(
(∆θ)2 + 2∆θ curlA

)
dx.

(1.5.23)

Âèáåðåìî φ ∈ H2(G) ÿê ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

−∆φ+ |u|2(|a|2eφ − 1) = 0 â G (1.5.24)

ç êðàéîâèìè óìîâàìè (1.5.20) (âiäíîñíî iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó φ ∈ H2(G),

äèâ., íàïðèêëàä, [50], Òåîðåìà 4.3), òîäi (1.5.23) çâîäèòüñÿ äî

Fλ[w
(ξ), B(ξ)] =π + Fλ[u,A] +

1

2

∫
G

(−∆v + |u|2v)(|a|2eφ − 1) dx

+
λ− 1

8

∫
G

|u|4(|a|2eφ − 1)2 dx+
1

2

∫
ω

(
(∆θ)2 + 2∆θ curlA

)
dx.

(1.5.25)

Áóäåìî âèìàãàòè ùîá
∂θ

∂ν
=

1

2

∂φ

∂ν
íà ∂ω; (1.5.26)

öå ïðèçâîäèòü, ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè â (1.5.25), äî

Fλ[w
(ξ), B(ξ)] =π + Fλ[u,A] +

1

2

∫
G

v(−∆(|a|2eφ) + |u|2(|a|2eφ − 1)) dx

+
λ− 1

8

∫
G

|u|4(|a|2eφ − 1)2 dx+
1

2

∫
ω

(∆θ)2 dx,

(1.5.27)

äå âèêîðèñòàíî íàñòóïíi ôàêòè: v = curlA íà ∂ω, curlA = Const â ω i∫
∂ω

∂|a|2

∂ν

ds

|a|2
=

∫
ω

∆ log |a|2 dx = 0

(a ¹ ãîëîìîðôíîþ ôóíêöi¹þ áåç íóëiâ â ω).

Âèáåðåìî òåïåð â ÿêîñòi θ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

∆θ =
1

2|ω|

∫
∂ω

∂φ

∂ν
ds in ω
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ç êðàéîâèìè óìîâàìè(1.5.26). Äëÿ òîãî ùîá B(ξ) ∈ H1(Ω;R2), âèáåðåìî ôóí-

êöiþ χ ∈ H2(G) , ùî çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâi óìîâè χ = 0 íà ∂ω, ∂χ∂ν = −1
2
∂φ
∂τ + ∂θ

∂τ on

∂ω (äëÿ âèçíà÷åíîñòi ìîæíà òàêîæ ïîñòóëþâàòè ðiâíÿííÿ ∆2χ = 0 â ω). Òàêèì

÷èíîì, äëÿ êîæíîãî ξ ∈ G ìà¹ìî (w(ξ), B(ξ)) ∈ Jp(q−1), i ç (1.5.27) âèïëèâà¹

Fλ[w
(ξ), B(ξ)] = π + Fλ[u,A] +

1

2

∫
G

v(−∆(|a|2eφ) + |u|2(|a|2eφ − 1)) dx

+
λ− 1

8

∫
G

|u|4(|a|2eφ − 1)2 dx+
1

8|ω|

(∫
∂ω

∂φ

∂ν
ds
)2

. (1.5.28)

Äàëi äîâåäåìî, ùî Fλ[w(ξ), B(ξ)] < π+Fλ[u,A] êîëè òî÷êà ξ ¹ äîñòàòíüî áëèçü-

êîþ äî ∂Ω. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó âèâ÷èìî àñèìòîòè÷íó ïîâåäiíêó êîíôîðìíîãî

âiäîáðàæåííÿ a i ðîçâ'ÿçêó φ çàäà÷i (1.5.20), (1.5.24) êîëè ξ → ∂Ω.

Ëåìà 1.5.3. Íåõàé ξ̃ � (îðòîãîíàëüíà) ïðîåêöiÿ ξ ∈ G íà ∂Ω i íåõàé δ = |ξ− ξ̃|
¹ äîñòàòíüî ìàëèì. Òîäi

(i) |∂a∂z (x)| ≤ Cδ/(δ + |x− ξ̃|)2, i ‖1− |a|2‖L2(G) ≤ Cδ| log δ|1/2;

(ii) ‖φ‖W 2,r(G) ≤ C(r)δ äëÿ êîæíîãî 1 < r < 2, i ‖φ‖W 2,2(G) ≤ Cδ| log δ|1/2,

äå a � ¹äèíå (ç òî÷íiñòþ äî ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ñòàëî¨ ç îäèíè÷íèì ìîäóëåì)

êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ Ω íà îäèíè÷íèé äèñê ç ïðèïèñàíèì íóëåì â òî÷öi ξ,

i φ � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1.5.20), (1.5.24).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (i), çàçíà÷èìî ùî a ìîæíà çàïèñàòè ÿê

a = σ(F(x) − F(ξ))/(1 − F(ξ)F(x)), äå σ ∈ S1 � êîíñòàíòà i F � ôiêñîâàíå

êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ Ω íà îäèíè÷íèé äèñê. Òîäi ïåðøà îöiíêà â (i) ¹ î÷å-

âèäíîþ. Äðóãó îöiíêó â (i) äîâåäåíî â Ðîçäiëi 8 ðîáîòè [37] (äèâ. Ïiäðîçäië 1.4.6

äèñåðòàöi¨). Äîâåäåííÿ (ii) òàêîæ ïðîâîäèòüñÿ ÿê â [37, Ðîçäië 8] (ãîëîâíó ðîëü

òóò âiäiãðà¹ ëàíöþã íåðiâíîñòåé 0 ≤ 1 − |a|2eφ ≤ 1 − |a|2 , ùî äîâîäèòüñÿ çà

äîïîìîãîþ ïðèíöèïó ìàêñèìóìó).
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Ç Ëåìè 1.5.3 âèïëèâà¹, ùî

Fλ[w
(ξ), B(ξ)] ≤ π + Fλ[u,A]

+
1

2

∫
G

v(−∆(|a|2eφ) + |u|2(|a|2eφ − 1)) dx+O(δ2| log δ|).

(1.5.29)

Ïîìiòèìî, ùî

∆(|a|2eφ)− |u|2(|a|2eφ − 1) = |u|2(|a|2eφ − 1)2

+ 4
∣∣∣∂a
∂z

∣∣∣2eφ + 4a
∂a

∂z
eφ
∂φ

∂z
+ 4a

∂a

∂z
eφ
∂φ

∂z
+ |a|2eφ|∇φ|2

äå âèêîðèñòàíî (1.5.24). Òåïåð ñêîðèñòà¹ìîñü Ëåìîþ 1.5.3 i òèì ôàêòîì, ùî

v = 0 íà ∂Ω,∫
G

v(∆(|a|2eφ)− |u|2(|a|2eφ − 1))dx = 4

∫
G

v
∣∣∣∂a
∂z

∣∣∣2 dx+O(δ2| log δ|). (1.5.30)

Ïiäñòàâèìî ṽ = ∂v
∂ν (ξ̃)ν(ξ̃) ·(x− ξ̃) çàìiñòü v â ïðàâié ÷àñòèíi (1.5.30) (çàçíà÷èìî,

ùî |v − ṽ| ≤ C|x− ξ̃|2), â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî

4

∫
G

v
∣∣∣∂a
∂z

∣∣∣2 dx = 4

∫
Ω

ṽ
∣∣∣∂a
∂z

∣∣∣2 dx+O(δ2| log δ|). (1.5.31)

Íàñàìêiíåöü, îñêiëüêè ∆ log |a|2 = 4πδξ(x) â Ω (äå δξ(x) � Äåëüòà-ôóíêöiÿ Äi-

ðàêà ç öåíòðîì â ξ) i |a|2 = 1 íà ∂Ω, ó òîé ÷àñ ÿê ∆ṽ = 0 â Ω, òî

4

∫
Ω

ṽ
∣∣∣∂a
∂z

∣∣∣2dx =

∫
Ω

ṽ∆|a|2 dx =

∫
∂Ω

ṽ
∂|a|2

∂ν
ds =

∫
∂Ω

ṽ
∂ log |a|2

∂ν
ds = 4πṽ(ξ).

(1.5.32)

Îá'¹äíóþ÷è (1.5.29)�(1.5.32) çíàõîäèìî

Fλ[w
(ξ), B(ξ)] ≤ π + Fλ[u,A] + 2π

∂v

∂ν
(ξ̃)δ +O(δ2| log δ|), (1.5.33)

äå ξ̃ � (îðòîãîíàëüíà) ïðîåêöiÿ ξ íà ∂Ω. Ç (1.5.33) âèïëèâà¹ øóêàíà íåðiâíiñòü

Fλ[w
(ξ), B(ξ)] < π + Fλ[u,A] äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ δ, çà óìîâè, ùî ξ̃ ëåæèòü íà

÷àñòèíi ∂Ω äå ∂v
∂ν < 0. Ó íàñòóïíîìó ðåçóëüòàòi âñòàíîâëþ¹òüñÿ iñíóâàííÿ òàêèõ

òî÷îê äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ λ.
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Ëåìà 1.5.4. Íåõàé ïàðà (u(λ), A(λ)) ¹ ëîêàëüíèì ìiíiìiçàíòîì Fλ[u,A] â J .
Ïðèïóñòèìî, ùî (u(λ), A(λ)) ∈ J (d) =

⋃
p,q∈ZJ

(d)
p,q (äå d � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå

÷èñëî) i Fλ[u
(λ), A(λ)] ≤ Λ äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî Λ > 0. òîäi h(λ) = curlA(λ)

çàäîâîëüíÿ¹
∂h(λ)

∂ν
(ξ(λ)) < 0 for some ξ(λ) ∈ ∂Ω

äå ïàðàìåòð λ ¹ äîñòàòíüî âåëèêèì, λ ≥ λ2(Λ).

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî ∂h(λ)

∂ν ≥ 0 íà ∂Ω äëÿ ïiäïîñëiäîâ-

íîñòi λ = λk, λk →∞.

Îñêiëüêè divA(λ) = 0 â Ω iA(λ)·ν = 0 íà ∂Ω, ìà¹ìî ‖A(λ)‖H1(Ω;R2) ≤ C‖h‖L2(Ω).

Çâiäñè âèòiêà¹, ùî ‖A(λ)‖H1(Ω;R2) ≤ C çàâäÿêè îöiíöi Fλ[u(λ), A(λ)] ≤ Λ. Ç öèõ

äâîõ îöiíîê çíàõîäèìî íåðiâíiñòü ‖u(λ)‖H1(G;C) ≤ C, äå C íå çàëåæèòü âiä λ.

Òàêèì ÷èíîì, ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, (u(λ), A(λ)) → (u,A) ñëàáêî â

H1(G;C)×H1(Ω;R2) êîëè λ→∞, i |u| = 1 ìàéæå âñþäó âG (îñêiëüêè ‖|u(λ)|2−
1‖2

L2(G) ≤ 8Λ/λ→ 0).

Ç (1.5.9) âèïëèâà¹, ùî

−∆h(λ) + h(λ) = 2
∂u(λ)

∂x1
× ∂u(λ)

∂x2
+ curl

(
(1− |u(λ)|2)A(λ)

)
â G, (1.5.34)

òàêîæ ìà¹ìî h(λ) = 0 íà ∂Ω i h(λ) = const â ω. Íåõàé V ∈ C1(Ω) ¹ ¹äèíèì

ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ −∆V + V = 0 â G,

V = g íà ∂Ω, V = 0 íà ∂ω,
(1.5.35)

äå g ∈ C1(∂Ω) � äåÿêà íåâiä'¹ìíà ôóíêöiÿ. Ïîìíîæèìî (1.5.34) íà V i ïðîiíòå-

ãðó¹ìî ðåçóëüòàò ïî G, âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè,

−
∫
∂Ω

∂h(λ)

∂ν
g ds =

∫
∂ω

∂V

∂ν
h(λ) ds+

∫
∂Ω

u(λ) × ∂u(λ)

∂τ
g ds− 2πΦ(u(λ), A(λ), V )

Îñêiëüêè u(λ) → u ñëàáêî â H1/2(∂Ω;S1), òî, çãiäíî ç Ëåìîþ 3.2 â [146], iñíó¹

ïiäïîñëiäîâíiñòü, òàêà ùî äëÿ êîæíî¨ òåñòîâî¨ ôóíêöi¨ g ∈ C1(∂Ω)∫
∂Ω

u(λ) × ∂u(λ)

∂τ
g ds→

∫
∂Ω

u× ∂u

∂τ
g ds+ 2π

∑
i

Dkg(αk),



115

äå òî÷êè αk ∈ ∂Ω i öiëi ÷èñëà Dk íå çàëåæàòü âiä g. Âèáåðiìî òåïåð íåâiä'¹ìíó

ôóíêöiÿ g 6≡ 0, òàêó ùî g(αk) = 0 äëÿ âñiõ αk. Òîäi ìà¹ìî∫
∂Ω

u(λ) × ∂u(λ)

∂τ
g ds− 2πΦ(u(λ), A(λ), V )→

∫
∂Ω

u× ∂u

∂τ
g ds− 2πΦ(u,A, V )

= 2

∫
G

∂u

∂x1
× ∂u

∂x2
V dx = 0,

äå âèêîðèñòàíî íåïåðåðâíiñòü Φ( · , V ) âiäíîñíî ñêëàáêî¨ çáiæíîñòi â H1(G;C)×
H1(Ω;R2) i ïîòî÷êîâó ðiâíiñòü ∂u

∂x1
× ∂u

∂x2
= 0 ìàéæå âñþäó â G (âîíà ¹ ñïðàâå-

äëèâîþäëÿ âñiõ u ∈ H1(G;S1)). Òàêèì ÷èíîì

0 ≤
∫
∂Ω

∂h(λ)

∂ν
g ds = −

∫
∂ω

∂V

∂ν
h(λ) ds+ o(1) êîëè λ→∞.

Ç iíøîãîã áîêó, îñêiëüêè g ≥ 0 i g 6≡ 0, çàñòîñîâóþ÷è ïðèíöèï ìàêñèìóìó i

Ëåìó Õîïôà äî (1.5.35), îòðèìó¹ìî ∂V
∂ν > 0 íà ∂ω. Öå âåäå äî ïðîòèði÷÷ÿ, ÿêùî

áóäå ïîêàçàíî, ùî
∫
∂ω h

(λ) ds ≥ c > 0 äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ λ. Çàçíà÷èìî, ùî

ç îãëÿäó íà (1.5.9),

2πΦ(u(λ), A(λ), V0) = −
∫
G

∇h(λ) · ∇V0 dx+

∫
G

A(λ) · ∇⊥V0 dx

=

∫
∂ω

∂V0

∂ν
h(λ) ds+

∫
G

h(λ)∆V0 dx+

∫
G

A(λ) · ∇⊥V0 dx.

Îñêiëüêè V0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì (1.5.4), ìà¹ìî

2πΦ(u(λ), A(λ), V0) =

∫
∂ω

∂V0

∂ν
h(λ) ds+

∫
G

h(λ)(V0 − 1) dx+

∫
G

A(λ) · ∇⊥V0 dx

=

∫
∂ω

∂V0

∂ν
h(λ) ds+

∫
G

curl
(
(V0 − 1)A(λ)

)
dx. (1.5.36)

Êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ Ñòîêñà äâà ðàçè îòðèìó¹ìî∫
G

curl
(
(V0 − 1)A(λ)

)
dx =

∫
∂ω

A(λ) · τ ds =

∫
ω

h(λ) dx =
|ω|
|∂ω|

∫
∂ω

h(λ) ds,

ó òîé ÷àñ ÿê∫
∂ω

∂V0

∂ν
h(λ) ds =

∫
∂ω

∂V0

∂ν
ds

∫
∂ω

h(λ) ds

|∂ω|

=

∫
G

(
|∇V0|2 + (V0 − 1)2

)
dx

∫
∂ω

h(λ) ds

|∂ω|
.
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Òàêèì ÷èíîì, ïåðåõîäîì äî ãðàíèöi â (1.5.36) çíàõîäèìî

lim
λ→∞

∫
∂ω

h(λ) ds = 2πd|∂ω|/
(
|ω|+

∫
G

(
|∇V0|2 + (V0 − 1)2

)
dx
)
> 0,

äå âèêîðèñòàíî òîé ôàêò, ùî Φ(u(λ), A(λ), V0)→ d êîëè λ→∞.

Çàóâàæåííÿ 1.5.5. Òàêèì ñàìèì ñïîñîáîì ÿê â Ëåìi 1.5.4 ìîæíà ïîêàçàòè,

ùî äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ λ ∂h(λ)

∂ν > 0, â äåÿêié òî÷öi ∂ω.

Íàñëiäîê 1.5.6. ßêùî òî÷êà ξ(λ) ¹ òàêîþ ÿê â Ëåìi 1.5.4, òîäi ∂v
(λ)

∂ν (ξ(λ)) < 0,

äå v(λ) = curlA(λ) − (|u(λ)|2 − 1)/2.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè |u(λ)| = 1 íà ∂G i |u(λ)| ≤ 1 â G, ìà¹ìî ∂|u(λ)|2
∂ν (ξ(λ)) ≥ 0.

Äëÿ ξ ∈ G äîñòàòíüî áëèçüêèõ äî òî÷êè ξ(λ), äå ∂v(λ)

∂ν (ξ(λ)) < 0, ç îãëÿäó

íà (1.5.33) i Íàñëiäîê 1.5.6 ìà¹ìî Fλ[w(ξ), B(ξ)] < π + Fλ[u,A]. Ç iíøîãî áîêó,

(w(ξ), B(ξ)) ∈ Jp(q−1) i (w(ξ), B(ξ)) ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ to (γu,A) (γ = Const ∈
S1) êîëè ξ → ∂Ω, ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi. Îòæå Φ(w(ξ), B(ξ), V0) →
Φ(u,A, V0). Òàêèì ÷èíîì äëÿ ξ äîñòàòíüî áëèçüêîãî äî ξ(λ) ¹ ñïðàâåäëèâèì

íàñòóïíå òâåðäæåííÿ, ÿêùî d − 1/2 < Φ(u,A, V0) < d + 1/2 òîäi (w(ξ), B(ξ)) ∈
J (d)
p(q−1). Òàê ñàìî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ ïàðà ç J (d)

(p−1)q íà ÿêié çíà÷åííÿ

ôóíêöiîíàëó Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó ¹ ìåíøèì π + Fλ[u,A]. Öi ðåçóëüòàòè çâåäåíî

äî íàñòóïíî¨ Ëåìè.

Ëåìà 1.5.7. Äëÿ çàäàíèõ öiëèõ ÷èñåë d > 0, p i q, ÿêùî mλ(p, q, d) äîñÿãà¹-

òüñÿ i ïàðàìåòð λ ¹ äîñòàòíüî âåëèêèì, λ ≥ λ3(p, q, d), òîäi mλ(p1, q, d) <

mλ(p, q, d) + π i mλ(p, q − 1, d) < mλ(p, q, d) + π.

Äîâåäåííÿ. Íåâàæêî çíàéòè îöiíêó mλ(p, q, d) ≤ Λ(p, q, d) ç Λ(p, q, d), ùî íå

çàëåæèòü âiä λ (äèâèñü, íàïðèêëàä, [30]). Òîäi ðåçóëüòàò, ùî îòðèìàíî âèùå,

ðàçîì ç Òâåðäæåííÿì 1.5.1 äîâîäÿòü òâåðäæåííÿ Ëåìè.

1.5.4 Iñíóâàííÿ ìiíiìiçàíòiâ

Äëÿ ïî÷àòêó ñôîðìóëþ¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé ¹ âàæëèâèì äëÿ äîâåäå-

ííÿ Òåîðåìè 1.5.2.
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Ëåìà 1.5.8. ([35]) Íåõàé (u(n), A(n)) ∈ Jpq � ïîñëiäîâíiñòü, ùî çáiãà¹òüñÿ äî

(u,A) ñëàáêî â H1(G;C)×H1(Ω;R2). Òîäi

lim inf
1

2

∫
G

|∇u(n) − iA(n)u(n)|2 dx ≥π(|p− deg(u, ∂ω)|+ |q − deg(u, ∂Ω)|)

+
1

2

∫
G

|∇u− iAu|2 dx.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð íàñòóïíó äîïîìiæíó çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨

Mλ(d) := inf{Fλ[u,A]; (u,A) ∈ J (d)}, (1.5.37)

äå J (d) =
⋃
p,q∈ZJ

(d)
pq = {(u,A) ∈ J ; d− 1/2 ≤ Φ(u,A, V0) ≤ d + 1/2}. Çàçíà÷è-

ìî, ùî Mλ(d) çàâæäè äîñÿãà¹òüñÿ. Äiéñíî, ôóíêöiîíàë Φ( · , V0) ¹ íåïåðåðâíèì

âiäíîñíî ñëàáêî¨ çáiæíîñòi (â H1(G;C) × H1(Ω;R2)) i J (d) 6= ∅ (J (d) ìiñòèòü,

íàïðèêëàä, ïàðè (u, 0) ç u ∈ H1(G;S1) i deg(u, ∂Ω) = d). Òàêèì ÷èíîì ç äî-

âiëüíî¨ ìiíiìiçóþ÷î¨ ïîñëiäîâíiñòi (u(n), A(n)) ìîæíà âèäiëèòè ïiäïîñëiäîâíiñòü

ÿêà ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ â H1(G;C)×H1(Ω;R2) äî ìiíiìiçàíòà (u,A) ∈ J (d).

Ëåìà 1.5.9. Äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ λ, λ ≥ λ4(d), Mλ(d) = mλ(d, d, d) i ìiíi-

ìiçàíòè (1.5.1) (ç p = q = d) òà (1.5.37) ñïiâïàäàþòü.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, Mλ(d) ≤ mλ(d, d, d). Ïðèïóñòèìî, âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî

äëÿ ïîñëiäîâíîñòi λ = λk, λk →∞, âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå

Mλ(d) = Fλ[u
(λ), A(λ)] i (u(λ), A(λ)) ∈ J (d) \ J (d)

dd . (1.5.38)

Iíøèìè ñëîâàìè, àáî deg(u(λ), ∂Ω) 6= d àáî deg(u(λ), ∂ω) 6= d. Áóäåìî ïðèïóñêà-

òè, ùî divA(λ) = 0 in Ω i A(λ) · ν = 0 íà ∂Ω (êóëîíiâñüêà êàëiáðîâêà). Çàâäÿêè

î÷åâèäíié îöiíöi

Mλ(d) ≤M∞(d) := inf
{1

2

∫
G

|∇u− iAu|2 dx+
1

2

∫
Ω

(curlA)2 dx;

(u,A) ∈ J (d), u ∈ H1(G;S1)
}
<∞ (1.5.39)

ìîæíà âèäiëèòè ïiäïîñëiäîâíiñòü, òàêó ùî u(λ) → u ñëàáêî âH1(G;C),A(λ) → A

ñëàáêî â H1(Ω;R2) as λ → ∞, i deg(u(λ), ∂Ω) = q, deg(u(λ), ∂ω) = p ç öiëèìè p,
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q, ùî íå çàëåæàòü âiä λ. Çàçíà÷èìî, ùî (u,A) ∈ J (d) i u ∈ H1(G;S1), îòæå

Fλ[u
(λ), A(λ)] ≤Mλ(d) ≤ Fλ[u,A] =

1

2

∫
G

|∇u− iAu|2 dx+
1

2

∫
Ω

(curlA)2 dx,

ó òîé ÷àñ ÿê

lim inf
λ→∞

Fλ[u
(λ), A(λ)] ≥ π(|d−p|+ |d− q|) +

1

2

∫
G

|∇u− iAu|2 dx+
1

2

∫
Ω

(curlA)2 dx,

ùî âèïëèâà¹ ç Ëåìè 1.5.8. Òàêèì ÷èíîì p = q = d äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ λ,

òîáòî u(λ) ∈ J (d)
dd , öå ïðîòèði÷èòü (1.5.38).

Òàêèì ÷èíîì Ëåìà 1.5.9 äîâîäèòü, ùîmλ(d, d, d) çàâæäè äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ λ ≥
λ4(d). Áiëüø òîãî, âíàñëiäîê Òâåðäæåííÿ 1.5.1 êîæåí ìiíiìiçàíò (1.5.1) ç p =

q = d ¹ ëîêàëüíèì ìiíiìiçàíòîì Fλ[u,A] â J×H1(Ω;R2) êîëè λ ≥ λ0(M∞(d)+1),

äå M∞(d) âèçíà÷åíî â (1.5.39) (çàçíà÷èìî, ùî mλ(d, d, d) < M∞(d) + 1).

Äàëi äîâîäèòüñÿ òâåðäæåííÿ ïðî òå, ùî iíôiìóì â (1.5.1) äîñÿãà¹òüñÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.5.10. Äëÿ êîæíîãî K = 0, 1, 2, . . . iñíó¹ λ5 = λ5(K) > 0,òàêå

ùî äëÿ âñiõ λ ≥ λ5 i âñiõ öiëèõ p i q, ùî çàäîâîëüíÿþòü p ≤ d, q ≤ d, i

|q − d|+ |p− d| ≤ K

(i) iíôiìóì mλ(p, q, d) äîñÿãà¹òüñÿ,

(ii) ÿêùî p ≤ p′ ≤ d, q ≤ q′ ≤ d i àáî p 6= p′ àáî q 6= q′, òîäi

mλ(p, q, d) < mλ(p
′, q′, d) + π(|p− p′|+ |q − q′|).

Äîâåäåííÿ. Âæå äîâåäåíî, ùî Òâåðäæåííÿ 1.5.10 ¹ ñïðàâåäëèâèì äëÿ K = 0

(áàçà iíäóêöi¨). Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî (i) i (ii) ¹ ñïðàâåäëèâèìè äëÿ çàäàíîãî

K ≥ 0. Òîäi, âíàñëiäîê Ëåìè 1.5.7, (ii) ¹ ñïðàâåäëèâèì äëÿ K + 1 çàìiñòü K,

êîëè λ ≥ max
{
λ5(K),max{λ3(p, q, d); |q − d|+ |p− d| = K, p ≤ d, q ≤ d}

}
.

Äëÿ äîâåäåííÿ (i) ðîçãëÿíåìî ìiíiìiçóþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü (u(n), A(n)) äëÿ çà-

äà÷i 1.5.1). Ìiíiìiçóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü iñíó¹ îñêiëüêè mλ(p, q, d) < mλ(d, d, d) +
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π(|p − d| + |q − d|) ≤ M∞(d) + π(K + 1). Ç öi¹¨ îöiíêè âèòiêà¹, ùî, ç òî÷íi-

ñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, u(n) ⇀ u ∈ J ñëàáêî â H1(G;C) i A(n) ⇀ A ñëàáêî â

H1(Ω;R2). Âíàñëiäîê Ëåìè 1.5.8 ìà¹ìî

mλ(p, q, d) = lim
n→∞

Fλ[u
(n), A(n)] ≥ Fλ[u,A] +π(|q−deg(u, ∂Ω)|+ |p−deg(u, ∂ω)|).

(1.5.40)

Ïîêàæåìî, ùî deg(u, ∂Ω) = q i deg(u, ∂ω) = p. Äëÿ öüîãî çíàäîáèòüñÿ íàñòó-

ïíèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 1.5.11. Äëÿ êîæíîãî Λ > 0 iñíó¹ λ6 = λ6(Λ), òàêå ùî mλ(p, q, d) ≥
M∞(d) +π(|p−d|+ |q−d|− 1/2) êîëè λ ≥ λ6 i M∞(d) +π(|p−d|+ |q−d|) ≤ Λ.

Ç öi¹¨ Ëåìè i ñòðîãî¨ íåðiâíîñòi (1.5.40) âèïëèâà¹, ùî äëÿ λ ≥ λ6

mλ(p, q, d) ≥ mλ(deg(u, ∂ω), deg(u, ∂Ω), d)+π(|q−deg(u, ∂Ω)|+|p−deg(u, ∂ω)|)

≥M∞(d) + π(|p− deg(u, ∂ω)|) + |deg(u, ∂ω)− d|)

+ π(|q − deg(u, ∂Ω)|+ |deg(u, ∂Ω)− d|))− π/2

Ç iíøîãî áîêó, òâåðäæåííÿ (ii) ãàðàíòó¹, ùî mλ(p, q, d) < M∞(d) + π(|p − d| +
|q − d|), òàêèì ÷èíîì p ≤ deg(u, ∂ω) ≤ d i q ≤ deg(u, ∂Ω) ≤ d. Äàëi, ÿêùî

ïðèïóñòèòè, ùî deg(u, ∂Ω) 6= q àáî deg(u, ∂ω) 6= p òîäi ç (1.5.40) âèïëèâà¹, ùî

mλ(p, q, d) ≥ mλ(deg(u, ∂ω), deg(u, ∂Ω), d)+π(|q−deg(u, ∂Ω)|+ |p−deg(u, ∂ω)|),
àëå öå ïðîòèði÷èòü (ii). Òàêèì ÷èíîì mλ(p, q, d) çàâæäè äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ äîñòà-

òíüî âåëèêèõ λ êîëè p ≤ d, q ≤ d, i |q− d|+ |p− d| ≤ K + 1. Òâåðäæåííÿ 1.5.10

äîâåäåíî. �

Äîâåäåííÿ Ëåìè 1.5.11. Ïðèïóñòèìî, âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî mλ(p, q, d) <

M∞(d) + π(|p − d| + |q − d| − 1/2) äëÿ äåÿêèõ öiëèõ p, q, d i ïîñëiäîâíîñòi

λ = λk, λk → ∞. Iíøèìè ñëîâàìè, iñíóþòü ïàðè (u(λ), A(λ)) ∈ J (d)
pq , òàêi ùî

Fλ[u
(λ), A(λ)] < M∞(d) + π(|p − d| + |q − d| − 1/2) äëÿ λ = λk. Îñêiëüêè çíà-

÷åííÿ ôóíêöiîíàëó Fλ[u(λ), A(λ)] ¹ îáìåæåíèìè, òî, ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâ-

íîñòi u(λ) ⇀ u ñëàáêî â H1(G;C), A(λ) ⇀ A ñëàáêî â H1(Ω;R2). Êðiì òîãî,
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u ∈ J (d) ∩H1(G;S1), îòæå

1

2

∫
G

|∇u− iAu|2 dx+
1

2

∫
Ω

(curlA)2 dx ≥M∞(d).

Ç iíøîãî áîêó, âíàñëiäîê Ëåìè 1.5.8 ìà¹ìî

lim inf
λ→∞

Fλ[u
(λ), A(λ)] ≥ 1

2

∫
G

|∇u− iAu|2 dx+
1

2

∫
Ω

(curlA)2 dx+π(|p−d|+ |q−d|),

i òàêèì ÷èíîì îòðèìó¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ ç îöiíêîþ Fλ[u
(λ), A(λ)] < M∞(d) + π(|p−

d|+ |q − d| − 1/2). �

1.6 Íåìiíiçàöiéíi êðèòè÷íi òî÷êè

Ó âèïàäêó, êîëè îáëàñòü Ω � äèñê, ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ âñiõ ε > 0 ôóíêöiîíàë

(1.2.3) ìà¹ êðèòè÷íi òî÷êè âèãëÿäó u = ρ(r)eiϕ (äå r, ϕ � ïîëÿðíi êîîðäèíàòè),

ùî çàäîâîëüíÿþòü (1.2.2) i ìàþòü îäèíè÷íèé ñòåïiíü íà ìåæi. Äëÿ äîâiëüíî¨

îäíîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi, ùî íå ìà¹ ðàäiàëüíî¨ ñèìåòði¨, iñíóâàííÿ êðèòè÷íèõ òî-

÷îê ¹ áiëüø ñêëàäíèì ïèòàííÿì. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi áóäå, çîêðåìà, äîâåäåíî

íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.6.1. Íåõàé Ω � äîâiëüíà îáìåæåíà ãëàäêà îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü

â R2. Äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ ε > 0 iñíóþòü êðèòè÷íi òî÷êè ôóíêöiîíàëà

(1.2.3) â ïðîñòîði (1.2.4), ùî ìàþòü îäèíè÷íèé ñòåïiíü íà ìåæi.

Ñêîðèñòà¹ìîñü êîíôîðìíèì âiäîáðàæåííÿì F : Ω→ D äëÿ çâåäåííÿ çàäà÷i

â îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi Ω çàãàëüíîãî âèãëÿäó äî îäèíè÷íîãî äèñêó D. Âèçíà÷è-
ìî w = Jac F−1 ∈ C∞(D; (0,+∞)) i β =

1

ε2
w. Òîäi äîñëiäæåííÿ ôóíêöiîíàëó

(1.2.3) ç êðàéîâîþ óìîâîþ (1.0.2) íà ìåæi ∂Ω çâîäèòüñÿ äî âèâ÷åííÿ ôóíêöiî-

íàëà

Eβ(u) =
1

2

∫
D
|∇u|2dx+

1

4

∫
D
β(x)(1− |u|2)2dx, (1.6.1)

â ïðîñòîði

J = dd∈ZJd, Jd =
{
u ∈ H1(D;C); |u| = 1 íà ∂D, deg (u, ∂D) = d

}
. (1.6.2)
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Áóäå òàêîæ ðîçãëÿíóòî ôóíêöiîíàë åíåðãi¨ Eβ äëÿ áiëüø çàãàëüíèõ âàãîâèõ

ôóíêöié β. Ó ïîäàëüøîìó ââàæà¹ìî, ùî β � îáìåæåíà ôóíêöiÿ, β ≥ 0.

Êðèòè÷íi òî÷êè Eβ â ïðîñòîði J ¹ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷i
−∆u = β u(1− |u|2) â D,
|u| = 1 íà ∂D,∫
D
(u×∇u) · ∇ζdx = 0 ∀ ζ ∈ H1(D).

(1.6.3)

Îñòàííÿ óìîâà ¹ â öié çàäà÷i ñëàáêèì ôîðìóëþâàííÿì óìîâè u × ∂u
∂ν = 0 íà

ìåæi i çàäà÷à (1.6.3) ¹ êâiâàëåíòíîþ íàñòóïíié:
−∆u = β u(1− |u|2) â D,
|u| = 1 íà ∂D,

u× ∂u

∂ν
= 0 íà ∂D.

(1.6.4)

Äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ J öi¹¨ çàäà÷i íàëåæèòü äî W 2,p(D), ∀p ∈ [1,∞), îòæå

u ∈ C1(D), i u ∈ C∞(D) ÿêùî β ∈ C∞(D).

ßê i ðàíiøå, äëÿ âèâ÷åííÿ êðèòè÷íèõ òî÷îê ôóíêöiîíàëà Eβ áóäåìî êîðè-

ñòóâàòèñÿ Ëåìîþ 1.2.8 ([35]), òî÷íiøå íàñòóïíèì ¨¨ àíàëîãîì äëÿ çàãàëüíî¨ áà-

ãàòîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi Ω:

Ëåìà 1.6.2. Íåõàé Ω ⊂ R2 � îáìåæåíà ãëàäêà îáëàñòü, i íåõàé Γj, j = 1 . . . k

ïîçíà÷àþòü çâ'ÿçíi êîìïîíåíòè ìåæi ∂Ω. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ôóí-

êöié (un) ⊂ H1(Ω;C), òàêèõ ùî un ⇀ u ñëàáêî â H1(Ω), |un| = 1 íà ∂Ω,

deg (un,Γj) ≡ dj (íå çàëåæàòü âiä n) . Òîäi

lim inf Eβ(un) ≥ Eβ(u) + π
k∑
j=1

|dj − deg (u,Γj)|. (1.6.5)

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ìiñòèòü îöiíêè çíèçó äëÿ iíòåãðàëà Äiðiõëå â

îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ ÷åðåç ñòåïiíü âiäîáðàæåííÿ íà ìåæi.

Ëåìà 1.6.3. Íåõàé Ω ⊂ R2 � îáìåæåíà ãëàäêà îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü, i u ∈
H1(Ω;C). Òîäi
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1. ßêùî |u| = 1 íà ∂Ω, ∫
Ω

|∇u|2dx ≥ 2π| deg g(u, ∂Ω)|. (1.6.6)

2. ßêùî |u| ≥ ρ > 0 íà ∂Ω,∫
Ω

|∇u|2dx ≥ 2πρ2| deg (u, ∂Ω)|. (1.6.7)

Äîâåäåííÿ. Ïåðøà îöiíêà âèâîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ ïîòî÷êîâî¨ íåðiâíîñòi¨

2| Jac u| ≤ |∇u|2,∫
Ω

|∇u|2dx ≥ 2
∣∣∣∫

Ω

Jac u dx
∣∣∣ = 2π| deg (u, ∂Ω)|.

Äðóãà îöiíêà âèòiêà¹ ç ïåðøî¨, ÿêøî çàñòîñóâàòè (1.6.6) äî ôóíêöi¨ Ψ(u), äå

Ψ(z) =

z/ρ, ÿêùî |z| ≤ ρ

z/|z|, ÿêùî |z| > ρ.
�

1.6.1 Êðèòè÷íi òî÷êè ôóíêöiîíàëà E0

Íàãàäà¹ìî, ùî Áëÿøêå äîáóòîê � ôóíêöiÿ âèãëÿäó

Bα,a1,...,ad(z) = α

d∏
j=1

z − aj
1− ajz

, z ∈ D, d ∈ N∗, α ∈ S1, aj ∈ D, ∀ j = 1 . . . d,

áiëüø òî÷íî, áóäåìî íàçèâàòè òàêèé äîáóòîê d-Áëÿøêå äîáóäîê. Â ñïåöiàëüíîìó

âèïàäêó d = 1, 1-Áëÿøêå äîáóòîê çâîäèòüñÿ äî êîíôîðìíîãî âiäîáðàæåííÿ

Ìåáióñà

Mα,a(z) = α
z − a
1− az

, z ∈ D, α ∈ S1, a ∈ D.

Äëÿ çðó÷íîñòi ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ Ma = M1,a i çâóæåííÿ Ma íà S1 áóäåìî

ïîçíà÷àòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

Na : S1 → S1, Na(z) = Ma(z), z ∈ S1. (1.6.8)

Ëåìà 1.6.4. Äëÿ β = 0 ôóíêöiÿ u ìiíiìiçó¹ E0 â Jd òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

u ¹ d-Áëÿøêå äîáóòêîì.
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè |∇u|2 = 2 Jac u+ 4
∣∣∂u
∂z

∣∣2, ìà¹ìî
E0(u) =

1

2

∫
D
|∇u|2dx =

∫
D

Jac udx+ 2

∫
D

∣∣∣∣∂u∂z
∣∣∣∣2 dx ≥ π deg (u,S1) = πd. (1.6.9)

Çâiäñè êîæíèé d-Áëÿøêå äîáóòîê ¹ ìiíiìiçàíòîì i êîæíèé ìiíiìiçàíò ¹ ãîëî-

ìîðôíîþ ôóíêöi¹þ. Ç iíøîãî áîêó ìiíiìiçàíòè ¹ ãëàäêèìè, çîêðåìà

lim
|z|→1
|u(z)| = 1. (1.6.10)

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ Ëåìè 1.6.4 äîñòàòíüî ñêîìáiíóâàòè (1.6.10) ç ãî-

ëîìîðôíiñòþ u i ñêîðèñòàòèñÿ òàêèì äîáðå âiäîìèì ðåçóëüòàòîì: íåõàé u ∈
Hol (D)1, òîäi

lim
|z|→1
|u(z)| = 1 ðiâíîìiðíî ⇐⇒ u ¹ Áëÿøêå äîáóòêîì. (1.6.11)

Äëÿ ïîâíîòè íàãàäà¹ìî äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó. Íåõàé z1, . . . , zd � íóëi u â D, ç
óðàõóâàííÿì êðàòíîñòi (¨õ ñêií÷åíå ÷èñëî âíàñëiäîê (1.6.11)). Ïîêëàäåìî v(z) =
d∏
j=1

z − zj
1− zjz

, w =
u

v
∈ Hol (D). Òîäi w íå ìà¹ íóëiâ â D i lim

|z|→1
|w(z)| = 1. Òàêèì

÷èíîì w(z) ¹ êîíñòàíòíîþ ôóíêöi¹þ, òîáòî u = αv äëÿ äåÿêîãî α ∈ S1. �

Íàñëiäîê 1.6.5. Íåõàé g ∈ H1/2(S1;S1) ìà¹ ñòåïiíü âiäîáðàæåííÿ d > 0 íà

ìåæi. Òîäi |g|2
H1/2 ≥ πd, i ðiíiñòü ñïðàâäæó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi êîëè g ¹

d-Áëÿøêå äîáóòêîì.

Çàôiêñó¹ìî òåïåð ãëàäêó îäíîçâÿçíó îáìåæåíó îáëàñòü Ω i êîíôîðìíå âiä-

îáðàæåííÿ Φ : Ω→ D. Âèçíà÷èìî (óçàãàëüíåíèé ) d-Áëÿøêå äîáóòîê 2 ôîðìó-

ëîþ

Bα,a1,...,ad,Φ(z) = α
d∏
j=1

Φ(z)− aj
1− ajΦ(z)

, z ∈ Ω, d ∈ N∗, α ∈ S1, aj ∈ D, ∀ j = 1, . . . d,

i (óçàãàëüíåíå) ïåðåòâîðåííÿ Ìåáióñà:

Mα,a,Φ(z) = α
Φ(z)− a
1− aΦ(z)

, z ∈ Ω, α ∈ S1, a ∈ D.

1Hol (Ω) ïîçíà÷à¹ êëàñ ôóíêöié ãîëîìîðôíèõ â Ω.
2Â Ω i âiäíîñíî Φ, ïðîòå öå áóäå ðîçóìiòèñü çà óìîâ÷àííÿì â ïîäàëüøîìó.
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Êîðèñòóþ÷èñü Ëåìîþ 1.6.4 i iíâàðiàíòíiñòþ iíòåãðàëó Äiðiõëå îòðèìó¹ìî íà-

ñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Íàñëiäîê 1.6.6. Ìiíiìiçàíòè E∞ â Jd ¹ â òî÷íîñòi d-Áëÿøêå äîáóòêè.

Ç íàñòóïíîãî ðåçóëüòàòó âèïëèâà¹, çîêðåìà, ùî iíôiìóì Eε â Jd íå äîñÿãà¹-
òüñÿ äëÿ ε <∞.

Ëåìà 1.6.7. Íåõàé β 6≡ 0. Òîäi ôóíêöiîíàë Fβ íiêîëè íå äîñÿãà¹ ìiíiìàëüíîãî

çíà÷åííÿ â Jd äëÿ d 6= 0.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ âñiõ u ∈ Jd ìà¹ìîFβ(u) ≥ E0(u) = πd. Ç iíøîãî áîêó, âiçüìå-

ìî d-Áëÿøêå äîáóòîê u =
d∏
j=1

Φ− aj
1− ajΦ

i âèáåðåìî äîâiëüíi aj → −1, ∀ j. Òîäi

u ⇀ 1 ñëàáêî â H1(Ω), çâiäêiëÿ çíàõîäèìî Fβ(u)→ πd, òîáòî inf
Jd

Fβ = πd. Òå-

ïåð ïðèïóñòèìî âiä ñóïðîòèâíî, ùî u ìiíiìiçó¹ Fβ â Jd, òîäi Eβ(u) = E0(u) = πd.

Òàêèì ÷èíîì u ¹ d-Áëÿøêå äîáóòîê i
∫

Ω

β (1−|u|2)2dx = 0. Öå íåìîæëèâî, òîìó

ùî |u| < 1 â D çâiäêè β (1− |u|2)2 6≡ 0. �

Öåé Ïiäðîçäië çàâåðøó¹òüñÿ íàñòóïíèì çíà÷íèì ïîñèëåííÿì Ëåìè 1.6.4.

Ëåìà 1.6.8. Êðèòè÷íi òî÷êè E0 â Jd ¹ íàñòóïíèìè:

a) d-Áëÿøêå äîáóòêè äëÿ d > 0.

b) êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi äî d-Áëÿøêå äîáóòêiâ äëÿ d < 0.

c) ñòàëi ç ìîäóëåì 1 äëÿ d = 0.

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñü âëàñòèâîñòÿìè äèôåðåíöiàëó Õîïôà â äîâiëüíèié

îáëàñòi Ω ⊂ R2, âèâåäåííÿ ÿêèõ ìîæíà çíàéòè â [100, Ðîçäië 4]. Äëÿ ãëàäêî¨

ôóíêöi¨ u : Ω→ C ¨¨ äèôåðåíöiàë Õîïôà ξ âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

ξ : Ω→ C, ξ(z) = 4(∂zu)(∂zu) = (∂xu− ı∂yu)(∂xu− ı∂yu). (1.6.12)

ßêùî, äîäàòêîâî, u ¹ ãàðìîíi÷íîþ ôóíêöi¹þ, òîäi ξ ¹ ãîëîìîðôíèì, i äëÿ ãëàä-

êî¨ u ðiâíiñòü ξ = 0 ìîæëèâà òîäi i òiëüêè òîäi êîëè u àáî ãîëîìîðôíà àáî

àíòiãîëîìîðôíà.
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Äàëi âèâîäÿòüñÿ äåÿêi òîòîæíîñòi ñïðàâåäëèâi êîëè Ω àáî u ìàþòü äåÿêi äî-

äàòêîâi âëàñòèâîñòi. Ïðèïóñòèìî, ùî îáëàñòü Ω ¹ ãëàäêîþ i ôóíêöiÿ u ¹ ãëàäêîþ

â îêîëi z ∈ ∂Ω, i ïîçíà÷èìî ÷åðåç ν = (ν1, ν2) çîâíiøíþ íîðìàëü äî ∂Ω. Íå-

õàé
∂

∂τ
i
∂

∂ν
ïîçíà÷àþòü âiäïîâiäíî íîðìàëüíó i òàíãåíöiàëüíó ïîõiäíi íà ∂Ω.

Êîðèñòóþ÷èñü ðiâíîñòÿìè
∂

∂x1
= ν1

∂

∂ν
− ν2

∂

∂τ
i
∂

∂x2
= ν2

∂

∂ν
+ ν1

∂

∂τ
u,

âèçíà÷åííÿ (1.6.12) ìîæíà ïåðåïèñàòè ξ(z) íàñòóïíèì ÷èíîì

ξ(z) = (ν1 − ıν2)
2

(
∂u

∂ν
− ı∂u

∂τ

)(
∂u

∂ν
− ı∂u

∂τ

)
. (1.6.13)

ßêùî u ∈ J ¹ êðèòè÷íîþ òî÷êîþ Eε â Ω (àáî Eβ â D), òîäi â ïðåäñòàâëåííi u =

ρeiϕ ìà¹ìî ∂ρ/∂τ = ∂ϕ/∂ν = 0 íà ∂Ω. Ó öüîìó âèïàäêó (1.6.13) ñïðîùó¹òüñÿ

äî

ξ = (ν1 − ıν2)
2

[(
∂ρ

∂ν

)2

−
(
∂ϕ

∂τ

)2
]

íà ∂Ω. (1.6.14)

Îñêiëüêè çàäà÷à (1.6.4) ç β = 0 ¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî êîíôîðìíèõ ïåðåòâî-

ðåíü, ìîæíà ïðèïóñêàòè, ùî Ω = D. Ó âèïàäêó êîëè u ¹ ãàðìîíi÷íîþ, âiäîáðà-

æåííÿ η : D → C, η(z) = z2ξ(z), ¹ ãîëîìîðôíèì. ßêùî äîäàòêîâî Ω = D i u ¹

ðîçâ'ÿçêîì (1.6.4), òîäi ðiâíiñòü (1.6.14) âåäå äî

η =

(
∂ρ

∂ν

)2

−
(
∂ϕ

∂τ

)2

∈ R íà S1. (1.6.15)

Ç (1.6.15) âèòiêà¹, ùî η ¹ êîíñòàíòíîþ â D. Ç iíøîãî áîêó, η(0) = 0. Îòæå

ξ ≡ 0, i u ¹ àáî ãîëîìîðôíîþ àáî àíòiãîëîìîðôíîþ. Îñêiëüêè |u| = 1 íà S1,

òî òâåðäæåííÿ Ëåìè 1.6.8 âèïëèâà¹ ç ðåçóëüòàòó íàâåäåíîãî â äîâåäåííi Ëåìè

1.6.4. �

1.6.2 Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ

Íàãàäà¹ìî îöiíêè Ã. Âåíòå [200], ÿêi ¹ âàæëèâèì åëåìåíòîì â ïîäàëüøîìó àíà-

ëiçi. Íèæ÷å íàâåäåíî îöiíêè ç íàéêðàùèìè êîíñòàíòàìè, ÿêi áóëî âñòàíîâëåíî

â [29].
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Ëåìà 1.6.9. Äëÿ äîâiëüíèõ f ∈ H1
0(Ω;R) i g, h ∈ H1(Ω;R) ðîâ'ÿçîê u ∈

W 1,1
0 (Ω) ðiâíÿííÿ ∆u = Jac (g, h) ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

1. u ∈ C(Ω) ∩H1(Ω) i

‖u‖L∞ ≤ 2‖∇g‖L2‖∇h‖L2, (1.6.16)

‖∇u‖L2 ≤
√

2‖∇g‖L2‖∇h‖L2. (1.6.17)

Çîêðåìà, âiäîáðàæåííÿ

[H1(Ω;R)]2 3 (g, h) 7→ u ∈ C(Ω) ∩H1Ω)

¹ íåïåðåðâíèì.

2. Ñïðàâåäëèâà îöiíêà∣∣∣∣∫
Ω

f Jac (g, h)dx

∣∣∣∣ ≤ √2‖∇f‖L2‖∇g‖L2‖∇h‖L2. (1.6.18)

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ¹ íàñëiäêîì Ëåìè 1.6.9.

Ëåìà 1.6.10. Âèçíà÷èìî

H := {h ∈ H1(Ω;R); ∆h = 0}. (1.6.19)

Íåõàé f ∈ H1
0(Ω;R), g ∈ H1(Ω;R) i h ∈ H. Òîäi∣∣∣∣∫

Ω

f∇g · ∇hdx
∣∣∣∣ ≤ C(Ω)‖∇f‖L2‖∇g‖L2‖∇h‖L2. (1.6.20)

Äîâåäåííÿ Ëåìè 1.6.10, ÿê i íàñòóïíèõ òåõíi÷íèõ ðåçóëüòàòiâ öüîãî ïiäðîç-

äiëó íàâåäåíî â Äîäàòêó N.

Äëÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ f íà ∂Ω, f ∈ L1(∂Ω), âèçíà÷èìî u(f) ÿê ãàðìîíi÷íå

ïðîäîâæåííÿ f â Ω, òîáòî u(f) ∈ W 1,1(Ω) � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ∆u(f) =

0 â Ω ç êðàéîâîþ óìîâîþ u(f) = f íà ∂Ω. Äëÿ f ∈ H1/2(∂Ω;C) âèçíà÷èìî

íàïiâíîðìó â H1/2 ôîðìóëîþ3

|f |2H1/2 =
1

2

∫
Ω

|∇u(f)|2dx. (1.6.21)

3Öÿ íàïiâíîðìà ¹ åêâiâàëåíòíîþ ñòàíäàðòíié íàïiâíîðìi f 7→
(∫

∂Ω

∫
∂Ω
|g(x)−g(y)|2
|x−y|2 dsxdsy

)1/2

.
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Ëåìà 1.6.11. Äëÿ äîâiëüíèõ f, g ∈ H1/2(∂Ω) ôóíêöiÿ u := u(fg) − u(f)u(g)

íàëåæèòü äî C(Ω) ∩H1
0(Ω) i

‖u‖L∞ ≤ C(Ω)|f |H1/2|g|H1/2, (1.6.22)

‖u‖H1 ≤ CΩ)|f |H1/2|g|H1/2. (1.6.23)

Ç Ëåìè 1.6.11 âèïëèâà¹, ùî ÿêùî fn ⇀ f i gn ⇀ g ñëàáêî â H1/2, òîäi

äëÿ âiäïîâiäíèõ ôóíêöié un = u(fngn)− u(fn)u(gn) ìà¹ ìiñöå ñëàáêà çáiæíiñòü

un ⇀ u â H1(ω). Öåé ðåçóëüòàò ìîæíà ïîñèëèòè íàñòóïíèì ÷èíîì.

Ëåìà 1.6.12. Íåõàé ôóíêöi¨ f, gn, g ∈ H1/2(∂Ω) ¹ òàêèìè, ùî gn ⇀ g â H1/2.

Òîäi u(fgn)− u(f)u(gn)→ u(fg)− u(f)u(g) ñèëüíî â H1(Ω).

ßê íàñëiäîê, ÿêùî fn → f ñèëüíî â H1/2 i gn ⇀ g ñëàáêî â H1/2, òîäi

u(fngn)− u(fn)u(gn)→ u(fg)− u(f)u(g) ñèëüíî â H1(Ω).

Çàóâàæåííÿ 1.6.13. Ëåìó 1.6.12 ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

ÿêùî gn ⇀ g ñëàáêî â H1/2, òîäi ∇u(f) · ∇u(gn) → ∇u(f) · ∇u(g) ñèëüíî â

H−1(Ω). Äîâåäåííÿ Ëåìè 1.6.12 (íàâåäåíå â Äîäàòêó N) âåäå äî íàñòóïíîãî

áiëüø çàãàëüíîãî ðåçóëüòàòó: ÿêùî u ∈ H1(Ω) i vn ⇀ v ñëàáêî â H1(Ω), ç

ãàðìîíi÷íèìè ôóíêöiÿìè vn, òîäi ∇u · ∇vn → ∇u · ∇v ñèëüíî â H−1(Ω).

Ëåìà 1.6.14. Íåõàé f, gn ∈ H1/2(∂Ω;S1). Ïðèïóñòèìî, ùî gn ⇀ 1 ñëàáêî â

H1/2. Òîäi∫
Ω

|∇u(fgn)|2dx =

∫
Ω

|∇u(f)|2dx+

∫
Ω

|∇u(gn)|2dx+ o(1) êîëè n→∞,

(1.6.24)

ùî åêâiâàëåíòíî, |fgn|2H1/2 = |f |2
H1/2 + |gn|2H1/2 + o(1).

Äàëi ðîçãëÿäàþòüñÿ ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨ u ÿêi ¹ áëèçüêèìè äî êîíôîðìíîãî

âiäîáðàæåííÿ Ìåáióñà. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

Hd = {g ∈ H1/2(S1;S1); deg g = d}.

Íàãàäà¹ìî òàêîæ, ùî Na ïîçíà÷à¹ çâóæåííÿ íà S1 âiäîáðàæåííÿ Ìåáióñà M1,a.

Íàñàìêiíåöü, íàãàäà¹ìî Íàñëiäîê 1.6.5: ÿêùî g ∈ H1 òîäi |g|2H1/2 ≥ π, i ðiâíiñòü

âèêîíó¹òüñÿ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè g = αNa äëÿ äåÿêèõ a ∈ D i α ∈ S1.
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Òåîðåìà 1.6.15. Iñíóþòü δ0 > 0 i ôóíêöiÿ f : (0, δ0) → (0,∞) ç lim
δ→0

f(δ) = 0,

òàêi ùî ÿêùî g ∈ H1 çàäîâîëüíÿ¹ |g|2
H1/2 < π + δ äëÿ äåÿêîãî δ < δ0, òîäi:

1. Ãàðìîíi÷íå ïðîäîâæåííÿ u = u(g) ôóíêöi¨ g ìà¹ òî÷íî îäèí íóëü, a =

a(u) = a(g).

2. ßêùî çàïèñàòè g = Nae
ıψ ç ψ ∈ H1/2(S1;R), òîäi |ψ|H1/2 ≤ f(δ).

3. Âiäîáðàæåííÿ g 7→ a ¹ íåïåðåðâíèì.

4. Äëÿ çàäàíèõ r ∈ (0, 1) i µ > 0, ìîæíà âèáðàòè δ0, òàêå ùî ‖αu ◦M−a −
Id‖C2(Dr) < µ äëÿ ïåâíîãî α ∈ S1.

Çðîáèìî äâà çóâàæåííÿ äî Òåîðåìè 1.6.15. Çàçíà÷èìî, ùî
g

Na
ìà¹ íóëüîâèé

ñòåïiíü i òîìó ìîæíà çàïèñàòè g = Nae
ıψ äëÿ äåÿêîãî ψ ∈ H1/2(S1;R). Çìiñòîâ-

íà ÷àñòèíà òâåðäæåííÿ 2. ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî íîðìà |ψ|H1/2 ¹ ìàëîþ êîëè íîðìà

|g|2
H1/2 ¹ áëèçüêîþ äî π. Äðóãå, åêâiâàëåíòíèì i, ìîæëèâî, áiëüø ïðîçîðèì ôîð-

ìóëþâàííÿì òâåðäæåííÿ 4. ¹ íàñòóïíå: äëÿ äîñòàòíüî ìàëîãî δ0 i g ÿê ðàíiøå,

ìà¹ìî ‖u◦M−1
α,a− Id‖C2(Dr) < µ äëÿ äåÿêîãî α ∈ S1; òîáòî ôóíêöiÿ u ¹ áëèçüêîþ,

â ïåâíîìó ñåíñi, äî âiäîáðàæåííÿ Ìåáióñà.

Äàëi íàâåäåíî ðåçóëüòàò áëèçüêèé äî Òåîðåìè 1.6.15, àëå ÿêèé äà¹ ìåíøå ií-

ôîðìàöi¨ ïðî íóëi a ôóíêöi¨ u(g) ïðîòå îïèñó¹ ôàçó ψ äëÿ ôóíêöié g ç áiëüøèìè

H1/2-íîðìàìè.

Òåîðåìà 1.6.16. Iñíó¹ íåçðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ h : (0, π]→ (0,∞), òàêà ùî: ÿùî

g ∈ H1 çàäîâîëüíÿ¹ |g|2
H1/2 ≤ 2π − δ äëÿ äåÿêîãî δ ∈ (0, π], òîäi:

1. Ìîæíà çàïèñàòè g = Nae
ıψ ç ôóíêöi¹þ ψ ∈ H1/2(S1;R) äëÿ ÿêî¨ âèêîíó-

¹òüñÿ îöiíêà |ψ|H1/2 ≤ h(δ).

2. Äîäàòêîâî, â ÿêîñòi a ìîæíà âçÿòè íóëü u(g), i íóëi u(g) ¹ áëèçüêèìè

îäèí äî îäíîãî â íàñòóïíîìi ñåíñi: iñíó¹ R = R(δ) ∈ (0, 1) i µ = µ(δ) ∈
(0, 1), òàêi ùî |u(g)| ≥ µ in D \ M−1

a (DR) äëÿ êîæíîãî íóëÿ a ôóíêöi¨

u(g).
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Ïiäêðåñëèìî íàñòóïíó iíôîðìàòèâíó ÷àñòèíó òâåðäæåííÿ 2. Òåîðåìè 1.6.16:

ÿêùî u(g)(0) = 0, òîäi |u(g)| ≥ µ â D \ DR. (1.6.25)

Íàñëiäîê 1.6.17. Íåõàé t < 2π i íåõàé K(t)
1 = {g ∈ H1; |g|2H1/2 ≤ t}.

Òîäi K(t)
1 ¹ ñëàáêî çàìêíóòèì ïî ìîäóëþ ïåðåòâîðåíü Ìåáióñà: ÿêùî (gn) ⊂

K(t)
1 , òîäi iñíó¹ Nan, òàêå ùî ïîñëiäîâíiñòü (gn ◦N−1

an
) ¹ ñëàáêî êîìïàêòíîþ â

K(t)
1 . Êðiì òîãî, â ÿêîñòi an ìîæíà âçÿòè äîâiëüíèé íóëü u(gn).

Çîêðåìà, äëÿ êîæíîãî t < 2π i a0 ∈ D, êëàñ

{g ∈ H1; |g|2H1/2 ≤ t, u(g) ìà¹ íóëü â a0}

¹ ñëàáêî êîìïàêòíèì.

Äàëi íàâåäåíî ùå îäèí ïðîñòèé íàñëiäîê Òåîðåìè 1.6.16.

Ëåìà 1.6.18. Íåõàé

β ∈ L∞(D), β ≥ 0, β 6≡ 0. (1.6.26)

Ðîçãëÿíåìî òî÷êó Ëåáåãà a0 ∈ D ôóíêöi¨ β â ÿêié çíà÷åííÿ (ñóòò¹âà ãðàíèöÿ)

β ¹ b > 0. Òîäi

c(β, a0) := inf
{
Eβ(v); g = v

∣∣
S1 ∈ H1, u(g) ìà¹ íóëü â a0

}
> π. (1.6.27)

1.6.3 Ïîáóäîâà ïîñëiäîâíîñòåé Ïàëå-Ñìåéëà

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi äîâîäÿòüñÿ ðåçóëüòàòè ïðî iñíóâàííÿ ïîñëiäîâíîñòåé ìàéæå

êðèòè÷íèõ òî÷îê ôóíêöiîíàëó Eβ. Çàãàëüíà iäåÿ êîíñòðóêöi¨ òàêèõ ïîñëiäîâíî-
ñòåé áàçó¹òüñÿ íà âñòàíîâëåííi ãåîìåòði¨ òèïó ïåðåâàëó. Íàãàäà¹ìî êëàñè÷íîé

ðåçóëüòàò À. Àìáðîçåòòi i Ï. Ðàáiíîâè÷à [15]. Íåõàé çàäàíî äâà êîìïàêòíi ìå-

òðè÷íi ïðîñòîðè K0 ⊂ K, áàíàõiâ ïðîñòið (àáî áàíàõiâ ìíîãîâèä) X, âiäîáðàæå-

ííÿ (ôóíêöiîíàë) J : X → R (çâè÷àéíî ãëàäêîñòi C1), i ôiêñîâàíå íåïåðåðâíå
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âåäîáðàæåííÿ χ ∈ C(K0;X). 4 Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨

c = inf
{

max
K

J ◦ F ; F ∈M
}
, äå M = {F ∈ C(K;X); F = χ íà K0} ,

(1.6.28)

i ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ ñòðîãà íåðiâíiñòü

c > c1 = max
t∈K0

J(χ(t)). (1.6.29)

Òåîðåìà 1.6.19. ([139, Theorem 4.3, p. 77]) Íåõàé K0, K, J , X i χ ¹ òàêèìè

ÿê çàçíà÷åíî âèùå (X � áàíàõiâ ïðîñòið i J ∈ C1(X;R)). Ïðèïóñòèìî, ùî

âèêîíó¹òüñÿ (1.6.29). Òîäi äëÿ êîæíîãî δ > 0 iñíó¹ åëåìåíò xδ ∈ X, òàêèé

ùî

c− δ ≤ J(xδ) ≤ c+ δ (1.6.30)

i

‖J ′(xδ)‖ ≤
√
δ. (1.6.31)

Åêâiâàëåíòíî, iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü

(xn) ⊂ X, òàêà ùî J(xn)→ c i J ′(xn)→ 0 ïðè n→∞. (1.6.32)

Òå ñàìå ¹ âiðíèì ó âèïàäêó, êîëè X ¹ áàíàõîâèì ìíîãîâèäîì i J ∈ C1.

Ïîñëiäîâíiñòü, ùî çàäîâîëüíÿ¹ (1.6.32) íàçèâà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ Ïàëå-

Ñìåéëà, à ¨¨ åëåìåíòè xn ¹ ìàéæå êðèòè÷íèìè òî÷êàìè J .5 Çà äîäàòêîâî¨

óìîâè

(PS)c êîæíà ïîñëiäîâíiñòü (xn), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (1.6.32),

ìà¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü, ùî çáiãà¹òüñÿ
(1.6.33)

(ìîäiôiêàöiÿ óìîâè Ïàëå-Ñìåéëà) (1.6.29) âåäå äî iñíóâàííÿ êðèòè÷íî¨ òî÷êè

x ôóíêöiîíàëó J ç J(x) = c. Òàêó óìîâó (PS)c áóëî ââåäåíî Õ. Áðåçiñîì, Æ.

Êîðîíîì i Ë. Íiðåíáåðãîì â [53].
4Äëÿ òîãî, ùîá ðîçðiçíÿòè äâi êîíñòðóêöi¨, ùî âèêîðèñòàíî äàëi âiäïîâiäíi ôóíêöiîíàëüíi ïðîñòîðè X

áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç X∗ i X], âiäïîâiäíî. Òàêèì ñàìå ÷èíîì áóäåìî âiäðiçíÿòè iíøi îá'¹êòè.
5Äëÿ åíåðãåòè÷íîãî ðiâíÿ c, ïðîòå öå áóäåìî îïóñêàòè.
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Íà ïðàêòèöi çàâæäè áóäåìî áðàòè

K = Dr, K0 = ∂Dr äëÿ äåÿêîãî r ∈ (0, 1). (1.6.34)

Â ÿêîñòi χ áóäå âçÿòî âiäîáðàæåííÿ çàäàíå χ(a) = Ma, ∀ a ∈ ∂Dr, i J = Eβ. ßêùî
âèáið χ íå ¹ î÷åâèäíèì, âëàñíî âií i ìiñòèòü ñóòíiñòü êîíñòðóêöi¨, ïðèðîäíèìè

êàíäèäàòàìè äëÿ J i X ¹ J = Eβ i X = J (ìíîæèíà êîìïëåêñíî-çíà÷íèõ

ôóíêöié, ÿêi íàëåæàòü äî ïðîñòîðóH1 i ìàþòü ìîäóëü 1 íà ìåæi) àáî, ìîæëèâî,

X = J1. Ïðîòå J i J1 íå ìàþòü î÷åâèäíî¨ ñòðóêòóðè ìíîãîâèäó, i â öüîìó

Ïiäðîçiëi áóäå çàïðîïîíîâàíî ïåðøèé ñïîñiá ÿê îáiéòè öþ òðóäíiñòü. Öåé ïiäõiä

äîçâîëÿ¹ äîâåñòè Òåîðåìó 1.6.1, ïðîòå âií ïðÿöþ¹ òiëüêè äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü

ε.6

Òàêèì ÷èíîì, ïèòàííÿ iñíóâàííÿ êðèòè÷íèõ òî÷îê áóäå ðîçãëÿíóòî â öüî-

ìó Ïiäðîçäiëi äëÿ ìàëèõ β. Êîíêðåòíî, áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî ïåðøå âëàñíå

çíà÷åííÿ λ1(−∆− β) îïåðàòîðà −∆− β çàäîâîëüíÿ¹ 7

λ1(−∆− β) > 0, (1.6.35)

òîáòî, iñíó¹ δ > 0, òàêå ùî

(1− δ)
∫
D
|∇v|2dx ≥

∫
D
βv2dx, ∀ v ∈ H1

0(D;R).

Äëÿ òàêèõ β i ôiêñîâàíèõ êðàéîâèõ çíà÷åíü g ∈ H1/2(S1;C), ôóíêöiîíàë Eβ ¹

íåïåðåðâíèì, êîåðöèòèâíèì i ñòðîãî îïóêëèì â àôiííîìó ïðîñòîði

H1
g (D;C) = {u ∈ H1(D;C); tr u = g}.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî Eβ ìà¹ òî÷íî îäíó êðèòè÷íó òî÷êó â îçíà÷åíîìó ïðîñòîði.
Åêâiâàëåíòíî, çàäà÷à −∆u = βu(1− |u|2) â D,

u = g íà ∂D
(1.6.36)

6Äðóãèé, áiëüø òîíêèé, ïiäõiä áóäå çàïðîïîíîâàíî â íàñòóïíîìó Ïiäðîçäiëi.
7Çîêðåìà, ïåðåïóùåííÿ (1.6.35) âèêîíó¹òüñÿ ÿêùî â âèõiäíié çàäà÷i ïðî êðèòè÷íi òî÷êè Eε âçÿòè äîñòàòíüî

âåëèêå ε.
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ìà¹ ¹äèíåèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé áóäåìî ïîçíà÷àòè T (g).

Â ÿêîñòi ïðîñòîðó X âèáåðåìî X∗ = H1/2(S1;R), ôóíêöiîíàë J âèçíà÷èìî

íàñòóïíèì ÷èíîì

J∗ : X∗ → R, J∗(ψ) = Eβ
(
T
(
N0e

ıψ
))
, ∀ψ ∈ X∗.

Êðiì òîãî íàãàäà¹ìî, ùî K = Dr i K0 = ∂Dr, äå 0 < r < 1. Çàëèøà¹òüñÿ

âèçíà÷èòè ôóíêöiþ χ∗ íà ðîëü χ. Ïîìiòèìî, ùî çâóæåííÿ Na ôóíêöi¨Ma íà S1

ìîæíà çàïèñàòè ÿê Na = N0e
ıψa = eı(θ+ψa) äëÿ äåÿêîãî ψa ∈ H1/2(S1;R). Òîäi

äëÿ êîæíîãî a ∈ ∂Dr ïîêëàäåìîχ∗(a) = ψa. Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ïîêàçó¹, ùî

(ïðè ïðàâèëüíîìó âèáîði ψa) χ∗ ¹ íåïåðâíèì âiäîáðàæåíííÿì ç ∂Dr â X∗.

Ëåìà 1.6.20. Iñíó¹ ôóíêöiÿ H ∈ C∞(D;C∞(S1;R)), òàêà ùî Na = N0e
ıH(a),

∀ a ∈ D.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî ga = Na/N0 i

F (a, ·) = ga ×
∂ga
∂τ

= −ıga
∂ga
∂τ

(Îñòàííþ ðiâíiñòü ëåãêî ïåðåâiðèòè êîðèñòóþ÷èñü ðiâíiñòþ |ga|2 = 1, çâiäêè

ga ·
∂ga
∂τ

= 0.) Î÷åâèäíî, F ∈ C∞(D × S1;R), i
∫
S1 F (a, z)dsz = 0. Òîäi ìîæíà

ââåñòè ïåðâiñíó ôóíêöiþ ç íóëüîâèì ñåðåäíiì η(a, ·), i η ¹ ãëàäêîþ çà îáîìà

àðãóìåíòàìè. Êðiì òîãî, ìà¹ìî

∂

∂τ

(
ga e

−ıη(a,·)
)

= ga e
−ıη(a,·)

(
ga
∂

∂τ
ga − ı

∂

∂τ
η(a, ·)

)
= 0,

òîáòî ga e
−ıη(a,·) ¹ êîíñòàíòîþ. Âèçíà÷èìî L(a) := ga(1) e−ıη(a,1). Òîäi L ∈

C∞(D;S1), i ìîæíà çíàéòè ïðåäñòàâëåííÿ L = eıζ ç ζ ∈ C∞(D;R). Íàñàìêiíåöü,

ïîêëàäåìî H = η + ζ, i âèçíà÷åíà òàêèì ÷èíîì ôóíêöiÿ H ìà¹ âñi íåîáõiäíi

âëàñòèâîñòi. �

Âñþäè â ïîäàëüøîìó ψa = H(a), a ∈ ∂Dr.
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Ëåìà 1.6.21. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (1.6.26) i (1.6.35). Òîäi, äëÿ 0 < r < 1

äîñòàòíüî áëèçüêèõ äî 1,

c∗ := inf

{
max
Dr

J∗ ◦ F ; F ∈ C(Dr;H
1/2(S1;R)), F

∣∣
∂Dr

= χ∗
}

> c∗1 := max
∂Dr

J∗ ◦ χ∗.
(1.6.37)

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî |Ma| → 1 â L4(D) ïðè |a| → 1, òàêèì ÷èíîì c∗1 → π

êîëè r → 1. Ïîêàæåìî òåïåð, ùî (äëÿ r áëèçüêèõ äî 1) iíôiìóì c∗ ¹ îáìåæåíèì

çíèçó êîíñòàíòîþ áiëüøîþ çà π. Äëÿ öüîãî çàôóêñó¹ìî òî÷êó Ëåáåãà a0 of β äå

çíà÷åííÿ (ñóòò¹âà ãðàíèöÿ) β ¹ (ñòðîãî) äîäàòíîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî c∗ < π+ δ0,

ç δ0 ÿê â Òåîðåìi 1.6.15, â ïðîòèâíîìó âèïàäêó áiëüøå íåìà ÷îãî äîâîäèòè.

Ðîçãëÿíåìî r > |a0|. Òîäi iñíó¹ òî÷êà z0 ∈ Dr (ùî çàëåæèòü âiä F ), òàêà ùî

ãàðìîíi÷íå ïðîäîâæåííÿ u(F (z0)
∣∣
∂Dr

) çâóæåííÿ F (z0) íà ∂Dr ìà¹ íóëü â a0.

Äiéñíî çãiäíî ç Òåîðåìîþ 1.6.15 âiäîáðàæåííÿ

G : Dr → D, Dr 3 z
G−→ a(tr F (z)) ∈ D

¹ íåïåðåðâíèì. Îñêiëüêè G ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì íà ∂Dr, G îáîâ'ÿçêîâî

ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ a0 â Dr çãiäíî ç òåîðåìîþ Áðàóåðà ïðî íåðóõîìó òî÷êó. Ç Ëå-

ìè 1.6.18 âèïëèâà¹, ùî J∗(F (z0)) ≥ c(β, a0) > π, òîáòî c∗ > c(β, a0) > π. Çàëè-

øà¹òüñÿ òiëüêè âèáðàòè r íàñòiëüêè áëèçüêèì äî 1 ùîá c∗1 < min{c(β, a0), π+δ0}.
�

Äàëi íàâåäåíî äîâåäåííÿ òîãî ôàêòó, ùî J∗ is C1 (Ëåìà 1.6.26). Äëÿ öüîãî

çíàäîáèòüñÿ íàñòóïíèé åëåìåíòàðíèé ôàêò.

Ëåìà 1.6.22. Íåõàé X , Y � íîðìîâàíi ïðîñòîðè i íåõàé Z � ùiëüíà ïiäìíî-

æèíà X . Ïðèïóñòèìî, ùî F ∈ C(X ;Y) i T ∈ C(X ;B(X ;Y)) ¹ òàêèìè, ùî

∂F
∂z

(x) = T (x)(z), ∀x, z ∈ Z. (1.6.38)

Òîäi F ∈ C1 i (1.6.38) ìà¹ ìiñöå äëÿ âñiõ x, z ∈ X .

Òóò B(X ;Y) ïîçíà÷à¹ ïðîñòið îáìåæåíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ç

X â Y . Ïðèâåäåíèé âèùå ðåçóëüòàò áóäå âèêîðèñòàíî ç Z = C∞, i îñíîâíèì

çàâäàííÿì áóäå äîâåäåííÿ íåïåðåðâíîñòi F i T .
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Ïî÷íåìî ç ïðÿìîãî íàñëiäêó âêëàäåííÿ H1(D) ↪→ L4(D).

Ëåìà 1.6.23. Âiäîáðàæåííÿ Eβ ¹ C1 â H1(D;C) i

F ′β(u)(v) =

∫
D
∇u · ∇vdx−

∫
D
βu · v(1− |u|2)dx, ∀u, v ∈ H1(D;C); (1.6.39)

òàêîæ âiäîáðàæåííÿ

G : H1(D;C)→ R, H1(D;C) 3 u 7→ 1

4

∫
D
β (1− |u|2)2,

¹ C1, i G′(u)(v) = −
∫
D
βu · v(1− |u|2)dx.

Íàãàäà¹ìî, ùî · ïîçíà÷à¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê â C.

Ëåìà 1.6.24. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ (1.6.35). Òîäi âiäîáðàæåííÿ g →
T (g), äå T (g) ïîçíà÷à¹ ¹äèíèé ðîçâÿçîê (1.6.36), ¹ C1 â îêîëi H.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ

U : H1/2(S1;C)→ H1(D;C), g
U−→ u(g)

i
V : H1

0(D;C)×H1/2(S1;C)→ H−1(D;C),

(v, g)
V−→ −∆v − β(v + u(g))(1− |v + u(g)|2).

Çàâäÿêè âêëàäåííþH1(D) ↪→ L4(D) i íåïåðåðâíîñòi U , ëåãêî áà÷èòè, ùî V ∈ C1

i ÷àñòèííèé äèôåðåíöiàë V (v, g) çà çìiííîþ v çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

∂V

∂v
(v, g)(w) = −∆w − β(1− |v + u(g)|2)w + 2β(w · (v + u(g))) (v + u(g)),

∀w ∈ H1
0(D;C).

Òâåðäæåííÿ Ëåìè âèïëèâà¹ çà äîïîìîãîþ òåîðåìè ïðî íåÿâíó ôóíêöiþ ÿêùî

áóäå äîâåäåíî, ùî îïåðàòîðW =
∂V

∂v
(v, g) ¹ îáîðîòíèé äëÿ êîæíî¨ ïàðè (T (g)−

u(g), g) ç g ∈ H. Îñêiëüêè îïåðàòîð W ¹ ñèìåòðè÷íèì â H1
0(D;C),8 äîñòàòíüî

8Ïîëå C íàäiëÿ¹òüñÿ ñêàëÿðíèì ïðîäóêòîì ç R2 i H1
0 (D;C) îòîòîæíþ¹òüñÿ ç ïðîñòîðîì R2-çíà÷íèõ ôóí-

êöié.
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äîâåñòè, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà Q ïîâ'ÿçàíà çW ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ. Ìà¹ìî

Q(w) =

∫
D
|∇w|2dx−

∫
D
β(1− |T (g)|2)|w|2dx+ 2

∫
D
β(w · T (g))2dx

≥
∫
D
|∇w|2dx−

∫
D
β(1− |T (g)|2)|w|2dx,

i äîäàòíiñòü âèïëèâà¹ ç (1.6.35) i ïîòî÷êîâî¨ íåðiâíîñòi |T (g)| ≤ 1. �

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ¹ âàðiàíòîì òîãî ôàêòó, ùî ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨ ç ïðî-

ñòîðó H1 ìàþòü ñëiä íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ íà ìåæi.

Ëåìà 1.6.25. Íåõàé g ∈ H i íåõàé ôóíêöiÿ u çàäîâîëüí¹ (1.6.36). Òîäi íîð-

ìàëüíà êîìïîíåíòà âåêòîðíîãî ïîëÿ u×∇u ìà¹ ñëiä (u× ∂
∂νu)

∣∣
∂D íà S1, i âií

íàëåæèòü äî H−1/2(S1).

ßêùî, äîäàòêîâî, âèêîíó¹òüñÿ (1.6.35), òîäi âiäîáðàæåííÿ

Y : H → H−1/2(S1), H 3 g Y−→ T (g)× ∂

∂ν
T (g) ∈ H−1/2(S1),

¹ íåïåðåðâíèì.

Äîâåäåííÿ. Âåêòîðíå ïîëå u × ∇u íàëåæèòü äî L2 i (âíàñëiäîê (1.6.36)) ¹

áåçäèâåðãåíòíèì. Òîäi ôàêò iñíóâàííÿ íîðìàëüíî¨ êîìïîíåíòè ñëiäó ¹ ñòàíäàð-

òíèì, ïðîòå íàãàäà¹ìî àðãóìåíòàöiþ. Çàâäÿêè Ëåìi Ïóàíêàðå (â ¨¨ L2-âåðñi¨),

ìîæíà çàïèñàòè u×∇u = −∇⊥h äëÿ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ h ∈ H1(D). Ïîêëàäåìî(
u× ∂u

∂ν

) ∣∣∣
∂D

=
∂

∂τ
h ∈ H−1/2(S1).

Êîëè ôóíêöiÿ u ¹ ãëàäêîþ, íàïðèêëàä u ∈ C1,
∂

∂τ
h ¹ íi÷èì iíøèì ÿê u × ∂u

∂ν
;

òàêå ñàìå ïîçíà÷åííÿ u× ∂u
∂ν

áóäå âèêîðèñòîâóâàòèñü ÿêùî u òiëüêè ¹ ôóíêöi¹þ

ç H1.

Çà äîïîìîãóþ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè âñòàíîâëþ¹òüñÿ íàñòóïíà âàæëèâà

ôîðìóëà∫
D
(u×∇u) · ∇ζdx =

〈
u× ∂u

∂ν
, ζ

〉
H−1/2,H1/2

=

∫
S1

(
u× ∂u

∂ν

)
ζdx, (1.6.40)
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∀ ζ ∈ H1(D;R). �¨ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê îçíà÷åííÿ u× ∂u

∂ν
.

Äðóãå òâåðäæåííÿ Ëåìè äîâîäèòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: íåõàé gn → g ñèëüíî

â H. Ïîêëàäåìî un = T (gn) i u = T (g). Òîäi un → u ñèëüíî â H1 (îñêiëüêè

îïåðàòîð T ¹ íåïåðåðâíèì). Êîðèñòóþ÷èñü ïîòî÷êîâèìè íåðiâíîñòÿìè |un| ≤ 1

, çíàõîäèìî, ùî un×∇un → u×∇u ñèëüíî â L2. ßêùî íîðìàëiçóâàòè âiäïîâiäíi

ïîòåíöiàëè hn ðiâíîñòÿìè
∫
D
hn = 0, òîäi hn → h ñèëüíî â H1, çâiäñè âèïëèâà¹

çáiæíiñòü un × ∂
∂νun äî u×

∂
∂νu ñèëüíî â H−1/2. �

Ëåìà 1.6.26. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.6.35). Òîäi J∗ ∈ C1 i äèôåðåíöiàë

J∗′(ψ)(η) (äëÿ u := T
(
N0e

ıψ
)
) çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

J∗′(ψ)(η) =

∫
S1

(
u× ∂u

∂ν

)
ηds =

∫
D
(u×∇u) · ∇ζdx, ∀ψ, η ∈ H1/2(S1;R),

∀ ζ ∈ H1(D;R) , òàêî¨ ùî ζ = η íà ∂D.
(1.6.41)

Òå ñàìå ìà¹ ìiñöå ó çàãàëüíîìó âèïàäêó âiäîáðàæåííÿ

H1/2(S1;R) 3 ψ J∗d−→ Eβ(T (Nd
0 e

ıψ)), äå d ∈ Z.

Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê (1.6.40) äâà iíòåãðàëè â (1.6.41) ¹ îäíàêîâèìè. Äëÿ

äîâåäåííÿ (1.6.41) ñêîðèñòà¹ìîñÿ Ëåìîþ 1.6.22. ßñíî, ùî ôóíêöiîíàë J∗ ¹ íå-

ïåðåðâíèì. Ç iíøîãî áîêó, ïîêëàäåìî ζ = u(η) â (1.6.41) i, êîðèñòóþ÷èñü íå-

ïåðåðâíîñòþ âiäîáðàæåííÿ H1/2 3 ψ 7→ u × ∇u ∈ L2, ïîìiòèìî, ùî äðóãèé

iíòåãðàë â (1.6.41) çàäà¹ âiäîáðàæåííÿ

T ∈ C(H1/2(S1;R), H−1/2(S1;R)), T (ψ)(η) :=

∫
D
(u×∇u) · ∇u(η)dx.

Òàêèì ÷èíîì, äîñòàòíüî äîâåñòè (1.6.41) äëÿ ãëàäêèõ ψ, η i ζ = u(η). Äëÿ òàêèõ

ψ i η, lïîêëàäåìîgt = N0 e
ı(ψ+tη), ut = T (gt) (òàê ùî u = u0). Âiäîáðàæåííÿ

t 7→ gt ∈ H, ÿê ëåãêî áà÷èìòè, ¹ ãëàäêèì. Ç Ëåìè 1.6.23 i Ëåìè 1.6.24 âèïëèâà¹,

ùî âiäîáðàæåííÿ t 7→ ut i t 7→ J∗(ψ + tη) ¹ êëàñó C1, i

d

dt
[J∗(ψ + tη)] =

∫
D
∇ut · ∇

(
d

dt
ut

)
dx−

∫
D
βut ·

(
d

dt
ut

)
(1− |ut|2)dx. (1.6.42)
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Ç iíøîãî áîêó, äëÿ v ∈ H1(Ω;C) çàäàíîãî ðiâíiñòþ v = ıuζ íà S1, äå ζ ∈
C1(S1;R), i u, ùî ¹ ðîçâ'ÿçêîì (1.6.36), ìà¹ìî∫

D
∇u · ∇vdx−

∫
D
β(u · v)(1− |u|2)dx =

∫
S1

(
u× ∂u

∂ν

)
ζdx. (1.6.43)

Äiéñíî, äëÿ ãëàäêèõ u öå ¹ íàñëiäêîì (1.6.36) i òîòîæíîñòi

∂u

∂ν
· (ıuζ) =

(
u× ∂u

∂ν

)
ζ íà S1.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó òðåáà íàáëèçèòè β ðiâíìiðíî îáìåæåíîþ ïîñëiäîâíiñòþ

(βn) ãëàäêèõ ôóíêöié, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü (1.6.35) i çáiãàþòüñÿ ïîòî÷êîâî, βn →
β.9

Äàëi, ïîìiòèìî, ùî ut = N0e
ı(ψ+tη) íà S1, çâiäêè

∂

∂t
ut = ıutη íà S1. Òàêèì

÷èíîì ìîæíà âçÿòè u = ut i v =
∂

∂t
ut â (1.6.43). Òîäi îòðèìó¹ìî ïåðøó ðiâíiñòü

â (1.6.41) ñêîðèñòàâøèñü (1.6.42). �

Çàóâàæåííÿ 1.6.27. Íàâåäåìî àëüòåðíàòèâíå äîâåäåííÿ (1.6.43), ÿêå ¹ âiðíèì

i áåç óìîâè (1.6.35). Âíàñëiäîê (1.6.36) ðiâíiñòü (1.6.43) ¹ âiðíîþ äëÿ v ∈ H1
0 ,

òîáòî äîñòàòíüî äîâåñòè (1.6.43) äëÿ v = ıuζ íà S1. Ðîçãëÿíåìî C1 ïðîäîâæåííÿ

ζ, çà ÿêèì çáåðåæåìî ïîçíà÷åííÿ ζ, i ïîêëàäåìî v = ıuζ. Äëÿ òàêîãî v, (1.6.43)

¹ íi÷èì iíøèì ÿê (1.6.40).

Çàóâàæåííÿ 1.6.28. Ëåìà 1.6.26 ìiñòèòü íåâåëè÷êèé ñþðïðèç. Íàãàäà¹ìî, ùî

J∗ ñêîíñòðóéîâàíî íàñòóïíèì ÷èíîì:

J∗ = Eβ ◦ T ◦ S, H1/2(S1;R) 3 ψ S−→ g = N0e
ıψ T−→ u = T (g)

Eβ−→ Eβ(u).

Ç Ëåìè1.6.24 i Ëåìè 1.6.23 âiäîìî, ùî T i Eβ ¹ êëàñó C1. Òàêîæ J∗ ¹ êëàñó C1

(Ëåìà 1.6.26). Ïðîòå, âiäîáðàæåííÿ S íå íàëåæèòü äî êëàñó C1; äèâ. Ëåìó

1.6.29 íèæ÷å. Îñêiëüêè J∗ ¹ êîìïîçèöi¹þ äâîõ âiäîáðàæåíü, îäíå, Eβ ◦T , ¹ ãëàä-
êèì, àëå iíøå, S, íå ¹ ãëàäêèì, ðåçóëüòàò Ëåìè 1.6.26 ïîêàçó¹, ùî åôåêò çãëà-

æóâàííÿ ïðåâàëþ¹. Öå çãëàæóâàííÿ ïîÿñíþ¹òüñÿ ãîëîâíèì iíãðåäi¹íòîì äîâå-

äåííÿ Ëåìè1.6.26, ÿêèé ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî iñíó¹ ñëiä íîðìàëüíî¨ êîìïîíåíòè
9Àëüòåðíàòèâíå äîâåäåííÿ, ÿêå íå ñïèðà¹òüñÿ íà (1.6.35), íàâåäåíî â Çàóâàæåííi 1.6.27 íèæ÷å.
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ïîëÿ u × ∇u ÿùî u ¹ ðîçâ'ÿçêîì (1.6.36). Îñòàíí¹, â ñâîþ ÷åðãó, âñòàíîâëþ¹-

òüñÿ çà äîïîìîãîþ Ëåìè Ïóàíêàðå i ïðèíöèïó ìàêñèìóìó. Îòæå îáìåæåíiñòü

ðîçâ'ÿçêiâ (1.6.36) ¹ òèì, ùî ïåðåòâîðþ¹ Eβ ◦T (i çãîäîì J∗) â ãëàäêå âiäîáðàæå-

ííÿ. Ç iíøîãî áîêó, çàçíà÷èìî, ùî âiäîáðàæåííÿ S ¹ ìàéæå ãëàäêèì, ïðèíàéìíi

ëiïøåöåâèì.

Ëåìà 1.6.29. S íå ¹ äèôåðåíöiéîâíèì.

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ η ∈ C∞(S1;R),

lim
t→0

S(ψ + tη)− S(ψ)

t
= A(ψ, η) := ıS(ψ)η, (1.6.44)

äå ãðàíèöÿ ðîçãëÿäà¹òüñÿ â H1/2. ßêùî S ¹ ¹ äèôåðåíöiéîâíèì â ψ, òîäi (1.6.44)

¹ âiðíèì äëÿ âñiõ η ∈ H1/2(S1;R), i ôóíêöiÿ A(ψ, η) íàëåæèòü äî H1/2. Iäå¹ ïî-

ëÿãà¹ â òîìó, ùî H1/2 ∩ L∞ ¹ àëãåáðîþ, ïðîòå H1/2 � íi. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî

âèáðàòè η ∈ H1/2 ∩ L∞, òîäi A(ψ, η) ∈ H1/2, ïðîòå öå íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ âiðíèì

êîëè η íàëåæèòü òiëüêè äî H1/2. Íàñòóïíi ìiðêóâàííÿ äîâîäÿòü, ùî S íå ¹ äè-

ôåðåíöiéîâíèì: ÿêùî S ¹ äèôåðåíöiéîâíèì â ψ, òîäi A(ψ, ψ) = ıeıψψ ∈ H1/2,

çîêðåìà B(ψ) := ψ cosψ íàëåæèòü äî H1/2. Òåïåð íàãàäà¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëü-

òàò [51]: îïåðàòîð ñóïåðïîçèöi¨ ψ 7→ G ◦ ψ ¹ âèçíà÷åíèì íà H1/2 òîäi i òiëüêè

òîäi êîëè ôóíêöiÿ G ¹ ëiïøåöåâîþ. Õî÷à ðåçóëüòàò [51] ñôîðìóëüîâàíî äëÿ

H1/2(Rn), êîíñòðóêöiÿ êîíòðïðèêëàäó äà¹, äëÿ íåëiïøåöåâî¨ ôóíêöi¨ G, ôóí-

êöi¨ ψ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì, ïðîòå òàêi ùî G ◦ψ 6∈ H1/2; äèâ. [174, Ðîçäië 5.3.1,

äîâåäåííÿ Òåîðåìè 1]. Òàêèì ÷èíîì, G ìà¹ áóòè ëiïøåöåâîþ ôóíêöi¹þ, àëå

t 7→ t cos t íå ¹ ëiïøåöåâîþ. �

Êîìáiíóþ÷è Òåîðåìó 1.6.19 ç Ëåìàìè 1.6.21 i 1.6.26, äiñòà¹ìî íàñòóïíèé ðå-

çóëüòàò ïðî iñíóâàííÿ ïîñëiäîâíîñòåé ìàéæå êðèòè÷íèõ òî÷îê.

Íàñëiäîê 1.6.30. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.6.35). Íåõàé c∗ çà-

äà¹òüñÿ (1.6.37). Òîäi, äëÿ êîæíîãî δ > 0, iñíó¹ ôóíêöiÿ ψδ ∈ H1/2(S1;R),

òàêà ùî uδ = T (N0 e
ıψδ) çàäîâîëüíÿ¹

c∗ − δ ≤ J∗(ψδ) = Eβ(uδ) ≤ c∗ + δ, (1.6.45)
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i ∣∣∣∣∫
S1

(
uδ ×

∂uδ
∂ν

)
ηds

∣∣∣∣ ≤ √δ|η|H1/2, ∀ η ∈ H1/2(S1;R). (1.6.46)

Öåé íàñëiäîê, çîêðåìà, ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ÿêùî âçÿòè äîñòàòíüî âåëèêi ε â

âèõiäíîìó ôóíêöiîíàëi ¹íåðãi¨ Eε. Çàçíà÷èìî, ùî ç îãëÿäó íà (1.6.40), íåðiâíiñòü

(1.6.46) ¹êâiâàëåíòíà∣∣∣∣∫
D

(uδ ×∇uδ) · ∇ζdx
∣∣∣∣ ≤ √δ‖∇ζ‖L2, ∀ ζ ∈ H1(D;R). (1.6.47)

Íàñëiäîê 1.6.31. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.6.35). Òîäi êîæíà

ñëàáêà ãðàíèöÿ uδ ïðè δ → 0 ¹ êðèòè÷íîþ òî÷êîþ Eβ â J , òîáòî ðîçâ'ÿçêîì
çàäà÷i (1.6.4).

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî uδ ⇀ u ñëàáêî â H1 (ìîæëèâî äëÿ ïiäïîñëiäîâíî-

ñòi). Òîäi u çàäîâîëüíÿ¹ −∆u = βu(1− |u|2) (ùî íåâàæêî áà÷èòè çà äîïîìîãîþ
ïåðåõîäó äî ãðàíèöi â ðiâíÿííi). Êðiì òîãî, uδ×∇uδ ⇀ u×∇u â L2, i (âíàñëiäîê

(1.6.47)) u çàäîâîëüíÿ¹ (1.6.3) (àáî, åêâiâàëåíòíî, (1.6.4)). �

1.6.4 Iñíóâàííÿ êðèòè÷íèõ òî÷îê

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âñòàíîâëþ¹òüñÿ íàñòóïíå óçàãàëüíåííÿ Òåîðåìè 1.6.1.

Òåîðåìà 1.6.32. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.6.35) i c∗ â (1.6.37)

çàäîâîëüíÿ¹

c∗ < 2π. (1.6.48)

Òîäi c∗ ¹ êðèòè÷íèì çíà÷åííÿì Eβ â J1, òîáòî iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê u çàäà÷i (1.6.4)

â J1 i Eβ(u) = c∗.

Ïåðåä òèì ÿê ïåðåéòè áåçïîñåðåäíüî äî äîâåäåííÿì, çàçíà÷èìî, ùî Òåîðå-

ìà 1.6.32 ¹ óçàãàëüíåííÿì Òåîðåìè 1.6.1 ÷åðåç íàñòóïíi ìiðêóâàííÿ. Âèáåðåìî

F (a) = Na, a ∈ Dr, â (1.6.37), i äëÿ β =
1

ε2
Jac F−1 â (1.6.1), äå F ¹ êîíôîðìíèì

âiäîáðàæåííÿì Ω íà D, òîäi

c∗ ≤ max
a∈D

(∫
D
|∇Ma|2dx+

1

4ε2

∫
D
(1− |Ma|2)2 Jac F−1dx

)
≤ π +

|Ω|
4ε2

.
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Ïðàâà ÷àñòèíà â öié íåðiâíîñòi ¹ ìåíøîþ 2π äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ ε.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (uδ) � ïîñëiäîâíiñòü ìàéæå êðèòè÷íèõ òî÷îê ç Íàñëiäêà

1.6.30. Ðîçãëÿíåìî ñëàáêó ãðàíèöþ u ôóíêöié uδn, uδn ⇀ u â H1, ÿêà iñíó¹ äëÿ

äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi δn → 0. Çãiäíî ç Íàñëiäêîì 1.6.31, u çàäîâîëüíÿ¹ (1.6.4).

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ Òîðåìè 1.6.32, òðåáà ïîêàçàòè, ùî deg (u,S1) = 1 i

Eβ(u) = c∗. Äëÿ äîâåäåííÿ ïåðøîãî ç öèõ òâåðäæåíü äîñòàòíüî ïîêàçàòè iñíó-

âàííÿ r ∈ (0, 1) i λ > 0, òàêèõ ùî (ç òî÷íiñòþ äî âèäiëåííÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi,

äëÿ ÿêî¨ çàëèøèìî ïîçíà÷åííÿ (δn))

|uδn(z)| ≥ λ êîëè |z| ≥ r. (1.6.49)

Íåðiâíiñòü (1.6.49) òàêîæ ¹ âèðiøàëüíîþ â äîâåäåííi ñèëüíî¨ çáiæíîñi uδn → u

â H1.

Ñïðàâåäëèâiñòü (1.6.49) äîâåäåìî âiä ñóïðîòèâíîãî: ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü

ïîñäiäîâíîñòi δn → 0 i (an), òàêi ùî

uδn(an)→ 0 i |an| → 1, (1.6.50)

i ïîêàæåìî, ùî

Eβ(uδn)→ π, (1.6.51)

ùî ïðîòèði÷èòü Ëåìi 1.6.21. Àëå ïåðåä öèì ñïðîñòèìî ïîçíà÷åííÿ: áóäåìî ïè-

ñàòè un çàìiñòü uδn i áóäåìî çàëèøàòè ïîçíà÷åííÿ (un) äëÿ ïiäïîñëiäîâíîñòåé

âèäiëåíèõ ç (un), òå æ ñàìå ñòîñó¹òüñÿ (an).

Ïåðø çà âñå çàñòîñó¹ìî çàìiíè çìiííèõ çà äîïîìîãîþ êîíôîðìíèõ âiäîáðà-

æåíü Fn = M−an

vn = u ◦ Fn, βn = β ◦ Fn Jac Fn, Fn(w) =
1

2

∫
D
|∇w|2dx+

1

4

∫
D
βn(1− |w|2)2dx.

(1.6.52)

Ç Íàñëiäêó 1.6.30 i êîíôîðìíî¨ iíâàðiàíòíîñòi iíòåãðàëó Äiðiõëå ìà¹ìî íàñòóïíi
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âëàñòèâîñòi (vn) ⊂ J1

−∆vn = βnvn(1− |vn|2) â D

|vn| = 1 íà ∂D∣∣∣∣∫
D
(vn ×∇vn) · ∇ζdx

∣∣∣∣ ≤ cn‖∇ζ‖L2, ∀ ζ ∈ H1(D)

vn(0)→ 0

Fn(vn) = Eβ(un)→ c∗,

, (1.6.53)

ç cn → 0. Ïî÷íåìî ç îïèñàííÿ âëàñòèâîñòåé βn i vn.

Ëåìà 1.6.33. 1. βn → 0 ðiâíîìiðíî íà êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèíàõ. Çîêðåìà,

(vn) çáiãà¹òüñÿ (ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi) â C1,α
loc (D), 0 < α < 1, äî

äåÿêîãî ðîçâÿçêó v ∈ J çàäà÷i (1.6.4) ç β = 0, òàêîãî ùî v(0) = 0. Áiëüø

òîãî, (âíàñëiäîê Ëåìè 1.6.8) v ∈ Jd äëÿ äåÿêîãî d 6= 0, i v ¹ àáî d-Áëÿøêå

äîäàíîê, àáî ñïðÿæåíèé äî òàêîãî äîäàíêó.

2. λ1(−∆ − βn) > 0. Çîêðåìà, vn ¹ ìiíiìiçàíòîì Fβn âiäíîñíî âëàñíèõ êðà-

éîâèõ äàíèõ.

Äîâåäåííÿ. Òîé ôàêò, ùî βn → 0 ðiâíîìiðíî íà êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèíàõ âè-

ïëèâà¹ ç âèçíà÷åííÿ (1.6.52) i ðâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi |∇Φn| → 0 íà êîìïàêòíèõ

ïiäìíîæèíàõ. Òîäi, ç îãëÿäó íà (1.6.53), ëåãêî áà÷èòè , ùî ∆vn → 0 ðiâíîìið-

íî íà êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèíàõ. Íåõàé K � êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà D i íåõàé

L ⊂ D � êîìïàêòíèé îêië K. Âíàñëiäîê ñòàíäàðòíèõ åëiïòè÷íèõ îöiíîê [95,

Òåîðåìà 9.13, p. 239], ìà¹ìî

‖vn‖W 2,p(K) ≤ C(‖vn‖L2(D) + ‖∆vn‖Lp(L)) ≤ C ′, 1 < p <∞,

ïîñëiäîâíiñòü (vn) ¹ êîìïàêòíîþ â C1,α
loc (D), 0 < α < 1. Òîäi, ç îãëÿäó íà (1.6.53),

(vn) çáiãà¹òüñÿ (ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi) â C1,α
loc (D), 0 < α < 1, äî äåÿêî¨

ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ v ∈ J , òàêî¨ ùî v(0) = 0. Òàêèì ÷èíîì îñòàííÿ ÷àñòèíà

òâåðäæåííÿ 1. ¹ ïðîñòî ïåðåôîðìóëþâàííÿì Ëåìè 1.6.8.
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Òâåðäæåííÿ 2. âèïëèâà¹ ç (1.6.35). �

Êðîê I (äîâåäåííÿ Òåîðåìè 1.6.32). Íåõàé v � ãðàíè÷íà ôóíêöi¹ ç Ëåìè 1.6.33.

Òîäi v = Mα,0 äëÿ äåÿêîãî α ∈ S1. Äiéñíî, ñêîðèñòó¹ìîñü ìiðêóâàííÿìè áëèçü-

êèìè äî òè[, ùî âåäóòü äî (N.9): ç îãëÿäó íà Ëåìó 1.6.2 i Íàñëiäîê 1.6.5,

2π > c∗ ≥ lim inf
1

2

∫
D
|∇vn|2dx ≥

1

2

∫
D
|∇v|2dx+ π|1− d| ≥ π|d|+ π|1− d|,

äå d = deg (v,S1). Iñíó¹ äâi ìîæëèâîñòi d = 0 àáî d = 1, i òâåðäæåííÿ 1. Ëåìè

1.6.33 äà¹ øóêàíèé ðåçóëüòàò.

Êðîê II. Iñíóþòü r ∈ (0, 1) i λ > 0, òàêi ùî |vn(z)| ≥ λ êîëè |z| ≥ r. Ïðèïóñòè-

ìî, âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî (ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi) vn(zn)→ 0, äå òî÷êè

zn ∈ D çáiãàþòüñÿ äî ìåæi, |zn| → 1. Ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ, ùî ïðèçâåëè äî

(N.17) i (N.18), çíàõîäèìî, ùî äëÿ êîæíîãî s ∈ (0, 1), iñíó¹ äåÿêå R ∈ (0, 1),

òàêå ùî

lim inf
1

2

∫
DR
|∇vn|2dx ≥ πs2 (1.6.54)

i

lim inf
1

2

∫
D\DR

|∇vn|2dx ≥ πs2. (1.6.55)

Äiéñíî, íåðiâíiñòü (1.6.54) äîâîäèòüñÿ òî÷íî ÿê (N.17). Ïðîòå, ùîá ïîâòîðèòè

ìiðêóâàííÿ, øî âåäóòü äî (N.18), ïîòðiáíî ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà òâåðäæå-

ííÿ 3. Ëåìè N.2, òîáòî ôóíêöiÿ vn ïîâèííà ìiíiìiçóâàòè Fn âiäíîñíî âëàñíèõ

êðàéîâèõ çíà÷åíü. Öÿ âèìîãà âèêîíó¹òüñÿ çàâäÿêè òâåðäæåííþ 2. Ëåìè 1.6.33.

Êîìáiíóþ÷è (1.6.54) ç (1.6.55), çíàõîäèìî, ùî lim inf
1

2

∫
D
|∇vn|2dx ≥ 2π. Öå

ïðîòèði÷èòü óìîâi c∗ < 2π.

Êðîê III (Äîâåäåííÿ çáiæíîñòi Fn(vn) → π, ïðîòèði÷÷ÿ). Öåé ðåçóëüòàò ¹ íà-

ñëiäêîì Êðîêó II i Ëåìè 1.6.34, ùî ñôîðìóëüâàíî i äîâåäåíî íèæ÷å. Ïðîòå

çðó÷íî ïîïåðåäíüî ââåñòè óìîâè Ëåìè 1.6.34.
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Ðîçãëÿäàþòüñÿ äâi ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié (βn), (vn) i ôóíêöi¨ γ, v, òàêi ùî:

βn, γ ∈ L∞(D), βn, γ ≥ 0, (1.6.56)

βn → γ ðiâíîìiðíî íà êîìïàêòíèõ ïiäìïîæèíàõ D, (1.6.57)

vn, v ∈ H1(D;C), vn ∈ J , vn ⇀ v ñëàáêî â H1, (1.6.58)

−∆vn = βnvn(1− |vn|2) â D, (1.6.59)∣∣∣∣∫
D
(vn ×∇vn) · ∇ζdx

∣∣∣∣ ≤ cn‖∇ζ‖L2, ∀ ζ ∈ H1(D), ç cn → 0 ïðè n→∞.

(1.6.60)

Ëåìà 1.6.34. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (1.6.56)-(1.6.60). Ïðèïó-

ñòèìî òàêîæ, ùî iñíó¹ λ > 0, òàêå ùî

|vn(z)| ≥ λ ∀ z ∈ D, òàêèõ ùî |z| ≥ 1− λ. (1.6.61)

Òîäi ∫
D
|∇vn|2dx→

∫
D
|∇v|2dx (1.6.62)

i ∫
D
βn(1− |vn|2)2dx→

∫
D
γ(1− |v|2)2dx. (1.6.63)

åêâiâàëåíòíî, vn → v ñèëüíî â H1 i

Fn(vn)→ Fγ(v). (1.6.64)

Êðîê III (ïðîäîâæåííÿ: çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ Òåîðåìè 1.6.32). Çàëèøà¹òüñÿ

òiëüêè çàñòîñóâàòè Ëåìó 1.6.34 ç γ = 0 i v = Mα,0 ÿê â Êðîöi I. �

Äîâåäåííÿ Ëåìè 1.6.34. Äîñòàòíüî âñòàíîâèòè (1.6.62)-(1.6.63) äëÿ ïiäïîñëiäîâ-

íîñòi. Âíàñëiäîê ïðèíöèïó ìàêñèìóìó âèêîíóþòüñÿ ïîòî÷êîâi îöiíêè |vn|, |v| ≤
1 â D. Òîäi, çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíèõ åëiïòè÷íèõ îöiíîê [95, Òåîðåìà 9.13, ñò.

239], îòðèìó¹ìî

vn → v in W 2,p
loc (D), ∀ p <∞. (1.6.65)

Ç (1.6.57) i (1.6.65), çíàõîäèìî, ùî (1.6.62) i (1.6.63) âèêîíóþòüñÿ äëÿ îáëàñòi

D1−ε (çàìiñòü D) äëÿ êîæíîãî ε > 0. Ç iíøîãî áîêó, ìà¹ìî

lim
ε→0

∫
D\D1−ε

(|∇v|2 + γ(1− |v|2)2)dx = 0.
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Îòæå äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî

lim
ε→0

lim sup
n→∞

∫
D\D1−ε

(|∇vn|2 + βn(1− |vn|2)2)dx = 0. (1.6.66)

Ç (1.6.65) âèòïëèâà¹, ùî vn → v ðiâíîìiðíî íà êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèíàõ â D.
Êîìáiíóÿ öåé ôàêò ç (1.6.61), çíàõîäèìî, ùî äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ n,

d := deg

(
v

|v|
, ∂Dr

)
= deg

(
vn
|vn|

, ∂Dr

)
,∀ r ∈ [1− λ, 1].

Òîäi â êiëüöi ω = D\D1−λ ìîæíà çàïèñàòè vn = ρne
ı(dθ+ϕn), i v = ρeı(dθ+ϕ), ç λ ≤

ρn, ρ ≤ 1, i ϕn, ϕ ∈ H1(ω). Îñêiëüêè ïîñëiäîâíîñòi (ϕn) and (ρn) ¹ îáìåæåíèìè

â H1(ω), òî, ìîæëèâî âiäíÿâøè âiä ϕn ñòàëi êðàòíi 2π, ìà¹ìî ϕn ⇀ ϕ i ρn ⇀ ρ

â H1(ω). Ç iíùîãî áîêó, ç (1.6.65) âèòiêà¹, ùî ϕn → ϕ i ρn → ρ â C1
loc(ω).

Îïèøåìî âëàñòèâîñòi ρn i ϕn : ç (1.6.59) i (1.6.60) âèïëèâà¹, ùî

div (ρ2
n∇(dθ + ϕn)) = 0 â ω

−∆ρn = βnρn(1− ρ2
n)− ρn|∇(dθ + ϕn)|2 â ω

ρn = 1 íà S1

vn ×∇vn = ρ2
n∇(dθ + ϕn) â ω∣∣∣∣∫

D
(vn ×∇vn) · ∇ζdx

∣∣∣∣ ≤ cn‖∇ζ‖L2, ∀ ζ ∈ H1(D)

. (1.6.67)

Âèáåðåìî 0 < ε < λ. Îñêiëüêè ϕn → ϕ â C1(∂D1−ε), òî ôóíêöiÿ ϕn − ϕ, çàäàíà
â D \ D1−ε, ìà¹ ïðîäîâæåííÿ ζn ∈ H1(D), òàêå ùî ‖∇ζn‖L2(D1−ε) → 0. Òîäi

êîðèñòóþ÷èñü íàñòóïíèìè ôàêòàìè

ρ2
n∇(dθ)→ ρ2∇(dθ) i ρ2

n∇ϕn ⇀ ρ2∇ϕ â L2(ω),

çíàõîäèìî

0 = lim
n→∞

∫
D
(vn ×∇vn) · ∇ζndx = lim

n→∞

∫
D\D1−ε

(vn ×∇vn) · ∇ζndx

= lim
n→∞

∫
D\D1−ε

[ρ2
n∇(dθ + ϕn)] · ∇(ϕn − ϕ)dx

= lim
n→∞

∫
D\D1−ε

ρ2
n|∇ϕn|2dx−

∫
D\D1−ε

ρ2|∇ϕ|2dx,
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çâiäêè

lim
n→∞

∫
D\D1−ε

ρ2
n|∇(dθ + ϕn)|2dx =

∫
D\D1−ε

ρ2|∇(dθ + ϕ)|2dx,

i, çîêðåìà,

lim
ε→0

lim
n→∞

∫
D\D1−ε

ρ2
n|∇(dθ + ϕn)|2dx = 0. (1.6.68)

Ïîìíîæèìî òåïåð íà ηn = 1− ρn ðiâíÿííÿ äëÿ ρn, i ïðîiíòåãðó¹ìî ïî D \D1−ε:∫
D\D1−ε

(
|∇ρn|2 +

ρn
1 + ρn

βn(1− |vn|2)2

)
dx =

∫
D\D1−ε

ρnηn|∇(dθ + ϕn)|2dx

+

∫
∂D1−ε

ηn
∂ρn
∂ν

ds,

(1.6.69)

äå ν � çîâíiøíÿ îäèíè÷íà íîðìàëü äî D1−ε.

Îñêiëüêè v ∈ C1(D) i |v| = 1 íà S1, òî

lim
ε→0

lim
n→∞

∫
∂D1−ε

ηn
∂ρn
∂ν

ds = lim
ε→0

∫
∂D1−ε

(1− ρ)
∂ρ

∂ν
ds = 0. (1.6.70)

Òîäi îá'¹äíóÿ (1.6.68)�,(1.6.70) ç (1.6.61), çíàõîäèìî,

lim
ε→0

lim sup
n→∞

∫
D\D1−ε

(
|∇ρn|2 + βn(1− |vn|2)2

)
dx = 0. (1.6.71)

Íàñàìêiíåöü,ç (1.6.68) i (1.6.71) âèòiêà¹ (1.6.66), i, òàêèì ÷èíîì, äîâåäåííÿ Ëåìè

1.6.34 çàâåðøåíî. �

Êîìáiíóþ÷è (1.6.49)ç Ëåìîþ 1.6.34, çàñòîñîâàíîþ äî âèõiäíî¨ ïîëiäîâíîñòi

(un) i âàãîâèõ ôóíêöié βn = β i γ = β, çíàõîäèìî íàñòóïíå ïîêðàùåííÿ Òåîðåìè

1.6.32.

Òåîðåìà 1.6.35. Ïðèïóñòèìî, ùî ìà¹ ìiñöå (1.6.35) i c∗ < 2π. Òîäi J∗ çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâó Ïàëå-Ñìåéëà äëÿ ðiâíÿ c∗.

1.6.5 Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà êðèòè÷íèõ òî÷îê.

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi îïèñó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà êðèòè÷íèõ òî÷îê Eε

â J1, ùî ïîáóäîâàíî çà äîïîìîãîþ ïiäõîäó íàâåäåíîãî â Ïiäðîçäiëi 1.6.3, ïðè
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ε→∞. Äëÿ öüîãî, çàñòîñóâàâøè êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ, çâåäåìî çàäà÷ó äî

äîñëiäæåííÿ ôóíêöiîíàëà åíåðãi¨ Eβ â îáëàñòi D, äå

β = βε =
1

ε2
Jac F−1 =

1

ε2
w. (1.6.72)

Ùîá ïiäêðåñëèòè çàëåæíiñòü âiä ε, áóäåìî ïîçíà÷àòè âåëè÷èíó c∗ ïîâ'ÿçàíó ç

Eβ ÷åðåç c∗ε,

c∗ε := inf
{

max
Dr
Eβε
(
T
(
N0 e

ıF
))

; F ∈ C(Dr;H
1/2(S1;R)),

F (a) = ψa äëÿ a ∈ ∂Dr

}
;

(1.6.73)

íàãàäà¹ìî, ùî

J∗(ψ) = Eβε
(
T
(
N0 e

ıF
))
. (1.6.74)

Áóäåìî ââàæàòè, ùî r ¹ äîñòàòíüî áëèçüêèì äî 1, òàê ùî ìîæíà çàñòîñóâàòè

Ëåìó 1.6.21 (ââàæà¹ìî òàêîæ, ùî r çàëåæèòü âiä ε).10

Ââåäåìî äåÿêi ïîçíà÷åííÿ. Äëÿ çàäàíîãî v ∈ H1(D;C), áóäåìî ïîçíà÷àòè

÷åðåç

ṽ ãàðìîíi÷íó ôóíêöi¹þ â D, ùî ñïiâïàäà¹ ç v íà ∂D; (1.6.75)

òàêîæ, äëÿ ôóíêöi¨ F ∈ C(Dr;H
1/2(S1;R)) ïîêëàäåìî

F (a) := ãàðìîíi÷íå ïðîäîâæåííÿ N0 e
ıF (a). (1.6.76)

Äëÿ òîãî, ùîá ñôîðìóëþâàòè îñíîâíèé ðåçóëüòàò ïðî àñèìòîòè÷íó ïîâåäiíêó

uε ïðè ε→∞ çàçíà÷èìî, ùî ïåðåòâîðåííÿ Ìåáióñà Mα,a çàäîâîëüíÿþòü∫
D
w(1− |Mα,a|2)2dx > 0, ∀α ∈ S1,∀ a ∈ D, i lim

|a|→1

∫
D
w(1− |Mα,a|2)2dx = 0.

Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à ìàêñèìiçàöi¨

M := max
a∈D
α∈S1

∫
D
w(1− |Mα,a|2)2dx (1.6.77)

10Â äîâåäåííi Òåîðåìè 1.6.36 áóäå ïîêàçàíî, ùî äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ ε, r ìîæíà âèáðàòè íåçàëåæíî âiä

ε.
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ìà¹ ðîçâÿçêè (çàçíà÷èìî, ùî ÿêùî Mα,a ¹ ðîçâ'ÿêîì çàäà÷i (1.6.77), òî Mγ,a

òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçêîì äëÿ äîâiëüíîãî γ ∈ S1). Êðiì òîãî, iñíó¹ r0 < 1, òàêå ùî

äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê (1.6.77) çàäîâîëüíÿ¹ |a| ≤ r0. Â ïîäàëüøîìó âñþäè áóäåìî

ââàæàòè, ùî r0 < r < 1.

Òåîðåìà 1.6.36. Íåõàé uε � êðèòè÷íà òî÷êà çíàéäåíà ÷åðåç (1.6.73). Òîäi, ç

òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, uε → Mα,a ñèëüíî â H1(D) ïðè ε → ∞, i Mα,a

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i ìàêñèìiçàöi¨ (1.6.77).

Çàóâàæåííÿ 1.6.37. Òåîðåìó 1.6.36 ìîæíà åêâiâàëåíòíî ïåðåôîðìóëâàòè íà-

ñòóïíèì ÷èíîì: ÿêùî vε ¹ êðèòè÷íîþ òî÷êîþ Eε â êëàñi ôóíêöié J1 (çàäàíèõ â

îáëàñòi Ω) çíàéäåíîþ çà äîïîìîãîþ ïiäõîäó ïðåäñòàâëåíîãî â Ïiäðîçäiëi 1.6.3,

òîäi ïîñëiäîâíiñòü (vε) çáiãà¹òüñÿ (ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi) ïðè ε→∞,

ñèëüíî â H1(Ω), äî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ìàêñèìiçàöi¨

M := max
a∈Ω
α∈S1

∫
Ω

(1− |Mα,a,F |2)2dx.

Ïåðø íiæ ïåðåéòè áåçïîñåðåäíüî äî äîâåäåííÿ çðîáèìî òåõíi÷íå çàóâàæåííÿ.

Íåõàé H � âiäîáðàæåííÿ îïèñàíå â Ëåìi 1.6.20. Òîäi çâóæåííÿ H(r) ôóíêöi¨ H

íà Dr ¹ äîïóñòèìèì â (1.6.73), òàê ùî (ç β = βε)

c∗ε ≤ max
Dr
Eβ
(
T
(
N0 e

ıH(r)
))

= max
a∈Dr
Eβ (T (Na)) . (1.6.78)

Êðîê I. Ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòèêà

c∗ε = π +
1

4ε2
M + o

(
1

ε2

)
ïðè ε→∞. (1.6.79)

Äiéñíî, ç îäíîãî áîêó îöiíêà çâåðõó c∗ε ≤ π+
1

4ε2
M ¹ íàñëiäêîì (1.6.78) i íàñòó-

ïíî¨ íåðiâíîñòi

Eβ(T (Na)) ≤ Eβ(Ma) = π +
1

4ε2

∫
D
w(1− |Ma|2)2dx.

Äëÿ îöiíêè çíèçó âèáåðåìî ξ ∈ Dr, òàêå ùî Mξ ¹ ðîçâ'ÿçêîì (1.6.77). Íåõàé

F � òàêå òåñòîâå âiäîáðàæåííÿ â (1.6.73), ùî J∗(F (a)) < c∗ε +
1

ε4
äëÿ êîæíîãî
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a ∈ Dr. ßñíî, ùî âiäîáðàæåííÿ u 7→ ũ ¹ íåïåðåðâíèì ç H1(D;C) íà ñåáå. Çãiäíî

Òâåðäæåííþ 3. Òåîðåìè 1.6.15 , äëÿ âåëèêèõ ε âiäîáðàæåííÿ

G : Dr → D, G(a) = íóëü ãàðìîíi÷íîãî ïðîäîâæåííÿ F (a) ôóíêöi¨ N0 e
ıF (a)

¹ íåïåðåðâíèì i çàäîâîëüíÿ¹ G(a) = a ÿêùî |a| = r. Çà äîïîìîãîþ Òåîðåìè

Áðàóåðà ïðî íåðóõîìó òî÷êó, çíàéäåòüñÿ òî÷êà a = aε, òàêà ùî F (a)(z) = 0 â

z = ξ. Îñêiëüêè
1

2

∫
D
|∇F (a)|2dx ≤ c∗ε, çà äîïîìîãîþ Íàñëiäêà 1.6.17 i Íàñëiäêà

1.6.5 çíàõîäèìî, ùî ôóíêöiÿ F (a) (ùî òàêîæ çàëåæèòü âiä ε) çáiãà¹òüñÿ ïðè

ε→ 0 ñèëüíî â H1(D) äî Mα,ξ äëÿ äåÿêîãî α ∈ S1. Òàêèì ÷èíîì

1

2

∫
D
|∇F (a)|2dx+

1

4ε2

∫
D
w(1− |F (a)|2)2dx ≥ π+

1

4ε2
M + o

(
1

ε2

)
ïðè ε→∞.

(1.6.80)

Íèæíÿ îöiíêà â (1.6.79) âñòàíîâëþ¹òüñÿ êîìáiíóâàííÿì (1.6.80) ç Ëåìîþ 1.6.38

íèæ÷å. Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ öi¹¨ Ëåìè, i ïîäàëüøîãî êîðèñòàííÿ â iíøîìó êîí-

òåêñòi, ââåäåìî íàñòóïíèé êëàñ,

Zε =

{
u ∈ J ; −∆u =

1

ε2
w u(1− |u|2)

}
. (1.6.81)

Ëåìà 1.6.38. Íåõàé u ∈ Zε. Òîäi

‖∇u−∇ũ‖L2(D) + ‖u− ũ‖L∞(D) = O

(
1

ε2

)
ïðè ε→∞, (1.6.82)∫

D
|∇u|2dx =

∫
D
|∇ũ|2dx+O

(
1

ε4

)
ïðè ε→∞, (1.6.83)

i ∫
D
w(1− |u|2)2dx =

∫
D
w(1− |ũ|2)2dx+O

(
1

ε2

)
ïðè ε→∞. (1.6.84)

Äîâåäåííÿ Ëåìè 1.6.38. Ïîêëàäåìî v = u − ũ i âèáåðåìî äîâiëüíå p > 2. Ñêî-

ðèñòà¹ìîñü â çàäà÷i (1.6.36) (êîæíà ôóíêöiÿ u ∈ Zε çàäîâîëüíÿ¹ (1.6.36)) ïðèí-
öèïîì ìàêñèìóìó, åëiïòè÷íèìè îöiíêàìè [95, Òåîðåìà 9.15, ñò. 241] ðàçîì ç

Òåîðåìîþ ïðî âêëàäåííÿ ñîáîëåâñüêèõ ïðîñòîðiâ, â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî

‖∇v‖L2(D) + ‖v‖L∞(D) ≤ C‖∆v‖Lp(D) = C‖∆u‖Lp(D) ≤
C ′

ε2
,
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òîáòî (1.6.82) äîâåäåíî. Äëÿ äîâåäåííÿ (1.6.83) êîìáiíó¹ìî (1.6.82) i ðiâíiñòü∫
D |∇u|

2 =
∫
D |∇ũ|

2dx+
∫
D |∇v|

2dx. Íàñàìêiíåöü, çãiäíî ç ïðèíöèïîì ìàêñèìóìó

|u| ≤ 1, |ũ| ≤ 1, çâiäêè |v| ≤ |u|+ |ũ| ≤ 2. Òîäi âíàñëiäîê (1.6.82) ìà¹ìî∫
D
w(1− |u|2)2dx−

∫
D
w(1− |ũ|2)2dx = O

(
1

ε2

)
ïðè ε→∞,

i îöiíêó (1.6.84) òàêîæ äîâåäåíî. �

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 1.6.36, ïðîäîâæåííÿ. Â àñèìïòîòè÷íié ôîðìóëi (1.6.79) ñêî-

ðèñòà¹ìîñü ïîòî÷êîâîþ ðiâíiñòþ |∇u|2 = 2 Jac u + 4|∂z̄u|2, â ðåçóëüòàòi îòðè-
ìó¹ìî

2

∫
D
|∂z̄uε|2 dx+

1

4ε2

∫
D
w(|uε|2−1)2dx =

1

4ε2
M+o

(
1

ε2

)
ïðè ε→∞. (1.6.85)

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ Òåîðåìè 1.6.36 äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî∫
D
|∂z̄uε|2 dx = o

(
1

ε2

)
ïðè ε→∞. (1.6.86)

Äiéñíî, ïðèïóñòèìî ùî (1.6.86) äîâåäåíî. ßê i â äîâåäåííi Ëåìè 1.6.33, Êðîê I,

âèâîäèìî, ùî ìîæëèâèìè ñëàáêèìè ãðàíèöÿìè uε ïðè ε → ∞ ¹ àáî êîíñòàíòà

ç ìîäóëåì 1, àáî âiäîáðàæåííÿ Ìåáióñà Mα,a. Âèïàäîê êîíñòàíòíî¨ ãðàíèöi ¹

íåìîæëèâèì ÷åðåç (1.6.85) i (1.6.86). Òàêèì ÷èíîì, ç (1.6.79), (1.6.85), (1.6.86)

âèïëèâà¹, ùî uε →Mα,a ñèëüíî â H1(D), äå Mα,a ìàêñèìiçó¹ (1.6.77).

Êðîê II (â äîâåäåííi Òåîðåìè 1.6.36: îöiíêà (1.6.86)) Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó ôóí-

êöiþ hε ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i∇⊥hε = uε ×∇uε â D,

hε = 0 íà S1.

Iñíóâàííÿ hε âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî (âíàñëiäîê (1.6.4)) div (uε × ∇uε) = 0 â D i

uε ×
∂uε
∂ν

= 0 íà ∂D. Ïîêëàäåìî

vε =
1− |uε|2

2
+ hε. (1.6.87)

Íàñòóïíi âëàñòèâîñòi hε i vε âñòàíîâëþþòüñÿ ïðÿìîþ ïåðåâiðêîþ.
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Ëåìà 1.6.39. Ôóíêöi¨ hε i vε ¹ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷∆hε = 2 Jac uε â D,

hε = 0 íà S1,
(1.6.88)

∆vε =
w

ε2
|uε|2(1− |uε|2)− 4 |∂z̄uε|2 â D,

vε = 0 íà S1,
(1.6.89)

i

|∇vε|2 = 4|uε|2 |∂z̄uε|2 . (1.6.90)

Êëþ÷îâèì åëåìåíòîì â Êðîöi II ¹ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 1.6.40. Ìà¹ ìiñöå çáiæíiñòü

‖vε‖L∞(D) → 0 ïðè ε→∞. (1.6.91)

Äîâåäåííÿ Ëåìè 1.6.40. Íåõàé a = aε ïîçíà÷à¹ ¹äèíèé (äëÿ âåëèêèõ ε) íóëü

ôóíêöi¨ ũε ( äèâ. Òâåðäæåííÿ 1 Òåîðåìè 1.6.15.). Ïîêëàäåìî Uε = uε ◦M−a i

Hε = hε◦M−a. Ç îãëÿäó íà (1.6.87), vε◦M−a =
1− |Uε|2

2
+Hε, i (1.6.91) çâîäèòüñÿ

äî
1− |Uε|2

2
+Hε → 0 ðiâíîìiðíî â D ïðè ε→∞. (1.6.92)

ßê â Êðîöi 1., êîìáiíóþ÷è Íàñëiäêè 1.6.17 i 1.6.5 ç (1.6.79) çíàõîäèìî, ùî, ç

òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi,

Ũε →Mγ,0 = γ Id ñèëüíî â H1(D) ïðè ε→∞. (1.6.93)

Ç îãëÿäó íà (1.6.82), òàêîæ ìà¹ìî

Uε →Mγ,0 = γ Id ñèëüíî â H1(D) ïðè ε→∞. (1.6.94)

Êîðèñòóþ÷èñü òâåðäæåííÿì 1. Ëåìè 1.6.9 ðàçîì ç (1.6.94) i òèì ôàêòîì, ùî

(âíàñëiäîê (1.6.88)) Hε çàäîâîëüíÿ¹∆Hε = 2 Jac Uε â D,

Hε = 0 íà S1,
,
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çíàõîäèìî

Hε(z)→ 1

2
(|z|2 − 1) ðiâíîìiðíó â D ïðè ε→∞. (1.6.95)

Ç iíøîãî áîêó, ç îãëÿäó íà (1.6.93), íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî

|Ũε(z)| → |z| ðiâíîìiðíî â D ïðè ε→∞.

Ç öüîãî ðåçóëüòàòó ñêîìáiíîâàíîãî ç (1.6.82) çíàõîäèìî, ùî

|Uε(z)| → |z| ðiâíîìiðíî â D ïðè ε→∞. (1.6.96)

Òâåðäæåííÿ (1.6.92) (i ðàçîì ç öèì (1.6.91)) âèïëèâà¹ ç (1.6.96) i (1.6.95).

Êðîê II (ïðîäîâæåííÿ). Ïîìíîæèìî (1.6.89) íà vε ïðîiíòåãðó¹ìî ïî D, i çà äî-
ïîìîãîþ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, ç óðàõóâàííÿì (1.6.85), (1.6.90) i Ëåìè 1.6.40,

çíàõîäèìî, ùî ∫
D
|uε|2|∂z̄uε|2dx = o

(
1

ε2

)
ïðè ε→∞. (1.6.97)

Ç îãëÿäó íà (1.6.96) i êîíôîðìíó iíâàðiàíòíiñòü iíòåãðàëó (1.6.97), îöiíêà

(1.6.97) çîêðåìà òÿãíå çà ñîáîþ∫
D\D1/2

|∂z̄Uε|2dx = o

(
1

ε2

)
ïðè ε→∞. (1.6.98)

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ òîãî ùîá çàêií÷èòè Êðîê II äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî∫
D1/2

|∂z̄Uε|2dx = o

(
1

ε2

)
ïðè ε→∞. (1.6.99)

Äëÿ äîâåäåííÿ îöiíêè (1.6.99) ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

∆(∂z̄Uε) =
1

ε2
∂z̄
(
β ◦M−aε Jac M−aεUε(1− |Uε|2)︸ ︷︷ ︸

γε

)
in D. (1.6.100)

äëÿ ∂z̄Uε (äèâ. (1.6.36)). Ñêîðèñòà¹ìîñü íàñòóïíîþ (ñòàíäàðòíîþ) åëiïòè÷íîþ

îöiíêîþ. Äëÿ äîâiëüíî¨ îáëàñòi ω, òàêî¨ ùî ω ⊂ Ω, i äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó u

ðiâíÿííÿ −∆u = f â Ω, ìà¹ìî

‖∇u‖L2(ω) ≤ C‖u‖L2(Ω\ω) + C‖f‖L2(Ω).
11 (1.6.101)
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Çàçíà÷èìî, ùî ôóíêöi¨ γε ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíèìè íà êîìïàêòàõ â D, i êîðè-
ñòàþ÷èñü (1.6.98) i (1.6.101) îòðèìó¹ìî

‖∂z̄Uε‖L2(D1/2) ≤ C‖∆(∂z̄Uε)‖L2(D3/4) + C‖∂z̄Uε‖L2(D3/4\D1/2) ≤ C
1

ε2
+ o

(
1

ε

)
,

òîáòî îöiíêó (1.6.99), à ðàçîì ç íåþ i âñþ Òåîðåìó 1.6.36, äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 1.6.41. Êîíñòðóêöiþ êðèòè÷íèõ òî÷îê ôóíêöiîíàëó Eε â J1 i

Òåîðåìó 1.6.36 ìîæíà àäàïòóâàòè äî âèïàäêó ôóíêöiîíàëó Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó

ç ìàãíiòíèì ïîëåì, ÷è¨ ìiíiìiçàíòè ç ïðèïèñàíèìè ñòåïåíÿìè âiäîáðàæåííÿ

âèâ÷åíi â Ïiäðîçäiëi 1.3 äëÿ ε ≥
√

2. Òàêèì ÷èíîì êðèòè÷íi òî÷êè ç ïðèïèñàíèì

ñòåïåíåì îäèí ïðîäîâæóþòü iñíóâàòè i äëÿ ε <
√

2. Ïðîòå, ¨õ òèï çìiíþ¹òüñÿ

ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç êðèòè÷íå çíà÷åííÿ
√

2, äëÿ ε >
√

2 âîíè ¹ ìiíiìiçàíòàìè à

äëÿ ε <
√

2 � êðèòè÷íi òî÷êè òèïó ïåðåâàëó.

1.6.6 Ñòðóêòóðà ïîñëiäîâíîñòåé Ïàëå-Ñìåéëà

Êîëè ε ¹ ìàëèì äîâåäåííÿ Òåîðåìè 1.6.1 ñòà¹ íåêîðåêòíèì. Íàâiòü ñàìå âèç-

çíà÷åííÿ J∗ ¹ êîðåêòíèì òiëüêè äëÿ âåëèêèõ ε, òîìó ùî ïîòðåáó¹ ¹äèíîñòi

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1.6.36).

Â öüîìó Ïiäðîçäiëi âèêëàäåíî ìîäiôiêîâàíó ôóíêöiîíàëüíó ïîñòàíîâêó ÿêà

¹ êîðåêòíîþ äëÿ âñiõ ε > 0, i äîâåäåíî iñíóâàííÿ ïîñëiäîâíîñòåé ìàéæå êðè-

òè÷íèõ òî÷îê àáî (ùî òå æ ñàìå) ïîñëiäîâíîñòåé Ïàëå-Ñìåéëà. Áiëüø òîãî, â

îñíîâíîìó ðåçóëüòàòi öüîãî Ïiäðîçäiëó îïèñàíî àñèìòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïîñëi-

äîâíîñòåé Ïàëå-Ñìåéëà, ùî ¹ óçàãàëüíåííÿì Íàñëiäêó 1.6.17.
11 Â äîâåäåííi öi¹¨ îöiíêè ìîæíà ââàæàòè, ùî ôóíêöiÿ u ¹ äiéñíîçíà÷íà. Ïîìíîæèìî ðiâíÿííÿ −∆u = f

íà ζ2u, äå ζ ∈ C∞c (Ω;R) � çðiçàþ÷à ôóíêöiÿ, òàêà ùî ζ = 1 â ω, i ïðîiíòåãðó¹ìî ïî Ω. Òîäi, ïiñëÿ íåñêëàäíèõ

îá÷èñëåíü çíàõîäèìî ∫
Ω

|∇(ζu)|2dx =

∫
Ω

ζ2fudx+ 2

∫
Ω

ζu∇u · ∇ζdx,

çâiäêè ∫
Ω

|∇(ζu)|2dx ≤ C1‖u‖2L2(Ω\ω) + ε‖ζu‖2L2(Ω) + C(ε)‖f‖2L2(Ω). (1.6.102)

Øóêàíó îöiíêó (1.6.101) âèâîäèìî çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Ïóàíêàðå ‖ζu‖L2(Ω) ≤ C‖∇(ζu)‖L2(Ω) â (1.6.102).
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Íåõàé X] := H1
0(D;C)×H1/2(S1;R) i

U : X] → H1(D;C), X] 3 (v, ψ) 7→ U(v, ψ) := v + u
(
N0e

ıψ
)
.

Íàãàäà¹ìî, ùî N0 ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì S1 i u(w) � ãàðìîíi÷íå ïðîäîâ-

æåííÿ w. Ïîêëàäåìî J ](v, ψ) := Eβ(U(v, ψ)).

ßê i â Ïiäðîçäiëi 1.6.3, K = Dr, K0 = ∂Dr i Na = N0e
ıψa. Âèçíà÷èìî

χ] : ∂Dr → X], ∂Dr 3 a 7→ χ](a) = (0, ψa) ,

òîäi U ◦ χ](a) = Ma.

Ââåäåìî òàêîæ c]1 := maxK0
J ] ◦ χ] i ðîçãëÿíåìî

c] := inf
{

max
K

J ] ◦ F ; F ∈ C(K;X]), F = χ] on K0

}
≥ c]1. (1.6.103)

Çàóâàæåííÿ 1.6.42. Ïðèïóñòèìî, òiëüêè â öüîìó çàóâàæåííi, ùî âèêîíó¹òüñÿ

(1.6.35). Òîäi, î÷åâèäíî, c] = c∗ and c]1 = c∗1, ç c
∗ i c∗1 ÿê â (1.6.37).

Ïîâòîðþþ÷è äîâåäåííÿ Ëåìè 1.6.21, îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 1.6.43. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.6.26). Òîäi, äëÿ r äîñòàòíüî áëèçü-

êèõ äî 1, ìà¹ìî c] > c]1.

Äàëi âñòàíîâëþ¹òüñÿ àíàëîã Ëåìè 1.6.26 i Íàñëiäêó 1.6.30 ó âèïàäêó êîëè J∗

çàìiíþ¹òüñÿ íà J ]. Ïî÷íåìî ç ïðÿìèõ íàñëiäêiâ Ëåìè 1.6.22.

Ëåìà 1.6.44. Íåõàé 1 ≤ p < ∞ i íåõàé u0 ∈ H1/2 ∩ L∞(S1;C). Òîäi âiäîáðà-

æåííÿ

F1 : H1/2(S1;R)→ Lp(S1;C), H1/2(S1;R) 3 ψ F1−→ u0 e
ıψ,

íàëåæèòü äî êëàñó C1, i F1
′(ψ)(η) = ıu0 e

ıψη.

Äîâåäåííÿ. Ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè òîé ôàêò, ùî T (ψ)(η) := ıu0 e
ıψη âèçíà÷à¹

âiäîáðàæåííÿ T ∈ C(H1/2;B(H1/2;Lp)). Äiéñíî,

‖T (ψ1)− T (ψ2)‖ ≤ sup
‖η‖

H1/2≤1

‖(ψ1 − ψ2)η‖Lp

≤ sup
‖η‖

H1/2≤1

‖ψ1 − ψ2‖L2p‖η‖L2p ≤ C‖ψ1 − ψ2‖H1/2,

äå âèêîðèñòàíî âêëàäåííÿ H1/2(S1) ↪→ L2p(S1). �
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Ëåìà 1.6.45. Äëÿ äîâiëüíèõ 1 ≤ p <∞ i u0 ∈ H1/2 ∩ L∞(S1;C) âiäîáðàæåííÿ

F2 : H1
0(D;C)×H1/2(S1;R)→ Lp(D),

H1
0(D;C)×H1/2(S1;R) 3 (v, ψ)

F2−→ v + u
(
u0 e

ıψ
)
,

íàëåæèòü äî êëàñó C1, i F2
′(v, ψ)(w, η) = w + u

(
ıu0 e

ıψη
)
.

Äîâåäåííÿ.Øóêàíèé ðåçóëüòàò âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüî¨ Ëåìè, âðàõîâóþ÷è âêëà-

äåííÿ H1(D) ↪→ Lp(D) i íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ Lp(S1) 3 f 7→ u(f) ∈
Lp(D). �

Êîìáiíóþ÷è Ëåìè 1.6.45 i 1.6.23, çíàõîäèìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 1.6.46. Äëÿ äîâiëüíèõ u0 ∈ H1/2 ∩L∞(S1;C) i β ∈ L∞(D) âiäîáðàæåííÿ

F3 : H1
0(D;C)×H1/2(S1;R)→ R,

H1
0(D;C)×H1/2(S1;R) 3 (v, ψ)

F3−→ 1

4

∫
D
β
(

1−
∣∣v + u

(
u0 e

ıψ
)∣∣2)2

dx,

íàëåæèòü äî êëàñó C1, i

F3
′(v, ψ)(w, η) = −

∫
D
βu ·

(
w + u

(
ıu0e

ıψη
))

(1− |u|2)dx,

äå u := v + u
(
u0 e

ıψ
)
.

Ëåìà 1.6.47. Âiäîáðàæåííÿ

F4 : H1/2(S1;R)→ R, H1/2(S1;R) 3 ψ F4−→ 1

2

∫
D

∣∣∇u (u0e
ıψ
)∣∣2 dx,

íàëåæèòü äî êëàñó C1, i äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié ψ, η ∈ H1/2(S1;R) i ζ ∈
H1(D;R), òàêî¨ ùî ζ

∣∣
∂D = η,

F4
′(ψ)(η) =

∫
S1

(
u× ∂u

∂ν

)
ηds =

∫
D
(u×∇u) · ∇ζdx, (1.6.104)

äå u = u
(
u0e

ıψ
)
.

Äîâåäåííÿ. Òîé ôàêò, ùî îáèäâà iíòåãðàëè â (1.6.104) ¹ îäíàêîâèìè ìîæíà ïî-

êàçàòè òàê ñàìî ÿê â äîâåäåííi (1.6.41).
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Äîâåäåííÿ ôîðìóëè F4
′(ψ)(η) = T (ψ)(η), äå T (ψ)(η) :=

∫
D
(u × ∇u) ·

∇u(η)dx, áàçó¹òüñÿ íà Ëåìi 1.6.22. Âiäîáðàæåííÿ ψ 7→ u×∇u ∈ L2(D) ¹ íåïå-

ðåðâíèì,12 çâiäêè T ∈ C(H1/2;H−1/2). Ç iíøîãî áîêó, ÿñíî, ùî âiäîáðàæåííÿ

F4 ¹ íåïåðåðâíèì. Òèêèì ÷èíîì, äîñòàòíüî ïîêàçàòè (1.6.104) ó âèïàäêó êîëè

ψ i η ¹ ãëàäêèìè. Çà äîïîìîãîþ çàìiíè u0 íà u0e
ıψ, ìîæíà ââàæàòè, ùî ψ = 0.

Ìà¹ìî

u0e
ıtη = u0(1 + ıtη) +R(t), äå ‖R(t)‖H1/2 ≤ Ct2 ïðè t→ 0,

òàêèì ÷èíîì

F4(tη) =
1

2

∫
D
|∇u|2dx+t

∫
D
∇u · ∇u (ıu0η) dx+ S(t),

äå ‖S(t)‖H1/2 ≤ Ct2 ïðè t→ 0.

(1.6.105)

Êîðèñòóþ÷èñü (1.6.105) i (1.6.43) ç β = 0, çíàõîäèìî, ùî

∂F4

∂η
(0) =

∫
D
∇u · ∇(ıu0η)dx =

∫
S1

(
u× ∂u

∂ν

)
ηds = T (0)(η). �

Ïðÿìèì íàñëiäêîì Ëåìè 1.6.47 ¹ íàñòóïíèé àíàëîã Ëåìè 1.6.26.

Ëåìà 1.6.48. Âiäîáðàæåííÿ J ] ¹ C1-ãëàäêèì, i

J ]′(v, ψ)(w, η) =

∫
D
∇v · ∇wdx+

∫
D
(U ×∇U) · ∇ζdx

−
∫
D
βu ·

(
w + u

(
ıN0e

ıψη
))

(1− |u|2)dx,

(1.6.106)

äå u = v + u
(
N0e

ıψ
)
, U = u

(
N0e

ıψ
)
i ζ ∈ H1(D) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ, òàêà ùî

ζ
∣∣
∂D = η.

Äîâåäåííÿ. Ðåçóëüòàò âèïëèâà¹ ç ïðåäñòàâëåííÿ J ](v, ψ) = F4(ψ)+
1

2

∫
D
|∇v|2dx,

äå F4 âèçíà÷åíî â Ëåìi 1.6.47.13 �

Äàëi äîñëiäæóþòüñÿ ïîñëiäîâíîñòi ìàéæå êðèòè÷íèõ òî÷îê (ïîñëiäîâíîñòi

Ïàëå-Ñìåéëà), ùî âiäïîâiäàþòü ôóíêöiîíàëó J ]. Çàçíà÷èìî, ùî çàñòîñóâàííÿ
12Öi ìiðêóâàííÿ âæå áóëî çàñòîñîâàíî â äîâåäåííi Ëåìè 1.6.25.
13Ç u0 = N0.
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Òåîðåìè 1.6.19 â êîìáiíàöi¨ ç Ëåìîþ 1.6.43 ïðèçâîäèòü äî ïîñëiäîâíîñòi (vn, ψn),

òàêî¨ ùî

J ]′(vn, ψn)→ 0, J ](vn, ψn)→ c], i u∗n := vn +u
(
N0e

ıψn
)
⇀ u â H1 ïðè n→∞.

(1.6.107)

Äëÿ äîñëiäæåííÿ àèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ïîñëiäîâíîñòåé Ïàëå-Ñìåéëà ãëàä-

êiñòü u∗n íå ¹ äîñòàòíüîþ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ un := v+u
(
N0e

ıψn
)
, äå v ∈ H1

0(D)

¹ ñëàáêîþ ãðàíèöåþ vn, vn ⇀ v ïðè n→∞. Â âèõiäíèõ çìiííèõ J ] öå çâîäèòüñÿ

äî çàìiíè vn ñëàáêîþ ãðàíèöåþ v. Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ¹ àíàëîãîì Íàñëiäêó

1.6.30.

Ëåìà 1.6.49. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü ïàð (vn, ψn) çàäîâîëüíÿ¹ (1.6.107), i vn ⇀

v ïðè n→∞. Òîäi ïîñëiäîâíiñòü (un),

un := v + u
(
N0e

ıψn
)
,

ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi.

1. u çàäîâîëüíÿ¹ (1.6.4), i −∆v = βu(1− |u|2).

2. |un| ≤ C.

3. −∆un − βun(1− |un|2)→ 0 ïðè n→∞ â Lp, ∀1 ≤ p <∞.

4. un − u∗n → 0 ïðè n → ∞ â H1(D). Çîêðåìà, un ⇀ u i Eβ(un) → c] ïðè

n→∞.

5. (un) ¹ ïîñëiäîâíiñòþ Ïàëå-Ñìåéëà, òîáòî J ]′(v, ψn)→ 0.

6. Âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi∣∣∣∣∫
D
(un ×∇un) · ∇ζdx

∣∣∣∣ ≤ cn‖∇ζ‖L2, ∀ ζ ∈ H1(D;R), (1.6.108)

ç cn → 0 ïðè n→∞.

Äîâåäåííÿ. Âñi òâåðäæåííÿ îêðiì òâåðäæåííÿ 6. ¹ î÷åâèäíèìè. Äiéñíî, ïîêëà-

äåìî Un := u
(
N0e

ıψn
)
. Îñêiëüêè u∗n = vn + Un ⇀ u, òî Un ⇀ U ïðè n → ∞,
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äëÿ äåÿêî¨ ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ U ∈ J , îòæå vn ⇀ v := u − U ïðè n → ∞.

Êîðèñòóþ÷èñü òèì, ùî (u∗n) ¹ ïîñëiäîâíiñòþ Ïàëå-Ñìåéëà, ìîæíà ïåðåéòè äî

ãðàíèöi n → ∞ â (1.6.106),14 ùî ïðèçâîäèòü äî ðiâíÿííÿ −∆v = βu(1 − |u|2).
Ïîòî÷êîâà îöiíêà òâåðäæåííÿ 2. âèïëèâà¹ ç ïîòî÷êîâî¨ íåðiâíîñòi |Un| ≤ 1 i

ãëàäêîñòi v. Òâåðäæåííÿ 3. ¹ íàñëiäêîì òîãî ôàêòó, ùî un → u ïðè n → ∞
â Lp äëÿ êîæíîãî 1 ≤ p < ∞. Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåíü 4. i 5. ïåðåéäåìî äî

ãðàíèöi J ]′(vn, ψn)(vn, 0)→ 0 = J ]′(v, ψ)(v, 0), çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ìà¹ ìiñöi íå

òiëüêè ñëàáêà à i ñèëüíà çáiæíiñòü vn → v â H1. Öå äîâîäèòü òâåðäæåííÿ 4., à

ðàçîì ç íèì i 5.

Ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 6.. Îñêiëüêè ∆Un = 0 â D, ìà¹ìî∫
D
(Un ×∇Un) · ∇ζdx =

∫
D

div ((Un ×∇Un)ζ) dx =

∫
S1

∂Un
∂ν
· (ıUnη)dx

=

∫
D
∇Un · ∇u(ıN0e

ıψnη)dx.

Ïiäñòàâèìî öå â (1.6.106) i ïðîiíòåãðó¹ìî. Iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè ç ôóíêöi¹þ

ζ ∈ H1(D), òàêîþ ùî ζ
∣∣
∂D = η, äà¹

J ]′(v, ψn)(0, η) =

∫
D
∇Un · ∇u(ıN0e

ıψnη)dx−
∫
D
βun · u

(
ıN0e

ıψnη
)

(1− |un|2)dx

=

∫
D
∇un · ∇u(ıN0e

ıψnη)dx−
∫
D
βun · u

(
ıN0e

ıψnη
)

(1− |un|2)dx

=

∫
S1

un ×
∂un
∂ν

ηdx−
∫
D

(
∆un + βun(1− |un|2)

)
· u
(
ıN0e

ıψnη
)
dx

=

∫
D
(un ×∇un) · ∇ζdx+

∫
D
un ×∆unζdx

−
∫
D

(
∆un + βun(1− |un|2)

)
· u
(
ıN0e

ıψnη
)
dx.

Ïðåäñòàâëåíi îá÷èñëåííÿ ¹ ñïðàâåäëèâèì äëÿ ãëàäêèõ η i ζ, i ó çàãàëüíîìó âè-

ïàäîêó η ∈ H1/2(S1;R) i ζ ∈ H1(D;R), ζ
∣∣
∂D = η, îáãðóíòîâóþòüñÿ, ÿê çâè÷àéíî,

14(1.6.106) çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ ïàðè (vn, ψn), ç η = 0 i ôiêñîâàíîþ ôóíêöi¹þ w.
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àïðîêñiìàöi¹þ ãëàäêèìè. Çîêðåìà, ìà¹ìî∣∣∣∣∫
D
(un ×∇un) · ∇ζdx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣J ]′(v, ψn)(0, η)
∣∣+

∫
D
|un ×∆un| |ζ|dx

+

∫
D

∣∣∆un + βun(1− |un|2)
∣∣ ∣∣u (ıN0e

ıψnη
)∣∣ dx.

Âiçüìåìî â öié íåðiâíîñòi äîâiëüíó ôóíêöiþ ζ ç íóëüîâèì ñåðåäíiì çíà÷åííÿì i

ñëiäîì ζ
∣∣
∂D = η. Òîäi, êîðèñòóþ÷èñü íåðiâíiñòþ Ïóàíêàðå, à òàêîæ îöiíêàìè

|η|H1/2 ≤ C‖∇ζ‖L2 i ‖u
(
ıN0e

ıψnη
)
‖Lp ≤ C|η|H1/2, ∀ p <∞,

òâåðäæåííÿìè 3. i 5., îòðèìó¹ìî (1.6.108).

Íàñàìêiíåöü, ïåðøà ÷àñòèíà òâåðäæåííÿ 1. âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 6. i äðóãî¨

÷àñòèíè òâåðäæåííÿ 1. �

Äëÿ ïîäàëüøîãî çðó÷íî ââåñòè óíiâåðñàëüíå ïîçíà÷åííÿ äëÿ ïåðåòâîðåííÿ

Ìåáióñà Ba = Ma i éîãî êîìïëåêñíîãî ñïðÿæåííÿ Ba = Ma.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì, ùî îïèñó¹ àñèìòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïîñëiäîâíîñòåé

Ïàëå-Ñìåéëà äëÿ J ] ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 1.6.50. Íåõàé (vn) ⊂ J � ïîñëiäîâíiñòü ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié ç íàñòó-

ïíèìè âëàñòèâîñòÿìè:

vn ⇀ 1 in H1(D) ïðè n→∞; (1.6.109)

1

2

∫
D
|∇vn|2dx→ Kπ ïðè n→∞; (1.6.110)∣∣∣∣∫

D
(vn ×∇vn) · ∇ζdx

∣∣∣∣ ≤ cn‖∇ζ‖L2, ∀ ζ ∈ H1(D;R), ç cn → 0 ïðè n→∞.

(1.6.111)

Òîäi K ¹ öiëèì i, ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, iñíóþòü a1(n), . . . , aK(n),

Baj(n) (j ∈ {1, . . . K}) i êîíñòàíòà γ ∈ S1, òàêi ùî

|aj(n)| → 1 ïðè n→∞, ∀ j ∈ {1, . . . K}; (1.6.112)

vn − γ
K∏
j=1

Baj(n) → 0 ñèëüíî â H1(D) ïðè n→∞. (1.6.113)
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Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî iíäóêöiþ çà öiëîþ ÷àñòèíîþ K, [K].

Êðîê I(Âèïàäîê K < 1). Ó öüîìó âèïàäêó áóäå ïîêàçàíî, ùî vn → 1 ñèëüíî â

H1(D) ïðè n → ∞. Äiéñíî, âíàñëiäîê Òâåðäæåííÿ 4. ËåìèN.2 ìà¹ìî |vn| ≥ a

äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨ a > 0 i äîñòàòíüî âåëèêèõ n. Òîäi ìà¹ ìiñöå ïðåäñòàâëåííÿ

vn = ρne
ıϕn â D. ßêùî âèáðàòè ζ = ϕn â (1.6.111), òî çà äîïîìîãîþ ïîòî÷êîâî¨

ðiâíîñòi (vn × ∇vn) · ∇ϕn = ρ2
n|∇ϕn|2 çíàõîäèìî, ùî ∇ϕn → 0 â L2 ïðè n →

∞. Îñêiëüêè ôóíêöi¨ vn ¹ ãàðìîíi÷íèìè, ìà¹ìî

∆ρn = ρn|∇ϕn|2 â D,

ρn = 1 íà S1,
îòæå

ρn → 1 ñèëüíî â H1(D) ïðè n → ∞.15 Çi çáiæíîñòåé ∇ϕn → 0 i ∇ρn → 1

â L2 âèïëèâà¹ øóêàíà ñèëíà çáiæíiñòü vn → 1 ïðè n → ∞, òîáòî (1.6.113)

âèêîíó¹òüñÿ ç K = 0.

Êðîê II (Iíäóêòèâíèé ïåðåõiä). Ïðèïóñòèìî, ùî [K] ≥ 1. Òîäi H1 çáiæíiñòü

(vn) (àáî äîâiëüíî¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi (vn)) äî 1 ¹ çàâæäè ñëàáêîþ. Ç ìiðêóâàíü

â Êðîöi 1. âèïëèâà¹, ùî íå iñíó¹ a > 0, òàêîãî ùî íåðiâíiñòü|vn| ≥ a âèêîíó¹-

òüñÿ äëÿ äåÿêî¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi. Îòæå ìîæíà âèáðàòè òî÷êè zn ∈ D, òàêi ùî
vn(zn)→ 0. Ç îãëÿäó íà (1.6.109), ìà¹ìî |zn| → 1 ïðè n→∞.

Ïîêëàäåìî wn = vn ◦M−zn. Íîâà ïîñëiäîâíiñòü (wn) çàäîâîëüíÿ¹ (1.6.110),

(1.6.111) i wn(0)→ 0 ïðè n→∞.

Íåõàé w � ñëàáêà ãðàíèöÿ (wn) (äåÿêî¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi). Òîäi ôóíêöiÿ w

¹ ãàðìîíi÷íîþ, w(0) = 0 i, âíàñëiäîê (1.6.111), w çàäîâîëüíÿ¹ (1.6.4) ç β = 0.

Çãiäíî ç Ëåìîþ 1.6.8, iñíóþòü a1, . . . , aL â D i ñòàëà γ ∈ S1, òàêi ùî

w = γMa1
. . .MaL, àáî w = γMa1

. . .MaL. (1.6.114)

Çîêðåìà,
1

2

∫
D
|∇w|2dx = Lπ, ç öiëèì L > 0. Ïîêëàäåìî f := w

∣∣
∂D i gn :=

(wnw)∂D. Òîäi gn ⇀ 1 â H1/2(S1;S1) ïðè n→∞. Êðiì òîãî, ç îäíîãî áîêó wn =

u(fgn), ç iíøîãî, ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié hn := u(gn) çáiãà¹òüñÿ äî 1 ñëàáêî â

H1(D) ïðè n→∞ (òàêîæ hn → 1 â C1
loc(D) ïðè n→∞.) Çãiäíî ç Ëåìàìè 1.6.12

i 1.6.14, ìà¹ìî wn −whn → 0 â H1(D) i
1

2

∫
D
|∇hn|2dx→ (K − L)π ïðè n→∞.

15Â öüìó ëåãêî ïåðåêîíàòèñü ïîíîæèâøè ðiâíÿííÿ äëÿ ρn íà ρn−1 i ïðîiíòåãðóâàâøè ÷àñòèíàìè ðåçóëüòàò.
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Ïîâåðíåìîñÿ òåïåð äî âèõiäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (vn). Ïîêëàäåìî tn := γnw ◦Mzn,

yn := hn ◦Mzn, äå γn = w ◦Mzn(0)/|w ◦Mzn(0)| (çàçíà÷èìî, ùî |w ◦Mzn(0)| =

|w(−zn)| → 1 ïðè n→∞). Òîäi ìà¹ìî:

1. vn − γntnyn → 0 â H1(D) ïðè n→∞.

2. Ïîêëàäåìî aj(n) := M−zn(aj), òîäi |aj(n)| → 1 ïðè n → ∞, i àáî tn =

γnγ
∏

jMaj(n), àáî t̄n = γnγ
∏

jMaj(n).

3.
1

2

∫
D
|∇yn|2dx→ (K − L)π as n→∞.

4. yn ⇀ 1 â H1(D) ïðè n→∞ (îñêiëüêè vn ⇀ 1 i γnw◦Mzn ⇀ 1 ïðè n→∞).

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ Ëåìè 1.6.50 ñêîðèñòà¹ìîñü iíäóêòèâíèì ïðèïóùåí-

íÿì äëÿ ïîñëiäîâíîñòi (yn). Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî äîâåñòè (1.6.111) äëÿ ïîñëiäîâ-

íîñòi (yn).

Êîðèñòóþ÷èñü êîíôîðìåîþ iíâàðiàíòíiñòþ (1.6.111) i òèì ôàêòîì, ùî

(1.6.111) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ (vn), çíàõîäèìî, ùî (1.6.111) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ (wn).

Ç iíøîãî áîêó, ç (1.6.114) âèïëèâà¹, ùî
∫
D(w × ∇w) · ∇ζdx = 0. Íàãàäà¹-

ìî òåïåð, ùî wn = whn + rn, äå rn → 0 â H1(D) ïðè n → ∞. Îñêiëüêè

‖∆rn‖L2 = ‖ − 2∇w · ∇hn‖L2 ≤ C, ïîñëiäîâíiñòü (rn) ¹ îáìåæåíîþ â W 1,p(D),

∀p ∈ [1,∞), çâiäêè rn → 0 â L∞(D) ïðè n→∞. Îòæå ìà¹ìî

wn ×∇wn = |hn|2(w ×∇w) + |w|2(hn ×∇hn) + Fn,
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äå Fn ∈ L2(D;R2) i ‖Fn‖L2 → 0 ïðè n→∞. Äàëi,∫
D
(hn ×∇hn) · ∇ζdx =

∫
D

(
(wn ×∇wn) + (1− |w|2)(hn ×∇hn)

)
· ∇ζdx

+

∫
D

(
(1− |hn|2)(w ×∇w)− (w ×∇w)

)
· ∇ζdx

−
∫
D
Fn · ∇ζdx

=

∫
D

(
(wn ×∇wn) + (1− |w|2)(hn ×∇hn)

)
· ∇ζdx

+

∫
D
(1− |hn|2)(w ×∇w) · ∇ζdx−

∫
D
Fn · ∇ζdx.

(1.6.115)

Îñêiëüêè hn → 1 â C1
loc(D) i â L4(D) ïðè n → ∞, i |w(z)| → 1 ïðè |z| → 1, òî

ìà¹ìî∣∣∣∣∫
D
(1− |w|2)(hn ×∇hn) · ∇ζdx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
D
(1− |hn|2)(w ×∇w) · ∇ζdx

∣∣∣∣
≤ cn‖∇ζ‖L2, äå cn → 0 ïðè n→∞.

(1.6.116)

Ç (1.6.115) i (1.6.116) âèïëèâà¹, ùî (hn) çàäîâîëüíÿ¹ (1.6.111), i, ç îãëÿäó íà

êîíôîðìíó iíâàðiàíòíiñòü (1.6.111), òå ñàìå ¹ âiðíèì äëÿ (yn). �

Çàóâàæåííÿ 1.6.51. Ëåìà 1.6.50 ñòîñó¹òüñÿ ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié â îäèíè-

÷íîìó äèñêó D. Öåé àíàëiç, î÷åâèäíî, ðîçïîâñþäæó¹òüñÿ íà âèïàäîê äîâiëü-

íî¨ îäíîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi. Àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè ìîæíà îòðèìàòè äëÿ áàãà-

òîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé [36, Ðîçäië 9].

Ëåìà 1.6.52. Íåõàé (vn, ψn) � ïîñëiäîâíiñòü Ïàëå-Ñìåéëà äëÿ J ], i íåõàé

u∗n := vn + u
(
N0e

ıψn
)
. Ïðèïóñòèìî, ùî u∗n ⇀ u â H1(D) ïðè n → ∞. Íåõàé

gn := tr (u∗nu) i wn := u(gn). Òîäi

1. u∗n − uwn → 0 ñèëüíî â H1(D) ïðè n→∞.

2. Eβ(u∗n) = Eβ(u) +
1

2

∫
D
|∇wn|2dx+ cn, ç cn → 0 ïðè n→∞.

3. Ïîñëiäîâíiñòü (wn) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè Ëåìè 1.6.50.
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Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî un = v + u
(
N0e

ıψn
)
, äå v = limn vn (ÿê i â Ëåìi 1.6.49).

Ç îãëÿäó íà Ëåìó 1.6.49, äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 1. çâîäèòüñÿ äî äåìîíñòðàöi¨

ñèëüíî¨ ñáiæíîñòi zn := uwn − un äî 0 â H1(D) ïðè n → ∞. Êîìáiíóþ÷è òi

ôàêòè, ùî u ¹ ðîçâ'ÿçêîì (1.6.3), un çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ −∆un = −∆v =

βu(1 − |u|2) (äèâ. Ëåìó 1.6.49), i wn ¹ ãàðìîíi÷íîþ ôóíêöi¹þ, çíàõîäèìî, ùî

ôóíêöiÿ zn ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i−∆zn = βu(wn − 1)(1− |u|2)− 2∇u · ∇wn in D

zn = 0 on S1
.

Òîäi, âíàñëiäîê Çàóâàæåííÿ 1.6.13, îòðèìó¹ìî, ùî zn → 0 â H1(D).

Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 2 çàçíà÷èìî, ùî îñêiëüêè wn ⇀ 1 ñëàáêî â H1 i

wn → 1 ñèëüíî â Lp ïðè n→∞, ∀p ∈ [1,∞) (p ≥ 1), i ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ

1., äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî, ïðè n→∞,∫
D
|∇(uwn)|2dx =

∫
D
|∇u|2dx+

∫
D
|∇wn|2dx+ o(1). (1.6.117)

Âiäïðàâíîþ òî÷êîþ â äîâåäåííi (1.6.117) ¹ òîòîæíiñòü

|∇(uwn)|2 = |u|2|∇wn|2 + |∇u|2|wn|2 + 2(u∇wn) · (wn∇u).

Îñêiëüêè ôóíêöi¨ wn ¹ ãàðìîíi÷íèìè i wn ⇀ 1 â H1 ïðè n → ∞, òî wn → 1

â C1
loc ïðè n → ∞. Ç iíøîãî áîêó |u(x)| → 1 ðiâíîìiðíî ïðè x → ∂D. Òàêèì

÷èíîì∫
|u|2|∇wn|2dx =

∫
|∇wn|2dx+ o(1) i

∫
|∇u|2|wn|2dx =

∫
|∇u|2dx+ o(1)

ïðè n → ∞. Íàñàìêiíåöü, îñêiëüêè uwn∇u → u∇u ñèëüíî â L2(D) i ∇wn ⇀ 0

ñëàáêî â L2(D), ìà¹ìî ∫
(u∇wn) · (wn∇u) dx = o(1)

ïðè n→∞. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ (1.6.117).
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Ùî ñòîñó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ 3., çàïèøåìî ðiâíiñòü∫
D
((uwn)×∇(uwn))·∇ζdx =

∫
D
(|u|2 − 1)(wn ×∇wn) · ∇ζdx

+

∫
D
(wn ×∇wn) · ∇ζdx+

∫
D
|wn|2(u×∇u) · ∇ζdx,

äàëi ìiðêó¹ìî ÿê â äîâåäåííi Ëåìè 1.6.50. �

Ïðÿìèì íàñëiäêîì ïîïåðåäíiõ äâîõ ëåì ¹ íàñòóïíèé ðóçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.6.53. Íåõàé (vn, ψn) � ïîñëiäîâíiñòü Ïàëå-Ñìåéëà äëÿ J ], i íåõàé

u∗n := vn + u
(
N0e

ıψn
)
. Òîäi, ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, iñíóþòü: êðèòè-

÷íà òî÷êà u ôóíêöiîíàëó Eβ â J , öiëå ÷èñëî K ≥ 0, òî÷êè a1(n), . . . , aK(n),

ôóíêöi¨ Baj(n), j ∈ {1, . . . K} i ñòàëà γ ∈ S1, òàêi ùî

|aj(n)| → 1 ïðè n→∞, ∀ j ∈ {1, . . . K}; (1.6.118)

u∗n − γu
K∏
j=1

Baj(n) → 0 ñèëüíî â H1(D) ïðè n→∞; (1.6.119)

Eβ(u∗n) = Eβ(u) +Kπ + cn, ç cn → 0 ïðè n→∞. (1.6.120)

Çîêðåìà, ìà¹ìî (ç c], ùî çàäà¹òüñÿ (1.6.107))

c] = Eβ(u) +Kπ. (1.6.121)

Äîâåäåííÿ. Ç Ëåìè 1.6.52 âèïëèâà¹, ùî ‖u∗n − uwn‖H1 → 0 ïðè n → ∞,

äå (wn) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè Ëåìè 1.6.50. Òåïåð çàëèøà¹òüñÿ òiëüêè çàñòîñóâàòè

Ëåìó 1.6.50 äî (wn). �

Íàñàìêiíåöü ïðèâåäåìî íàñòóïíèé íàñëiäîê àíàëiçó ïîñëiäîâíîñòåé Ïàëå-

Ñìåéëà.

Òåîðåìà 1.6.54. Íåõàé c], ùî çàäà¹òüñÿ (1.6.103), çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

c] < 2π. Ïðèïóñòèìî äîäàòêîâî, ùî

íå iñíó¹ ðîçâ'ÿçêiâ u ∈ J çàäà÷i (1.6.4), òàêèõ ùî Eβ(u) = c] − π. (1.6.122)

Òîäi Eβ ìà¹ êðèòè÷íó òî÷êó u ∈ J1. Êðiì òîãî, ôóíêöiîíàë Eβ çàäîâîëüíÿ¹

(PS)c óìîâi îïèñàíié â (1.6.33) äëÿ ðiâíÿ c = c].
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Âiäìiòèìî, ùî çãiäíî ç Çàóâàæåííÿì 1.6.42, óìîâà íà c] óçàãàëüíþ¹ óìîâó

(1.6.48).

Ç Òåîðåìè 3.2.6 i íàñòóïíîãî ðåçóëüòàòà âèïëèâà¹ Òåîðåìà 1.6.32 (i, ÿê îêðå-

ìèé âèïàäîê, Òåîðåìà 1.6.1).

Ëåìà 1.6.55. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.6.35). Íåõàé u � êðèòè-

÷íà òî÷êà Eβ â J i Eβ(u) < π. Òîäi u ¹ ïîñòiéíîþ ôóíêöi¹þ (òîáòî Eβ(u) = 0).

Äîâåäåííÿ. Ç ïðèïóùåííÿ (1.6.35) âèïëèâà¹, ùî êðèòè÷íi òî÷êè Eβ íàñïðàâäi ¹
ìiíiìiçàíòàìè Eβ âiäíîñíî âëàñíèõ êðàéîâèõ äàíèõ. Äàëi ìiðêó¹ìî ÿê â Êðîöi

1. äîâåäåííÿ Ëåìè 1.6.50. ßêùî u ¹ òàêèì ìiíiìiçàíòîì i Eβ(u) < π, òîäi iñíó¹

ñòàëà a > 0, òàêà ùî |u| ≥ a (Òâåðäæåííÿ 4. Ëåìè N.2). Òîäi ìîæíà çàïèñà-

òè u = ρeıϕ â D. Îñêiëüêè u ¹ êðèòè÷íîþ òî÷êîþ Eβ, òî âèêîíó¹òüñÿ (1.6.3).

Âèáåðåìî ζ = ϕ â (1.6.3) i çíàéäåìî, ùî ϕ ¹ êîíñòàíòíîþ. Òîäi ρ çàäîâîëüíÿ¹

−∆ρ = βρ(1− ρ2) â D (i ρ = 1 íà S1). Ïîìíîæèìî öå ðiâíÿííÿ íà ρ− 1 i ïðîií-

òåãðó¹ìî ïî D. Çà äîïîìîãîþ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî

ρ ≡ 1. �

Âèñíîâêè äî Ðîçäiëó 1

Ó Ðîçäiëi 1 âèâ÷åíî âàðiàöiéíi çàäà÷i äëÿ ñïðîùåíîãî ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-

Ëàíäàó ó êëàñi êîïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêöié iç çàäàíèìè îäèíè÷íèì ìîäóëåì i

ñòåïåíÿìè âiäîáðàæåííÿ íà êîìïîíåíòàõ ìåæi. Àíàëîãi÷íó çàäà÷ó ðîçãëÿíóòî

äëÿ ïîâíîãî ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó. Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè ðîçäiëó

¹

• Òåîðåìà 1.1.1 ïðî iñíóâàííÿ ñêií÷åííîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà

Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó áiëüøå ÿêîãî íå iñíóþòü ãëîáàëüíi ìiíiìiçàíòè ç çà-

äàíèìè îäèíè÷íèìè ñòåïåíÿìè âiäîáðàæåííÿ íà îáîõ êîìïîíåíòàõ ìåæi

äâîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi ç ¹ìíiñòþ áiëüøîþ π.
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• Òåîðåìà 1.2.1 (äèâ. òàêîæ Òåîðåìó 1.2.3) ïðî iñíóâàííÿ ëîêàëüíèõ ìiíiìi-

çàíòiâ ç âèõîðÿìè ñïðîùåíîãî ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó ç çàäàíèìè

ñòåïåíÿìè âiäîáðàæåííÿ íà ìåæi äâîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi.

• Òåîðåìà 1.3.1, ùî ïîâíiñòþ âèðiøó¹ ïèòàííÿ iñíóâàííÿ/íåiñíóâàííÿ ãëî-

áàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ ïîâíîãî ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó â îäíîçâ'ÿçíèõ

îáëàñòÿõ ç çàäàíèì ñòåïåíåì âiäîáðàæåííÿ íà ìåæi.

• Òåîðåìè 1.4.4 i 1.4.1 ïðî iñíóâàííÿ/íåiñíóâàííÿ i ñiíãóëÿðíó ïîâåäiíêó ãëî-
áàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ ïîâíîãî ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó â äâîçâ'ÿçíèõ

îáëàñòÿõ ç çàäàíèìè îäèíè÷íèì i íóëüîâèì ñòåïåíåìè âiäîáðàæåííÿ íà

êîìïîíåíòàõ ìåæi.

• Òåîðåìà 1.5.2 ïðî iñíóâàííÿ ëîêàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ ç âèõîðÿìè ïîâíîãî

ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó ç çàäàíèìè ñòåïåíÿìè âiäîáðàæåííÿ íà ìå-

æi äâîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi.

• Òåîðåìè 1.6.1 i 1.6.32 ïðî iñíóâàííÿ êðèòè÷íèõ òî÷îê ñïðîùåíîãî ôóíêöiî-
íàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó â îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ ç çàäàíèì îäèíè÷íèì ñòå-

ïåíåì âiäîáðàæåííÿ íà ìåæi, à òàêîæ Òåîðåìà 1.6.53, ùî îïèñó¹ ñòðóêòóðó

ïîñëiäîâíîñòåé Ïàëå-Ñìåéëà.



Ðîçäië 2

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÍÈÉ ÀÍÀËIÇ ÑÈÍÃÓËßÐÍÎ

ÇÁÓÐÅÍÈÕ ÅËIÏÒÈ×ÍÈÕ ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÈÕ ÇÀÄÀ×

Öåé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ ñïåêòðàëüíèõ àñèìïòîòèê äëÿ ñèíãóëÿð-

íî çáóðåíèõ åëiïòè÷íèõ îïåðàòîðiâ âèãëÿäó Lεu = ε2aij ∂2u
∂xi∂xj

+ εbj ∂u∂xj + cu àáî

Lεu = εaij ∂2u
∂xi∂xj

+ bj ∂u∂xj + cu (äå ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð) ç êðàéîâèìè óìî-

âàìè Äiðiõëå, Íåéìàíà i Ôóð'¹ (Ðîáåíà). Ðîçãëÿäàþòüñÿ âèïàäêè, êîëè êîåôi-

öi¹íòè ¹ ëîêàëüíî ïåðiîäè÷íèìè øâèäêî îñöèëþþ÷èìè ôóíêöiÿìè, íàïðèêëàä

bj = bj(x, x/ε) (i bj = bj(x, x/εα), α > 0), àáî ïëàâíî çìiíþþòüñÿ (ó âèïàäêó

çàäà÷i Íåéìàíà). Îñíîâíà ÷àñòèíà ðåçóëüòàòiâ ñòîñó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïî-

âåäiíêè ïåðøîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ λε i ïåðøî¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨ uε, öþ ïàðó

íàçèâàþòü îñíîâíîì ñòàíîì, ïðîòå â Ïiäðîçäiëi 2.3 âèâ÷åíî àñèìòîòèêè âñiõ

âëàñíèõ çíà÷åíü íà ìåæi ñïåêòðó äëÿ çàäà÷i ó òîíêîìó öèëiíäði.

Îñíîâíi ñòàíè âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü â äîñëiäæåííi àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâå-

äiíêè çà âåëèêèì ÷àñîì âiäïîâiäíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷.

Ïåðøå âëàñíå çíà÷åííÿ õàðàêòåðèçó¹ åêñïîíåöiàëüíå çàòóõàííÿ àáî çðîñòàííÿ

òèïè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó, êîëè t → ∞, à âiäïîâiäíà âëàñíà ôóíêöiÿ îïèñó¹ ãðà-

íè÷íó ôîðìó íîðìàëiçîâàíîãî ðîçâ'ÿçêó. Êðiì òîãî, îñêiëüêè çàçâè÷àé ïåðøà

âëàñíà ôóíêöiÿ ìà¹ ñèíãóëÿðíó ïîâåäiíêó, êîëè ε→ 0, äëÿ ïðèêëàäíèõ ïèòàíü

âàæëèâî çíàòè ìíîæèíó òî÷îê êîíöåíòðàöi¨ ôóíêöi¨ uε, òàê çâàíèõ ãîðÿ÷èõ òî-

÷îê. Öÿ ìíîæèíà òî÷îê êîöåíòðàöi¨ ìîæå ñêëàäàòèñÿ ç îäíi¹¨ àáî êiëüêîõ òî÷îê,

ïîâåðõíi ïîçèòèâíî¨ êîðîçìiðíîñòi, àáî ìàòè áiëüø ñêëàäíó ñòðóêòóðó. Öiêàâå

îáãîâîðåííÿ ãîðÿ÷èõ òî÷îê ìîæíà çíàéòè â [170].
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Êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ åëiïòè÷íèõ îïåðàòîðiâ äîñòàòíüî

àêòèâíî âèâ÷àëèñü â ìèíóëîìó. Âàæëèâèì âêëàäîì â öþ òåìàòèêó çðîáëåíî

â êëàñè÷íié ðîáîòi [199] äå âèâ÷åíî ñèíãóëÿðíî çáóðåíi îïåðàòîðè ç ãëàäêèìè

íåîñöèëþþ÷èìè êîåôiöi¹íòàìè â ïðèïóùåííi, ùî äëÿ ε = 0 çàäà÷à çàëèøà¹òüñÿ

(â ïåâíîìó ñåíñi) êîðåêòíî ïîñòàâëåíîþ.

Çàäà÷ó Äiðiõëå äëÿ îïåðàòîðà êîíâåêöi¨-äèôóçi¨ ç ìàëîþ äèôóçi¹þ i çîâíi-

øíüî ñïðÿìîâàíîþ íà ìåæi êîâåêöi¹þ âèâ÷åíî â [88]. Ïiäõiä ðîçâèíåíèé â öié

ðîáîòi ñïèðà¹òüñÿ íà òåîðiþ âåëèêèõ âiäõèëåíü äëÿ äèôóçiéíîãî ïðîöåñó, ÿêèé

¹ ðîçâ'ÿçêîì âiäïîâiäíîãî ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ. Éìîâið-

íiñíà iíòåðïðåòàöiÿ ðîâ'ÿçêiâ i çãàäàíèé âèùå ïðèíöèï âåëèêèõ âiäõèëåíü áóëè

òàêîæ âèêîðèñòàíi â ðîáîòàõ [118], [119], [80], äå âèâ÷åíî àñèìòîòèêó ïåðøîãî

âëàñíîãî çíà÷åííÿ çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ îïåðàòîðiâ, ïðîòå

àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó âiäïîâiäíî¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨ íå îïèñàíî.

Iñíó¹ äâà ïiäõîäè äî âèâ÷åííÿ ëîãàðèôìi÷íèõ àñèìïòîòèê ïåðøî¨ âëàñíî¨

ôóíêöi¨ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ îïåðàòîðiâ äðóãîãî ïîðÿäêó. Îäèí ç íèõ ñïèðà-

¹òüñÿ íà çãàäàíó âèùå òåîðiþ âåëèêèõ âiäõèëåíü äëÿ äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ ç

ìàëèìè êîåôiöi¹íòàìè äèôóçi¨. Öåé ìåòîä âèêîðèñòàíî â [161] äëÿ äîñëiäæåííÿ

îïåðàòîðiâ ç ïëàâíî çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè íà êîìïàêòíèõ ðiìàíîâèõ ìíîãî-

âèäàõ.

Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âèêîðèñòàíî iíøèé (äåòåðìiíiñòè÷íèé) ïiäõiä, ùî áà-

çó¹òüñÿ íà ìåòîäàõ â'ÿçêiñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Â êîíòåêñòi ëiíiéíèõ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ðiâÿíü

öi ìåòîäè áóëè âïåðøå çàñòîñîâàíi â ðîáîòi [84], i çãîäîì òàêîæ â ðîáîòàõ [22],

[105], [158], [62], [63] òà iíøèõ (äèâ. òàêîæ îãëÿä â [21]).

Ó âèïàäêó, êîëè êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ íå çàëåæàòü âiä ïîâiëüíî¨ çìiííî¨ ïè-

òàííÿ óñåðåäíåííÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ íåñàìîñïðÿæåíèõ çàäà÷ âèâ÷àëèñü â

êiëüêîõ ðîáîòàõ. Ñïåêòðàëüíi çàäà÷i äëÿ îïåðàòîðiâ ç ïåðiîäè÷íèìè êîåôiöi¹í-

òàìè áóëî ðîçãëÿíóòî â [59], äå áóëî âèêîðèñòàíî ïðèíöèï ôàêòîðèçàöi¨. Ïîäi-

áíi ðåçóëüòàòè ïðî ïåðiîäè÷íå óñåðåäíåííÿ äëÿ ñëàáêî ïîâ'ÿçàíèõ ñèñòåì áóëî
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îòðèìàíî â [7], [60]. Ñëàáêî çâ'ÿçàíi ñèñòåìè ç ñòàòèñòè÷íî îäíîðiäíèìè îñöè-

ëþþ÷èìè êîåôiöi¹íòàìè áóëî ðîçãëÿíóòî â ðîáîòi [18].

Â Ïiäðîçäiëi 2.1 âèâ÷à¹òüñÿ çàäà÷à Äiðiõëå ç ëîêàëüíî ïåðiîäè÷íèìè îñöiëþ-

þ÷èìè êîåôiöi¹íòàìè, ïðè÷îìó ðîçãëÿíóòî âèïàäêè ðiçíèõ ìàñøòàáíèõ ñïiââiä-

íîøåíü ìiæ ïàðàìåòðîì çáóðåííÿ ε i ïåðiîäîì. Äîâåäåíî çàãàëüíèé ðåçóëüòàò

ïðî óñåðåäíåííÿ äëÿ îñíîâíèõ ñòàíiâ: ïîêàçàíî, ùî àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà λε i

Wε := −ε log uε ó ãîëîâíîìó ÷ëåíi ðîçâèíåíü îïèñó¹òüñÿ àäèòèâíîþ çàäà÷åþ íà

âëàñíi çíà÷åííÿ (2.1.4)�(2.1.5) äëÿ åôåêòèâíîãî ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà-ßêîái. Âè-

âåäåííÿ åôåêòèâíî¨ ïðîáëåìè (2.1.4)�(2.1.5) áàçó¹òüñÿ íà iäå¨ ìåòîäó çáóðåíèõ

òåñòîâèõ ôóíêöi¨, ùî áóëî çàïðîïîíîâàíî â [81]. Ïðè öüîìó îñíîâíà ñêëàäíiñòü

i íîâèçíà ïîëÿãà¹ â ãðàíè÷íîìó ïåðåõîäi â êðàéîâié óìîâi.

Çàçíà÷èìî, ùî àäèòèâíå âëàñíå çíà÷åííÿ â åôåêòèâíié çàäà÷i ¹ ¹äèíèì, ùî

íå ¹ ñïðàâåäëèâèì äëÿ âëàñíèõ ôóíêöié. Òî÷íiøå íå¹äèíiñòü âèíèêà¹, êîëè òàê

çâàíà ìíîæèíè Îáði, ÿêà çàäà¹ (ïðèõîâàíó) ìåæó äëÿ åôåêòèâíî¨ çàäà÷i, íå

¹ çâ'ÿçíîþ. Ó öüîìó âèïàäêó âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî ñåëåêöiþ âëàñíî¨ ôóíêöi¨

åôåêòèâíî¨ çàäà÷i, ùî âiäïîâiäà¹ ãðàíèöi ôóíêöié Wε. Çà ïðèïóùåííÿìè, ùî

êîåôiöi¹íò c(x, y) â ðiâíÿííi ¹ íóëüîâèì i àäèòèâíå âëàñíå çíà÷åííÿ òåæ äîðiâ-

íþ¹ íóëþ, à ìíîæèíà Îáði ñêëàäà¹òüñÿ òiëüêè ç ãiïåðáîëi÷íèõ íåðóõîìèõ òî÷îê

åôåêòèâíîãî çíåñåííÿ, â Ïiäðîçäiëàõ 2.1.6, 2.1.7 ïîáóäîâàíî óòî÷íåíi àñèìòî-

òèêè âëàñíèõ çíà÷åíü i çíàéäåíî àëãîðèòì ñåëåêöi¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨ åôåêòèâíî¨

çàäà÷i. Äëÿ öüîãî çàñòîñîâàíî ëîêàëüíèé àíàëiç íà ìàñøòàái
√
ε, ùî âåäå äî

ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ äëÿ îïåðàòîðà Îðøòåéíà-Óëåíáåêà ó âñüîìó ïðîñòîði, ïðè

öüîìó îñíîâíà òðóäíiñòü ïîâ'ÿçàíà ç iäåíòèôiêàöi¹þ óìîâ íà íåñêií÷åííîñòi.

Öþ ñõåìó çàñòîñîâàíî òàêîæ äëÿ ðiâíÿíü ç ìîëîäøèìè ÷ëåíàìè îäíîãî ïîðÿä-

êó, êîëè Lεu = εaij(x, xε )
∂2u

∂xi∂xj
+ bj(x, xε )

∂u
∂xj

+ c(x, xε )u, i â ïðèïóùåííi, ùî ìíî-

æèíà Îáði âiäïîâiäíî¨ åôåêòèâíî¨ çàäà÷i ìîæå ìiñòèòè ÿê íåðóõîìi òî÷êè òàê

i ãðàíè÷íi öèêëè äiíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ïîðîäæåíî¨ åôåêòèâíèì çíåñåííÿì. Äëÿ

àñèìïòîòè÷íîãî àíàëiçó ðîçâ'ÿçêiâ ëîêàëiçîâàíèõ íà ãðàíè÷íèõ öèêëàõ çàñòî-

ñîâàíî àíàëiç â ðóõîìèõ êîîðäiíàòàõ, ùî âåäå äî ïàðàáîëi÷íèõ ñïåêòðàëüíèõ
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çàäà÷.

Ó Ïiäðîçäiëi 2.2 âèâ÷åíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïåðøîãî âëàñíîãî çíà÷åí-

íÿ i âiäïîâiäíî¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨ îïåðàòîðà Lεu = εaij(x) ∂2u
∂xi∂xj

+ bj(x) ∂u∂xj + c(x)u

ç ãðàíè÷íîþ óìîâîþ Íåéìàíà íà ìåæi. Öþ çàäà÷ó äîñëiäæåíî ó ïðèïóùåííi,

ùî êîåôiöi¹íòè ¹ ïëàâàíî çìiííèìè ôóíêöiÿìè, ùîá óíèêíóòè (íåðîçâ'ÿçíî¨ íà

ñüîãîäíiøíié äåíü) ïðîáëåìè íåóçãîäæåíîñòi ïåðiîäó çàäà÷i ç ìåæåþ (äèâ., íà-

ïðèêëàä, [57]). Ó âèïàäêó óìîâè Íåéìàíà íà ìåæi òèïîâîþ ¹ ñèòóàöiÿ, êîëè

ìíîæèíà Îáði ìà¹ êîìïíîíåíòè íà ìåæi îáëàñòi, ùî ïîòðåáó¹ ðîçâèíåííÿ ií-

øî¨ òåõíiêè àñèìïòîòè÷íîãî àíàëiçó íiæ óñåðåäíåííÿ íà ïðîìiæíîìó ìàñøòàái

çàñòîñîâàíîãî äëÿ âíóòðiøíiõ êîìïîíåíò ìíîæèíè Îáði.

Íàñàìêiíåöü, ó Ïiäðîçäiëi 2.3 äîñëiäæó¹òüÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíà çàäà÷à ç ëî-

êàëüíî ïåðiîäè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè ó òîíêîìó öèëiíäði ç óìîâîþ Íåéìàíà íà

ái÷íié ïîâåðõíi i Ôóð'¹ íà îñíîâàõ. Â öié çàäà÷i ïðèñóòíi òðè âèäè çáóðåííÿ:

ñèíãóëÿðíå çáóðåííÿ ðiâíÿííÿ ìàëèìè ìíîæíèêàìè ïåðåä ÷ëåíàìè ç ïîõiäíèìè

(â ðiâíÿííi i óìîâi Ôóð'¹), îñöiëÿöi¨ êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ, i ìàëà òîâùèíà öè-

ëiíäðó. Ïðîòå ÷åðåç ìàëó òîâùèíó öèëiíäðà âiäáóâà¹òüñÿ àñèìòîòè÷íà ðåäóêöiÿ

äî îäíîâèìiðíî¨ çàäà÷i, i öå äîçâîëÿ¹, çà ïåâíèõ ïðèïóùåíü, îòðèìàòè äâî÷ëåí-

íi àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè íå òiëüêè äëÿ ïåðøîãî à i äëÿ íàñòóïíèõ âëàñíèõ

çíà÷åíü.

Äîâåäåííÿ äåÿêèõ äîïîìiæíèõ i äîäàòêîâèõ ðåçóëüòàòiâ öüîãî ðîçäiëó íàâå-

äåíî â Äîäàòêàõ D�H.

2.1 Çàäà÷à Äiðiõëå

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíi åëiïòè÷íi îïåðàòîðè âè-

ãëÿäó

Lεu = ε2aij(x, x/εα)
∂2u

∂xi∂xj
+ εbj(x, x/εα)

∂u

∂xj
+ c(x, x/εα)u (2.1.1)
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ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ε > 0. Âèâ÷à¹òüñÿ ñïåêòðàëüíà çàäà÷à Äiðiõëå â ãëàäêié

îáìåæåíié îáëàñòi Ω ⊂ RN :

Lεu = λu â Ω, u = 0 íà ∂Ω. (2.1.2)

Â (2.1.1) α > 0 ¹ ôiêñîâàíèì ïàðàìåòðîì, à êîåôiöi¹íòè aij(x, y), bj(x, y) i c(x, y)

� äîñòàòíüî ðåãóëÿðíi ôóíêöi¨, ïåðiîäè÷íi çà çìiííîþ y, êðiì òîãî aij(x, y) çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâó ðiâíîìiðíî¨ åëiïòè÷íîñòi. Çàçíà÷èìî, ùî â âiäïîâiäíié ìîäåëi

êîíâåêöi¨-äèôóçi¨ ïàðàìåòð ε âiäïîâiäà¹ õàðàêòåðíîìó âiäíîøåííþ ìiæ êîåô-

ôiöi¹íòàìè äèôóçi¨ i êîíâåêöi¨, à εα îïèñó¹ ïåðiîä ìiêðîñòðóêòóðè.

Äîáðå âiäîìî, ùî îïåðàòîð Lε ìà¹ äèñêðåòíèé ñïåêòð, i ïåðøå âëàñíå çíà÷å-
ííÿ λε âëàñíå çíà÷åííÿ ç íàéáiëüøîþ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ) ¹ ïðîñòèì i äiéñíèì;

âiäïîâiäíà âëàñíà ôóíêöiÿ uε çáåðiãà¹ çíàê, òîáòî ìîæíà ââàæàòè, ùî uε > 0 â

Ω. Îñíîâíîþ çàäà÷åþ ¹ äîñëiäæåííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè λε i uε ïðè ε→ 0.

Îñêiëüêè uε > 0 â Ω ìîæíà ïðåäñòàâèòè uε ÿê uε(x) = e−Wε(x)/ε, òîäi Wε

çàäîâîëüíÿ¹

− εaij(x, x/εα)
∂2Wε

∂xi∂xj
+H(∇Wε, x, x/ε

α) = λε (2.1.3)

ç H(p, x, y) = aij(x, y)pipj − bj(x, y)pj + c(x, y), i êðàéîâà óìîâà Äiðiõëå äëÿ uε

ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íàWε = +∞ íà ∂Ω. Êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäîì çáóðåíèõ òåñòîâèõ

ôóíêöié, ìîæíà ïåðåéòè äî ãðàíèöi â (2.1.3), â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ

Ãàìiëüòîíà-ßêîái âèãëÿäó

H(∇W (x), x) = λ â Ω. (2.1.4)

ç åôåêòèâíèì ãàìiëüòîíiàíîì H(p, x) ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç ðîçâ'ÿçêè äå-

ÿêèõ êîìiðêîâèõ çàäà÷ (ðiçíîãî òèïó äëÿ α > 1, α = 1 àáî 0 < α < 1). Â

ãðàíè÷íîìó ïåðåõîäi ε → 0 êðàéîâà óìîâà Wε = +∞ íà ∂Ω ç âðàõóâàííÿì

(2.1.3) ïðèçâîäèòü äî íàñòóïíî¨ êðàéîâî¨ óìîâè:

H(∇W (x), x) ≥ λ íà ∂Ω. (2.1.5)
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Òàêà óìîâà âiäîìà â ëiòåðàòóði [191], [61] ÿê ôàçîâå îáìåæåííÿ (state constraint

boundary condition). ßê ðiâíÿííÿ (2.1.4) òàê i êðàéîâà óìîâà (2.1.5) ðîçóìiþòüñÿ

ó â'ÿçêiñíîìó ñåíñi.1

Íàãàäà¹ìî, ùî íåïåðåðâíà â Ω ôóíêöiÿ W ¹ â'ÿçêiñíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

(2.1.4) ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ Ω i äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ϕ êëàñó C∞ , òàêî¨

ùî W − ϕ ìà¹ ìàêñèìóì (ìiíiìóì) â x âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

H(∇ϕ(x), x) ≤ λ (H(∇ϕ(x), x) ≥ λ).

Ôóíêöiÿ W ∈ C(Ω) çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâó óìîâó (2.1.5) ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî-

÷êè x ∈ ∂Ω i äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ϕ êëàñó C∞, òàêî¨ ùî ìiíiìóì W − ϕ ïî Ω

äîñÿãà¹òüñÿ â òî÷öi x, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

H(∇ϕ(x), x) ≥ λ.

Ðiâíÿííÿ òèïó (2.1.3) äîáðå âèâ÷åíi â ëiòåðàòóði. Ìîæíà çíàéòè êîðîòêèé

îãëÿä ñòàíó äîñëiäæåíü â [133], [121] i â áiëüø â íåäàâíiõ ðîáîòàõ [58], [17] (à

òàêîæ â ïîñèëàííÿõ ç öèõ ðîáiò). Äëÿ âèâåäåííÿ åôåêòèâíî¨ ïðîáëåìè (2.1.4)-

(2.1.5) çàñòîñîâàíî ìåòîä çáóðåíèõ òåñòîâèõ ôóíêöi¨ (äèâ., íàïðèêëàä, [81]). Ïðè

öüîìó îñíîâíà ñêëàäíiñòü i íîâèçíà ïîëÿãà¹ â ãðàíè÷íîìó ïåðåõîäi â êðàéîâié

óìîâi.

Çàäà÷à (2.1.4)�(2.1.5) íàçèâà¹òüñÿ àäèòèâíîþ çàäà÷åþ íà âëàñíi çíà÷åííÿ.

Ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i áóëî âïåðøå äîâåäåíî â [132] â ïåðiîäè÷íié ïîñòàíîâöi, íå-

äàâíi ðåçóëüòàòè íàâåäåíî, íàïðèêëàä, â [106] à òàêîæ â [76], äå ðîçãëÿíóòî

ñòàöiîíàðíi åðãîäè÷íi ãàìiëüòîíiàíè. Iñíó¹ ¹äèíå àäèòèâíå âëàñíå çíà÷åííÿ λ

çàäà÷i (2.1.4)�(2.1.5) ìiæ òèì âëàñíà ôóíêöiÿ W íå çàâæäè ¹ ¹äèíîþ (ç òî-

÷íiñòþ äî àäèòèâíî¨ ñòàëî¨). Öå ïèòàííÿ íå¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó òiñíî ïîâ'ÿçàíå

çi ñòðóêòóðîþ òàê çâàíî¨ ìíîæèíè Îáði åôåêòèâíîãî ãàìiëüòîíiàíà, ÿêà âiäi-

ãðà¹ ðîëü ïðèõîâàíî¨ ìåæi äëÿ çàäà÷i (2.1.4)�(2.1.5). ßêùî ìíîæèíè Îáði íå ¹
1 Âñþäè â ïîäàëüøîìó àïåëþ¹÷è äî óìîâè (2.1.5) áóäåìî âèìàãàòè íåïåðåðâíiñòü ðîçâ'ÿçêó â Ω (àæ äî

ìåæi) i âèêîíàííÿ (2.1.5) ó â'ÿçêiñíîìó ñåíñi, ùî ¹ áiëüø æîðñòêîþ óìîâîþ íiæ ïîòî÷êîâà íåðiâíiñòü â (2.1.5).

Îñòàíí¹ äîñèòü ÷àñòî ¹ äæåðåëîì íåïîðîçóìiííÿ.
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çâ'ÿçíîþ, òîäi çàäà÷à (2.1.4)�(2.1.5) ìà¹ áàãàòî (êîíòèíóóì) ðîçâ'ÿçêiâ. Ç iíøîãî

áîêó, äëÿ êîæíîãî ε > 0 âëàñíà ôóíêöiÿ uε ¹ ¹äèíîþ (ç òî÷íiñòþ äî íîðìàëi-

çàöi¨), òîäi âèíèêà¹ íàòóðàëüíå ïèòàííÿ ñåëåêöi¨ ðîçâ'ÿçêó (2.1.4)�(2.1.5) ÿêèé

âiäïîâiäà¹ ãðàíèöi Wε = −ε log uε ïðè ε → 0. Öÿ çàäà÷à âèâ÷à¹òüñÿ â Ïiäðîç-

äiëàõ 2.1.6, 2.1.7 ó îêðåìîìó âèïàäêó îïåðàòîðà (2.1.1) ç c(x, y) = 0, α ≥ 1.

Ñëiäóþ÷è [160] ââîäèòüñÿ åôåêòèâíå ïîëå çíåñåííÿ (êîíâåêöi¨) i äåòàëüíî âè-

â÷à¹òüñÿ âèïàäîê êîëè åôåêòèâíå ïîëå çíåñåííÿ ïîðîäæó¹ äiíàìi÷íó ñèñòåìó çi

ñêií÷åíèì ÷èñëîì ãiïåðáîëi÷íèõ íåðóõîìèõ òî÷îê â Ω, i ìíîæèíà Îáði ñïiâïà-

äà¹ ç öi¹þ êîëåêöi¹þ òî÷îê (çàçíà÷èìî, ùî êîæíà íåðóõîìà òî÷êà íàëåæèòü äî

ìíîæèíè Îáði). Òîäi λε ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè ε→ 0, i λε/ε ìà¹ ñêií÷åíó ãðàíèöþ,

ÿêó ìîæíà âèçíà÷èòè ÷åðåç âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà â

RN (îñòàííié îïåðàòîð âèíèêà¹ â ëîêàëüíîìó àíàëiçi (2.1.1) íà ìàñøòàái
√
ε

â îêîëi çãàäàíèõ íåðóõîìèõ òî÷îê). Öå, â ñâîþ ÷åðãó, óìîæëèâëþ¹ ñåëåêöiþ

àäèòèâíî¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨, ùî âiäïîâiäà¹ limε→0Wε.

2.1.1 Åôåêòèâíà çàäà÷à i òåîðåìà ïðî óñåðåäíåííÿ

Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî îáëàñòü Ω i êîåôiöi¹íòè aij(x, y), bj(x, y), c(x, y) çàäî-

âîëüíÿþòü íàñòóïíi óìîâè: Ω � çâ'ÿçíà îáìåæåíà îáëàñòü â RN) ç ìåæåþ ∂Ω

êëàñó C2; aij(x, y), bj(x, y), c(x, y) ∈ C1(Ω × RN) � Y -ïåðiîäè÷íi çà çìiííîþ y

ôóíêöi¨, äå Y = (0, 1)N ; ìàòðèöÿ (aij)i,j=1,N ¹ ðiâíîìiðíî äîäàòíî âèçíà÷åíîþ,

aij(x, y)ζiζj ≥ m|ζ|2 > 0 ∀ζ 6= 0, (2.1.6)

i aij = aji.

Ïåðøó âëàñíó ôóíêöiþ uε îïåðàòîðà (2.1.1) ìîæíà íîðìàëiçóâàòè òàê, ùî

1 = max
Ω

uε (uε > 0 â Ω), (2.1.7)

òîäi ¨¨ ìàñøòàáîâàíå ëîãàðèôìi÷íå ïåðåòâîðåííÿ

Wε := −ε log uε
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¹ íåâiä'¹ìíîþ ôóíêöi¹þ, i Wε = 0 â òî÷êàõ ìàêñèìóìó uε.

Àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó λε i Wε îïèñó¹ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.1.1. Âëàñíi çíà÷åííÿ λε çáiãàþòüñÿ ïðè ε → 0 äî ãðàíèöi λ, ùî

¹ ¹äèíèì äiéñíèì ÷èñëîì äëÿ ÿêîãî çàäà÷à (2.1.4), (2.1.5) ìà¹ íåïåðåðâíèé

â'ÿçêiñíèé ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöi¨Wε çáiãàþòüñÿ (ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi)

äî ãðàíèöi W ðiâíîìiðíî íà êîìïàêòàõ â Ω (äèâ. Çàóâàæåííÿ 2.1.2 íèæ÷å), i

êîæíà ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ W , ïðîäîâæåíà çà íåïåðåðâíiñòþ íà Ω, ¹ â'ÿçêiñíèì

ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.1.4), (2.1.5).

Åôåêòèâíèé ãàìiëüòîíiàí H(p, x) â (2.1.4) çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèìè ôîðìó-

ëàìè (çàëåæíî âiä ïàðàìåòðó α).

(i) ßêùî α > 1 òîäi

H(p, x) =

∫
Y

H(p, x, y)ϑ(y) dy (2.1.8)

äå

H(p, x, y) = aij(x, y)pipj − bj(x, y)pj + c(x, y),

i ϑ(y) ¹ ¹äèíèì Y−ïåðiîäè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ ∂2

∂yi∂yj
(aij(x, y)ϑ) = 0, íîð-

ìàëiçîâàíèì ðiâíiñòþ
∫
Y ϑ(y) dy = 1.

(ii) ßêùî α = 1 òîäi H(p, x) ¹ ïåðøèì âëàñíèì çíà÷åííÿì (âëàñíèì çíà÷åí-

íÿì ç ìàêñèìàëüíîþ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ) çàäà÷i

aij(x, y)
∂2ϑ

∂yi∂yj
+ (bj(x, y)− 2aij(x, y)pi)

∂ϑ

∂yj
+H(p, x, y)ϑ = H(p, x)ϑ,

ϑ(y) ¹ Y -ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ.

(2.1.9)

Çãiäíî ç Òåîðåìîþ Êðåéíà-Ðóòìàíà H(p, x) ¹ äiéñíèì ÷èñëîì.

(iii) ßêùî 0 < α < 1 òîäi H(p, x) ¹ ¹äèíèì ÷èñëîì, òàêèì ùî çàäà÷à

H(p+∇ϑ(y), x, y) = H(p, x) (2.1.10)

ìà¹ Y−ïåðiîäè÷íèé â'ÿçêiñíèé ðîçâ'ÿçîê ϑ(y); òóò p ∈ RN i x ∈ Ω ¹ ïàðàìå-

òðàìè.
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Çàóâàæåííÿ 2.1.2. Õî÷à äëÿ êîæíîãî ε > 0 ôóíêöiÿ Wε(x) ïðÿìó¹ äî +∞
êîëè x íàáëèæà¹òüñÿ äî ìåæi ∂Ω, ìîæíà ïîêàçàòè (äèâ. Ëåìó 2.1.10 â Ïiäðîç-

äiëi 2.1.4), ùî äëÿ êîæíîãî β > 0 iñíó¹ ñòàëà Cβ, ùî íå çàëåæèòü âiä ε, òàêà

ùî

|Wε(x)−Wε(z)| ≤ Cβ|x− z|,

∀x, z ∈ Ω ç min{dist(x, ∂Ω), dist(z, ∂Ω)} ≥ βε. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî, ç òî÷íiñòþ

äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, ôóíêöi¨ Wε çáiãàþòüñÿ â Ω äî íåïåðåðâíî¨ çà Ëiïøèöåì

ôóíêöi¨. Öÿ îñòàííÿ ôóíêöiÿ äîïóñêà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ íà Ω.

Çàçíà÷èìî, ùî åôåêòèâíèé ãàìiëüòîíiàí H(p, x) ¹ íåïåðåðâíèì â RN × Ω,

îïóêëèì çà p i êîåðöèòèâíèì, áiëüø òîãî H(p, x) ≥ m1|p|2 − C, m1 > 0. Òåîðiÿ

â'ÿçêiñíèé ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ òàêèõ ãàìiëüòîíiàíiâ ¹ äîáðå ðîçâèíåíîþ. Ñëiäóþ÷è

[61], [106] i [148], íèæ÷å íàâåäåíî ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (2.1.4)�

(2.1.5).

Çàïèøåìî çàäà÷ó (2.1.4)�(2.1.5) ó âèãëÿäi

H(∇W (x), x) ≤ λ â Ω (2.1.11)

H(∇W (x), x) ≥ λ â Ω, (2.1.12)

òîáòî (2.1.11) âèìàãà¹ ùîá ôóíêöiÿ W â'ÿçêiñíèì ñóá-ðîçâ'ÿçêîì â Ω, à (2.1.12)

âèìàãà¹ ùîá W áóëà â'ÿçêiñíèì ñóïåð-ðîçâ'ÿçêîì â Ω. Âiäîìî, ùî iñíó¹ ¹äè-

íå ÷èñëî λ = λH (àäèòèâíå âëàñíå çíà÷åííÿ), äëÿ ÿêîãî (2.1.4)-(2.1.5) ìà¹

ðîçâ'ÿçîê. Äëÿ çðó÷íîñòi ÷èòà÷à íèæ÷å ñôîðìóëüîâàíî ïåðøå òâåðäæåííÿ Òå-

îðåìè VIII.1 ç [61].

Òåîðåìà 2.1.3 (äèâ. [61]). Íåõàé H(p, x) � íåïåðåðâíèé ãàìiëüòîíiàí â RN×Ω,

i H(p, x)→∞ ïðè |p| → ∞, ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈ Ω. Òîäi iñíó¹ ¹äèíå ÷èñëî

λ = λH , òàêå ùî çàäà÷à (2.1.11)�(2.1.12) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê.

Çãiäíî ç [148, Ðîçäië 3] ÷èñëî λH õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

λH = inf{λ; (2.1.11) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê W ∈ C(Ω)}. (2.1.13)
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Òàêîæ öå ÷èñëî âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëó äi¨ (äèâ.

[61, Òåîðåìà X.1, Òâåðäæåííÿ (3)]),

λH = − lim
t→∞

1

t
inf

∫ t

0

L(η̇, η) dτ,

äå iíôiìóì áåðåòüñÿ ñåðåä àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ êðèâèõ η : [0, t]→ Ω, i L(v, x)

¹ ïåðåòâîðåííÿì Ëåæàíäðà H(p, x),

L(v, x) = max{v · p−H(p, x)}.

Âèçíà÷èìî òåïåð ôóíêöiþ âiäñòàíi

dH−λH(x, y) = sup{W (x)−W (y); W ∈ C(Ω) ¹ ðîçâ'ÿçêîì (2.1.11) äëÿ λ = λH}.
(2.1.14)

Âiäîìî (äèâ. , íàïðèêëàä, [106, Òåîðåìà 1.4]), ùî dH−λH(x, x) = 0, dH−λH(x, y) ¹

íåïåðåðâíîþ çà Ëiïøèöåì, dH−λH(x, y) ≤ dH−λH(x, z) + dH−λH(z, y). Êðiì òîãî,

äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y ∈ Ω ôóíêöiÿ dH−λH(x, y) ¹ ðîçâ'ÿçîêîì (2.1.11) äëÿ λ = λH

i, çãiäíî ç [106, Ëåìà 6.3], H(∇xdH−λH(x, y), x) ≥ λH â Ω \ {y}. ×èñëî λH ¹

òàêèì, ùî ìíîæèíà Îáði AH−λH ,

AH−λH = {y ∈ Ω; dH−λH(x, y) is a solution of (2.1.12) for λ = λH}, (2.1.15)

¹ íåïóñòîþ, äèâ. [148, Òâåðäæåííÿ 6.4]. Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî çãiäíî ç [106,

Òâåðäæåííÿ 1.6], ôóíêöiÿ âiäñòàíi dH−λH(x, y) ìà¹ ïðåäñòàâëåííÿ

dH−λH(x, y) = inf
{∫ t

0

(L(η̇, η) + λH)dτ ; η(0) = y, η(t) = x, t > 0
}
, (2.1.16)

i ìíîæèíó Îáði ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè íàñòóïíèì ÷èíîì

y ∈ AH−λH ⇐⇒ sup
δ>0

inf
{∫ t

0

(L(η̇, η) + λH) dτ ; η(0) = η(t) = y, t > δ
}

= 0.

(2.1.17)

Iíôiìóìè â (2.1.16) i (2.1.17) áåðóòüñÿ ñåðåä àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ êðèâèõ η :

[0, t]→ Ω. Îñêiëüêè äîâåäåííÿ (2.1.17) íå áóëî çíàéäåíî â iñíóþ÷ié ëiòåðàòóði,

éîãî íàâåäåíî â Äîäàòêó A.
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Âíàñëiäîê îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ âiäñòàíi dH−λH(x, y), êîæåí ðîçâ'ÿçîê W çà-

äà÷i (2.1.4)�(2.1.5) çàäàîâîëüíÿ¹ W (x) − W (y) ≤ dH−λH(x, y); öÿ íåðiâíiñòü

âèêîíó¹òüñÿ, çîêðåìà, äëÿ âñèõ x, y ∈ AH−λH . Çâîðîòíî, äëÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨

g(x) íà AH−λH , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ñóìiñíîñòi g(x) − g(y) ≤ dH−λH(x, y)

∀x, y ∈ AH−λH , çãiäíî ç [106, Òâåðäæåííÿ 7.1 i Òåîðåìà 7.2], ôóíêöiÿ

W (x) = min{dH−λH(x, y) + g(y); y ∈ AH−λH} (2.1.18)

¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì (2.1.4)�(2.1.5) for λ = λH , ùî çàäîâîëüíÿ¹ W (x) = g(x) íà

AH−λH . Ó Äîäàòêó E íàâåäåíî íàñòóïíèé ïðîñòèé êðèòåðié ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó

(2.1.4)-(2.1.5): ðîçâ'ÿçîê W (äëÿ λ = λH) ¹ ¹äèíèì ç òî÷íiñòþ äî àäèòèâíî¨

êîíñòàíòè òîäi i òiëüêè òîäi êîëè SH−λH(x, y) = 0 ∀x, y ∈ AH−λH , äå SH−λH(x, y)

ïîçíà÷à¹ ñèìåòðèçîâàíó âiäñòàíü, SH−λH(x, y) = dH−λH(x, y) + dH−λH(y, x).

2.1.2 Óòî÷íåíi àñèìïòîòèêè äëÿ ðiâíÿííÿ

êîíâåêöi¨-äèôóçi¨

Îñêiëüêè ðîçâ'ÿçîê åôåêòèâíîãî ðiâíÿííÿ â Òåîðåìi 2.1.1 íå ¹, âçàãàëi êàæó÷i,

¹äèíèì, âàæëèâèì ïèòàííÿì ¹ ñåëåêöiÿ ðîçâ'ÿçêó, ùî âiäïîâiäà¹ çà àñèìïòîòè-

÷íó ïîâåäiíêó ïåðøî¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨ çàäà÷i (2.1.2). Çà äåÿêèìè äîäàòêîâèìè

ïðèïóùåííÿìè öå ïèòàííÿ ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíå ïîáóäîâîþ äâî÷ëåííèõ àñèì-

òîòèê âëàñíèõ çíà÷åíü λε. Ðîçãëÿíåìî îêðåìèé âèïàäîê ðiâíÿííÿ êîíâåêöi¨-

äèôóçi¨, êîëè c(x, y) = 0 â (2.1.1). Íèæ÷å íàâåäåíî ðåçóëüòàòè äëÿ α = 1, à

âèïàäîê α > 1 ðîçãëÿíóòî ó Äîäàòêó D. Çà îçíà÷åíèìè ïðèïóùåííÿìè îïåðà-

òîð (2.1.1) ìà¹ âèãëÿä

Lεu = ε2aij(x, x/ε)
∂2u

∂xi∂xj
+ εbj(x, x/ε)

∂u

∂xj
. (2.1.19)

Áiëüø òîãî, áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî λH = 0 i âiäïîâiäíà ìíîæèíà Îáði AH ìà¹

ñïåöiàëüíó ñòðóêòóðó.

Äëÿ α ≥ 1 åôåêòèâíèé ãàìiëüòîíiàí H(p, x) ¹ ãëàäêîþ ñòðîãî îïóêëîþ ôóí-

êöi¹þ çà çìiííîþ p, òîáòî ìàòðèöÿ
(

∂2

∂pi∂pj
H(p, x)

)
i,j=1,N

¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ
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äëÿ âñiõ p ∈ RN i x ∈ Ω, äèâ. [59] äëÿ α = 1, à äëÿ α > 1 åôåêòèâíèé ãà-

ìiëüòîíiàí H(p, x) ¹ êâàäðàòè÷íîþ ôóíöi¹þ (âiä p). Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî (äëÿ

c(x, y) = 0) H(0, x) = 0. Òàêèì ÷èíîì âiäïîâiäíèé ëàãðàíæiàí L(v, x) ¹ ñòðîãî

îïóêëèì i L(v, x) = max{p · v −H(p, x)} ≥ −H(0, x) = 0. Îòæå ìà¹ìî

L(v, x) ≥ 0, i L(v, x) = 0 ⇐⇒ vj =
∂H

∂pj
(0, x).

Ç iíøîãî áîêó (ïðÿìèìè îá÷èñëåííÿìè) ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

− ∂H

∂pj
(0, x) = b

j
(x) :=

∫
Y

bj(x, y)θ∗(x, y)dy, (2.1.20)

äå ôóíêöi¨ b
j
(x), ÿêi ¹ êîìïîíåíòàìè òàê çâàíîãî âåêòîðà åôåêòèâíîãî çíåñåííÿ

b̄(x), âèçíà÷àþòüñÿ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ (2.1.20) ÷åðåç Y -ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè θ∗

ðiâíÿííÿ
∂2

∂yi∂yj

(
aij(x, y)θ∗

)
− ∂

∂yj

(
bj(x, y)θ∗

)
= 0, (2.1.21)

íîðìàëiçîâàíi ðiâíiñòþ
∫
Y θ
∗dy = 1. (Çàçíà÷èìî, ùî θ∗ ¹ äîäàòíîþ ôóíêöi¹þ

êëàñó C2.) Òàêèì ÷èíîì ëàãðàíæiàí L(v, x) ìîæíà ïðåäñòàâèòè íàñòóïíèì ÷è-

íîì:

L(v, x) = κ
∑

(vj+b
j
(x))2+L̃(v, x), ç 0 ≤ L̃(v, x) ≤ κ̃

∑
(vj+b

j
(x))2, (2.1.22)

0 < κ < κ̃. Êîðèñòóþ÷èñü öèì ïðåäñòàâëåííÿì â (2.1.17), îòðèìó¹ìî, ùî ìíî-

æèíà Îáði AH ãàìiëüòîíiàíó H ñïiâïàäà¹ ç òàêîþ ãàìiëüòîíiàíó
∑
p2
j−b

j
(x)pj,

ÿêîìó âiäïîâiäà¹ ëàãðàíæiàí 1
4

∑
(vj + b

j
(x))2. Çîêðåìà, àäèòèâíå âëàñíå çíà-

÷åííÿ λH ¹ íóëüîâèì òîäi i òiëüêè òîäi êîëè iñíó¹ ïîâíà îðáiòà η : R → Ω,

η̇ = −b(η), ùî, â ñâîþ ÷åðãó, âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi êîëè AH 6= ∅.
Öi ìiðêóâàííÿ ìîòèâóþòü íàñòóïíi äîäàòêîâi óìîâè, ÿêi áóäóòü íàêëàäàòèñü ó

àñèìïòîòè÷íîìó àíàëiçi çàäà÷i (2.1.19):

AH 6= ∅ i AH ⊂ Ω,

AH ¹ ñêií÷åíîþ ìíîæèíîþ ãiïåðáîëi÷íèõ íåðóõîìèõ òî÷îê ξ

çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ẋ = −b(x).

(2.1.23)



178

Çà öèõ óìîâ λε → 0 ïðè ε → 0 (îñêiëüêè λH = 0). Íàòóðàëüíèì ïèòàííÿì

òîäi ¹ âñòàíîâëåííÿ óòî÷íåíèõ àñèìòîòèê (ïîðÿäêó ε) äëÿ λε, ÿêi, çîêðåìà, ¹

âàæëèâèìè äëÿ ñåëåêöi¨ ðîçâ'ÿçîêó (2.1.4)�(2.1.5) ÿêèé âiäïîâiäà¹ lim
ε→0

Wε.

Ââåäåìî ìàòðèöi B(ξ) i Q(ξ) ç åëåìåíòàìè

Bji(ξ) =
∂b

j

∂xi
(ξ), Qij(ξ) =

1

2

∂2H

∂pi∂pj
(0, ξ).

Äëÿ íåðóõîìèõ òî÷îê ξ ðiâíÿííÿ ẋ = b(x) ìàòðèöÿ −B(ξ) âiäïîâiäà¹ ëiíåàði-

çàöi¨ åôåêòèâíîãî çíåñåííÿ. Âèçíà÷èìî ÷èñëî σ(ξ) ÿê ñóìó âiä'¹ìíèõ äiéñíèõ

÷àñòèí âëàñíèõ çíà÷åíü −B(ξ). Îñêiëüêè ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî êîæíà íåðóõîìà

òî÷êà ξ ¹ ãiïåðáîëi÷íîþ, −B(ξ) íå ìà¹ âëàñíèõ çíà÷åíü ç íóëüîâîþ äiéñíîþ ÷à-

ñòèíîþ. Ðîçãëÿíåìî òàêîæ ñïåêòðàëüíi ïðåêòîðè Πs i Πu íà iíâàðiàíòíi ïiäïðî-

ñòîðè ìàòðèöi B, ÿêi âiäïîâiäàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì ç äîäàòíèìè i âiä'¹ìíèìè

äiéñíèìè ÷àñòèíàìè (ñòiéêi i íåñòiéêi ïiäïðîñòîðè ñèñòåìè żi = −Bijzj).

Òåîðåìà 2.1.4. Íåõàé α = 1 i c(x, y) = 0. Òîäi, çà óìîâàìè (2.1.23) ìà¹ìî

λε = εσ + ō(ε), äå σ = max{σ(ξ); ξ ∈ AH}. (2.1.24)

Êðiì òîãî,ÿêùî ìàêñèìóì â (2.1.24) äîñÿãà¹òüñÿ â òî÷íî îäíié òî÷öi ξ = ξ,

òîäi

(i) ìàñøòàáîâàíi ëîãàðèôìi÷íi ïåðåòâîðåííÿ Wε = −ε log uε âëàñíèõ ôóíêöié

uε íîðìàëiçîâàíèõ ðiâíiñòþ (2.1.7) çáiãàþòüñÿ äî W (x) = dH(x, ξ) ðiâíîìiðíî

íà êîìïàêòàõ â Ω, òîáòî W ¹ ìàêñèìàëüíèì â'ÿçêiñíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

H(∇W (x), x) = 0 â Ω, H(∇W (x), x) ≥ 0 íà ∂Ω, òàêèì ùî W (ξ) = 0;

(ii) uε(ξ +
√
εz)/uε(ξ) → u(z) â C(K) ai ñëàáêî â H1(K) äëÿ êîæíîãî êîì-

ïàêòà K ⊂ RN , i ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ u ¹ ¹äèíîþ äîäàòíîþ âëàñíîþ ôóíêöi¹þ

îïåðàòîðà Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà,

Qij ∂2u

∂zi∂zj
+ ziB

ji ∂u

∂zj
= σu â RN , (2.1.25)
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íîðìàëiçîâàíîþ ðiâíiñòþ u(0) = 1 i òàêîþ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

u(z)eµ|Πsz|2−ν|Πuz|2 ≤ C â RN äëÿ äåÿêîãî µ > 0 i âñèõ ν > 0; iñíóâàí-

íÿ i ¹äèíiñòü òàêî¨ äîäàòíî¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨ äîâåäåíî â Ëåìi 2.1.16 (äèâ.

Ïiäðîçäië 2.1.7). Êîåôiöi¹íòè (2.1.25) çàäàþòüñÿ ðiâíîñòÿìè Bji = Bji(ξ),

Qji = Qji(ξ).

Çàóâàæåííÿ 2.1.5.

I. Óìîâà (2.1.23) âèêîíó¹òüñÿ, çîêðåìà, êîëè âåêòîðíå ïîëå b(x, y) ¹ ìàëèì çáó-

äæåííÿì (â C1 òîïîëîãi¨) ãðàäi¹íòíîãî ïîëÿ ∇P (x) ç ïîòåíöiàëîì P (x) êëàñó

C2, ùî ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

- ìíîæèíà {x ∈ Ω; ∇P (x) = 0} ¹ ñêií÷åíèì ÷èñëîì òî÷îê â Ω,

- Ìàòðèöÿ Ãåññå
(

∂2

∂xi∂xj
P (x)

)
i,j=1,N

¹ íåâèðîäæåíîþ â êîæíié ç öèõ òî÷îê

(äîâåäåííÿ íàâåäåíî â Äîäàòêó F).

II. Óìîâà (2.1.23) âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi êîëè âåêòîðíå ïîëå b ìà¹ íà-

ñòóïíi âëàñòèâîñòi:

• ðiâíÿííÿ ẋ = −b(x) ìà¹ ñêií÷åíå ÷èñëî íåðóõîìèõ òî÷îê â Ω, ξ1, . . . ξn. Êîæíà

ç íèõ ¹ ãiïåðáîëi÷íîþ, i ëåæèòü â Ω.

• ∀ y ∈ Ω, àáî sup{t < 0 : xy(t) 6∈ Ω} > −∞, àáî lim
t→−∞

xy(t) = ξj äëÿ äåÿêîãî

j ∈ {1, . . . , n}, äå xy ¹ ðîçâ'ÿçêîì ẋy = −b(xy), xy(0) = y.

• íå iñíå¹ çàìêíåíîãî ëàíöþãà ξj1, ξj2, . . . , ξjk = ξj1 ç k ≥ 2, òàêîãî ùî äâi

ïîëiäîâíi òî÷êè ξjs i ξjs+1 ïî¹äíóþòüñÿ ðîçâ'ÿçêîì ẋ = −b(x) ç lim
t→−∞

x(t) = ξjs i

lim
t→+∞

x(t) = ξjs+1. Çàçíà÷èìî, ùî ξj1 ìîæå ñïiâïàäàòè ç ξj2.

Çàóâàæåííÿ 2.1.6. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî çà óìîâîþ (2.1.23) ìà¹ìî SH(ξ, ξ′) > 0

äëÿ âñiõ ξ, ξ′ ∈ AH , ξ 6= ξ′. Öå îçíà÷à¹, ùî çàäà÷à (2.1.4), (2.1.5) äiéñíî ìà¹

áàãàòî ðîçâ'ÿçêiâ ÿêùî AH íå ¹ îäíi¹þ òî÷êîþ.

Çàçíà÷èìî, ùî óìîâà (2.1.23) Òåîðåìè 2.1.4 ãàðàíòó¹, çîêðåìà, ùî âñi ω(i α)-

ãðàíèöi ðiâíÿííÿ ẋ = −b(x) ¹ íåðóõîìèìè òî÷êàìè. Iíøèé âàæëèâèé âèïàäîê,

êîëè ðiâíÿííÿ ẋ = −b(x) ìà¹ ãðàíè÷íi öèêëè â Ω ðîçãëÿíóòî â Ïiäðîçäiëi 2.1.8.
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2.1.3 Ïåðiîäè÷íà ñèíãóëÿðíî çáóðåíà çàäà÷à

Â öüîìó ïiäðîçäiëi âèâ÷à¹òüñÿ äîïîìiæíà êîìiðêîâà çàäà÷à äëÿ ñèíãóëÿðíî

çáóðåíîãî åëiïòè÷íîãî îïåðàòîðà âèãëÿäó

L(per)
ε u = ε2aij(x)

∂2u

∂xi∂xj
+ εbj(x)

∂u

∂xj
+ c(x)u, (2.1.26)

ç Y -ïåðiîäè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè aij, bj, c ∈ C1(RN), íà ôóíêöiþ u òàêîæ íà-

êëàäà¹òüñÿ óìîâà Y -ïåðiîäè÷íîñòi. Öÿ çàäà÷à âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü â äîâåäåííi

Òåîðåìè 2.1.1 ó âèïàäêó α < 1. ßê i ðàíiøå ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî aij = aji i âè-

êîíó¹òüÿ óìîâà ðiâíîìiðíî¨ åëåïòè÷íîñòi aij(x)ζiζj ≥ m|ζ|2 > 0, ∀ζ ∈ RN \ {0}.
Çãiäíî ç Òåîðåìîþ Êðåéíà-Ðóòìàíà ïåðøåâëàñíå çíà÷åííÿ µε îïåðàòîðà L(per)

ε

(âëàñíå çíà÷åííÿ ç ìàêñèìàëüíîþ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ) ¹ äiéñíèì i ïðîñòèì, âiä-

ïîâiäíi âëàñíi ôóíêöi¨ uε ìîæíà âèáðàòè òàê, ùî 0 < uε(x) ≤ maxuε = 1.

Àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó µε i uε ïðè ε → 0 áóëî âèâ÷åíî â [161] çà äîïîìî-

ãîþ êîìáiíàöi¨ éìîâiðíîñòíèõ ìåòîäiâ âåëèêèõ âiäõèëåíü i âàðiöiéíèõ ìåòîäiâ.

Íèæ÷å ðåçóëüòàòè [161] îòðèìàíî çà äîïîìîãþ ÷èñòî äåòåðìiíiñòè÷íî¨ òåõíiêè

â'ÿçêiñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Òàêîæ, ÿê ïîái÷íèé ïðîäóêò, âñòàíîâëåíî ðiâíîìiðíi îöií-

êè äëÿ ôóíêöi¨ Wε(x) = −ε log uε(x), ÿêi ¹ âàæëèâèìè äëÿ äîâåäåííÿ Òåîðåìè

2.1.1.

Ïåðø çà âñå âñòàíîâèìî àïðiîðíi îöiíêè äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü.

Ëåìà 2.1.7. Äëÿ âñiõ ε > 0 âëàñíå çíà÷åííÿ µε îïåðàòîðà L
(per)
ε çàäîâîëüíÿ¹

íåðiâíîñòi

min c(x) ≤ µε ≤ max c(x). (2.1.27)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x′ � òî÷êà ìàêñèìóìó uε, òîäi ìà¹ìî

∇uε(x′) = 0, ε2aij(x′)
∂2uε
∂xi∂xj

(x′) ≤ 0,

çâiäêè c(x′)uε(x′) ≥ µεuε(x
′), òîáòî µε ≤ max c(x). Àíàëîãi÷íî, ÿêùî x′′ ¹ òî-

÷êîþ ìiíiìóìó uε, òîäi µεuε(x′′) ≥ c(x′′)uε(x
′′) îòæå µε ≥ min c(x).
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Îñêiëüêè uε = e−Wε(x)/ε, Wε(x) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

− εaij(x)
∂2Wε

∂xi∂xj
+ aij(x)

∂Wε

∂xi

∂Wε

∂xj
− bj(x)

∂Wε

∂xj
+ c(x) = µε. (2.1.28)

Îöiíêè äëÿ ïåðøèõ i äðóãèõ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ Wε(x) ôóíêöi¨ âñòàíîâëþþ-

òüñÿ â íàñòóïíié Ëåìi.

Ëåìà 2.1.8. Iñíó¹ êîíñòàíòà C, ùî íå çàëåæèòü âiä ε i òàêà, ùî

max |∇Wε| ≤ C, max |∂2Wε/∂xi∂xj| ≤ C/ε. (2.1.29)

Äîâåäåííÿ. Ïåðøà îöiíêà â (2.1.29) âñòàíîâëþ¹òüñÿ ÿê â [84]. Ïîêëàäåìî

D1(x) := |∇Wε(x)|2 i D2(x) :=
∑
|∂2Wε(x)/∂xi∂xj|2 . Ç (2.1.28) â êîìáiíàöi¨ ç

(2.1.27) îòðèìó¹ìî, ùî mD1 ≤ C(εD
1/2
2 +D

1/2
1 + 1), çâiäêè ìà¹ìî

D1 ≤ C(εD
1/2
2 + 1). (2.1.30)

Ïðèïóñòèìî, ùî D1 äîñÿãà¹ ìàêñèìóìó â òî÷öi x′, òîäi ∇D1(x
′) = 0 i

aij(x′) ∂2D1

∂xi∂xj
(x′) ≤ 0, àáî

∂2Wε

∂xi∂xk
(x′)

∂Wε

∂xk
(x′) = 0 (2.1.31)

òîáòî

ε
∑
k

aij
∂2Wε

∂xi∂xk

∂2Wε

∂xj∂xk
≤ −ε

∑
k

aij
∂3Wε

∂xi∂xj∂xk

∂Wε

∂xk
at x′. (2.1.32)

Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè îöiíêó äëÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè (2.1.32) ìiðêó¹ìî íàñòóïíîì

÷èíîì. Âiüìåìî ÷àñòèííi ïîõiäíi (2.1.28), â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî

− εaij ∂3Wε

∂xi∂xj∂xk
= ε

∂aij

∂xk

∂2Wε

∂xi∂xj
− 2aij

∂2Wε

∂xi∂xk

∂Wε

∂xj
+ bi

∂2Wε

∂xi∂xk
+
∂bi

∂xk

∂Wε

∂xi
− ∂c

∂xk
.

(2.1.33)

Òåïåð ïîìíîæèìî (2.1.33) íà ∂Wε/∂xk, çíàéäåìî ñóìó ïî k i ïiäñòàâèìî ðåçóëü-

òàò â (2.1.32):

εmD2(x
′) ≤ε

∑
k

aij(x′)
∂2Wε

∂xi∂xk
(x′)

∂2Wε

∂xj∂xk
(x′)

≤ C
(
εD

1/2
1 (x′)D

1/2
2 (x′) +D1(x

′) +D
1/2
1 (x′)

)
.
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Êîðèñòàþ÷èñü (2.1.30) â îñòàííié íåðiâíîñòi çíàõîäèìî D2(x
′) ≤ C/ε, i, ùå ðàç

ñêîðèñòàâøèñü (2.1.30), ïðèõîäèìî äî ïåðøî¨ îöiíêè â (2.1.29).

Äëÿ äîâåäåííÿ äðóãî¨ îöiíêè â (2.1.29) êîðèñòó¹ìîñü íàñòóïíîþ iíòåðïîëÿ-

öiéíîþ íåðiâíiñòþ

‖∇u‖2
L∞ ≤ C(

∥∥aij ∂2u
∂xi∂xj

∥∥
L∞

+ ‖u‖L∞)‖u‖L∞, (2.1.34)

ÿêà ¹ âiðíîþ äëÿ äîâiëüíî¨ Y -ïåðiîäè÷íî¨ ôóíêöi¨ u çi ñòàëîþ C, ùî íå çàëåæèòü

âiä u. Äîâåäåííÿ öi¹¨ íåðiâíîñòi ¹ òàêèì ñàìèì ÿê â Äîäàòêó äî [47] (âàæëèâèì ¹

òîé ôàêò, ùî êîåôiöi¹íòè aij ¹ íåïåðåðâíèìè çà Ëiïøèöåì). Çàñòîñó¹ìî (2.1.34)

äî (2.1.33), â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî∥∥∥ ∂2Wε

∂xl∂xk

∥∥∥2

L∞
≤ C

ε

(∑∥∥∥ ∂2Wε

∂xi∂xj

∥∥∥
L∞

+ 1
)

∀l, k, (2.1.35)

òóò âèêîðèñòàíî òàêîæ ïåðøó îöiíêó ç (2.1.29). Ç (2.1.35) íåâàæêî âèâåñòè äðóãó

îöiíêó ç (2.1.29). �.

Ç Ëåìè 2.1.7 âèïëèâà¹, ùî µε → µ, ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi. Çãi-

äíî ç Ëåìîþ 2.1.8 ñiì'ÿ ôóíêöié Wε(x) ðiâíîñòåïåííî íåïåðåðâíîþ, êðiì òî-

ãî minWε(x) = 0, òîäi (ìîæëèâî, ïiñëÿ ïåðåõîäó äî íîâî¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi)

Wε(x)→ W (x) ðiâíîìiðíî. Çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíèõ ìiðêóâàíü (äèâ., íàïðè-

êëàä, [73]) ìîæíà ïîêàçàòè, ùî µ i W çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííþ

aij(x)
∂W

∂xi

∂W

∂xj
− bj(x)

∂W

∂xj
+ c(x) = µ (2.1.36)

ó â'ÿçêiñíîìó ñåíñi.

×èñëî µ, äëÿ ÿêîãî (2.1.36) iñíó¹ ïåðiîäè÷íèé â'ÿçêiñíèé ðîçâ'çîê, ¹ ¹äèíèì

(äèâ. [132], [82]), îòæå âñÿ ïîñëiäîâíiñòü µε çáiãà¹òüñÿ äî µ ïðè ε→ 0.

2.1.4 Àïðiîðíi îöiíêè

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi áóäå ïîêàçàíî, ùî âëàñíi çíà÷åííÿ λε çàäà÷i (2.1.1) ¹ ðiâ-

íîìiðíî îáìåæåíèìè i ôóíêöi¨ Wε (âèçíà÷åíi â (2.1.1)) ðiâíîìiðíî çáiãàþòüñÿ
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íà êîìïàêòàõ â Ω ïðè ε → 0, ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi. Òàêîæ âñòà-

íîâëþ¹òüñÿ iñíóâàííÿ íåïåðåðâíèõ àæ äî ìåæi îáëàñòi íàïiâãðàíèöü (2.1.41).

Îñòàííié ðåçóëüòàò âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü äëÿ âèâåäåííÿ åôåêòèâíî¨ êðàéîâî¨

óìîâè (2.1.5).

Îñêiëüêè òóò ðîçãëÿäà¹òüñÿ óìîâà Äiðiõëå íà ìåæi ∂Ω i îïåðàòîðè ç øâèäêî

îñöèëþþ÷èìè êîåôiöi¹íòàìè, äîâåäåííÿ ¹ áiëüø ñêëàäíèìè íiæ â ïåðiîäè÷íîìó

âèïàäêó (ðîçãëÿíóòîìó ó Ïiäðîçäiëi 2.1.3 ).

Ëåìà 2.1.9. Iñíó¹ ñòàëà Λ, ùî íå çàëåæèòü âiä ε i òàêà,ùî

− Λ ≤ λε ≤ sup c(x, y). (2.1.37)

Äîâåäåííÿ. ßê i â Ëåìi 2.1.7 îöiíêà çâåðõó äîâîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó

ìàêñèìóìó.

Ùîá îöiíèòè âëàñíi çíà÷åííÿ λε çíèçó ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ Λ > 0 i ôóíêöiÿ

vε, òàêi ùî vε = 0 íà ∂Ω, i

Lεvε − λvε > 0 â Ω (2.1.38)

äëÿ âñèõ λ < −Λ, 0 < ε < 1. Äiéñíî, iñíó¹ ôóíêöiÿ V ∈ C2(Ω) ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

íàñòóïíèì óìîâàì: V > 0 â Ω i V = 0 íà ∂Ω, |∇V | > 1 â îêîëi ∂Ω. Ïîêëà-

äåìî vε(x) := eκV (x)/ε − 1, äå κ � äîäàòíèé ïàðàìåòð, ÿêèé âèáåðåìî ïiçíiøå.

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî −Λ ≤ min c(x, y), òîäi λ < min c(x, y). Ìà¹ìî

Lεvε−λvε ≥
(
mκ2−κ(M1 +εM2)+(c(x, x/εα)−λ)

)
eκV (x)/ε−(c(x, x/εα)−λ) > 0

â Ω′ êîëè κ > κ1 := (M1 + M2)/m. Òóò Ω′ = {x ∈ Ω; |∇V | ≥ 1},
M1 = max

∣∣bi(x, y) ∂V∂xi (x)
∣∣, M2 = max

∣∣aij(x, y) ∂2V
∂xi∂xj

(x)
∣∣. Ç iíøîãî áîêó, δ :=

inf{V (x); x ∈ Ω \ Ω′} > 0. Îòæå eκV (x)/ε > 2 â Ω \ Ω′, êîëè κ > κ2 := (log 2)/δ.

Ïðèïóñòèìî äîäàòêîâî, ùî min c(x, y)− λ > 2κ(M1 +M2), òîäi

Lεvε−λvε ≥ (−κ(M1 + εM2) + (c(x, x/εα)−λ)) exp(κγ/ε)− (c(x, x/εα)−λ) > 0

â Ω \ Ω′. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ïîêëàñòè κ := max{κ1, κ2} i Λ := 2κ(M1 + M2)−
min c(x, y), òî ìà¹ìî (2.1.38).
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Çàçíà÷èìî, ùî λε ¹ òàêîæ ïåðøèì âëàñíèì çíà÷åííÿì (âëàñíèì çíà÷åííÿì ç

ìàêñèìàëüíîþ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ) ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà L∗εu = ε2 ∂2

∂xi∂xj
(aiju)−

ε ∂
∂xi

(biu) + cu, i âèâïîâiäíó âëàñíó ôóíêöiþ u∗ε ìîæíà âèáðàòè äîäàòíîþ â Ω.

Òîäi, ÿêùî λε < −Λ òî (Lεvε − λεvε)u∗ε > 0 â Ω. Öå ïðîòèði÷èòü Òåîðåìi Ôðå-

äãîëüìà. �

Íàñòóïíi äâà ðåçóëüòàòè ïîêàçóþòü, ùî, ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, ôóí-

êöi¨ Wε çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîìïàêòàõ â Ω.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ d(x) = dist(x, ∂Ω).

Ëåìà 2.1.10. Äëÿ êîæíîãî β > 0 iñíó¹ ñòàëà Cβ, ùî íå çàëåæèòü âiä ε i

òàêà, ùî

‖∇Wε‖L∞(Ωβε) ≤ Cβ, (2.1.39)

äå Ωβε = {x ∈ Ω; d(x) > βε}.

Äîâåäåííÿ. ßê i â Ëåìi 2.1.8 ñêîðèñòà¹ìîñü ìåòîäîì Ñ.Í. Áåðíøòåéíà, àëå â

ëîêàëüíié éîãî âåðñi¨, îñêiëüêè Wε(x) ïðÿìó¹ äî +∞ ïðè x → ∂Ω. Íåõàé ξ �

äîâiëüíà òî÷êà â Ωβε. Ââåäåìî ãëàäêó çðiçàþ÷ó ôóíêöiþ ϕ ≥ 0 ç íîñi¹ì â êóëi

Bβ = {x; |x| < β} i òàêó, ùî ϕ = 1 â Bβ/2. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨

D1(x) := ϕ4((x− ξ)/ε)|∇Wε|2 i D2(x) :=
∑∣∣∣ ∂2Wε

∂xi∂xj

∣∣∣2.
Òàêi ñàìi ìiðêóâàííÿ ÿê â Ëåìi 2.1.8 ïîêàçóþòü, ùî ÿêùîD1 äîñÿãà¹ íåíóëüîâèé

ìàêñèìóì â äåÿêié òî÷öi x′, òîäi

ϕ4
εD2 ≤

C

ε2

(
1 +ϕ2

ε|∇Wε|2 + εϕ3
εD

1/2
2 |∇Wε|+ εϕ3

ε|∇Wε|3
)
, ϕε(x) = ϕ((x− ξ)/ε),

äå ñòàëà C íå çàëåæèòü âiä ε i ξ. Öÿ îöiíêà â êîìáiíàöi¨ ç ïîòî÷êîâîþ íå-

ðiâíiñòþ |∇Wε|2 ≤ C1(εD
1/2
2 + 1) âåäóòü äî îöiíêè ϕ4((x′ − ξ)/ε)D2(x

′) ≤
C3/ε

2. Òàêèì ÷èíîì max{|∇Wε(x)|; |x − ξ| ≤ βε/2} ≤ C4 ç C4 =

C4(β,m, ‖aij‖C1, ‖bi‖C1, ‖c‖C1,Ω). �

Ç Ëåìè 2.1.10 âèïëèâà¹, ùî ÿêùî ìîäiôiêóâàòè ôóíêöi¨Wε âiäíiìàííÿì ñëó-

øíèõ êîíñòàíò (íàïðèêëàä Wε(x0) äëÿ äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ òî÷êè x0 ∈ Ω) òîäi
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ìîäiôiêîâàíi ôóíêöi¨ Wεn áóäóòü çáiãàòèñÿ ðiâíîìiðíî äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ W (x)

ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi εn → 0. Îñòàííþ ôóíêöiþ ìîæíà ïðîäîâæèòè çà íåïåðåðâ-

íiñòþ äî ëiïøèöåâî¨ ôóíêöi¨ íà Ω, áiëüø òîãî, ìà¹ìî

sup
x∈Ωβεn

|Wεn(x)−W (x)| → 0 ïðè n→∞, ∀β > 0. (2.1.40)

Òåïåð âèçíà÷èìî ôóíêöiþ W̃ äëÿ âñiõ x ∈ Ω ôîðìóëîþ

W̃ (x) = lim inf
Ω3xn→x

Wεn(xn). (2.1.41)

Ç âèçíà÷åííÿ W̃ ÿñíî, ùî öÿ ôóíêöiÿ ñïiâïàäà¹ ç W â Ω. Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò

ïîêàçó¹, ùî W̃ = W i íà Ω (ÿñíî, ùî W̃ ≤ W , ïðîòå íàâiòü îáìåæåíiñòü W̃ (x)

íà ∂Ω íå ¹ î÷åâèäíîþ).

Ëåìà 2.1.11. Íåõàé φ ∈ C2(Ω), òîäi êîæíà òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìiíiìóìà xε

ôóíêöi¨ Wε − φ çàäîâîëüíÿ¹ d(x) ≥ βε ç äåÿêèì β > 0, ùî íå çàëåæèòü âiä

ε. Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ W (x) çàäàíà ôîðìóëîþ (2.1.40) i W̃ çàäà ôîðìóëîþ

(2.1.41) ñïiâïàäàþòü âñþäè â Ω.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ Vε(x) = φ(x)−ρε(x), äå ρε = 2d(x)−Kd2(x)/ε

i K � äîäàòíèé ïàðàìåòð, ÿêèé áóäå âèáðàíî ïiçíiøå. Ïîêàæåìî, ùî Vε çàäî-

âîëüíÿ¹

− εaij(x, x/εα)
∂2Vε
∂xi∂xj

+H(∇Vε, x, x/εα) < −AK â Ω \ Ωε/K , (2.1.42)

äå Ωε/K = {x ∈ Ω; d(x) > ε/K}, i AK � äîäàòíà ñòàëà ÿêó ìîæíà âèáðàòè

íàñòiëüêè âåëèêîþ íàñêiëüêè íåîáõiäíî øëÿõîì ïiäáîðó K > 0. Äiéñíî, |∇ρε| ≤
4 êîëè d(x) ≤ ε/K, â òîé ñàìèé ÷àñ

εaij(x, x/εα)
∂2ρε
∂xi∂xj

≤ −2Kaij(x, x/εα)
∂d(x)

∂xi

∂d(x)

∂xj
+εC ≤ −2mK+C â Ω\Ωε/K ,

äå ñòàëà C íå çàëåæèòü âiä ε i K. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî âçÿòè äîñòàòíüî âåëèêå

K, òî áóäå âèêîíóâàòèñü (2.1.42) ç êîíñòàíòîþ AK > −λε (çãiäíî ç Ëåìîþ 2.1.9,

−λε ≤ Λ äëÿ äåÿêîãî Λ, ùî íå çàëåæèòü âiä ε). Òîäi ç (2.1.3) i (2.1.42) âèïëèâà¹,
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ùî ôóíêöiÿ Wε − Vε íå ìîæå äîñÿãàòè ñâié ëîêàëüíèé ìiíiìóì ó âíóòðiøíiõ

òî÷êàõ Ω \ Ωε/K , â ïðîòèâíîìó âèïàäêó â òàêié òî÷öi −εaij(x, x/εα) ∂2Wε

∂xi∂xj
+

H(∇Wε, x, x/ε
α) ≤ −εaij(x, x/εα) ∂2Vε

∂xi∂xj
+H(∇Vε, x, x/εα), ùî âåäå äî íåðiâíîñòi

AK ≤ −λε (ÿêà ïðîòèði÷èòü íåðiâíîñòi AK > −λε îòðèìàíié âèùå). Òàêèì

÷èíîì äëÿ x ∈ Ω \ Ωε/K ìà¹ìî

Wε − φ+ ρε ≥ min
∂Ωε/K

(Wε − φε + ρε) = min
∂Ωε/K

(Wε − φ) + ε/K.

Ðàçîì ç öèì ó âíóòðiøíiõ òî÷êàõ Ω \ Ωε/K âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ρε < ε/K

, ÿêà âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç âèçíà÷åííÿ ρε. Âiäñiëÿ, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî

ìiíiìóì Wε − φ â Ω íiêîëè íå äîñÿãà¹òüñÿ â òî÷öi xε, òàêié ùî d(xε) < ε/K.

Äëÿ äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi W̃ ≥ W íàáëèçèìî W ôóíêöiÿìè wδ ∈ C2(Ω) òàê,

ùî maxΩ |W − wδ| ≤ δ, δ > 0. Òîäi

W̃ (x)− wδ(x) = lim inf
n→∞,Ω3xn→x

(Wεn(xn)− wδ(xn)) ≥ lim inf
n→∞

min
Ω

(Wεn − wδ)

= lim inf
n→∞

inf{Wεn(x)− wδ(x); x ∈ Ωβεn},
(2.1.43)

äëÿ äåêîãî ÷èñëà β > 0, ÿêå çàëåæèòü âiä δ ïðîòå ¹ íåçàëåæíèì âiä n. Âíàñëiäîê

(2.1.40) ïðàâà ÷àñòèíà (2.1.43) ¹ minΩ(W (x) − wδ), i â ãðàíèöi δ → 0 â (2.1.43)

îòðèìó¹ìî W̃ (x) ≥ W (x). �

Íàñëiäîê 2.1.12. Iñíó¹ ñòàëà κ > 0, òàêà ùî êîæíà òî÷êà ìàêñèìóìà xε

ôóíêöi¨ uε çàäîâîëüíÿ¹ d(xε) ≥ κε.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî âèáðàòè φ ≡ 0 â Ëåìi 2.1.11. �

2.1.5 Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî óñåðåäíåííÿ

Öåé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé äîâåäåííþ Òåîðåìè 2.1.1. Çãiäíî ç ðåçóëüòàòàìè

Ïiäðîçäiëó 2.1.4 iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü εn → 0, òàêà ùî

λεn → λ (2.1.44)
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i âèêîíó¹òüñÿ (2.1.40) ç äåÿêîþ ôóíêöi¹þ W ÿêà ¹ ëiïøèöåâîþ íà Ω. Çàâäÿêè

Íàñëiäêó 3.2.55 i Ëåìi 2.1.10 ìîæíà ïîâåðíóòèñÿ äî íîðìàëiçàöi¨ (2.1.7) ôóíêöié

Wn. Ïîêàæåìî, ùî ïàðà λ i W ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.1.4), (2.1.5).

Äëÿ ñòèñëîñòi ïîçíà÷åíü áóäåìî îïóñêàòè iíäåõ n i ïèñàòè ε çàìiñòü εn. Äî-

âåäåííÿ ñëiäó¹ ¹äèíié ñõåìi äëÿ α > 1, α = 1 i α < 1. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó

ôóíêöiþ φ ∈ C2(Ω). Íèæ÷å áóäóòü ñêîíñòðóéîâàíi òåñòîâi ôóíêöi¨ φε, ùî çái-

ãàþòüñÿ äî φ ðiâíîìiðíî â Ω, i òàêi, ùî

− εaij(xε, xε/εα)
∂2φε
∂xi∂xj

(xε) +H
(
∇φε(xε), xε, xε/εα

)
→ H(∇φ(x0), x0) (2.1.45)

äëÿ êîæíî¨ çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi òî÷îê xε ∈ Ω, xε → x0. Ïðèïóñòèìî, ùî

W − φ äîñÿãà¹ ñòðîãèé ìiíiìóì â òî÷öi x0 ∈ Ω. Îñêiëüêè W ìîæíà âèçíà÷èòè

çà äîïîìîãîþ ãðàíèöü (2.1.41) (W̃ = W âñþäè â Ω çàâäÿêè Ëåìi 2.1.11) iñíó¹

ïîñëiäîâíiñòü xε ∈ Ω òî÷îê ìiíiìóìó Wε − φε, ùî çáiãà¹òüñÿ äî x0. Ìà¹ìî

∇φε(xε) = ∇Wε(xε) i aij(xε, xε/ε
α)
∂2Wε

∂xi∂xj
(xε) ≥ aij(xε, xε/ε

α)
∂2φε
∂xi∂xj

(xε).

Êîðèñòóþ÷èñü (2.1.3) âèâîäèìî

−εaij(xε, xε/εα)
∂2φε
∂xi∂xj

(xε) +H
(
∇φε(xε), xε, xε/εα

)
− λε ≥ 0,

i â ãðàíèöi ε → 0 çà äîïîìîãîþ (2.1.45) îäåðæó¹ìî H(∇φ(x0), x0) ≥ λ. ßêùî

W − φ äîñÿãà¹ ñòðîãèé ìàêñèìóì â òî÷öi x0 ∈ Ω, àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ

ïðèâîäÿòü äî íåðiâíîñòi H(∇φ(x0), x0) ≤ λ. Òàêèì ÷èíîì W (x) ¹ â'ÿçêiñíèì

ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.1.4)�(2.1.5).

Çàëèøà¹òüñÿ ñêîíñòðóêòóâàòè ôóíêöi¨ φε, ùî çàäîâîëüíÿþòü (2.1.45), i çái-

ãàþòüñÿ äî φ ðiâíîìiðíî â Ω.

Âèïàäîê α > 1. Ïîêëàäåìî

φε(x) = φ(x) + ε2α−1θ(x/εα),

äå θ(y) ¹ Y -ïåðiîäè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

− aij(x0, y)
∂2θ

∂yi∂yj
= H(∇φ(x0), x0)−H(∇φ(x0), x0, y). (2.1.46)
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Çàâäÿêè (2.1.8) òàêèé ðîçâ'ÿçîê iñíó¹. Äiéñíî, (2.1.8) ¹ íi ÷èì iíøèì ÿê óìîâîþ

ðîçâ'ÿçíîñòi (2.1.46). Áiëüø òîãî, îñêiëüêè êîåôiöi¹íòè i ïðàâà ÷àñòèíà â (2.1.46)

¹ ëiïøèöåâèìè , θ ∈ C2,1 (äèâ., íàïðèêëàä, [95]). Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî xε → x0

ïðè ε→ 0, òîäi

−εaij(xε, xε/εα)
∂2φε
∂xi∂xj

(xε) +H
(
∇φε(xε), xε, xε/εα

)
= −aij(xε, xε/εα)

∂2θ

∂yi∂yj
(xε/ε

α) +H
(
∇φ(xε) +O(εα−1), xε, xε/ε

α
)

+O(ε)

= −aij(x0, xε/ε
α)

∂2θ

∂yi∂yj
(xε/ε

α)

+H
(
∇φ(x0), x0, xε/ε

α
)

+O(|x− xε|+ ε+ εα−1) = H(∇φ(x0), x0) + o(1).

Âèïàäîê α = 1. Ïîêëàäåìî φε(x) = φ(x) + εθ(x/ε), äå θ(y) = − log ϑ(y) i

ϑ(y) ¹ ¹äèíèì (ç òî÷íiñòþ äî ïîìíîæåííÿ íà äîäàòíó ñòàëó) Y−ïåðiîäè÷íèé
äîäàòíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

aij(x0, y)
∂2ϑ

∂yi∂yj
+ b̂j(y)

∂ϑ

∂yj
+ ĉ(y))ϑ = H(p, x0)ϑ, (2.1.47)

äå p = ∇φ(x0), b̂j(y) = bj(x0, y)−2aij(x0, y)pi, ĉ(y) = aij(x0, y)pipj−bj(x0, y)pj +

c(x0, y). Âíàñëiäîê ñòàíäàðòíèõ ðåçóëüòàòiâ ïðî ðåãóëÿðíiñòü, ìà¹ìî θ ∈ C2,1

(äèâ. [95]), i íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî

−εaij(xε, xε/ε)
∂2φε
∂xi∂xj

(xε) +H
(
∇φε(xε), xε, xε/ε

)
= H(∇φ(x0), x0) + o(1),

ÿê òiëüêè xε → x0 êîëè ε→ 0.

Âèïàäîê α < 1. Ïîêëàäåìî φε(x) = φ(x)+εαθε(x/ε
α), äå θε ¹ Y -ïåðiîäè÷íèì

ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

−ε1−αaij(x0, y)
∂2θε
∂yi∂yj

+H
(
p+∇θε(y), x0, y

)
= Hε(p, x0) ç p = ∇φ(x0). (2.1.48)

Òàêèé ðîçâ'ÿçîê iñíó¹ ÿêùî Hε(p, x0) ñïiâïàäà¹ ç ïåðøèì âëàñíèì çíà÷åííÿì

µε (âëàñíèì çíà÷åííÿì ç ìàêñèìàëüíîþ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ) ñïåêðàëüíî¨ çàäà÷i

ε2(1−α)aij(x0, y)
∂2ϑε
∂yi∂yj

+ ε1−αb̂j(y)
∂ϑε
∂yj

+ ĉ(y)ϑε = µεϑε,

ϑε ¹ Y -ïåðiîäè÷íîþ,
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äå b̂j, ĉ ¹ òàêèìè ñàìèìè ÿê â (2.1.47). Çãiäíî ç Òåîðåìîþ Êðåéíà-Ðóòìàíà µε

¹ ïðîñòèì äiéñíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì, à âiäïîâiäíó âëàñíó ôóíêöiþ ϑε ìî-

æíà âèáðàòè äîäàòíîþ. Òîäi ðîçâ'ÿçîê (2.1.48) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ θε =

−ε1−α log ϑε. Ñêîðèñòà¹ìîñü òåïåð ðåçóëüòàòàìè çíàéäåíèìè â Ïiäðîçäiëi 2.1.3,

Hε(p, x0)→ H(p, x0) = H(∇φ(x0), x0) (2.1.49)

(äå ãðàíèöþ H(p, x0) îïèñàíî â (2.1.10)),

‖∂2ϑε/∂yi∂yj‖L∞ ≤ C/ε1−α (2.1.50)

Öå äîçâîëÿ¹ âèâåñòè (2.1.45) àíàëîãi÷íî iíøèì âèïàäêàì ðîçãëÿíóòèì âèùå,

− εaij(xε, xε/εα)
∂2φε
∂xi∂xj

(xε) +H
(
∇φε(xε), xε, xε/εα

)
= −ε1−αaij(xε, xε/ε

α)
∂2θε
∂yi∂yj

(xε/ε
α) +H

(
∇φ(xε) +∇θε(xε/εα), xε, xε/ε

α
)

+O(ε)

= −ε1−αaij(x0, xε/ε
α)

∂2θε
∂yi∂yj

(xε/ε
α) +H

(
∇φ(x0) +∇θε(xε/εα), x0, xε/ε

α
)

+O(|x− xε|+ ε) = H(∇φ(x0), x0) + o(1).

Òåîðåìó 2.1.1 ïîâíiñòþ äîêàçàíî. �

2.1.6 Ðiâíÿííÿ êîíâåêöi¨-äèôóçi¨: îöiíêà çíèçó äëÿ

âëàñíèõ çíà÷åíü

Öåé i íàñòóïíèé ïiäðîçäiëè ïðèñâÿ÷åíî äîâîäåííþ Òåîðåìè 2.1.4. Íàãàäà¹ìî, ùî

â Òåîðåìi 2.1.4 éäåòüñÿ ïðî ñïåöiàëüíèé âèïàäîê îïåðàòîðà (2.1.1), êîëè α = 1 i

c(x, y) = 0, òàê ùî öåé îïåðàòîð äîáóâà¹ âèãëÿäó (2.1.19). Áóäå ïîêàçàíî, ùî â

óìîâàõ Òåîðåìè 2.1.4 ïåðøå âëàñíå çíà÷åííÿ ìà¹ ïîðÿäîê ε, i éîãî àñèìòîòè÷íà

ïîâåäiíêà ìîæå áóòè îïèñàíà çà äîïîìîãîþ ëîêàëüíîãî àíàëiçó â îêîëi òî÷îê

ìíîæèíè Îáði AH åôåêòèâíîãî ãàìiëüòîíiàíó.
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Ãîëîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî Ïiäðîçäiëó äà¹ óòî÷íåíó îöiíêó çíèçó äëÿ âëàñíèõ

çíà÷åíü.

Òåîðåìà 2.1.13. Íåõàé c(x, y) = 0 i α = 1, i ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ

(2.1.23). Òîäi

lim inf
ε→0

λε/ε ≥ σ = max{σ(ξ); ξ ∈ AH}, (2.1.51)

äå ÷èñëà σ(ξ) îïèñàíî â Òåîðåìi 2.1.4.

Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî ÿêóñü íåðóõîìó òî÷êó ξ ∈ AH . Âíàñëiäîê ïðèíöèïó

ìàêñèìóìó ìà¹ìî λε < 0. Äëÿ çíàõîäæåííÿ îöiíêè çíèçó ðîçãëÿíåìî, äëÿ ìàëèõ

δ > 0, äîïîìiæíó çàäà÷ó Lεvε − δ|x− ξ|2vε = εσ̃εvε, òîáòî

εaij(x, x/ε)
∂2vε
∂xi∂xj

+ bj(x, x/ε)
∂vε
∂xj
− δ|x− ξ|2

ε
vε = σ̃εvε â Ω (2.1.52)

ç óìîâîþ Äiðiõëå vε = 0 íà ∂Ω. Çãiäíî ç [169] âëàñíi çíà÷åííÿ λε i εσ̃ε âèçíñ÷à-

þòüñÿ ôîðìóëàìè

λε = inf
{

sup
x∈Ω

Lεφ
φ

}
, εσ̃ε = inf

{
sup
x∈Ω

Lεφ− δ|x− ξ|2φ
φ

}
,

äå iíôiìóì áåðåòüñÿ ñåðåä ôóíêöié ç ìíîæèíè

{φ ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω), φ > 0 â Ω, φ = 0 íà ∂Ω}.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíîãî δ > 0, ìà¹ìî

λε ≥ εσ̃ε.

Áóäåìî ââàæàòè â ïîäàëüøîìó, ùî ïåðøà âëàñíà ôóíêöiÿ vε çàäà÷i (2.1.52) ¹

íîðìàëiçîâàíîþ íàñòóïíèì ÷èíîì vε(ξ) = 1.

Çâåäåìî (2.1.52) äî ôîðìè áiëüø çðó÷íî¨ äëÿ àíàëiçó. Ïîïåðøå, çðîáèìî çà-

ìiíó çìiííèõ z = (x − ξ)/
√
ε i ïîêëàäåìî, wε(z) = vε(ξ +

√
εz), òîäi ðiâíÿííÿ

(2.1.52) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà

aijξ,ξ/ε
(√

εz, z/
√
ε
)∂2wε
∂zizj

+
bjξ,ξ/ε

(√
εz, z/

√
ε
)

√
ε

∂wε
∂zj
− δ|z|2wε = σ̃εwε â (Ω− ξ)/

√
ε.

(2.1.53)
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Òóò i â ïîäàëüøîìó iíäåêñ �ξ, ξ/ε"ïîçíà÷à¹ ññóâ íà ξ ó çìiííié x i íà ξ/ε ó

çìiííié y, òîáòî, íàïðèêëàä, aijξ,ξ/ε(x, y) = aij(x + ξ, y + ξ/ε). Äàëi, ïîìíîæèìî

(2.1.53) íà θ∗ξ,ξ/ε
(√

εz, z/
√
ε
)
, äå θ∗(x, y) âèçíà÷à¹òüñÿ â (2.1.21). Òîäi, çà äîïî-

ìîãîþ íåñêëàäíèõ ïåðåòâîðåíü çíàõîäèìî

∂

∂zi

(
θ∗ξ,ξ/ε

(√
εz, z/

√
ε
)
aijξ,ξ/ε

(√
εz, z/

√
ε
)∂wε
∂zj

)
+
Sjξ,ξ/ε

(√
εz, z/

√
ε
)

√
ε

∂wε
∂zj

+
(bj(√εz + ξ)√

ε
+
√
εhjε(z)

)∂wε
∂zj

= (σ̃ε + δ|z|2)θ∗ξ,ξ/ε
(√

εz, z/
√
ε
)
wε, (2.1.54)

äå

Sj(x, y) = bj(x, y)θ∗(x, y)− ∂

∂yi

(
aij(x, y)θ∗(x, y)

)
− bj(x);

hjε â (2.1.54) � ðiâíîìiðíî îáìåæåíi ôóíêöi¨ âèä ÿêèõ íå ¹ âàæëèâèì.

Îñêiëüêè θ∗ ¹ ðîçâ'ÿçêîì (2.1.21), Y -ïåðiîäè÷íå âåêòîðíå ïîëå S(x, y) =

(S1(x, y), . . . , SN(x, y)) ¹ áåçäèâåðãåíòíèì (äëÿ âñiõ x), i, çãiäíî ç âèçíà÷åííÿì

b, öå ïîëå ìà¹ íóëüîâå ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ íà ïåðiîäi. Òîäi S(x, y) äîïóñêà¹ ïðåä-

ñòàâëåííÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [59])

Sj(x, y) =
∂

∂yi
T ij(x, y)

ç Y -ïåðiîäè÷íèì çà y êîñîñèìåòðè÷íèì òåíçîðîì T ij(x, y) (T ij = −T ji). Êðiì
òîãî, ôóíêöi¨ T ij ¹ íåïåðåðâíèìè i ìàþòü îáìåæåíi ÷àñòèííi ïîõiäíi ∂T ij/∂xk.

Îòæå ìîæíà ïåðåïèñàòè (2.1.54) ó âèãëÿäi

∂

∂zi

(
qijξ,ξ/ε

(√
εz, z/

√
ε
)∂wε
∂zj

)
+
b
j
(
√
εz + ξ)√
ε

∂wε
∂zj

= σ̃εθ
∗
ξ,ξ/ε

(√
εz, z/

√
ε
)
wε

+ δ|z|2θ∗ξ,ξ/ε
(√

εz, z/
√
ε
)
wε −

√
εh̃jε(z)

∂wε
∂zj

,

(2.1.55)

äå qijξ,ξ/ε(x, y) = qij(x + ξ, y + ξ/ε), qij(x, y) = θ∗(x, y)aij(x, y) + T ij(x, y), i h̃jε �

ðiâíîìiðíî îáìåæåíi ôóíêöi¨. Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî êîìïà-

êòà
b
j
(
√
εz + ξ)√
ε

=
b
j
(
√
εz + ξ)− bj(ξ)√

ε
→ zi

∂b
j

∂xi
(ξ)
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ðiâíîìiðíî âiäíîñíî z ïðè ε→ 0.

Ëåìà 2.1.14. ßêùî b(ξ) = 0 äëÿ äåÿêîãî ξ ∈ Ω òîäi ïåðøå âëàñíå çíà÷åííÿ λε

îïåðàòîðà (2.1.19) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü −Λε ≤ λε < 0 ç äåÿêèì Λ > 0, ùî

íå çàëåæèòü âiä ε.

Äîâåäåííÿ. Çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó ìàêñèìóìóìó îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü λε <

0. Â ïðîöåñi äîâåäåííÿ îöiíêè çíèçó çðó÷íî ñïî÷àòêó ïðèïóñêàòè, ùî ξ ∈ Ω.

Òîäi äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε ðiâíÿííÿ (2.1.55) âèêîíó¹òüñÿ â B2 = {z; |z| < 2}.
Ââåäåìî äîïîìiæíèé îïåðàòîð

L(aux)
ε w =

∂

∂zi

(
qijξ,ξ/ε

(√
εz,

z√
ε

)∂w
∂zj

)
+
(bj(√εz + ξ)√

ε
+
√
εh̃jε(z)

)∂w
∂zj

− δ|z|2θ∗ξ,ξ/ε
(√

εz,
z√
ε

)
w,

òàê ùî (2.1.55) ìîæíà çàïèñàòè â îïåðàòîðíîìó âèãëÿäi ÿê L(aux)
ε wε =

σ̃εθ
∗
ξ,ξ/ε

(√
εz, z/

√
ε
)
wε. Ðîçãëÿíåìî ïàðàáîëi÷íó çàäà÷ó äëÿ îïåðàòîðà L(aux)

ε

∂w̃ε
∂t
− L(aux)

ε w̃ε = 0 in (0,+∞)×B2,

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ w̃ε(0, z) = wε(z) i êðàéîâîþ óìîâîþ w̃ε(t, z) = 0 íà

(0,+∞)× ∂B2. Ðîçâ'ÿçîê w̃ε öi¹¨ çàäà÷i çàäîâîëüíÿ¹ ïîòî÷êîâó îöiíêó

w̃ε(t, z) ≤ exp
(
σ̃ε(min θ∗)t

)
wε(z), (2.1.56)

ó öüîìó íåñêëàäíî ïåðåêîíàòèñü çàñòîñóâàâøè ïðèíöèï ìàêñèìóìó äî( ∂
∂t
− L(aux)

ε

)(
exp
(
σ̃ε(min θ∗)t

)
wε(z)− w̃ε(t, z)

)
= σ̃ε

(
min θ∗ − θ∗ξ,ξ/ε

(√
εz, z/

√
ε
))
wε(z) ≥ 0.

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè êî¹ôiöi¹íòè îïåðàòîðà L(aux)
ε ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíèìè â

B2 i çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ðiâíîìiðíî¨ åëiïòè÷íîñòi θ∗ξ,ξ/ε
(√

εz, z/
√
ε
)
aijξ,ξ/ε

(√
εz, z/

√
ε
)
ζ iζj ≥

(min θ∗)m |ζ|2, çà äîïîìîãîþ îöiíîê Àðîíñîíà (äèâ. [19]) âèâîäìî

min{w̃ε(1, z); z ∈ B1} ≥M min{w̃ε(0, z); z ∈ B1}
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ç M > 0, ùî íå çàëåæèòü âiä ε, äå B1 � îäèíè÷íà êóëÿ B1 = {z; |z| < 1}.
Ñêîìáiíóâàâøè öå ç (2.1.56) çíàõîäèìî

e(min θ∗)σ̃ε min
B1

wε ≥min{w̃ε(1, z); z ∈ B1} ≥M min{w̃ε(0, z); z ∈ B1}

= M min
B1

wε,

òîáòî σ̃ε ≥ logM/min θ∗ =: −Λ. Òàêèì ÷èíîì σ̃ε ≥ −Λ i λε ≥ −Λε.

Ó âèïàäêó ξ ∈ ∂Ω ìîæíà ïîâòîðèòè íàâåäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ ç ξε ∈ Ω

çàìiñòü ξ, äå |ξε − ξ| = dist(ξε, ∂Ω) = 2
√
ε. �

Â ïðîöåñi äîâåäåííÿ Ëåìè 2.1.14 îäåðæàíî ðiâíîìiðíó îöiíêó çíèçó äëÿ σ̃ε,

ÿêà (â êîìáiíàöi¨ ç î÷åâèäíîþ íåðiâíiñòþ σ̃ε < 0) äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè ðiâåîìiðíó

îöiíêó äëÿ íîðìè wε â C0,β(K) (ç β > 0, ùî çàëåæèòü òiëüêè âiä îöiíîê äëÿ

êîåôiöi¹íòiâ â (2.1.55)) i H1(K), äëÿ êîæíîãî êîìïàêòàK (äèâ., íàïðèêëàä, [95,

Ðîçäië 8.9]). Òàêèì ÷èíîì, ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, wε → w â Cloc(RN)

i σ̃ε → σ̃. Áiëüø òîãî, çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíèõ ìåòîäiâ óñåðåäíåííÿ (ùî áà-

çóþòüñÿ íà div-curl Ëåìi, íàïðèêëàä), íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî w ¹ ðîçâ'ÿçêîì

ðiâíÿííÿ

Qij ∂2w

∂zi∂zj
+ ziB

ji ∂w

∂zj
− δ|z|2w = σ̃w â RN , (2.1.57)

äå Qij = Qji � ñòàëi åôåêòèâíi êîåôiöi¹íòè, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó åëiïòè-

÷íîñòi (ìîæíà ïîêàçàòè, ùî íàñïðàâäi Qij = 1
2
∂2H
∂pi∂pj

(0, ξ)) i

Bji = Bji(ξ) =
∂b

j

∂xi
(ξ).

Çàâäÿêè íîðìàëiçàöi¨ wε(0) = 1, ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ w(z) ¹ íåòðiâiàëüíèì

ðîçâ'ÿçêîì (2.1.57). Êðiì òîãî, äëÿ òî÷åê ìàêñèìóìó zε ôóíêöié wε(z), êîðè-

ñòóþ÷èñü (2.1.53), îòðèìó¹ìî |zε|2 ≤ −σ̃ε/δ. Òîäi, çàâäÿêè Ëåìi 2.1.14, |zε| ≤ C.

Òàêèì ÷èíîì w(z) ¹ îáìåæåíèì äîäàòíèì ðîçâ'ÿçêîì (2.1.57). Ïîáóäó¹ìî òåïåð

ïàðó (σ′, w′), ùî çàäîâîëüíÿ¹ (2.1.57) ç ôóíêöi¹þ w′ âèãëÿäó w′(z) = e−Γijδ zizj ,

äå (Γijδ )i,j=1,N � ñèìåòðè÷íà äîäàòíî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî

ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi

4ΓδQΓδ − ΓδB −B∗Γδ − δI = 0, (2.1.58)
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äå I ïîçíà÷à¹ îäèíè÷íó ìàòðèöþ. Äîáðå âiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä, [125, Òåîðåìà

9.1.5]), ùî äëÿ äîäàòíî âèçíà÷åíî¨ Q i δ > 0 ðiâíÿííÿ (2.1.58) ìà¹ ìàêñèìàëü-

íèé íåâiä'¹ìíèé ðîçâ'ÿçîê Γδ, áiëüø òîãî ìàòðèöÿ Γδ ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ.

Òîäi w′(z) = e−Γijδ zizj ¹ äîäàòíèì îáìåæåíèì ðîçâ'ÿçêîì (2.1.57), ùî âiäïîâiäà¹

âëàñíîìó çíà÷åííþ σ′ = −2tr(QΓδ). Çàçíà÷èìî òåïåð, ùî çà äîïîìîãîþ ïåðå-

òâîðåííÿ w̃(z) = e−r|z|
2

w(z) ç r > 0 ðiâíÿííÿ (2.1.57) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà

Qij ∂2w̃

∂zi∂zj
+ (Bji + 4rQij)zi

∂w̃

∂zj
+ (4r2Qijzizj + 2r trQ+ 2rBjizizj − δ|z|2)w̃

= σ̃w̃ â RN .

Äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ r > 0 ìà¹ìî ((4r2Qijzizj+2r trQ+2rBjizizj−δ|z|2)→ −∞,

i, ç îãëÿäó íà îáìåæåíiñòü w, w̃(z) → 0 ïðè |z| → ∞. Òîäi , çãiäíî ç [167, Òå-

îðåìà 1], âëàñíå çíà÷åííÿ σ̃, ùî âiäïîâiäà¹ òàêié äîäàòíié âëàñíié ôóíêöi¨ w̃,

ùî çãàñà¹ ïðè |z| → ∞, ¹ ¹äèíèì. Òàêèì ÷èíîì σ̃ = σ′ = −2tr(QΓδ), i, ïiäñó-

ìóâàâøè çðîáëåíèé âèùå àíàëiç, ìà¹ìî lim inf
ε→0

λε/ε ≥ −2tr(QΓδ). Íàñàìêiíåöü

çàçíà÷èìî, ùî ìàòðèöi Γδ çáiãàþòüñÿ äî ìàñèìàëüíîãî íåâiä'¹ìíîãî ðîçâ'ÿçîêó

ðiâíÿííÿ Áåðíóëëi (äèâ., íàïðèêëàä, [125, Òåîðåìà 11.2.1])

4ΓQΓ− ΓB −B∗Γ = 0, (2.1.59)

ïðè δ → +0. Îá÷èñëåííÿ, ùî íàäàíî â Äîäàòêó G, ïîêàçóþòü, ùî −2tr(QΓ) =

σ(ξ), äå σ(ξ) � ñóìà âiä'¹ìíèõ äiéñíèõ ÷àñòèí âëàñíèõ çíà÷åíü −B(ξ). Òàêèì

÷èíîì, ïiñëÿ ìàêñèìiçàöi¨ íà ìíîæèíi ξ ∈ AH , îòðèìó¹ìî øóêàíó îöiíêó çíèçó

lim inf
ε→0

λε/ε ≥ σ = max{σ(ξ); ξ ∈ AH}.

�

2.1.7 Ðiâíÿííÿ êîíâåêöi¨-äèôóçi¨: îöiíêà çâåðõó äëÿ

âëàñíèõ çíà÷åíü

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âñòàíîâëþ¹òüñÿ îöiíêà çâåðõó äëÿ ïåðøîãî âëàñíîãî çíà÷å-

ííÿ, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ôîðìóëè (2.1.24). ßê i â Ïiäðîçäiëi 2.1.6 òóò çà-
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ñòîñîâó¹òüñÿ ëîêàëüíèé àíàëiç â îêîëi òî÷îê ìíîæèíè Îáði, ïðîòå îñíîâíó óâà-

ãó ïðèäiëÿ¹òüñÿ ñïåöiàëüíèì (òàê çâàíèì âàãîìèì) òî÷êàì ìíîæèíè Îáði, äå

âäà¹òüñÿ êîíòðîëþâàòè àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïåðåìàñøòàáîâàíèõ âëàñíèõ

ôóíêöié íà íåñêií÷åííîñòi. Áóäå ïîêàçàíî, ùî òiëüêè öi òî÷êè âïëèâàþòü íà

ãîëîâíi ÷ëåíè àñèìïòîòèê ïåðøîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ i ïåðøî¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨.

Ùîá íàäàòè îçíà÷åííÿ âàãîìî¨ òî÷êè íàãàäà¹ìî, ùî, çãiäíî ç Òåîðåìîþ 2.1.1,

ôóíêöi¨ Wε = −ε log uε çáiãàþòüñÿ (ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi) ðiâíîìiðíî

íà êîìïàêòàõ äî â'ÿçêiñíîãî ðîçâ'ÿçêóW çàäà÷i (2.1.4)�(2.1.5) ç λ = 0. Ç (2.1.18)

âèïëèâà¹, ùî äëÿ W ¹ ñïðàâåäëèâèì ïðåäñòàâëåííÿ W (x) = min{dH(x, ξ) +

W (ξ); ξ ∈ AH}.
Áóäåìî íàçèâàòè òî÷êó ξ ∈ AH âàãîìîþ ÿêùî

W (x) = dH(x, ξ) +W (ξ) ó äåÿêîìó îêîëi ξ.

Â ïðîòèâíîìó âèïàäêó òî÷êà ξ íàçèâà¹òüñÿ íåâàãîìîþ. Äëÿ êîæíî¨ íåâàãî-

ìî¨ òî÷êè ξ ∈ AH iñíóþòü ïîñëiäîâíîñòi xn → ξ i ξn ∈ AH \ {ξ}, òàêi ùî
dH(xn, ξ) + W (ξ) > dH(xn, ξn) + W (ξn). Îñêiëüêè ìíîæèíà Îáði ñêëàäà¹òüñÿ

çi ñêií÷åíîãî ÷èñëà òî÷îê, ïîñëiäîâíiñòü ξn çáiãà¹òüñÿ (àáî ìà¹ çáiæíó ïiä-

ïîñëiäîâíiñòü) äî ξ′ ∈ AH , ξ′ 6= ξ. Â ãðàíèöi n → ∞, êîðèñòóþ÷èñü íåïå-

ðåðâíiñòþ ôóíêöi¨ âiäñòàíi, îòðèìó¹ìî dH(ξ, ξ′) = W (ξ) − W (ξ′) (íåðiâíiñòü

dH(ξ, ξ′) ≥ W (ξ)−W (ξ′) çàâæäè ¹ âiðíîþ). Ââåäåìî òåïåð (÷àñòêîâå) âiäíîøå-

ííÿ ïîðÿäêó � íà AH :

ξ′ � ξ ⇐⇒ dH(ξ, ξ′) = W (ξ)−W (ξ′). (2.1.60)

Öå âiäíîøåííÿ ¹ (î÷åâèäíî) ðåôëåêñèâíèì, éîãî òðàíçèòèâíiñòü ¹ íàñëiäêîì

íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà dH(ξ, ξ′′) ≤ dH(ξ, ξ′)+dH(ξ′, ξ′′), i éîãî àíòèñèìåòðè÷íiñòü

âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi SH(ξ, ξ′) > 0 ÿêà ¹ âiðíîþ äëÿ âñiõ ξ 6= ξ′, ξ, ξ′ ∈ AH . Òîäi
êîæíèé ìiíiìàëüíèé åëåìåíò ξ ∈ AH ¹ âàãîìîþ òî÷êîþ. Îñêiëüêè ìíîæèíà

AH ¹ ñêií÷åíîþ, òî iñíó¹ ìiíiìàëüíèé ¹ëåìåíò, òîáòî iñíó¹ ùîíàéìåíøå îäíà

âàãîìà òî÷êà ξ ∈ AH .
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Òåîðåìà 2.1.15. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè Òåîðåìè 2.1.4, i íå-

õàé ξ � âàãîìà òî÷êà ç AH , ïîâ'ÿçàíà ç (ïiä)ïîñëiäîâíiñòþ Wε → W . Òîäi

limε→0 λε/ε = σ(ξ) i ôóíêöi¨ uε(ξ +
√
εz)/uε(ξ) çáiãàþòüñÿ ñëàáêî â H1(K) äëÿ

êîæíîãî êîìïàêòó K ⊂ RN äî ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨ w(z), ÿêà ¹ ¹äèíîþ äîäàòíîþ

âëàñíîþ ôóíêöi¹þ ðiâíÿííÿ

Qij ∂2w

∂zi∂zj
+ ziB

ji ∂w

∂zj
= σw â RN , (2.1.61)

ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó çíà÷åííþ σ = σ(ξ), ¹ íîðìàëiçîâàíîþ ðiâíiñòþ w(ξ) =

1 i ¹ òàêîþ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ äîäàòêîâó óìîâó

w(z)eµ|Πsz|2−ν|Πuz|2 ¹ îáìåæåíîþ íà RN äëÿ äåÿêîãî µ > 0 i âñiõ ν > 0, (2.1.62)

äå Πs i Πu ïîçíà÷àþòü ñïåêòðàëüíi ïðîåêòîðè íà iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè

B, ùî âiäïîâiäàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì ç äîäàòíèìè i âiä'¹ìíèìè äiéñíèìè

÷àñòèíèìè (ñòiéêèì i íåñòiéêèì ïiäïðîñòîðàì ñèñòåìè żi = −Bijzj). Êîå-

ôiöi¹íòè Qij i Bij ¹ òàêèìè ñàìèìè ÿê â Òåîðåìi 2.1.4.

Äîâåäåííÿ. Âñþäó íèæ÷å ââàæà¹ìî, ùî âëàñíà ôóíêöiÿ uε ¹ íîðìàëiçîâàíîþ

ðiâíiñòþ uε(ξ) = 1, ÿêùî ÿâíî íå ñêàçàíî ïðîòèëåæíîãî; W ïîçíà÷à¹ ãðàíèöþ

ìàñøòàáîâàíèõ ëîãàðèôìi÷íèõ ïåðåòâîðåíü ôóíêöié uε íîðìàëiçîâàíèõ îçíà-

÷åíèì øëÿõîì. Çàâäÿêè îöiíêàì çâåðõó i çíèçó äëÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ λε ÷àñòêà

λε/ε çáiãà¹òüñÿ ïðè ε → 0, äëÿ äåÿêî¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi, äî ñêií÷åíî¨ ãðàíèöi,

ÿêó áóäåìî ïîçíà÷àòè σ0. Çàñòîñó¹ìî òi ñàìi ìiðêóâàííÿ, ùî i âäîâåäåííi îöiíêè

çíèçó äëÿ λε. Ðîçãëÿíåìî ìàñøòàáîâàíi âëàñíi ôóíêöi¨ wε(z) = uε(ξ +
√
εz) ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

∂

∂zi

(
qij
ξ, ξε

(√
εz, z/

√
ε
)∂wε
∂zj

)
+
b
j
(
√
εz + ξ)√
ε

∂wε
∂zj

=
λε
ε
θ∗
ξ, ξε

(√
εz, z/

√
ε
)
wε

−
√
εh̃jε(z)

∂wε
∂zj

â
Ω− ξ√

ε
.

Ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, wε çáiãàþòüñÿ â C(K) i ñëàáêî â H1(K), äëÿ

êîæíîãî êîìïàêòó K, äî äîäàòíîãî ðîçâ'ÿçêó w0 ðiâíÿííÿ (2.1.61) ç σ = σ0.
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Çàäà÷à íà âëàñíi çíà÷åííÿ (2.1.61) ìà¹, âçàãàëi êàæó÷è, áàãàòî ðîçâ'ÿçêiâ w(z).

Áóäå äîâåäåíî, ùî ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ w0 çàäîâîëüíÿ¹ òàêîæ (2.1.62). Öå äà¹

ìîæëèâiñòü ñêîðèñòàòèñÿ íàñòóïíèì ðåçóëüòàòîì ïðî ¹äèíiñòü.

Ëåìà 2.1.16. Ñïåêòðàëüíà çàäà÷à (2.1.61) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê � ïàðó (σ,w)

ç äîäàòíîþ ôóíêöi¹þ w, ùî çàäîâîëüíÿ¹ (2.1.62) i íîðìàëiçîâàíà ðiâíiñòþ

w(0) = 1. Áiëüø òîãî, w(z) = e−Γijzizj , äå Γ ¹ ìàêñèìàëüíèì íåâiä'¹ìíî âèçíà-

÷åíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Áåðíóëëi (2.1.59), i σ = −2tr(ΓQ).

Äîâåäåííÿ. Ïî-ïåðøå çàçíà÷èìî, ùî w(z) = e−Γijzizj çàäîâîëüíÿ¹ (2.1.62). Öå

âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi Γ = Π∗sΓΠs ≥ γΠ∗sΠs, äå γ > 0, äèâ. Òâåðäæåííÿ G.1 â

Äîäàòêó G. ßñíî òàêîæ, ùî w(z) çàäîâîëüíÿ¹ (2.1.61) ç σ = −2tr(ΓQ).

Ùîá äîâåñòè ¹äèíiñòü σ i w(z) ñêîðèñòà¹ìîñü ïåðåòâîðåííÿì w̃(z) =

eφ(z)w(z), ç êâàäðàòè÷íîþ ôóyêöi¹þ φ(z), ùî áóäå ïîáóäîâàíî íèæ÷å. Öå ïå-

ðåòâîðåííÿ âåäå äî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

Qij ∂2w̃

∂zi∂zj
+ ziB̃

ji ∂w̃

∂zj
+ C̃(z)w̃ = σw̃ â RN . (2.1.63)

Ôóíêöiþ φ(z) áóäå ñêîíñòðóéîâàíî òàêèì ÷èèíîì, ùî C̃(z) → −∞, w̃(z) → 0

ïðè |z| → ∞. Òîäi, çãiäíî ç [167], iñíó¹ ¹äèíå ÷èñëî σ, òàêå ùî (2.1.63) èà¹

äîäàòíèé ðîçâ'ÿçîê w̃(z), ùî ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè |z| → ∞ (ôóíêöiÿ w̃(z) ¹

òàêîæ ¹äèíîþ ç òî÷íiñòþ äî ïîìíîæåííÿ íà äîäàòíó ñòàëó).

Ïðèñòóïèìî äî ïîáóäîâè φ(z). Ïîêëàäåìî φ = rAij
s zizj− rAij

u zizj, ç ñèìåòðè-

÷íèìè ìàòðèöÿìè As i Au, òîäi â (2.1.63) ìà¹ìî

B̃ji = Bji + 4rQjl(Ali
u − Ali

s )

i

C̃(z) = 4r2(Ail
u − Ail

s )Qlm(Amj
u − Amj

s )zizj

+ r
((
Bli(Alj

u − Alj
s ) + (Ail

u − Ail
s )Bjl

)
zizj + 2tr

(
Q(Au − As)

))
.

Çàäàìî As i Au ÿê îêðåìi ðîçâ'ÿçêè ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü Ëÿïóíîâà

AsB +B∗As = Π∗sΠs, AuB +B∗Au = −Π∗uΠu, (2.1.64)
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ÿêi çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè

As =

∫ 0

−∞
eB
∗tΠ∗sΠse

Bt dt, Au =

∫ ∞
0

eB
∗tΠ∗uΠue

Bt dt, (2.1.65)

i âèáåðåìî äîñòàòíüî ìàëå r0 > 0 òàêèì ÷èíîì ùîá ìàòðèöÿ

4r(Au − As)Q(Au − As) + (Au − As)B +B∗(Au − As)

= 4r(Au − As)Q(Au − As)− Π∗sΠs − Π∗uΠu

áóëà âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ äëÿ 0 < r < r0. Òîäi C̃(z) → −∞ ïðè |z| → ∞.

Çàëèøà¹òüñÿ ïîìiòèòè, ùî äëÿ ôóíêöi¨ w(z) ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (2.1.62) ìîæíà

âèáðàòè íàñòiëüêè ìàëå r > 0 ùîá w̃(z) → 0 ïðè |z| → ∞. Òóò âèêîðèñòàíî

òîé ôàêò, ùî íåðiâíîñòi As ≤ γ1Π
∗
sΠs i Au ≥ γ2Π

∗
uΠu ¹ âiðíèìè äëÿ äåÿêèõ

γ1, γ2 > 0. �

Îñêiëüêè λε/ε → σ0 i ôóíêöi¨ wε(z) = uε(ξ +
√
εz) çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî

íà êîìïàêòàõ äî äîäàòíîãî ðîçâ'ÿçêó w0 ðiâíÿííÿ (2.1.61) ç σ = σ0, òî ùîá

çàñòîñóâàòè Ëåìó 2.1.16 íåîáõiäíî òiëüêè âñòàíîâèòè (2.1.62). Ç öi¹þ ìåòîþ

ïîáóäó¹ìî êâàäðàòè÷íó ôóíêöiþ Φν
µ(x), ùî çàäîâîëüíÿ¹

H(∇Φν
µ(x), x) ≤ −δ|x− ξ|2 â îêîëi U(ξ) òî÷êè ξ, (2.1.66)

äëÿ äåÿêîãî δ > 0.

Ëåìà 2.1.17. Íåõàé φs(x) := Aij
s xixj i φu(x) := Aij

u xixj, äå As i Au

¹ ðîçâ'ÿçêàìè ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü Ëÿïóíîâà (2.1.64) âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè

(2.1.65). Òîäi ôóíêöiÿ

Φν
µ(x) := µφs(x− ξ)− νφu(x− ξ) (2.1.67)

çàäîâîëüíÿ¹ (2.1.66) äëÿ äåÿêîãî δ > 0, ÿêùî 0 < µ, ν < r i r > 0 ¹ äîñòàòíüî

ìàëèì.
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Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî, äëÿ ìàëèõ |x− ξ|,

H(∇Φν
µ(x), x) ≤ H(0, x) +

∂H

∂pj
(0, x)

∂Φν
µ

∂xj
(x) + C|∇Φν

µ(x)|2

= −(xi − ξi)
∂b

j

∂xi
(ξ)

∂Φν
µ

∂xj
(x) + C|∇Φν

µ(x)|2 + ō(|x− ξ|2)

≤ −2(xi − ξi)Bji(µAlj
s − νAlj

u )(xl − ξl)

+ C1(µ
2|Π∗s(x− ξ)|2 + ν2|Π∗u(x− ξ)|2) + ō(|x− ξ|2). (2.1.68)

Çàçíà÷èìî, ùî (µAs− νAu)B+B∗(µAs− νAu) = µΠ∗sΠs + νΠ∗uΠu, îòæå ïåðøèé

÷ëåí â ïðàâié ÷àñòèíi (2.1.68) ìîæíà çâïèñàòè ÿê −µ|Πs(x−ξ)|2−ν|Πu(x−ξ)|2.
Òàêèì ÷èíîì íåðiâíiñòü (2.1.66) ¹ âiðíîþ ÿêùî 0 < µ < 1/C1 i 0 < ν < 1/C1. �

Ëåìà 2.1.18. Íåõàé Φν
µ(x) i µ, ν ¹ òàêèìè ÿê â Ëåìi 2.1.17, òîäi W (x) >

Φν
µ(x) â U ′(ξ) \ {ξ}, äå U ′(ξ) ⊂ U(ξ) � äåÿêèé îêië òî÷êè ξ.

Äîâåäåííÿ.Îñêiëüêè ξ ¹ âàãîìîþ òî÷êîþ, ìà¹ìîW (x) = dH(x, ξ) â äåÿîìó îêîëi

U(ξ) òî÷êè ξ. Çãiäíî ç ïðåäñòàâëåííÿì (2.1.16), iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë {tn >
0}∞n=1 i àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ òðà¹êòîðié ηn : [0, tn] → Ω ÿêi çàäîâîëüíÿþòü

êðàéîâèì óìîâàì ηn(0) = ξ, ηn(tn) = x, i ¹ òàêèìè, ùî

dH(x, ξ) = lim
n→∞

∫ tn

0

L(η̇n, ηn) dτ.

Òîäi iñíó¹ îêië U ′(ξ) ⊂ U(ξ), òàêèé ùî äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ n i âñiõ x ∈ U ′(ξ)
ìà¹ìî {ηn(τ) ; τ ∈ [0, tn]} ⊂ U(ξ). Äiéñíî, ÿêùî ïðèïóñòèòè ùî òàêîãî îêîëó íå

iñíó¹, òîäi çíàéäóòüñÿ ïîñëiäîâíîñòi òî÷îê xn → ξ i êðèâèõ ηn(t), òàêi ùî

• ηn ïî¹äíþ¹ ξ i xn, òîáòî ηn(0) = ξ, ηn(tn) = xn;

• ηn(τn) ∈ ∂U(ξ) äëÿ äåÿêîãî τn ∈ (0, tn);

• lim
n→∞

∫ tn

0

L(η̇n, ηn) dτ = 0.

Ïîêëàäåìî yn := ηn(τn) ∈ ∂U(ξ), òîäi ç íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ âiäñòàíi ìà¹ìî

lim
n→∞

SH(yn, ξ) = 0, äå SH(yn, ξ) = dH(yn, ξ) + dH(ξ, yn) � ñèìåðèçîâàíà âiä-

ñòàíü. ßêùî âèäiëèòè çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü yn → y ∈ ∂U(ξ), òî çíàõîäèìî
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SH(y, ξ) = 0. Îòæå y ∈ AH . Òàêèì ÷èíîì òî÷êè ìíîæèíè Îáði ëåæàòü íà ìåæi

êîæíîãî (äîñòàòíüî ìàëîãî) îêîëó ξ, òîáòî ξ íå ìîæå áóòè içîëüîâàíîþ òî÷êîþ

AH . Àëå öå ïðîòèði÷èòü (2.1.23).
Òåïåð, êîðèñòóþ÷èñü (2.1.66) îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ U ′(ξ)

Φν
µ(x) =

∫ tn

0

∇Φν
µ(ηn) · η̇n dτ =

∫ tn

0

(
∇Φν

µ(ηn) · η̇n −H(∇Φν
µ(ηn), ηn)

)
dτ

+

∫ tn

0

H(∇Φν
µ(ηn), ηn) dτ ≤

∫ tn

0

L(η̇n, ηn) dτ,

êîëè n ¹ äîñòàòíüî âåëèêèì. Òàêèì ÷èíîì Φν
µ ≤ W â U ′(ξ). Êðiì òîãî,

ÿêùî Φν
µ = W â òî÷öi x0 ∈ U ′(ξ) òîäi x0 ¹ ëîêàëüíèì ìiíiìóìîì W − Φν

µ,

çâiäêè H(∇Φν
µ(x0), x0) ≥ 0 îñêiëüêè W ¹ â'ÿçêiñíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

H(∇W (x), x) = 0 â Ω. Òîäi âíàñëiäîê (2.1.66) ìà¹ìî x0 = ξ, òîáòî Φν
µ < W

â U ′(ξ) \ {ξ}. �

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ (2.1.62) ïîáóäó¹ìî òåñòîâó ôóíêöiþ Ψε(x) âèãëÿ-

äó Ψε(x) = Φν
µ(x) + εθ̃ε(x, x/ε), òàêó ùî

− εaij(x, x/ε) ∂2Ψε

∂xi∂xj
+H

(
∇Ψε(x), x, x/ε

)
≤ H(∇Φν

µ(x), x) + Cε â U ′(ξ).

(2.1.69)

Äëÿ öüîãî, ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî ðîçâ'ÿçîê ϑ(p, x, y) ðiâíÿííÿ (2.1.9), íîð-

ìàëiçîâàíèé ðiâíiñòþ
∫
Y ϑ(p, x, y)dy = 1, ¹ äîñòàòíüî ãëàäêèì, i ïîêëàäåìî

θ̃ε(x, y) = θ
(
∇Φν

µ(x), x, y
)
, äå θ(p, x, y) = log ϑ(p, x, y). Òîäi, îñêiëüêè

−aij(x, y)
∂2θ(p, x, y)

∂yi∂yj
+H

(
p+∇yθ(p, x, y), x, y

)
= H(p, x),

(2.1.69) ¹ î÷åâèäíèì. Ó öüîìó âèïàäêó θ̃ε(x, y) íå çàëåæèòü âiä ε. Â çàãàëüíîìó

âèïàäêó, çàâäÿêè C1-ðåãóëÿðíîñòi êîåôiöi¹íòiâ aij(x, y) i bj(x, y), âñi ïåðøi òà

äðóãi ÷àñòèííi ïîõiäíi ϑ(p, x, y) iñíóþòü òà ¹ íåïåðåðâíèìè íà RN ×Ω×RN , çà

âèéíÿòêîì (ìîæëèâî) ∂2ϑ(p, x, y)/∂xi∂xj. Äëÿ äîñÿãíåííÿ áàæàíî¨ ðåãóëÿðíî-

ñòi θ̃ε(x, y) ïîêëàäåìî

θ̃ε(x, y) =

∫
ϕε(x− x′)θ

(
∇Φν

µ(x), x′, y
)
dx′,
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äå ϕε(x) = ε−Nϕ(x/ε), ç íåâiä'¹ìíîþ ôóíêöi¹þ ϕ(x) êëàñó C∞0 (RN), òàêîþ ùî∫
ϕ(x) dx = 1. Òîäi ìà¹ìî

aij(x, x/ε)
( ∂2θ

∂yi∂yj

(
∇Φν

µ(x), x, x/ε
)
− ∂2

∂xi∂xj

(
θ̃ε(x, x/ε)

))
≤ C

ε

i
∣∣∇yθ

(
∇Φν

µ(x), x, x/ε
)
−∇

(
θ̃ε(x, x/ε)

)∣∣ ≤ C. Òàêèì ÷èíîì θ̃ε(x, y) äiéñíî çàäî-

âîëüíÿ¹ (2.1.69).

Ç (2.1.69) i (2.1.66) âèïëèâà¹, ùî

−εaij(x, x/ε) ∂2Ψε

∂xi∂xj
+H

(
∇Ψε(x), x, x/ε

)
≤ −δ|x−ξ|2+Cε â U ′(ξ). (2.1.70)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ôóíêöiþ Wε − Ψε. Çãiäíî ç Ëåìîþ 2.1.18 ìà¹ìî Wε > Ψε íà

∂U ′(ξ) äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε, îòæå àáîWε ≥ Ψε â U ′(ξ) àáîWε−Ψε äîñÿãà¹ ñâié

âiä'¹ìíèé ìiíiìóì â U ′(ξ) â òî÷öi xε. Â îñòàííüîìó âèïàäêó∇Wε(xε) = ∇Ψε(xε)

i

aij(xε, xε/ε)
∂2Wε

∂xi∂xj
(xε) ≥ aij(xε, xε/ε)

∂2Ψε

∂xi∂xj
(xε).

Îòæå

λε = −εaij(xε, xε/ε)
∂2Wε

∂xi∂xj
(xε) +H

(
∇Wε(xε), xε, xε/ε

)
≤ −εaij(xε, xε/ε)

∂2Ψε

∂xi∂xj
(xε) +H

(
∇Ψε(xε), xε, xε/ε

)
≤ −δ|xε − ξ|2 + Cε.

Òàêèì ÷èíîì, àáî Wε > Ψε â U ′(ξ) àáî Wε ≥ Ψε + Wε(xε)− Ψε(xε) â U ′(ξ) i xε

çàäîâîëüíÿ¹ |xε − ξ| ≤ C
√
ε. Â îáîõ âèïàäêàõ ìà¹ìî îöiíêó Wε(x) ≥ Φν

µ(x) +

Wε(x̃ε)−βε, äå x̃ε ¹ àáî ξ àáî xε (íàãàäà¹ìî, ùî ôóíöi¨ uε íîðìàëiçîâàíi ðiâíiñòþ
uε(ξ) = 1, òîáòî Wε(ξ) = 0). Òîäi, ñêîðèñòàâøèñü çàìiíîþ z = (x − ξ)/

√
ε i

âèçíà÷åííÿì Φν
µ â (2.1.67), îòðèìó¹ìî

wε(z) ≤ Cwε(zε)e
−µφs(z)+νφu(z) in (U(ξ)− ξ)/

√
ε,

äå zε = (x̃ε − ξ)/
√
ε, îòæå |zε| ≤ C. Ïîìiòèìî, ùî òî÷êà zε çàëèøà¹òüñÿ â

äåÿêîìó ôiêñîâàíîìó êîìïàêòi ïðè ε → 0, òîäi wε(zε) ≤ C i â ãðàíèöi ε → 0

îòðèìó¹ìî

w(z) ≤ Ce−µφs(z)+νφu(z) â RN .
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Çàëèøà¹òüñÿ çàçíà÷èòè, ùî φs(z) ≥ γ3|Πsz|2 i φu(z) ≤ γ4|Πuz|2 äëÿ äåÿêèõ

γ3, γ4 > 0. Òàêèì ÷èíîì w(z) äiéñíî çàäîâîëüíÿ¹ (2.1.62), i çàñòîñóâàííÿ Ëåìè

2.1.16 ðàçîì ç ïóíêòîì (iii) Òâåðäæåííÿ G.1 (äèâ. Äîäàòîê G) çàâåðøó¹ äîâå-

äåííÿ Òåîðåìè 2.1.15. �

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 2.1.4. Ç Òåîðåì 2.1.13, 2.1.15 i òîãî ôàêòó, ùî ìíîæèíà

âàãîìèõ òî÷îê ¹ íåïóñòîþ, âèïëèâà¹ ôîðìóëà (2.1.24). Áiëüø òîãî ìà¹ìî ¹äè-

íiñòü ãðàíè÷íî¨ àäèòèâíî¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨ W (x) çà óìîâîþ, ùî ìàêñèìóì â

(2.1.24) äîñÿãà¹òüñÿ â òî÷íî îäíié òî÷öi ξ = ξ ìíîæèíè Îáði. Äiéñíî, ç òî-

÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, ôóíêöi¨ Wε çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî (íà êîìïàêòàõ

â Ω) äî àäèòèâíî¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨ W (x); òóò Wε = −ε log uε i ÷åðåç uε ïîçíà-

÷åíî âëàñíi ôóíêöi¨ íîðìàëiçîâàíi ðiâíiñòþ (2.1.7). Çãiäíî ç Òåîðåìîþ 2.1.15

¹äèíà âàãîìà òî÷êà (àñîöiéîâàíà ç âèáðàíîþ ïiäïîñëiäîâíiñòþ) ¹ ξ. Òàêèì ÷è-

íîì ξ ¹ ¹äèíèì ìiíiìàëüíèì ¹ëåìåíòîì AH âiäíîñíî âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó �
âèçíà÷åíîãî â (2.1.60); îòæå âií ¹ íàéìåíøèì åëåìåíòîì AH , òîáòî ξ � ξ äëÿ

êîæíîãî ξ ∈ AH . Öå îçíà÷à¹, ùî W (ξ) = W (ξ) + dH(ξ, ξ) äëÿ âñiõ ξ ∈ AH ,
çâiäêè W (x) = dH(x, ξ) + W (ξ). Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ Òâåðäæåííÿ (i)

Òåîðåìè 2.1.4 äîñòàíüî âñòàíîâèòè, ùî W (ξ) = 0, àëå öå âèïëèâà¹ ç Íàñëiäî-

êó 3.2.55. Ùî ñòîñó¹òüñÿ Òâåðäæåííÿ (ii) Òîðåìè 2.1.4, òî éîãî àäðåñîâàíî â

Òåîðåìi 2.1.15.

2.1.8 Ñèíãóëÿðíî çáóðåíi ðiâíÿííÿ ç ìîëîäøèìè

÷ëåíàìè îäíîãî ïîðÿäêó

Òåîðåìó 2.1.4, äå éäåòüñÿ ïðî ðiâíÿííÿ êîíâåöi¨-äèôóçi¨ áåç äèñèïàöi¨, íåñêëàäíî

óçàãàëüíèòè íà ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

ε aij
(
x,
x

ε

) ∂2u

∂xi∂xj
+ bj

(
x,
x

ε

) ∂u
∂xj

+ c
(
x,
x

ε

)
u = λu â Ω (2.1.71)

ç êðàéîâîþ óìîâîþ Äiðiõëå u = 0 íà ∂Ω, äå Ω ⊂ RN � ãëàäêà îáìåæåíà îáëàñòü.

Áiëüø òîãî, ÿêùî åôåêòèâíå ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà-ßêîái H(∇W,x) = λH ìà¹
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äîñòàòíüî ãëàäêèé ðîçâ'ÿçîê W (x), ìîæíà øóêàòè âëàñíi ôóíêöi¨ i âëàñíi çíà-

÷åííÿ çàäà÷i (2.1.2) (ç α = 1) ó âèãëÿäi e−W (x)/εϑ(∇W (x), x, x/ε)uε i λH + ελε,

âiäïîâiäíî, äå ϑ(p, x, y) � ðîçâ'ÿçêè êîìiðêîâèõ çàäà÷ (2.1.9). Òîäi çàäà÷à (2.1.2)

çâîäèòüñÿ äî (2.1.71), ç òî÷íiñòþ äî äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà ïåðøîãî ïî-

ðÿäêó ç êîåôiöi¹íòàìè ïîðÿäêó ε, ÿêèé ó ñòiéêèõ âèïàäêàõ (ùî ðîçãëÿíóòî

íèæ÷å) íå âïëèâà¹ íà ãîëîâíi ÷ëåíè àñèìòîòèê.

Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî êîåôiöi¹íòè â (2.1.71) ¹ ãëàäêèìè ôóíêöiÿìè (êëàñó

C2(Ω×RN)) Y -ïåðiîäè÷íèìè âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨, äå Y = (0, 1)N � êîìiðêà

ïåðiîäè÷íîñòi; òàêîæ aij ìàþòü ñèìåòðiþ aij = aji i çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ðiâ-

íîìiðíî¨ åëiïòè÷íîñòi. Âèâ÷à¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ïåðøîãî âëàñíîãî

çíà÷åííÿ λε i âiäïîâiäíî¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨ uε, 0 < uε ≤ maxuε = 1 â Ω, ïðè

ε → 0. Ìiðêóâàííÿ íàâåäåíi â Ïiäðîçäiëàõ 2.1.4�2.1.5 àäàïòóþòüñÿ ìàéæå áåç

çìií. À ñàìå, ïîêëàäåìî Wε := −ε log uε, òîäi ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

− εaij
(
x,
x

ε

) ∂2Wε

∂xi∂xj
+H(∇Wε, x, x/ε) + εc

(
x,
x

ε

)
= ελε, (2.1.72)

äå ãàìiëüòîíiàí H çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ H(p, x, y) = aij(x, y)pipj − bj(x, y)pj.

Òîäi ελε → λH , äå λ = λH � àäèòèâíå âëàñíå çíà÷åííÿ çàäà÷i (2.1.4)�(2.1.5)

ç åôåêòèâíèì ãàìiëüòîíiàíîì H, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ êîìiðêîâîþ çàäà÷åþ (2.1.9).

Äàëi, ÿê i â Ïiäðîçäiëi 2.1.2, ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè λH = 0, òîáòî ìíîæèíà

Îáði AH ¹ íåïóñòîþ. Ïðîòå ñòðóêòóðíi ïðèïóùåííÿ âiäíîñíî AH áóäóòü òåïåð

ñëàáêiøèìè; êîíêðåòíî, íà AH íàêëàäà¹òüñÿ íàñòóïíà óìîâà:

ìíîæèíà Îáði AH ñêëàäà¹òüñÿ ç ñêií÷åíîãî ÷èñëà ãiïåðáîëi÷íèõ

íåðóõîìèõ òî÷îê i ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ðiâíÿííÿ ẋ = −b(x),

ùî ëåæàòü ó âíóòðiøíié ÷àñòèíi Ω,

(2.1.73)

äå êîìïîíåíòè âåêòîðà åôåêòèâíîãî çíåñåííÿ b̄(x) âèçíà÷àþòüñÿ â (2.1.20) ÷åðåç

Y -ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê θ∗(x, y) ðiâíÿííÿ (2.1.21) íîðìàëiçîâàíèé ðiâíiñòþ∫
Y

θ∗(x, y) dy = 1. (2.1.74)
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Çàçíà÷èìî, ùî, íà âiäìiíó âiä Òåîðåìè 2.1.4 Ïiäðîçäiëó 2.1.2, â AH êðiì íåðó-

õîìèõ òî÷îê äîïóñêàþòüñÿ òàêîæ ãðàíè÷íi öèêëè.

Òåîðåìà 2.1.19. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ (2.1.71) çàäîâîëüíÿþòü îçíà÷å-

íèì ðàíiøå ïðèïóùåííÿì i ¹ òàêèìè, ùî ìíîæèíà Îáði AH 6= ∅ ìà¹ ñòðó-
êòóðó îïèñàíó â (2.1.73), òîäi (i)

lim
ε→0

λε = σ := max
{
σ1(ξ) + σ2(ξ); ξ ∈ AH

}
, (2.1.75)

äå σ1(ξ) ¹ àáî ñóìîþ âiä¹ìíèõ äiéñíèõ ÷àñòèí âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi(
− ∂b

i

∂xj
(ξ)
)
i,j=1,N

ÿêùî ξ ¹ íóëüîì b (íåðóõîìîþ òî÷êîþ ðiâíÿííÿ ẋ = −b(x)), àáî

σ1(ξ) =
1

P

∑
|Λk(ξ)|<1

log |Λk(ξ)| (2.1.76)

ÿêùî ξ ëåæèòü íà ãðàíè÷íîìó öèêëi, äå P > 0 � ïåðiîä öèêëó, i Λk(ξ) � âëà-

ñíi çíà÷åííÿ ëiíåàðiçîâàíîãî âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íåðiâ-

íiñòü |Λk(ξ)| < 1; â (2.1.75)

σ2(ξ) =

∫
Y

c(ξ, y)θ∗(ξ, y) dy

ÿêùî ξ ¹ ôiêñîâàíîþ òî÷êîþ, àáî

σ2(ξ) =
1

P

∫ P

0

∫
Y

c
(
x(t), y

)
θ∗
(
x(t), y

)
dy dt (ẋ = −b(x), x(0) = ξ),

ÿêùî ξ ëåæèòü íà ãðàíè÷íîìó öèêëi.

(ii) Êðiì òîãî, ÿêùî ìàêñèìóì â (2.1.75) äîñÿãà¹òüñÿ íà òî÷íî îäíié

çâ'ÿçíié êîìïîíåíòi ìíîæèíè Îáði (íåðóõîìié òî÷öi àáî ãðàíè÷íîìó öèêëi),

òîäi ôóíêöi¨ Wε çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîìïàêòàõ â Ω äî ìàêñèìàëüíî-

ãî â'ÿçêiñíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.1.4)�(2.1.5) ç λH = 0, ùî äîðiâíþ¹ íóëþ íà

çãàäàíié êîìïîíåíòi ìíîæèíè Îáði.
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Çàóâàæåííÿ 2.1.20. Â Òåîðåìi 2.1.19 Λk(ξ) ïîçíà÷àþòü âëàñíi çíà÷åííÿ ëi-

íåàðiçîâàíîãî âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå, ùî âiäïîâiäà¹ òî÷öi ξ íà ãðàíè÷íîìó

öèêëi i òðàíñâåðñàëüíié ãiïåðïëîñêîñòi ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç öþ òî÷êó. Äîáðå âi-

äîìî, ùî âëàñíi çíà÷åííÿ ëiíåàðiçîâàíîãî âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå íå çàëåæàòü

íi âiä îêðåìîãî âèáîðó ξ íi âiä âèáîðó òðàíñâåðñàëüíî¨ ãiïåðïëîñêîñòi. Òàêîæ

çàçíà÷èìî, ùî óìîâà ãiïåðáîëi÷íîñòi, íàêëàäåíà íà ãðàíè÷íi öèêëè îçíà÷à¹, ùî

îçíà÷åíi âëàñíi çíà÷åííÿ íå ëåæàòü íà îäèíè÷íîìó êîëi.

Õî÷à ñõåìà äîâåäåííÿ Òåîðåìè 2.1.19 ¹ áëèçüêîþ äî Òåîðåìè 2.1.4, ïðèñó-

òíiñòü ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ïîòðåáó¹ íîâèõ ìåòîäiâ. Çîêðåìà, äëÿ òîãî ùîá ïðîâå-

ñòè àíàëiç âëàñíèõ ôóíêöié â îêîëi ãðàíè÷íèõ öèêëiâ øòó÷íî ââîäÿòüñÿ ðóõîìi

êîîðäèíàòè, ùî âåäå äî ïàðàáîëi÷íèõ çàäà÷ íà âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ îòðèìàíèõ

îïåðàòîðiâ. Àíàëiç îñòàííiõ çàäà÷ ïîòðåáó¹ äåòàëüíîãî âèâ÷åííÿ ïåðiîäè÷íèõ

ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ îïåðàòîðiâ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà ó âñüî-

ìó ïðîñòîði.

2.1.9 Ëîêàëüíèé àíàëiç â ðóõîìèõ êîîðäèíàòàõ

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi çíàõîäèòüñÿ îöiíêà çíèçó äëÿ ïåðøîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ

λε øëÿõîì ëîêàëüíîãî àíàëiçó â îêîëi çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò ìíîæèíè Îáði AH .
Íàãàäà¹ìî, ùî öi êîìïîíåíòè ¹ àáî íåðóõîìi òî÷êè àáî ãðàíè÷íi öèêëè ðiâíÿííÿ

ẋ = −b(x). Îñêiëüêè ìiðêóâàííÿ äëÿ íåðóõîìèõ òî÷îê ¹ òàêèìè ñàìèìè ÿê â

äîâåäåííi Òåîðåìè 2.1.4, îñíîâíó óâàãó áóäå ïðèñâÿ÷åíî ãðàíè÷íèì öèêëàì.

Ç ìiðêóâàíü ÿêi áóäóòü çðîçóìiëèìè ïiçíiøå, ïîìíîæèìî ðiâíÿííÿ(2.1.71) íà

θ∗(x, x/ε) > 0, òàê ùî âîíî íàáóâà¹ âèãëÿä

Lεu = λθ∗(x, x/ε)u, (2.1.77)

äå êîåôiöi¹íòè îïåðàòîðà Lε, äëÿ ÿêèõ çáåðåæåìî ïîçíà÷åííÿ aij(x, x/ε),

bj(x, x/ε) i c(x, x/ε), çàäîâîëüíÿþòü òåïåð òàêîìó ðiâíÿííþ

∂

∂yj

( ∂

∂yi
aij(x, y)− bj(x, y)

)
= 0. (2.1.78)
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Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî âíàñëiäîê (2.1.20) ìà¹ìî

b
j
(x) =

∫
Y

bj(x, y) dy. (2.1.79)

Ïðèïóñòèìî, ùî ðiâíÿííÿ ẋ = −b(x) ìà¹ ãðàíè÷íèé öèêë C ⊂ Ω ç (ìiíiìàëü-

íèì) ïåðèîäîì P > 0. Çàôiêñó¹ìî òî÷êó ξ0 ∈ C, òîäi ðîçâ'ÿçîê ξ(t) çàäà÷i

ξ̇(t) = −b(ξ(t)), ξ(0) = ξ0, (2.1.80)

¹ P -ïåðiîäè÷íèì ξ(t+ P ) = ξ(t), i C =
⋃
t∈[0,P ){ξ(t)}.

Äëÿ âèâåäåííÿ îöiíêè çíèçó äëÿ ïåðøîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ λε îïåðàòîðó

Lε ðîçãëÿíåìî, äëÿ ôiêñîâàíîãî δ > 0, äîïîìiæíèé îïåðàòîð

L̃εu = ε aij
(
x,
x

ε

) ∂2u

∂xi∂xj
+ bj

(
x,
x

ε

) ∂u
∂xj

+ c
(
x,
x

ε

)
u− δρ(x)

ε
u â Ω (2.1.81)

ç óìîâîþ Äiðiõëå u = 0 íà ∂Ω, äå ρ � ãëàäêà ôóíêöiÿ, òàêà ùî ρ > 0 â Ω \ C,
i ρ(x) = dist2(x, C) â îêîëi C. Iäåÿ ââåäåííÿ L̃ε ïîëÿãà¹ â ïåðåõîäi äî àíàëiçó

âëàñíî¨ ôóíêöi¨, ÿêà, çàâäÿêè îñòàííüîìó ïåíàëiçóþ÷îìó ÷ëåíó, íàïåâíî ëîêà-

ëiçîâàíà â îêîëi C.
Íåõàé λ̃ε � ïåðøå âëàñíå çíà÷åííÿ çàäà÷i

L̃εu = λθ∗(x, x/ε)u. (2.1.82)

Îñêiëüêè L̃εφ(x) ≤ Lεφ(x) äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ φ > 0, ìà¹ìî

λ̃ε ≤ λε, (2.1.83)

çàâäÿêè âiäîìèì ïðåäñòàâëåííÿì äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü (äèâ. [169]),

λ̃ε = inf
φ

sup
x∈Ω
L̃εφ(x)/

(
θ∗(x, x/ε)φ(x)

)
i λε = inf

φ
sup
x∈Ω
Lεφ(x)/

(
θ∗(x, x/ε)φ(x)

)
,

äå iíôiìóìè áåðóòüñÿ â êëàñi ôóíêöié φ ∈ C2(Ω), φ > 0 â Ω i φ = 0 íà ∂Ω.

Íåõàé ũε � ïåðøà âëàñíà ôóíêöiÿ (2.1.82) íîðìàëiçîâàíà ðiâíiñòþ ũε(ξ0) = 1.

Ïåðåéäåìî äî êîîðäèíàòíî¨ ñèñòåìè ç ðóõàþ÷èìñÿ öåíòðîì: x′ = x − ξ(t). Öÿ
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çàìiíà çìiííèõ ïåðåòâîðþ¹ (2.1.82) íà ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ äëÿ Ũε(t, x
′) :=

ũε(x
′ + ξ(t)),

−∂Ũε
∂t

+ εaij
ξ, ξε

(
x′,

x′

ε

) ∂2Ũε
∂x′i∂x

′
j

+ bj
ξ, ξε

(
x′,

x′

ε

)∂Ũε
∂x′j

− bj
(
ξ(t)

)∂Ũε
∂x′j

+
(
cξ, ξε

(
x′,

x′

ε

)
− δ

ε
ρ
(
ξ(t) + x′

))
Ũε = λ̃εθ

∗
ξ, ξε

(
x′,

x′

ε

)
Ũε,

(2.1.84)

x′ ∈ Ω− ξ(t), äå âèêîðèñòàíî ïîòî÷êîâó ðiâíiñòü

∂Ũε
∂t

= −bj
(
ξ(t)

)∂Ũε
∂x′j

(2.1.85)

(îñòàííÿ ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç âèçíà÷åííÿ Ũε(t, x
′) i (2.1.80)). Iíäåêñ �ξ, ξε"â

(2.1.84) (i íèæ÷å) ïîçíà÷à¹ ññóâ íà ξ(t) âiäíîñíî x i íà ξ(t)/ε âiäíîñíî y. Ââåäåìî

Y -ïåðiîäè÷íi (âiäíîñíî y) ðîçâ'ÿçêè T ij ñèñòåìè

∂T ij

∂yi
(x, y) = bj(x, y)− bj(x)− ∂aij

∂yi
(x, y), T ij = −T ji. (2.1.86)

Âíàñëiäîê (2.1.78) i (2.1.79) öÿ ñèñòåìà ìà¹ ðîçâ'ÿçêè T ij ÿêi ¹ íåïåðåðâ-

íèìè i ìàþòü îáìåæåíi ÷àñòèííi ïîõiäíi ∂T ij/∂xk. Ââåäåìî òàêîæ ôóíêöi¨

qij(x, y) = aij(x, y) + T ij(x, y), q̃j = ∂qij/∂xi, òîäi çàâäÿêè (2.1.86) ìîæíà ïåðå-

ïèñàòè ïåðøèé ðÿäîê (2.1.84) ó âèãëÿäi

−∂Ũε
∂t

+ ε
∂

∂xi

(
qij
ξ, ξε

(
x′,

x′

ε

)∂Ũε
∂x′j

)
+ b

j(
x′ + ξ(t)

)∂Ũε
∂x′j
− εq̃j

ξ, ξε

(
x′,

x′

ε

)∂Ũε
∂x′j

.

Ïîêëàäåìî z′ = x′/
√
ε i ṽε = Ũε(t,

√
εz′). Òîäi ìà¹ìî

−∂ṽε
∂t

+
∂

∂z′i

(
aijε (t, z′)

∂ṽε
∂z′j

)
+ hjε(t, z

′)
∂ṽε
∂z′j

+
(
cξ, ξε

(√
εz′,

z′√
ε

)
− δρε(t, z′)

)
ṽε =λ̃εθ

∗
ξ, ξε

(√
εz′,

z′√
ε

)
ṽε, z

′ ∈ Ω− ξ(t)√
ε

,

(2.1.87)

ç

aijε (t, z′) = aij
(
ξ(t) +

√
εz′, ξ(t)/ε+ z′/

√
ε
)

+ T ij
(
ξ(t) +

√
εz′, ξ(t)/ε+ z′/

√
ε
)
,
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hjε(t, z
′) =

b
j(√

εz′ + ξ(t)
)
− bj

(
ξ(t)

)
√
ε

+
√
εq̃j
ξ, ξε

(√
εz′,

z′√
ε

)
= z′i

∂b
j

∂xi
(ξ(t)) + o(1),

ρε(t, z
′) =

1

ε
ρ
(
ξ(t) +

√
εz′
)

= %2(t, z′) + o(1);

òóò %(t, z′) � âiäñòàíü âiä òî÷êè z′ äî ëiíi¨ `(t) = {z′ = αb(ξ(t)) ; α ∈ R}, i o(1)

ïîçíà÷à¹ ôóíêöiþ, ÿêà ïðÿìó¹ äî íóëÿ, ïðè ε→ 0 ðiâíîìiðíî âiäíîñíî t ∈ [0, P )

i z′ íà êîæíîìó êîìïàêòi K.

Ëåìà 2.1.21. Ïåðøå âëàñíå çíà÷åííÿ λε çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó

−C ≤ λε ≤ max
{
c(x, y) ; x ∈ Ω, y ∈ Y

}
çi ñòàëîþ C > 0, ùî íå çàëåæèòü âiä ε.

Äîâåäåííÿ. Îöiíêó çâåðõó äëÿ λε íåâàæêî îòðèìàòè çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó

ìàêñèìóìó.

Äîâåäåííÿ îöiíêè çíèçó äëÿ λ̃ε áàçó¹òüñÿ íà îöiíêàõ Àðîíñîíà [19]. Çà-

çíà÷èìî, ùî êîåôiöi¹íòè â (2.1.87) ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíèìè, ÷ëåí ç ñòàðøè-

ìè ïîõiäíèìè ¹ ðiâíîìiðíî ¹ëiïòè÷íèì, i äëÿ âñiõ äîñòàòíüî ìàëèõ ε îáëàñòü

(Ω − ξ(t))/
√
ε ìiñòèòü êóëþ B2 = {z′; |z′| < 2}. Ââåäåìî äîïîìiæíó ôóíêöiþ

gε(t, z
′) ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì íàñòóïíî¨ ïàðàáîëi÷íî¨ çàäà÷i:

−∂gε
∂t

+
∂

∂z′i

(
aijε (t, z′)

∂gε
∂z′j

)
+ hjε(t, z

′)
∂gε
∂z′j

+
(
cξ, ξε

(√
εz′,

z′√
ε

)
− δρε(t, z′)

)
gε = 0

â (0,+∞)×B2,

(2.1.88)

gε(0, z
′) = w̃ε(0, z

′), gε = 0 íà (0,+∞)× ∂B2.

Òîäi

fε := gε(t, z
′)− exp

(
t max

(
λ̃εθ

∗ − c
))
w̃ε(t, z

′) ≤ 0.

Äiéñíî, fε(0, z′) = 0 â B2 i fε(t, z′) < 0 íà ∂B2 äëÿ t > 0, ðàçîì ç öèì

∂fε
∂t
− ∂

∂z′i

(
aijε (t, z′)

∂fε
∂z′j

)
− hjε(t, z′)

∂fε
∂z′j

+
(
δρε(t, z

′)− cξ, ξε
(√

εz′,
z′√
ε

))
fε ≤ 0
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â (0,+∞)×B2. Çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó ìàêñèìóìà íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî

fε ≤ 0. Ç iíøîãî áîêó, çàñòîñîâóþ÷è îöiíêè Àðîíñîíà äî (2.1.88), îòðèìó¹ìî

min{gε(P, z′); |z′| ≤ 1} ≥M ′min{gε(0, z′); |z′| ≤ 1}

ç M ′ > 0, ùî íå çàëåæèòü âiä ε. Òàêèì ÷èíîì, çàâäÿêè P -ïåðiîäè÷íîñòi vε(t, z′)

âiäíîñíî t, ìà¹ìî exp
(
λ̃ε(min θ∗)P

)
≥M ′ or λ̃ε ≥ logM ′/

(
P min θ∗

)
.

Ç Ëåìè 2.1.21 âèïëèâà¹, ùî, ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, λ̃ε → λ̃. Òîäi, çà

äîïîìîãîþ ïàðàáîëi÷íèõ îöiíîê, îäåðæó¹ìî, ùî, ìîæëèâî ïiñëÿ âèäiëåííÿ ùå

îäíi¹¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi, ṽε → ṽ â C([0, P ]×K) i ñëàáêî â L2((0, P );H1(K)) äëÿ

êîæíîãî êîìïàêòà K; ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ ṽ ¹ äîäàòíîþ.

Ëåìà 2.1.22. Ôóíêöiÿ ṽ ¹ äîäàòíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

−∂ṽ
∂t

+
∂

∂z′i

(
Q̃ij(ξ(t))

∂ṽ

∂z′j

)
+z′i

∂b
j

∂xi
(ξ(t))

∂ṽ

∂z′j
+
(
c(ξ(t))−δ%2(t, z′)

)
ṽ = λ̃ṽ, z′ ∈ RN ,

(2.1.89)

äå êîåôiöi¹íòè Q̃ij(ξ(t)) ¹ íåïåðåðâíèìè P -ïåðiîäè÷íèìè ôóíêöiÿìè, ìàòðèöÿ

Q̃(ξ(t)) =
(
Q̃ij(ξ(t))

)
i,j=1,N

¹ ñèìåòðè÷íîþ i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ðiâíîìiðíî¨

åëèïòè÷íîñòi, i

c(ξ, t) =

∫
Y

c(ξ, y)dy.

Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ w̃ ¹ P -ïåðiîäè÷íîþ âiäíîñíî t, i çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

b
j
(ξ(t))

∂ṽ

∂z′j
= 0 for all t ∈ R i z′ ∈ RN . (2.1.90)

Äîâåäåííÿ. Òîé ôàêò, ùî ïàðà (λ̃, w̃) çàäîâîëüíÿ¹ (2.1.89) âñòàíîâëþ¹òüñÿ çà

äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíî¨ òåõíiêè óñåðåäíåííÿ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

äðóãîãî ïîðÿäêó. P -ïåðiîäè÷íiñòü ôóíêöi¨ ṽ(t, z′) âiäíîñíî t ¹ î÷åâèäíîþ.

Äëÿ òîãî ùîá âèâåñòè ñïiââiäíîøåííÿ (2.1.90), çàìiíîþ çìiííèõ â (2.1.85)

îòðèìó¹ìî
√
ε
∂ṽε
∂t

= −bj(ξ(t))∂ṽε
∂z′j

.
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Ñëàáêà ãðàíèöÿ â îñòàííié ðiâíîñòi äà¹ b
j
(ξ(t))∂ṽε∂z′j

⇀ 0 ó ñåíñi óçàãàëüíåíèõ

ôóíêöié. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ ṽ ¹ C1-ãëàäêîþ (âíàñëiäîê (2.1.89)) öå âåäå äî øó-

êàíîãî ñïiââiäíîøåííÿ (2.1.90).

Ðiâíiñòü (2.1.90) ïîêàçó¹, ùî ôóíêöiÿ ṽ ¹ ñòàëîþ óçäîâæ êðèâèõ îði¹íòî-

âàíèõ çà âåêòîðíèì ïîëåì b(ξ(t)). Òîäi äîðå÷íî ââåñòè äåêàðòiâñüêi êîîðäè-

íàòè z1, . . . , zN−1, ζ òàêèì ÷èíîì, ùî z1, . . . , zN−1 ¹ êîîðäèíàòàìè â ãiïåðïëî-

ùèíi îðòîãîíàëüíié C â ξ(t). Öi êîîðäèíàòè ìîæíà âèáðàòè òàêèì ÷èíîì ùîá

(z, ζ) = T (t)z′ ç ìàòðèöåþ ïðåõiäó T (t) ÿêà ¹ C2-ãëàäêîþ âiä t. Çãiäíî ç (2.1.90),

ṽ(t, z′) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê ôóíêöiþ Ṽ (t, z) â êîîðäèíàòàõ z1, . . . , zN−1 i

(2.1.89) ïåðåïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

− ∂Ṽ

∂t
+Qij(t)

∂2Ṽ

∂zi∂zj
+ ziB

ji(t)
∂Ṽ

∂zj
+
(
c(ξ(t))− δ|z|2

)
Ṽ = λ̃Ṽ , z ∈ RN−1,

(2.1.91)

äå

Bji(t) = T il(t)∂b
k

∂xl
(ξ(t)) T jk(t)− ˙T il(t)T jl(t). (2.1.92)

Âñi êîåôiöi¹íòè â (2.1.91) ðàçîì ç ôóíêöi¹þ Ṽ ¹ P -ïåðiîäè÷íèìè âiäíîñòíî t, i

Qij ìà¹ ñèìåòðiþ Qij = Qji i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ðiâíîìiðíî¨ åëiïòè÷íîñòi.

Çàóâàæåííÿ 2.1.23. Ëiíåàðiçàöiÿ ðiâíÿííÿ ẋ = −b(x) íàâêîëî C âåäå äî ðiâ-
íÿííÿ ż′i = − ∂b

i

∂xj
(ξ(t))z′j. ßêùî â îñòàííüîìó ðiâíÿííi çàñòîñóâàòè ïåðåòâîðåííÿ

(z, ζ) = T (t)z′, òî â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî ż = −B(t)z.

Çàçíà÷èìî òåïåð, ùî Ṽ > 0 i Ṽ ≤ C. Îñòàííÿ îöiíêà âèïëèâà¹ ç ðiâíîìið-

íî¨ îáìåæåíîñòi âëàñíèõ ôóíêöié ũε çàäà÷i (2.1.82). Äiéñíî, ÿêùî ũε äîñÿãà¹

(ãëîáàëüíèé) ìàêñèìóì â xε òîäi ρ(xε) ≤ ε
(
− λ̃ε + c

(
xε,

xε
ε

))
/δ i êîðèñòóþ÷èñü

ðiâíîìiðíîþ îöiíêîþ äëÿ λ̃ε îòðèìó¹ìî, ùî dist(xε, C) ≤ C
√
ε. Ç iíøîãî áîêó,

ôóíêöi¨ ũε(ξ+
√
εz′) ¹ îáìåæåíèìè íà êîìïàêòàõ, ðiâíîìiðíî âiäíîñíî ξ ∈ C i ε,

çâiäêè ṽ ≤ C. Òàêèì ÷èíîì Ṽ ¹ îáìåæåíèì äîäàòíèì ðîçâ'ÿçêîì (2.1.91). Öåé

ôàêò äîçâîëÿ¹ îäíîçíà÷íî iäåíòiôiêóâàòè λ̃ i Ṽ (ç òî÷íiñòþ äî íîðìàëiçàöi¨),

ùî áóäå çðîáëåíî â Ïiäðîçäiëi 2.1.10.
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Ïîâåðíåìîñü òåïåð äî ðiâíÿííÿ (2.1.77). ßêùî íîðìàëiçóâàòè âëàñíi ôóí-

êöi¨ uε ðiâíiñòþ uε(ξ0) = 1, òîäi âèêëàäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ ïîêàçóþòü, ùî, ç

òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, ôóíêöi¨ wε(t, z, ζ) := uε
(
ξ(t) +

√
ε(T (t))−1(z, ζ)

)
çáiãàþòüñÿ (ëîêàëüíî) ðiâíîìiðíî äî äîäàòíîãî ðîçâ'ÿçêó w(t, z) ðiâíÿííÿ

− ∂w

∂t
+Qij(t)

∂2w

∂zi∂zj
+ ziB

ji(t)
∂w

∂zj
+ c(ξ(t))w = λw, z ∈ RN−1. (2.1.93)

Òóò λ ¹ ÷àñòêîâîþ ãðàíèöåþ âëàñíèõ çíà÷åíü λε. Ïðîòå w(t, z) ìîæå áóòè íåî-

áìåæåíèì ðîçâ'ÿçêîì. Äëÿ òîãî ùîá iäåíòiôiêóâàòè λ i w ïîòðiáíî çíàòè àñèì-

òîòè÷íó ïîâåäiíêó w(t, z) ïðè |z| → ∞. Öå ïèòàííÿ áóäå âèâ÷åíî â Ïiäðîçäiëi

2.1.11.

2.1.10 Ïàðàáîëi÷íi çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ, iñíóâàííÿ

i ¹äíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ (2.1.91) i (2.1.93) â

êëàñi äîäàòíèõ P -ïåðiîäè÷íèõ âiäíîñíî (÷àñó) t ôóíêöié. Ïî÷íåìî ç ïîáóäîâè

ðîçâÿçêiâ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó.

Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçîê Ṽ ðiâíÿííÿ (2.1.91) ó âèãëÿäi Ṽ (t, z) =

exp
(
−Γijδ (t)zizj + φδ(t)

)
. Öå âåäå äî ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi

− Γ̇δ = 4ΓδQ(t)Γδ − ΓδB −B∗Γδ − δI, (2.1.94)

i çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

− ϕ̇δ − 2tr
(
Q(t)Γδ(t)

)
+ c(ξ(t)) = λ̃. (2.1.95)

Øóêà¹ìî ñèìåòðè÷íèé äîäàòíî âèçíà÷åíèé ðîçâ'ÿçîê Γδ, i ÿê Γδ òàê i ϕ ïîâèííi

áóòè P -ïåðiîäè÷íèìè.

Îñêiëüêè ìàòðèöÿQ(t) ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ, òî âiäîìî [1, Òåîðåìà 5.3.4], ùî

iñíó¹ ìàêñèìàëüíèé ñèìåòðè÷íèé P -ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê Γδ ðiâíÿííÿ (2.1.94).

Éîãî ìàêñèìàëüíiñòü ðîçóìi¹òüñÿ ó ñåíñi êâàäðàòè÷íèõ ôîðì, êðiì òîãî Γδ ≥ Γ



212

äëÿ êîæíîãî ñèìåòðè÷íîãî P -ïåðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó äèôåðåíöiàëüíî¨ íåðiâíî-

ñòi −Γ̇−Rδ(Γ) ≥ 0, äå Rδ(Γ) ïîçíà÷à¹ âiäîáðàæåííÿ Ðiêêàòi âèçíà÷åíå ïðàâîþ

÷àñòèíîþ (2.1.94) (äëÿ âiäïîâiäíîñòi ëiòåðàòóði òðåáà â (2.1.94) îáåðíóòè ÷àñ).

Äëÿ äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi Γδ > 0 äëÿ δ > 0 âiçüìåìî Γ = rI i ïîìiòèìî, ùî

−Γ̇−Rδ(Γ) ≥ 0 äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ r > 0, îòæå Γδ ≥ rI. Ïiñëÿ iäåíòèôiêàöi¨

Γδ, íåâàæêî çíàéòè, ùî

λ̃ = − 2

P

∫ P

0

tr
(
Q(t)Γδ(t)

)
dt+

1

P

∫ P

0

c(ξ(t)) dt (2.1.96)

� ¹äèíå ÷èñëî, òàêå ùî (2.1.95) ìà¹ P -ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ϕδ(t).

Ùî ñòîñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿ (2.1.93), âîíî ìà¹ ðîçâ'ÿçîê w(t, z) = exp
(
−Γij0 (t)zizj+

φ0(t)
)
ç Γ0 i φ0, ùî çàäîâîëüíÿþòü

− Γ̇0 −R0(Γ0) = 0, −ϕ̇0 − 2tr
(
Q(t)Γ0(t)

)
+ c(ξ(t)) = λ. (2.1.97)

ßê i ðàíiøå, âèáåðåìî ìàêñèìàëüíèé ñèìåòðè÷íèé P -ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê Γ0

ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi â (2.1.97), iñíóâàííÿ ÿêîãî äîâåäåíî â [1, Òåîðåìà 5.3.4]. Çàçíà-

÷èìî, ùî ìàòðèöÿ Γ0 íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ ïîçèòèâíî âèçíà÷åíîþ àëå ¹ íåâiä'¹ìíîþ.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî ïèòàííÿ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ (2.1.91) i (2.1.93). Äëÿ

òîãî ùîá çàäàòè êëàñ ôóíêöié ñåðåä ÿêèõ (2.1.93) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ââåäåìî

ñïåöiàëüíi P -ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà

− Ȧs+AsB(t) +B∗(t)As = Π∗s(t)Πs(t), −Ȧu+AuB(t) +B∗(t)Au = −Π∗u(t)Πu(t),

(2.1.98)

äå B âèçíà÷åíî â (2.1.92) i ïðàâi ÷àñòèíè âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Ðîç-

ãëÿíåìî ìàòðè÷íèé ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê F (t, τ) çàäà÷i

∂

∂t
F (t, τ) = −B(t)F (t, τ), F (τ, τ) = I. (2.1.99)

Âiäîìî, ùî ìàòðèöÿ F (t + P, t) ¹ P -ïåðiîäè÷íîþ i ¨¨ âëàñíi çíà÷åííÿ, âiäî-

ìi òàêîæ ÿê õàðàêòåðèñòè÷íi ìíîæíèêè, íå çàëåæàòü âiä t . Òîäi îïåðàòîðè

Πs(t) i Πu(t) âèçíï÷èìî ÿê ñïåêòðàëüíi ïðîåêòîðè íà iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè
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F (t + P, t), ùî âiäïîâiäàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì çà ìîäóëåì ìåíøèì îäèíèöi i

áiëüøèì îäèíèöi. Íàâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî As i Au çàäàíi ôîðìóëàìè

As(t) =

∫ +∞

t

F ∗(τ, t)Π∗s(τ)Πs(τ)F (τ, t) dτ,

Au(t) =

∫ t

−∞
F ∗(τ, t)Π∗u(τ)Πu(τ)F (τ, t) dτ

(2.1.100)

¹ P -ïåðiîäè÷íèìè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿíü (2.1.98).

Ëåìà 2.1.24. (i) Iñíó¹ ¹äèíå λ̃, òàêå ùî (2.1.91) ìà¹ äîäàòíié, îáìåæåíèé

P -ïåðiîäè÷íèé âiäíîñíî t ðîçâ'ÿçîê Ṽ , öåé ðîçâ'ÿçîê ¹ ¹äèíèì ç òî÷íiñòþ

äî ïîìíîæåííÿ íà äîäàòíó ñòàëó.

(ii) Çàäà÷à íà âëàñíi çíà÷åííÿ (2.1.93) ¹ îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíîþ â êëàñi äîäà-

òíèõ ôóíêöié w, P -ïåðiîäè÷íèõ âiäíîñíî t, i òàêèõ ùî

ôóíêöiÿ |w(t, z)| exp
(
µAij

s (t)zizj − νAij
u (t)zizj

)
¹ îáìåæåíîþ

äëÿ äåÿêîãî µ > 0 i âñiõ ν > 0.
(2.1.101)

Òîáòî âëàñíå çíà÷åííÿ λ ¹ ¹äèíèì i âëàñíà ôóíêöiÿ w ¹ ¹äèíîþ ç òî÷íi-

ñòþ äî ïîìíîæåííÿ íà äîäàòíó ñòàëó.

Äîâåäåííÿ. Iäåÿ ïîëÿãà¹ â çâåäåííi (2.1.91) i (2.1.93) äî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

−∂u
∂t

+Qij(t)
∂2u

∂zi∂zj
+ziB̃

ji(t)
∂u

∂zj
+C̃(t, z)u = σu, z ∈ RN−1, t ∈ R (2.1.102)

äëÿ äîäàòíî¨ P -ïåðiîäè÷íî¨ âiäíîñíî t ôóíêöi¨ u(t, z), ùî ñïàäà¹ äî íóëÿ ïðè

|z| → ∞. ßêùî C̃(t, z) → −∞ ïðè |z| → ∞, îñòàííÿ çàäà÷à ìà¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê çãiäíî ç Ëåìîþ H.1(äèâ. Äîäàòîê H).

Äëÿ äîâåäåííÿ (i) âèêîðèñòà¹ìî ïåðåòâîðåííÿ u(t, z) = e−r|z|
2

w(t, z) ç r > 0,

âîíî âåäå äî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (2.1.102) ç C̃(t, z) = 4r2Qij(t)zizj+2r(Bij(t)zizj+

trQ(t)) + c(ξ(t)) − δ|z|2 i σ = λ̃. ßêùî âèáðàòè äîñòàòíüî ìàëå r > 0, òîäi

C̃(t, z)→ −∞ ïðè |z| → ∞.
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Äëÿ äîâåäåíí (ii) ïîêëàäåìî φr(t, z) = rAij
s (t)zizj− rAij

u (t)zizj, äå As i Au çà-

äàþòüñÿ (2.1.100), r > 0, i ñêîðèñòà¹ìîñü ïåðåòâîðåííÿì u(t, z) = eφr(t,z)w(t, z).

Òîäi u çàäîâîëüíÿ¹ (2.1.102) ç

C̃ = c(ξ(t)) + 4r2(Ail
u − Ail

s )Qlm(Amj
u − Amj

s )zizj

+ r
((
−Ȧij

u + Ȧij
s + 2Bli(Alj

u − Alj
s )
)
zizj + 2tr

(
Q(Au − As)

))
.

Îñêiëüêè −Ȧij
u + Ȧij

s + 2Bli(Alj
u − Alj

s )
)
zizj = −|Πuz|2 − |Πsz|2 (ç îãëÿäó íà

(2.1.98)), ìà¹ìî C̃(t, z) → −∞ ïðè |z| → ∞, çà óìîâîþ, ùî r > 0 ¹ äîñòàòíüî

ìàëèì. Òàêîæ ç (2.1.101) ÿñíî, ùî u(t, z)→ 0 ïðè |z| → ∞, êîëè 0 < r < µ.

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî ïîáóäîâàíi âèùå

ðîçâ'ÿçêè (2.1.91) i (2.1.93) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè Ëåìè. Äëÿ öüîãî äîâåäåìî

íåðiâíîñòi Γδ ≥ 0 i Γ0 ≥ µAs äëÿ äåÿêîãî µ > 0, äå Γδ i Γ0 � ìàêñiìàëü-

íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü Ðiêêàòi −Γ̇δ − Rδ(Γδ) = 0 i −Γ̇0 − R0(Γ0) = 0. Ïåðøó

íåðiâíiñòü (íàâiòü ñòðîãó) âñòàíîâëåíî íà ïî÷àòêó öüîãî Ïiäðîçäiëà. Äëÿ äîâå-

äåííÿ äðóãî¨ íåðiâíîñòi ïîêàæåìî, ùî −µȦs−R0(µAs) ≥ 0 äëÿ äîñòàòíî ìàëèõ

µ > 0. Îñêiëüêè As çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøîìó ðiâíÿííþ â (2.1.98), ìà¹ìî íåðiâíiñòü

−µȦs − R0(µAs) = −µ2AsQAs + µΠ∗sΠs, ÷èþ ïðàâó ÷àñòèíó ìîæíà çðîáèòè

íåâiä'¹ìíîþ äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ µ > 0, çà óìîâîþ, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

As(t) ≤ CΠ∗s(t)Πs(t) çi ñòàëîþ C ÿêà íå çàëåæèòü âiä t. Ç iíøîãî áîêó ìà¹-

ìî F (τ + P, τ) = F (τ, t)F (t + P, t)F−1(τ, t), çâiäêè Πs(τ)F (τ, t) = F (τ, t)Πs(t).

Òàêèì ÷èíîì As ìîæíà ïðåäñòàâèòè íàñòóïíèì ÷èíîì

As(t) =

∫ +∞

t

Π∗s(t)F
∗(τ, t)F (τ, t)Πs(t) dτ, (2.1.103)

îòæå íåðiâíiñòü As(t) ≤ CΠ∗s(t)Πs(t) ¹ âiðíîþ ç äåÿêîþ ñòàëîþ C, ùî íå çàëå-

æèòü âiä t.

Çàóâàæåííÿ 2.1.25. Óìîâó (2.1.101) ìîæíà åêâiâàëåíòíî ïåðåôîðìóëþâàòè

íàñòóïíèì ÷èíîì

ôóíêöiÿ |w(t, z)| exp
(
µ′Πij

s (t)zizj − ν ′Πij
u (t)zizj

)
¹ îáìåæåíîþ

äëÿ äåÿêîãî µ′ > 0 i âñiõ ν ′ > 0.
(2.1.104)
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Öå íåâàæêî áà÷èòè ç ïðåäñòàâëåííÿ (2.1.103) äëÿ As i àíàëîãi÷íîãî ïðåäñòàâ-

ëåííÿ äëÿ Au:

Au(t) =

∫ t

−∞
Π∗u(t)F

∗(τ, t)F (τ, t)Πu(t) dτ. (2.1.105)

2.1.11 Ãðàíèöÿ âëàñíèõ çíà÷åíü i ñåëåêöiÿ àäèòèâíî¨

âëàñíî¨ ôóíêöi¨

Ç ðåçóëüòàòiâ Ïiäðîçäiëiâ 2.1.9 i 2.1.10 âèïëèâà¹ íàñòóïíà îöiíêà çíèçó äëÿ

âëàñíèõ çíà÷åíü λε:

lim inf λε ≥ −
2

P

∫ P

0

tr
(
QΓδ

)
dt+

1

P

∫ P

0

c(ξ(t)) dt, (2.1.106)

äëÿ êîæíîãî δ > 0, äå Γδ � ìàêñèìàëüíèé P -ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê (2.1.94).

Îñêiëüêè −Γ̇δ′ − Rδ(Γδ′) = −Γ̇δ′ − Rδ′(Γδ′) + (δ − δ′)I ≥ 0 äëÿ δ ≥ δ′, ìà¹ìî

Γδ ≥ Γδ′. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî Γδ çáiãà¹òüñÿ äî ìàêñèìàëüíîãî P -ïåðiîäè÷íîãî

ðîçâ'ÿçêó Γ0 ðiâíÿííÿ −Γ̇0 −R0(Γ0) = 0 êîëè δ → 0, òàêèì ÷èíîì

lim inf λε ≥ −
2

P

∫ P

0

tr
(
QΓ0

)
dt+

1

P

∫ P

0

c(ξ(t)) dt. (2.1.107)

Îöiíêó çíèçó, ùî óçãîäæó¹òüñÿ ç (2.1.107), áóäå âèâåäåíî ó âèïàäêó êîëè

C ¹ ìiíiìàëüíîþ êîìïîíåíòîþ ìíîæèíè Îáði AH âiäíîñíî ÷àñòêîâîãî âiäíî-

øåííÿ ïîðÿäêó �, ÿêå áóëî âèçíà÷åíî â Ïiäðîçäiëi 2.1.7. Íàãàäà¹ìî, ùî ôóí-
êöi¨ Wε = −ε log uε çáiãàþòüñÿ â Cloc(Ω), ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, äî

(â'ÿçêiñíîãî) ðîçâ'ÿçêó W çàäà÷i H(∇W (x), x) = 0 â Ω, H(∇W (x), x) ≥ 0 íà

∂Ω. Çãiäíî ç óìîâîþ (2.1.73) ìíîæèíà AH ñêëàäà¹òüñÿ çi ñêií÷åíîãî ÷èñëà çâÿ-

çíèõ êîìïîíåíò (íåðóõîìèõ òî÷îê i ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ðiâíÿííÿ ẋ = −b(x)), i

A′ � A ÿêùî dH(A,A′) = W (A) −W (A′), äå ôóíêöiÿ âiäñòàíi dH−λH(x, y) çà-

äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2.1.14) (àáî (2.1.16)) ç λH = 0. Äëÿ äîâiëüíî¨ ìiíiìàëüíî¨

êîìïîíåíòè A ìíîæèíè AH ìà¹ìî

W (x) = dH(x,A) +W (A) â îêîëi A.
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Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ Òâåðäæåííÿ (i) Òåîðåìè 2.1.19.

Â íüîìó éäåòüñÿ ïðî âèïàäîê, êîëè ãðàíè÷íèé öèêë ðiâíÿííÿ ẋ = −b(x) ¹

ìiíiìàëüíîþ êîìïîíåíòîþ AH , òîäi ÿê âèïàäîê íåðóõîìî¨ òî÷êè ðîçãëÿíóòî

â Ïiäðîçäiëi 2.1.7 çà óìîâè, ùî c = 0 â (2.1.71). Ìiðêóâàííÿ, ùî íàâåäåíî â

Ïiäðîçäiëi 2.1.7 ëåãêî óçàãàëüíþþòüñÿ íà âèïàäîê c 6= 0, â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî:

ÿêùî íåðóõîìà òî÷êà ξ ðiâíÿííÿ ẋ = −b(x) ¹ ìiíiìàëüíîþ êîìïîíåíòîþ AH ,
òîäi

limλε = σ1(ξ) + σ2(ξ), (2.1.108)

äå σ1(ξ) i σ2(ξ) âèçíà÷åíî â Òåîðåìi 2.1.19.

Ëåìà 2.1.26. Íåõàé ãiïåðáîëè÷íèé ãðàíè÷íèé öèêë C ðiâíÿííÿ ẋ = −b(x) ¹

ìiíiìàëüíîþ êîìïîíåíòîþ AH , òîäi

limλε = − 2

P

∫ P

0

tr
(
QΓ0

)
dt+

1

P

∫ P

0

c(ξ(t)) dt, (2.1.109)

äå Γ0 ¹ ìàêñèìàëüíèì P -ïåðiîäè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ −Γ̇0 −R0(Γ0) = 0.

Äîâåäåííÿ. Ïî÷íåìî ç ïîáóäîâè ëîêàëüíîãî ñóá-ðîçâ'ÿçêó Φν
µ(x) íåðiâíîñòi

H(∇Φν
µ(x), x) ≤ −δ dist2(x, C) â îêîëi C, (2.1.110)

äå δ > 0. Ïðèïóñòèìî òèì÷àñîâî, ùî ôóíêöiþ Φν
µ(x) ïîáóäîâàíî, òîäi ìà¹ìî

íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, äîâåäåííÿ ÿêîãî ¹ àíàëîãi÷íèì Ëåìi 2.1.18.

Ëåìà 2.1.27. ßêùî Φν
µ çàäîâîëüíÿ¹ (2.1.110) i Φν

µ = W íà C òîäi âèêîíó¹òüñÿ
ñòðîãà íåðiâíiñòü W > Φν

µ â UC \ C, äå UC � äåÿêèé îêië C.

Äëÿ ïîáóäîâè ôóíêöi¨ Φν
µ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òîé ïiäõiä ùî i â Ïiäðîçäiëi 2.1.9,

ïåðåõîäîì äî ðóõîìèõ êîîðäèíàò x′ = x− ξ(t) íåðiâíiñòü (2.1.110) çâîäèòüñÿ äî
íàñóïíî¨ íåðiâíîñòi äëÿ ôóíêöi¨ Φ̃ν

µ(t, x′) := Φν
µ(x′ + ξ(t)),

∂Φ̃ν
µ

∂t
+H

(
∇x′Φ̃

ν
µ, x

′ + ξ(t)
)

+ b
j(
ξ(t)

)∂Φ̃ν
µ

∂x′j
≤ −δ dist2(x′ + ξ(t), C). (2.1.111)
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Ëiíåàðiçó¹ìî H(p, x′ + ξ(t)) ïîñëiäîâíî âiäíîñíî p i âiäíîñíî x′,

H(p, x) = −bj
(
ξ(t)

)
pj − x′i

∂b
j

∂xi
(ξ(t))pj +O(|p|2 + |p||x′|2),

ïåðåéäåìî äî êîîðäèíàò (z, ζ) = T (t)x′ (äå z = (z1, . . . , zN−1) � êîîðäèíà-

òè â ãiïåðïëîùèíi îðòîãàíàëüíié äî C â ξ(t), i ñêîíñòðóþ¹ìî Ψν
µ(t, z, ζ) =

Φ̃ν
µ

(
t, T −1(z, ζ)

)
, ùî çàäîâîëüíÿ¹

∂Ψν
µ

∂t
− ziBji(t)

∂Ψν
µ

∂zj
≤ −δ′|z|2 (δ′ > 0),

∂Ψν
µ

∂ζ
= 0. (2.1.112)

Êðiì òîãî ôóíêöiÿ Ψν
µ(t, z, ζ) ïîâèííà áóòè P -ïåðiîäè÷íîþ âiäíîñíî t. Âñiì öèì

âèìîãàì çàäîâîëüíÿ¹

Ψν
µ(t, z, ζ) = Ψν

µ(t, z) := µAij
s (t)zizj − νAij

u (t)zizj, (2.1.113)

äå As i Au � ðîçâ'ÿçêè ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü Ëÿïóíîâà (2.1.98) çàäàíi ôîðìóëîþ

(2.1.100).

Ëåìà 2.1.28. Ôóíêöiÿ

Φν
µ(x) = Ψν

µ

(
ξ−1(XC(x)), T

(
ξ−1(XC(x))

)
(x−XC(x))

)
, (2.1.114)

äå Ψν
µ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2.1.113), çàäîâîëüíÿ¹ (2.1.110) äëÿ 0 < ν ≤ µ < r,

ç äîñòàòíüî ìàëèì r > 0 (δ > 0 çàëåæèòü âiä µ, ν). Òóò XC(x) ïîçíà÷à¹

íàéáëèæ÷ó òî÷êó äî x íà C, ξ−1 � ôóíêöiÿ îáåðíåíà äî ξ : [0, P ) → C, ξ(t) �

ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.1.80).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ òîãî ùîá ïåðåâiðèòè (2.1.110) âèêëàäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ âiä-

òâîðþþòüñÿ ç äåòàëÿìè, ùî çðåøòîþ âåäå äî (2.1.112). Áiëüø äîêëàäíî, çàìi-

íîþ çìiííèõ (z, ζ) = T (t)x′ i íåâiäîìèõ ôóíêöié Ψν
µ(t, z, ζ) = Φ̃ν

µ

(
t, T −1(z, ζ)

)
íåðiâíiñòü (2.1.110) òðàíñôîðìó¹òüñÿ íà

∂Ψν
µ

∂t
+ ziṪ jk(t)T ik(t)

∂Ψν
µ

∂zj
+H

(
T (t)∇zΨ

ν
µ, ξ(t) + T −1(t)(z, 0)

)
+ b

k(
ξ(t)

)
T jk(t)

∂Ψν
µ

∂zj
≤ −δ|z|2.

(2.1.115)
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Çâîðîòíî, ÿêùî öÿ íåðiâíiñòü ¹ âiðíîþ äëÿ ìàëèõ z ðiâíîìiðíî âiäíîñíî

t, òîäi íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî ôóíêöiÿ Φν
µ(x), ðåêîíñòðóéîâàíà ôîðìó-

ëîþ (2.1.114), äiéñíî çàäîâîëüíÿ¹ (2.1.110). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç J ëiâó ÷àñòèíó

(2.1.115), i çàçíà÷èìî, ùî ¨¨ ìîæíà îöiíèòè íàñòóïíèì ÷èíîì,

J =
∂Ψν

µ

∂t
+
((
b
k(
ξ(t)

)
−bk

(
ξ(t)+T −1(t)(z, 0)

))
T jk(t)+ziṪ jk(t)T ik(t)

)∂Ψν
µ

∂zj
+I1

≤
∂Ψν

µ

∂t
+ zi

(
Ṫ jk(t)T ik(t)− T im ∂b

k

∂xm
(ξ(t))T jk(t)

)∂Ψν
µ

∂zj
+ I2, (2.1.116)

äå I1 ≤ C|∇zΨ
ν
µ|2, I2 ≤ I1 + o(|z|) |∇zΨ

ν
µ|. Çàâäÿêè (2.1.103), (2.1.105) ìà¹ìî

|∇zΨ
ν
µ|2 ≤ C(µ2|Πsz|2 + ν2|Πuz|2),

îòæå

I2 ≤ C ′(µ2|Πsz|2 + ν2|Πuz|2) + o(|z|2).

Ç iíøîãî áîêó, ñåðåäíié ÷ëåí â äðóãîìó ðÿäêó (2.1.116) ¹ íi÷èì iíøèì ÿê

−ziBji(t)
∂Ψν

µ

∂zj
i, îñêiëüêè As, Au � ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü Ëÿïóíîâà (2.1.98), ñóìà

âñiõ òðüîõ ÷ëåíiâ äîðiâíþ¹ I2 − µ|Πsz|2 − ν|Πuz|2. Òàêèì ÷èíîì òâåðäæåííÿ

Ëåìè ¹ âiðíèì ÿêùî µ, ν < 1/C ′, äå C ′ � ñòàëà â îöiíöi äëÿ I2.

Çàóâàæåííÿ 2.1.29. Îñêiëüêè Φν
µ((T (t))−1(z, 0)) = Ψν

µ(t, z), äå (z, η) =

T (t)(x− ξ(t)) i Ψν
µ(t, z) çàäà¹òüñÿ by (2.1.113), òî

Φν
µ((T (t))−1(z, 0)) ≥ γ1µ|Πs(t)z|2 − γ2ν|Πu(t)z|2

äëÿ äåÿêèõ γ1, γ2 > 0.

Íàñòóïíèì øàãîì âèâåäåìî îöiíêè íà íåñêií÷åííîñòi äëÿ ôóíêöi¨ w, ÿêó

áóëî ââåäåíî â êiíöi Ïiäðîçäiëó 2.1.9. Äëÿ öüîãî çàñòîñîâóþòüñÿ ìiðêóâàí-

íÿ àíàëîãi÷íi òèì, ùî íàâåäåíî â Ïiäðîçäiëi 2.1.7. Ïîêëàäåìî Φε = Φν
µ(x) +

εθ
(
∇Φ̃ε(x), x, x/ε

)
, äå θ = log ϑ i ϑ � ðîçâ'ÿçîê (2.1.9),

Φ̃ε(x) =
1

εn

∫
RN
ϕ((x− x′)/ε)Φν

µ(x′) dx′,
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ϕ � ãëàäêà íåâiä'¹ìíà ôóíêöiÿ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì i
∫
RN ϕ(x)dx = 1. Òîäi çà

äîïîìîãîþ (2.1.110) i (2.1.9) çíàõîäèìî

− εaij(x, x/ε) ∂2Φε

∂xi∂xj
+H(∇Φε(x), x, x/ε) ≤ −δdist2(x, C) + Cε â UC.

(2.1.117)

Çàâäÿêè Ëåìi 2.1.27 âèêîíó¹òüñÿ ñòðîãà íåðiâíiñòü Wε > Φε íà ∂UC äëÿ äîñòà-

òíüî ìàëèõ ε. Ïîêàæåìî, ùî Wε ≥ Φε − βε ç β, ùî íå çàëåæèòü âiä ε.
Ïðèïóñòèìî, ùî Wε − Φε äîñÿãà¹ âiä'¹ìíèé ìiíiìóì â òî÷öi xε, òîäi

∇Wε(xε) = ∇Φε(xε) i aij(xε, xε/ε)
∂2Φε
∂xi∂xj

(xε) ≤ aij(xε, xε/ε)
∂2Wε

∂xi∂xj
(xε). Êîðèñòó-

þ÷èñü öèìè íåðiâíîñòÿìè â (2.1.72) i (2.1.117) çíàõîäèìî

ελε − εc(xε, xε/ε) = −εaij(xε, xε/ε)
∂2Wε

∂xi∂xj
(xε) +H(∇Φε(xε), xε, xε/ε)

≤ −εaij(xε, xε/ε)
∂Φε

∂xi∂xj
(xε) +H(∇Φε(xε), xε, xε/ε) ≤ −δdist2(xε, C) + Cε.

Òàêèì ÷èíîì dist(xε, C) ≤ C
√
ε i Wε ≥ Φε + Wε(xε) − Φε(xε). Îñêiëüêè

dist(xε, C) ≤ C
√
ε, îáèäâi ôóíêöi¨ Wε(xε)/ε i Φε(xε)/ε çàëèøàþòüñÿ îáìåæå-

íèìè â ãðàíèöi ε → 0 (îáìåæåíiñòü Wε(xε)/ε âèïëèâà¹ ç ðåçóëüòàòiâ Ïiäðîç-

äiëó 2.1.9). Îòæå ãðàíèöÿ w ôóíêöié wε(t, z, ζ) = uε
(
ξ(t) +

√
ε(T (t))−1(z, ζ)

)
çàäîâîëüíÿ¹

|w(t, z)| ≤ Ce− lim inf Φε(
√
εz)/ε ≤ Ce−µ1|Πs(t)z|2+µ2|Πu(t)z|2, (2.1.118)

äå µ1, µ2 � äîäàòíi ñòàëi, ïðè÷îìó µ2 ìîæíà âèáðàòè òàêîþ ìàëîþ ÿê ïîòðiáíî

(C â (2.1.118) çàëåæèòü âiä µ2). Êðiì òîãî w çàäîâîëüíÿ¹ (2.1.93). Òàêèì ÷èíîì,

çãiäíî ç Ëåìîþ 2.1.24, ìà¹ìî

λε → −
2

P

∫ P

0

(
tr
(
Γ0(t)Q(t)

)
dt+

1

P

∫ P

0

c(ξ(t)) dt.

Ëåìó 2.1.26 äîâåäåíî.

Òåïåð ìîæíà çàêií÷èòè
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Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 2.1.19. Àíàëîãi÷íî ìiðêóâàííÿì Ïiäðîçäiëó 2.1.6 ìîæíà

ïîêàçàòè, ùî lim inf λε ≥ max{σ1(ξ) + σ2(ξ)}, äå ìàêñèìóì áåðåòüñÿ ñåðåä âñiõ

íåðóõîìèõ òî÷îê ξ ðiâíÿííÿ ẋ = −b(x). Â 2.1.12 áóäå äîâåäåíî, ùî ïåðøèé

äîäàíîê â (2.1.107) ñïiâïàäà¹ ç σ1(ξ), ùî çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2.1.76), ó âè-

ïàäêó êîëè ξ � òî÷êà íà ãðàíè÷íîìó öèêëi (Òâåðäæåííÿ 2.1.30 íèæ÷å). Îòæå

lim inf λε ≥ σ, äå σ âèçíà÷åíî â (2.1.75). Òîäi âíàñëiäîê (2.1.108) i (2.1.109)

îäåðæó¹ìî (2.1.75).

Íàãàäà¹ìî òåïåð, ùî çãiäíî ç óìîâîþ â Òâåðäæåííi (ii), ìàêñèìóì â (2.1.75)

äîñÿãà¹òüñÿ íà îäíié êîìïîíåíòiM. Òîäi âíàñëiäîê (2.1.109) (êîëèM ¹ ãðàíè-

÷íèì öèêëåì) àáî (2.1.108) (êîëèM � íåðóõîìà òî÷êà),M � ¹äèíà ìiíiìàëüíà

êîìïîíåíòà ìíîæèíè Îáði AH . Òàêèì ÷èíîìM ¹ íàéìåíøîþ êîìïîíåíòîþ AH
(âiäíîñíî ÷àñòêîâîãî âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó ��"), òîáòî

W (ξ) = dH(ξ,M) +W (M) ∀ξ ∈ AH .

Òîäi êîðèñòóþ÷èñü (2.1.18) çíàõîäèìî W (x) = dH(x,M) +W (M).

2.1.12 Iíâàðiàíòíà ôîðìà àñèìïòîòèê âëàñíèõ çíà÷åíü

Âëàñíå çíà÷åííÿ λ ðiâíÿííÿ (2.1.93) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

− 2

P

∫ P

0

tr
(
Γ0(t)Q(t)

)
dt+

1

P

∫ P

0

c(ξ(t))dt,

äå Γ0(t) � ìàêñèìàëüíèé P -ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi

Γ̇0 + 4Γ0QΓ0 − Γ0B −B∗Γ0 = 0. (2.1.119)

Îñêiëüêè Q(t) i B(t) çàëåæàòü âiä îêðåìîãî âèáîðó ìàòðèöi ïåðåõîäó T (t),

íåîáõiäíî âèðàçèòè âëàñíå çíà÷åííÿ ó iíâàðiàíòíié ôîðìi.

Òâåðäæåííÿ 2.1.30. Íåõàé Λk � âëàñíi çíà÷åííÿ F (τ + P, τ), äå F (t, τ) �

ôóíäàìåíòàëüíèé ìàòðè÷íèé ðîçâ'ÿçîê (2.1.99). Ïðèïóñòèìî, ùî öi âëàñíi

çíà÷åííÿ Λk íå ëåæàòü íà îäèíè÷íîìó êîëi. Òîäi ìà¹ìî

− 2

P

∫ P

0

tr
(
Γ0(t)Q(t)

)
dt =

1

P

∑
|Λk|<1

log |Λk|,
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äå Γ0(t) � ìàêñèìàëüíèé P -ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê (2.1.119).

Äîâåäåííÿ. Ïîìíîæèìî (2.1.119) íà F ∗(t, τ) çëiâà i íà F (t, τ) çïðàâà, i ñêîðè-

ñòà¹ìîñü (2.1.99). Òîäi (2.1.119) çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

∂

∂t

(
F ∗(t, τ)Γ0(t)F (t, τ)

)
+
(
4F ∗(t, τ)Γ0(t)Q(t)(F ∗(t, τ))−1

)
F ∗(t, τ)Γ0(t)F (t, τ) = 0,

(2.1.120)

Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî

Γ0(τ)Πu(τ) = Π∗u(τ)Γ0(τ) = 0 i Γ0(τ)Πs(τ) = Π∗s(τ)Γ0(τ) = Γ0(τ), (2.1.121)

äå Πu(τ), Πs(τ) � ïðîåêòîðè íà iíâàðiàíòíi ïðîñòðàíñòâà F (τ +P, τ), ùî âiäïî-

âiäàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì ç ìîäóëåì ñòðîãî áiëüøèì i ñòðîãî ìåíøèì îäíîãî,

âiäïîâiäíî. Äëÿ öüîãî ïðîiíòåãðó¹ìî (2.1.120) ïî (τ, τ+P ) i ïîìíîæèìî ðåçóëü-

òàò íà Π∗u(τ) çëiâà i íà Πu(τ) çïðàâà:

Π∗u(τ)F ∗(τ + P, τ)Γ0(τ)F (τ + P, τ)Πu(τ)− Π∗u(τ)Γ0(τ)Πu(τ) ≤ 0.

Îñêiëüêè Πu(τ) ¹ ïðîåêòîðîì íà iíâàðiàíòíèé ïðîñòið F (τ + P, τ), ùî âiä-

ïîâiäà¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ç ìîäóëÿìè ñòðîãî áiëüøèìè îäíîãî, çàêëþ÷à¹-

ìî, ùî Γ0(τ)Πu(τ) = 0. Òàêèì ÷èíîì ðiâíîñòi (2.1.121) ¹ äiéñíî âiðíèìè.

Êðiì òîãî, îñêiëüêè Γ0(τ) ¹ ìàêñèìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì (2.1.119), ìà¹ìî Γ0(τ) ≥
γΠ∗s(τ)Πs(τ) ç γ > 0 (äèâ. äîâåäåííÿ Ëåìè 2.1.24).

Ïåðåéäåìî äî íîâîãî áàçèñó, ùî òðàíñôîðìó¹ Γ0 äî áëî÷íî-äiàãîíàëüíî¨ ôîð-

ìè. Çàôiêñó¹ìî τ i ðîçãëÿíåìî îðòîãîíàëüíèé áàçèñ {a1, . . . , ak, . . . aN−1} ç ïå-
êøèìè k âåêòîðàìè âèáðàíèìè òàê, ùî âîíè óòâîðþþòü áàçèñ Im(Π∗s(τ)). Ïåðå-

ïèøåìî ìàòðèöi ç (2.1.120) ó öüîìó áàçèñi, (Γ′(t))ij = ai · F ∗(t, τ)Γ0(t)F (t, τ)aj

i (M ′(t))ij = 4ai · F ∗(t, τ)Γ0(t)Q(t)
(
F ∗(t, τ)

)−1
aj, òîäi (2.1.120) íàáóâà¹ âèãëÿä

Γ̇′(t) +M ′(t)Γ′(t) = 0.

Çàçíà÷èìî, ùî

(Γ′(t))ij = ai · F ∗(t, τ)Π∗s(t)Γ0(t)Πs(t)F (t, τ)aj

= ai · Π∗s(τ)F ∗(t, τ)Γ0(t)F (t, τ)Πs(τ)aj = 0
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ÿêùî i > k àáî j > k, êðiì òîãî (M ′(t))ij = 0 ÿêùî i > k. Òàêèì ÷èíîì

4tr
(
Γ0(t)Q(t)

)
= 4tr

(
F ∗(t, τ)Γ0(t)Q(t)(F ∗(t, τ))−1

)
=

k∑
1

(M ′(t))ii.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ìàòðèöi Γ′′(t) i M ′′(t), ùî âiäïîâiäàþòü âåðõíiì k × k äi-

àãîíàëüíèì áëîêàì Γ′(t) i M ′(t). Ìà¹ìî Γ̇′′(t) + M ′′(t)Γ′′(t) = 0, êðiì òîãî

tr
(
Γ0(t)Q(t)

)
= 1

4trM ′′(t) i det Γ′′(τ) 6= 0 (ç íåðiâíîñòi Γ0(τ) ≥ γΠ∗s(τ)Πs(τ),

γ > 0, âèïëèâà¹, ùî Γ′′(τ) > 0 ). Ñêîðèñòà¹ìîñü òåïåð ôîðìóëîþ Ëióâiëëÿ:

det Γ′′(τ + P )/ det Γ′′(τ) = exp
(
−
∫ τ+P

τ

trM ′′(t) dt
)

= exp
(
−
∫ P

0

trM ′′(t) dt
)
.

Òàêèì ÷èíîì

2

∫ P

0

tr
(
Γ0(t)Q(t)

)
dt =

1

2
(log det Γ′′(τ)− log det Γ′′(τ + P )). (2.1.122)

Çàëèøà¹òüñÿ îá÷èñëèòè ïðàâó ÷àñòèíó (2.1.122). Äëÿ öüîãî ïîìiòèìî, ùî

Γ′′(τ +P ) = D̃∗Γ′′(τ)D̃, äå D̃ =
(
ai ·F (τ +P, τ)Πs(τ)aj

)
i,j=1,k

. Îñòàíí¹ ñïiââiä-

íîøåííÿ âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi F ∗(τ + P, τ)Γ0(τ + P )F (τ + P, τ) = Π∗s(τ)F ∗(τ +

P, τ)Γ0(τ)F (τ +P, τ)Πs(τ) ç âðàõóâàííÿì òîãî ôàêòó, ùî (Γ′(t))ij = 0 äëÿ i > k

àáî j > k. Òàêèì ÷èíîì ìà¹ìî

2

∫ P

0

tr
(
Γ0(t)Q(t)

)
dt = − log | det D̃|.

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè âåêòîðè Πs(τ)a1, . . . ,Πs(τ)ak óòâîðþþòü áàçèñ

Im(Πs(τ)) i a1, . . . , ak ¹ áiîðòîãîíàëüíèìè âåêòîðàìè, D̃ ¹ íi÷èì iíøèì, ÿê ìà-

òðèöåþ çâóæåííÿ F (τ + P, τ) íà Im(Πs(τ)). Îòæå | det D̃| äîðiâíþ¹ äîáóòêó

àáñîëþòíèõ çíà÷åíü âëàñíèõ çíà÷åíü F (τ + P, τ), ÿêi ¹ ìåíøèìè îäíîãî.

Â çàêëþ÷åííÿ çàçíà÷èìî, ùî çãiäíî ç Çàóâàæåííÿì 2.1.23 âëàñíi çíà÷åí-

íÿ F (τ + P, τ) ñïiâïàäàþòü ç âëàñíèìè çíà÷åííÿìè âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå

ïîâ'ÿçàíîãî ç ãðàíè÷íèì öèêëåì C.
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2.2 Çàäà÷à Íåéìàíà

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âèâ÷à¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ïåðøî¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨

i ïåðøîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíî¨ ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i, ùî çà-

ëåæèòü âiä ìàëîãî ïàðàìåòðà ε > 0, äëÿ åëiïòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

εaij(x)
∂2uε
∂xi∂xj

+ bi(x)
∂uε
∂xi

+ c(x)uε = λεu (2.2.1)

â ãëàäêié îáìåæåíié îáëàñòi Ω ⊂ RN ç êðàéîâîþ óìîâîþ

∂uε
∂ν

= 0, (2.2.2)

íà ∂Ω, äå ∂
∂ν ïîçíà÷à¹ ïîõiäíó âiäíîñíî çîâíiøíüî¨ íîðìàëi. Çãiäíî ç òåîðåìîþ

Êðåéíà-Ðóòìàíà ïåðøå âëàñíå çíà÷åííÿ λε çàäà÷i (2.2.1)�(2.2.2) (âëàñíå çíà÷å-

ííÿ ç ìàêñèìàëüíîþ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ) ¹ ïðîñòèì i äiéñíèì, âiäïîâiäíà âëàñíà

ôóíêöiÿ uε íå ìiíÿ¹ çíàê, òîáòî ìîæíà ââàæàòè, ùî uε(x) > 0 â Ω. Íå çâà-

æàþ÷è íà òå, ùî ó âèïàäêó ñòàëîãî êî¹ôiöi¹íòà c(x) ïðè ìîëîäøåìó ÷ëåíi â

(2.2.1) ïàðà λε i uε (òðèâiàëüíî) çíàõîäèòüñÿ ÿâíî, ¨¨ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà

¹ äîñòàòíüî íåòðèâiàëüíîþ êîëè c(x) íå ¹ ñòàëîþ ôóíêöi¹þ, çîêðåìà, âëàñíà

ôóíêöiÿ ìîæå äåìîíñòðóâàòè åêñïîíåíöiàëüíó ëîêàëiçàöiþ.

Ïðè àíàëiçi çàäà÷i (2.2.1)�(2.2.2) âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè òåîði¨ â'ÿçêiñíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ âèâ÷åííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ìàñøòàáîâàíèõ ëîãàðiôìi-

÷íèõ ïåðåòâîðåíü ïåðøî¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨, ùî âåäå â ãðàíèöi äî ðiâíÿí-

íÿ Ãàìiëüòîíà-ßêîái. Ïðîòå öå ðiâíÿííÿ íå ¹, âçàãàëi êàæó÷è, îäíîçíà÷íî

ðîçâ'ÿçíèì íå äà¹ (íàïðÿìó) iíôîðìàöi¨ ïðî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó λε. Öå

ïðèçâîäèòü äî íåîáõiäíîñòi ðîçãëÿäàòè íàáëèæåííÿ âèùîãî ïîðÿäêó â (2.2.1)�

(2.2.2). Çà äîñòàòíüî çàãàëüíèìè ïðèïóùåííÿìè âiäíîñíî ìíîæèíè Îáði ãðàíè-

÷íîãî ãàìiëüòîíiàíó çíàõîäèòüñÿ ãðàíèöÿ λε i iäåíòèôèêó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê ãðà-

íè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà-ßêîái ÿêèé îïèñó¹ ãðàíè÷íó ïîâåäiíêó âëàñíî¨

ôóíêöi¨. Çàçíà÷èìî, ùî, ìåòîäè [165] i [163], äå çàñòîñîâàíî ëîêàëüíèé àíàëiç

â ìàñøòàáîâàíèõ çìiííèõ, íå ïðàöþþòü ó âèïàäêó çàäà÷i Íåéìàíà çà íàÿâíiñòi

êîìïîíåíò ìíîæèíè Îáði íà ìåæi. Ó öüîìó âèïàäêó ïðèðîäíå ìàñøòàáóâàííÿ
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îäíàêîâî âåäå äî ñèíãóëÿðíî çáóðåíî¨ çàäà÷i. Òîìó âèêîðèñòàíî iíøèé ïiäõiä,

âií ïîëÿãà¹ ó äåòàëüíîìó âèâ÷åííi ñòðóêòóðè ðîçâ'ÿçêiâ ãðàíè÷íîãî ðiâíÿííÿ

Ãàìiëüòîíà-ßêîái â îêîëi ìíîæèíè Îáði ç ïîäàëüøèì çàñòîñóâàííÿì öi¹¨ ií-

ôîðìàöi¨ äëÿ ïîáóäîâè òåñòîâèõ ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü çáóðåíå ðiâíÿííÿ

ç âèñîêîþ òî÷íiñòþ.

Òàêîæ çàçíà÷èìî, ùî ç î÷åâèäíèìè ìîäiôiêàöiÿìè ðåçóëüòàòè öüîãî ïiäðîç-

äiëó ðîçïîâñþäæóþòüñÿ íà âèïàäîê çàãàëüíî¨ óìîâè

∂uε
∂β

= 0,

äå β � C2-ãëàäêå íåòàíãåíöiàëüíå âåêòîðíå ïîëå íà ∂Ω, çîêðåìà, âàæëèâèé

âèïàäîê çàäà÷i ç ïîõiäíîþ ïî êîíîðìàëi (βi = aijνj) ìîæå áóòè ðîçãëÿíóòèé.

2.2.1 Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Çàäà÷ó (2.2.1)�(2.2.2) áóäå âèâ÷åíî çà íàñòóïíèìè ïðèïóùåííÿìè íà êîåôiöi¹í-

òè îïåðàòîðó i îáëàñòü Ω:

(a1) Ω � îáìåæåíà îáëàñòü â RN , N ≥ 2, ç ìåæåþ êëàñó C2;

(a2) êîåôiöi¹íòè ¹ ôóíêöiÿìè êëàñó C2(Ω);

(a3) ìàòðèöÿ (aij) ¹ ñèìåòðè÷íîþ i ðiâíîìiðíî åëiïòè÷íîþ.

Íèæ÷å áóäå òàêîæ ñôîðìóëüîâàíî äîäàòêîâi ïðèïóùåííÿ âiäíîñíî âåêòîðíîãî

ïîëÿ b.

Îñêâëüêè uε > 0 â Ω, òî ìîæíà ïðåäñòàâèòè uε â âèãëÿäi

uε = e−Wε(x)/ε,

i ïîäñòàíîâêîþ öüîãî ïðåäñòàâëåííÿ â (2.2.1)�(2.2.2) îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ

− aij(x)
∂2Wε

∂xi∂xj
+

1

ε
H(∇Wε, x) + c(x) = λε â Ω (2.2.3)
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àáî

− εaij(x)
∂2Wε

∂xi∂xj
+H(∇Wε, x) + εc(x) = ελε â Ω (2.2.4)

ç êðàéîâîþ óìîâîþ
∂Wε

∂ν
= 0 íà ∂Ω, (2.2.5)

äå

H(p, x) = aij(x)pipj − bi(x)pi. (2.2.6)

Çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíèõ ìåòîäiâ, ùî ñïèðàþòüñÿ íà ïðèíöèï ìàêñèìóìó,

áóäå ïîêàçàíî, ùî ôóíêöi¨ Wε ðiâíîìiðíî çáiãàþòüñÿ ïðè ε→ 0 (ç òî÷íiñòþ äî

ïiäïîñëiäîâíîñòi) äî â'ÿçêiñíîãî ðîçâ'ÿçêó W (x) ðiâíÿííÿ

H(∇W (x), x) = 0 â Ω (2.2.7)

ç êðàéîâîþ óìîâîþ
∂W

∂ν
= 0 íà ∂Ω. (2.2.8)

Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ W ∈ C(Ω) íàçèâà¹òüñÿ â'ÿçêiñíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿ-

ííÿ (2.2.7) ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òåñòîâî¨ ôóíêöi¨ Φ ∈ C∞(Ω) âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi

óìîâè

• ÿêùî W − Φ äîñÿãà¹ ìàêñèìóì â òî÷öi ξ ∈ Ω, òîäi W (∇Φ(ξ), ξ) ≤ 0;

• ÿêùî W − Φ äîñÿãà¹ ìiíiìóì â ξ ∈ Ω, òîäi W (∇Φ(ξ), ξ) ≥ 0.

Êðàéîâà óìîâà (2.2.8)ðîçóìi¹òüñÿ â íàñòóïíîìó ñåíñi, ∀Φ ∈ C∞(Ω)

• if W − Φ äîñÿãà¹ ìàêñèìóìó â ξ ∈ ∂Ω, òîäi min
{
H(∇Φ(ξ), ξ), ∂Φ

∂ν (ξ)
}
≤ 0;

• if W − Φ äîñÿãà¹ ìiíiìóì â ξ ∈ ∂Ω, òîäi max
{
H(∇Φ(ξ), ξ), ∂Φ

∂ν (ξ)
}
≥ 0.

Âiäîìî [104], ùî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê (2.2.7)�(2.2.8) ìà¹ ïðåäñòàâëåííÿ

W (x) = inf
y∈AH

{
dH(x, y) +W (y)

}
, (2.2.9)
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äå AH � ìíîæèíà Îáði, dH(x, y) � ôóíêöiÿ âiäñòàíi. Äëÿ âèçíà÷åííÿ AH i

dH(x, y) ðîçãëÿíåìî ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i Ñêîðîõîäà:
η(t) ∈ Ω, t ≥ 0

η̇(t) + α(t)ν(η(t)) = v(t) ç α(t) ≥ 0 i α(t) = 0 êîëè η(t) /∈ ∂Ω

η(0) = x,

(2.2.10)

äå v ∈ L1((0,∞);RN) � çàäàíå âåêòîðíå ïîëå i x ∈ Ω � çàäàíà ïî÷àòêîâà òî÷êà,

à êðèâà η ∈ W 1,1
loc ((0,∞);RN) i ôóíêöiÿ α ∈ L1((0,∞);R+) ¹ íåâiäîìèìè. Çà

óìîâîþ (a1) (∂Ω ∈ C2) çàäà÷à Ñêîðîõîäà (2.2.10) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, äèâ. [104].

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïåðåòâîðåííÿ Ëåæàíäðà L(v, x) = sup
p∈RN

(v · p − H(p, x)) i

âèçíà÷èìî ôóíêöiþ âiäñòàíi

dH(x, y) = inf
{∫ t

0

L(−v(s), η(s)) ds, η ¹ ðîçâ'ÿçêîì (2.2.10), η(0) = x,

η(t) = y, t > 0
}
.

(2.2.11)

Íàãàäà¹ìî âàðiàöiéíå âèçíà÷åííÿ ìíîæèíè Îáði

x ∈ AH ⇐⇒ ∀δ > 0 inf
{∫ t

0

L(−v(s), η(s)) ds, η ¹ ðîçâ'ÿçêîì (2.2.10),

η(0) = η(t) = x, t > δ
}

= 0.

(2.2.12)

Àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïåðøîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ i âëàñíî¨ ôóíêöi¨ çàäà÷i

(2.2.1)�(2.2.2) áóäå âèâ÷åíî çà íàñòóïíèì ïðèïóùåííÿì ïðî ñòðóêòóðó ìíîæèíè

Îáði

AH =
⋃

finite

Ak i êîæíà êîìïîíåíòà Ak ¹ àáî içîëüîâàíîþ òî÷êîþ

àáî çàìêíåíîþ êðèâîþ, ùî ëåæèòü ïîâíiñòþ àáî â Ω àáî íà ∂Ω. (2.2.13)
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Êðiì òîãî

ÿêùî Ak ⊂ Ω, òîäi Ak ¹ àáî ãiïåðáîëi÷íîþ íåðóõîìîþ òî÷êîþ

àáî ãiïåðáîëi÷íèì öèêëîì ðiâíÿííÿ ẋ = b(x); (2.2.14)

ÿêùî Ak ⊂ ∂Ω, òîäi íîðìàëüíà êîìïîíåíòà bν(x) ïîëÿ b(x) ¹ ñòðîãî

äîäàòíîþ íà Ak i Ak ¹ àáî ãiïåðáîëi÷íîþ íåðóõîìîþ òî÷êî àáî ãiïåðáîëi÷íèì

ãðàíè÷íèì öèêëîì ðiâíÿííÿ ẋ = bτ(x) íà ∂Ω, äå bτ(x) ïîçíà÷à¹

òàíãåíöiàëüíó êîìïîíåíòó b(x) íà ∂Ω. (2.2.15)

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó ïîâ'ÿæåìî ç êîæíîþ êîìïîíåíòîþ

Ak ìíîæèíè AH ÷èñëî σ(Ak) íàñòóïíèì ÷èíîì. ßêùî Ak ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ

{ξ} ðiâíÿííÿ ẋ = b(x) i ξ ∈ Ω, òîäi ëiíåàðiçàöi¹þ áiëÿ ξ îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ

ż = B(ξ)z i âèçíà÷à¹ìî σ(Ak) ôîðìóëîþ

σ(Ak) = −
∑
θi>0

θi + c(ξ), (2.2.16)

äå θi � äiéñíi ÷àñòèíè âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi B(ξ). Çàçíà÷èìî, ùî ãiïåðáîëè-

÷íiñòü íåðóõîìèõ òî÷îê îçíà÷à¹, ùî âëàñíi çíà÷åííÿ B(ξ) íå ìàþòü íóëüîâèõ

äiéñíèõ ÷àñòèí. ßêùî Ak = {ξ} i ξ ∈ ∂Ω, òî ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ ẋ = bτ(x)

íà ∂Ω â îêîëi òî÷êè ξ. Ïåðåéäåìî äî ëiíåàðèçîâàííîãî ðiâíÿííÿ ż = Bτ(ξ)z â

äîòè÷íié ïëîùèíi äî ∂Ω â òî÷öi ξ, ïîçíà÷èìî ÷åðåç θ̃i äiéñíi ÷àñòèíè âëàñíèõ

çíà÷åíü Bτ(ξ) i ïîêëàäåìî

σ(Ak) = −
∑
θ̃i>0

θ̃i + c(ξ), (2.2.17)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê êîëè {Ak} ⊂ Ω ¹ ãðàíè÷íèì öèêëîì ðiâíÿííÿ

ẋ = b(x). Íåõàé P > 0 � ïåðiîä öèêëà i íåõàé Θi � àáñîëþòíi çíà÷åííÿ ëiíåàðè-

çîâàíîãî âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå. Âèçíà÷èìî σ(Ak) ôîðìóëîþ

σ(Ak) = − 1

P

∑
Θi>1

log Θi +
1

P

∫ P

0

c(ξ(t))dt, (2.2.18)
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äå ξ(t) ∈ Ak çàäîâîëüíÿ¹ ξ̇ = b(ξ).

Íàðåøòi, ó âèïàäêó êîëè bν > 0 íà Ak i Ak ¹ ãðàíè÷íèì öèêëåì ðiâíÿííÿ

ẋ = bτ(x) íà ∂Ω, ïîêëàäåìî

σ(Ak) = − 1

P

∑
Θ̃i>1

log Θ̃i +
1

P

∫ P

0

c(ξ(t))dt, (2.2.19)

äå ξ̇ = bτ(ξ) i ξ(t) ∈ Ak, P � ïåðiîä, i Θ̃i � àáñîëþòíi çíà÷åííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü

ëiíåàðèçîâàíîãî âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå.

Òåîðåìà 2.2.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (a1)�(a3), i ïðèïóñòèìî, ùî ìíî-

æèíà Îáði AH çàäîâîëüíÿ¹ (2.2.13), (2.2.14) i (2.2.15). Òîäi ïåðøå âëàñíå çíà-

÷åííÿ λε çàäà÷i (2.2.1)�(2.2.2) çáiãà¹òüñÿ ïðè ε→ 0 äî

lim
ε→0

λε = max
{
σ(Ak);Ak ⊂ AH

}
, (2.2.20)

äå σ(Ak) çàäà¹òüñÿ (2.2.16) àáî (2.2.17) ÿêùî Ak ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ â Ω àáî

íà ∂Ω, i σ(Ak) âèçíà÷à¹òüñÿ (2.2.18) àáî (2.2.19) ÿêùî Ak ¹ ãðàíè÷íèì öèêëîì

â Ω àáî íà ∂Ω. Êðiì òîãî, ÿêùî ìàêñèìóì â (2.2.20) äîñÿãà¹òüñÿ òî÷íî íà

îäíié êîìïîíåíòiM := Ak0
, òîäi ìàñøòàáîâàíå ëîãàðèôìè÷íå ïåðåòâîðåííÿ

Wε = −ε log uε ïåðøî¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨ uε (íîðìàëiçîâàíî¨ ðiâíiñòþ maxuε = 1)

çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî â Ω äî ìàêñèìàëüíîãî â'ÿçêiñíîãî ðîçâ'ÿçêó W çàäà÷i

(2.2.7)-(2.2.8), ÿêèé äîðiâíþ¹ íóëþ íàM, òîáòî W (x) = dH(x,M).

2.2.2 Ãðàíè÷íà çàäà÷à

Â öüîìó ïiäðîçäiëi çà äîïîìîãîþ òåõíiêè â'ÿçêiñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âèêîíó¹òüñÿ ãðà-

íè÷íèé ïåðåõiä â ðiâíÿííi (2.2.4) i êðàéîâié óìîâi (2.2.5) ïðè ε→ 0. Äëÿ öüîãî

âñòàíîâëþþòüñÿ ðiâíîìiðíi îöiíêè äëÿ ïåðøèõ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ôóíêöiéWε

i çàñòîñîâóþþòüñÿ ñòàíäàðòíi ìiðêóâàííÿ, ùî ñïèðàþòüñÿ íà ïðèíöèï ìàêñè-

ìóìó.

Íà ïåðøîìó êðîöi, êîðèñòóþ÷èñü ðiâíÿííÿì (2.2.4) â òî÷êàõ ìàêñèìóìó i

ìiíièìóìó ôóíêöi¨ Wε(x) âñòàíîâëþþòüñÿ ðiâíîìiðíi îöiíêè äëÿ âëàñíèõ çíà-

÷åíü.
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Ëåìà 2.2.2. Ïåðøå âëàñíå çíà÷åííÿ λε çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi min c(x) ≤ λε ≤
max c(x).

Íàñòóïíèì êðîêîì çàñòîñîâó¹òüñÿ ìåòîä Ñ.Í. Áåðíøòåéíà (ùî áóëî çàïðî-

ïîíîâàíî â [27], [28] i äàëi ðîçâèíóòî â [123], [186] òà iíøèõ ðîáîòàõ).

Ëåìà 2.2.3. Ïðèïóñòèìî, ùî âëàñíà ôóíêöiÿ uε ¹ íîðìàëiçîâàíîþ ðiâíiñòþ

maxuε = 1 (òîáòî minWε = 0). Òîäi ‖Wε‖W 1,∞(Ω) ≤ C çi ñòàëîþ C, ùî íå

çàëåæèòü âiä ε.

Äîâåäåííÿ. Ñëiäóþ÷è [130] ïîìiòèìî, ùî ç êðàéîâî¨ óìîâè ∂Wε

∂ν = 0 âèïëèâà¹

ïîòî÷êîâà îöiíêà
∂

∂ν
|∇Wε|2 ≤ C|∇Wε|2 íà ∂Ω.

Îòæå, ìîæíà ïiäiáðàòè ôóíêöiþ φ ∈ C2(Ω), òàêó ùî

∂

∂ν

(
φ|∇Wε|2

)
≤ −

(
φ|∇Wε|2

)
íà ∂Ω. (2.2.21)

Äëÿ òîãî ùîá âèâåñòè ðiâíîìiðíi îöiíêè äëÿ ωε(x) = φ(x)|∇Wε(x)|2 çàñòîñó¹ìî
ìiðêóâàííÿ àíàëîãi÷íi [84, Ëåìà 1.2]. Ç îãëÿäó íà (2.2.21), àáî |∇Wε| ≡ 0 (i

Ëåìó äîâåäåíî), àáî maxwε äîñÿãà¹òüñÿ â äåÿêié âíóòðiøíié òî÷öi ξ ∈ Ω. Â

îñòàííüîìó âèïàäêó ìà¹ìî ∇ωε(ξ) = 0 i

aij
∂2

∂xi∂xj

(
φ|∇Wε|2

)
≤ 0 at x = ξ,

òîáòî

2εφaij
∂2Wε

∂xi∂xk

∂2Wε

∂xj∂xk
≤ −2εφaij

∂3Wε

∂xi∂xj∂xk

∂Wε

∂xk
− 4εaij

∂φ

∂xj

∂2Wε

∂xi∂xk

∂Wε

∂xk

− εaij
∂2φ

∂xi∂xj
|∇Wε|2.

(2.2.22)

Òîäi, ñêîðèñòàâøèñü (2.2.4) çíàõîäèìî

− εφaij
∂3Wε

∂xi∂xj∂xk

∂Wε

∂xk
≤ εφ

∂aij
∂xk

∂2Wε

∂xi∂xj

∂Wε

∂xk
+C

(
ω3/2
ε +ωε+ω1/2

ε + 1

)
, â x = ξ,

(2.2.23)
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äå òàêîæ âèêîðèñòàíî òîé ôàêò, ùî ∇ωε(ξ) = 0. Ïiäñòàâèìî (2.2.23) â (2.2.22):

ε
∂2Wε

∂xi∂xk

∂2Wε

∂xi∂xk
≤ C

(
ω3/2
ε + 1

)
, â x = ξ. (2.2.24)

Ç iíøîãî áîêó, ç (2.2.4) âèïëèâà¹

ωε ≤ C

(
ε
∑∣∣∣∣∣ ∂2Wε

∂xi∂xj

∣∣∣∣∣+ 1

)
. (2.2.25)

Ç (2.2.24) i (2.2.25) çíàõîäèìî ωε ≤ C, Ëåìó äîâåäåíî.

Àïðiîðíi îöiíêè ç Ëåì 2.2.2 i 2.2.3 äîçâîëÿþòü ïåðåéòè äî ãðàíèöi â (2.2.4)

çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíèõ ìiðêóâàíü. Äiéñíî, ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi,

Wε → W ðiâíîìiðíî â Ω. Ðîçãëÿíåìî òåñòîâó ôóíêöiþ Φ ∈ C∞(Ω) i ïðèïóñòè-

ìî, ùîW−Φ aäîñÿãà¹ ñòðîãèé ìàêñèìóì â òî÷öi ξ. Òîäi iñíó¹ òî÷êà ëîêàëüíîãî

ìàêñèìóìó ξε ôóíêöi¨ Wε − Φ, òàêà ùî ξε → ξ ïðè ε → 0. ßêùî ξε ∈ Ω, òîäi

∇Wε(ξε) = ∇Φ(ξε) i

aij
∂2Wε

∂xi∂xj
(ξε) ≤ aij

∂2Φ

∂xi∂xj
(ξε),

â ïðîòèâíîìó âèïàäêó (ξε ∈ ∂Ω) ìà¹ìî ∂Φ
∂ν (ξε) ≤ 0. Êîðèñòóþ÷èñü (2.2.4) i

Ëåìîþ 2.2.2, ó ãðàíèöi ε→ 0 çíàõîäèìî

H(∇Φ(ξ), ξ) ≤ 0 ÿêùî ξ ∈ Ω, i min

{
H(∇Φ(ξ), ξ),

∂Φ

∂ν
(ξ)

}
≤ 0 ÿêùî ξ ∈ ∂Ω.

Çàñòîñó¹ìî àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ äî âèïàäêó êîëè ξ ¹ ñòðîãèì ìiíiìóìîìW −
Φ i, òàêèì ÷èíîì, äicòàíåìî âèñíîâêó, ùî W ¹ â'ÿçêiñíèì ðîçâ'ÿçêîì (2.2.7)�

(2.2.8).

2.2.3 Ãðàíèöÿ âëàñíèõ çíà÷åíü i ñåëåêöiÿ ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i (2.2.7)�(2.2.8)

Ç îãëÿäó íà ðåçóëüòàòè Ïiäðîçäiëó 2.2.2 ìîæíà ïðèïóñêàòè, ùî, ç òî÷íiñòþ äî

ïiäïîñëiäîâíîñòi, âëàñíi çíà÷åííÿ λε çáiãàþòüñÿ äî ñêií÷åíî¨ ãðàíèöi λ i ôóíêöi¨
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Wε ðiâíîìiðíî çáiãàþòüñÿ â Ω äî ðîçâ'ÿçêó W çàäà÷i (2.2.7)�(2.2.8) ïðè ε → 0.

Ïîêàæåìî, ùî λ i W (x) äiéñíî îïèñóþòüñÿ Òåîðåìîþ 2.2.1. Äîâåäåííÿ ðîçáèòî

íà ÷îòèðè êðîêè.

Êðîê I (Âàãîìi êîìïîíåíòè AH). Íàãàäà¹ìî âèçíà÷åííÿ ÷àñòêîâîãî âiäíîøåí-
íÿ ïîðÿäêó � íà AH , ùî áóëî ââåäåíî â Ïiäðîçäiëi 2.1.7:

A′ � A′′ ⇐⇒ W (A′′) = dH(A′′,A′) +W (A′). (2.2.26)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ W ¹ ðîçâ'ÿçêîì (2.2.7)�(2.2.8), âîíà ¹ ïîñòiéíîþ íà êîæíié

çâ'ÿçíié êîìïîíåíòi AH. Òîìó äîìîâèìîñÿ ïèñàòè W (A) := W (ξ), ξ ∈ A, äëÿ
çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè A ìíîæèíè AH.

Îñêiëüêè ìíîæèíà Îáði ìà¹ ñêií÷åíå ÷èñëî çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò (óìîâà

(2.2.13)), iñíó¹ ùîíàéìåíøå îäíà ìiíiìàëüíà êîìïîíåíòà M := Ak0
(òàêà ùî

∀Ak 6= M, àáî M � Ak àáî M i Ak íå ïîðiâíþþòüñÿ). Òîäi (äèâ. Ïiäðîçäië
2.1.7)

W (x) = dH(x,M) +W (M) â U ∩ Ω, äå U � äåÿêèé îêiëM. (2.2.27)

ßê i â Ïiäðîçäiëi 2.1.7 òàêó êîìïîíåíòó (äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ (2.2.27)) áóäåìî

íàçèâàòè âàãîìîþ.

Êðîê II (Îöiíêà çâåðõó äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü). Ãîëîâíèì òåõíè÷íèì ðåçóëü-

òàòîì â äîâåäåííi Òåîðåìè 2.2.1 ¹ íàñòóïíà Ëåìà, ÿêó äîâåäåíî â íàñòóïíèõ

÷îòèðüîõ ïiäðîçäiëàõ ïðèñâÿ÷åíèì ÷îòèðüîì ÿêiñíî ðiçíèì âèïàäêàì ñòðóêòó-

ðèM.

Ëåìà 2.2.4. ÍåõàéM � âàãîìà êîìïîíåíòà ìíîæèíè Îáði AH , ùî çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâó (2.2.14) àáî (2.2.15). Òîäi, äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ δ > 0, iñíóþþòü

íåïåðåðâíi ôóíêöi¨¨ W±
δ (x), W±

δ,ε(x) i îêîëè Uδ ìíîæèíèM, òàêi ùî

W±
δ (x) = 0 íà M, i W−

δ (x) < W (x)−W (M) < W+
δ (x) â Uδ ∩ Ω \M,

(2.2.28)
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W±
δ,ε ∈ C2(Uδ ∩ Ω), W±

δ,ε → W±
δ ðiâíîìiðíî â Uδ ∩ Ω ïðè ε→ 0, i

lim inf
δ→0

lim inf
ε→0, ξε→M

(
−aij(ξε)

∂2W+
δ,ε

∂xi∂xj
(ξε) +

1

ε
H(∇W+

δ,ε(ξε), ξε) + c(ξε)
)
≥ σ(M).

(2.2.29)

lim sup
δ→0

lim sup
ε→0, ξε→M

(
−aij(ξε)

∂2W−
δ,ε

∂xi∂xj
(ξε) +

1

ε
H(∇W−

δ,ε(ξε), ξε) + c(ξε)
)
≤ σ(M).

(2.2.30)

Êðiì òîãî, ÿêùî Uδ∩∂Ω 6= ∅ òîäi ôóíêöi¨ W±
δ,ε òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü

∂W+
δ,ε

∂ν >

0 íà Uδ ∩ ∂Ω, i
∂W−δ,ε
∂ν < 0 íà Uδ ∩ ∂Ω.

Ëåìà 2.2.4 äîçâîëÿ¹ iäåíòèôiêóâàòè ãðàíèöþ λ ÿêùî âiäîìî âàãîìó êîìïî-

íåíòóM ìíîæèíè AH . Ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþWε−W−
δ,ε, äåW

−
δ,ε � òåñòîâi ôóíêöi¨

îïèñàíi â Ëåìi 2.2.4. Çãiäíî ç (2.2.28) ôóíêöiÿW −W−
δ −W (M) äîðiâíþ¹ íóëþ

íà M, ïðîòå âîíà ¹ ñòðîãî äîäàòíîþ â âèêîëîòîìó îêîëi M. Òîäi, îñêiëüêè

Wε −W−
δ,ε çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî äî W −W−

δ ïðè ε → 0 â îêîëi M, iñíó¹ ïî-

ñëiäîâíiñòü ëîêàëüíèõ ìiíiìóìîâ ξε ôóíêöié Wε−W−
δ,ε, òàêà ùî ξε →M. Êðiì

òîãî, ÿêùîM∩ ∂Ω 6= ∅ òîäi ∂W
−
δ,ε

∂ν < ∂Wε

∂ν = 0 íà ∂Ω (ëîêàëüíî, áiëÿM) îòæå

ξε ∈ Ω äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε. Äëÿ òàêèõ ε ìà¹ìî

∇Wε = ∇W−
δ,ε i − aij

∂2Wε

∂xi∂xj
≤ −aij

∂2W−
δ,ε

∂xi∂xj
â x = ξε.

Îòæå,

λε = −aij(ξε)
∂2Wε

∂xi∂xj
(ξε) +

1

ε
H(∇Wε(ξε), ξε) + c(ξε)

≤ −aij(ξε)
∂2W−

δ,ε

∂xi∂xj
(ξε) +

1

ε
H(∇W−

δ,ε(ξε), ξε) + c(ξε).

Òàêèì ÷èíîì, ñêîðèñòàâøèñü (2.2.30) ìîæíà ïåðåéòè äî ïîñëiäîâíî äî lim sup

ïðè ε → 0 i ïîòiì ïðè δ → 0, â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî lim supε→0 λε ≤ σ(M). Òàê

ñàìî ìîæíà çíàéòè îöiíêó çâåðõó, îòæå

lim
ε→0

λε = σ(M). (2.2.31)

Ïðîòå, îñêiëüêè êîìïîíåòàM ¹ íåâiäîìîþ (âîíà çàëåæèòü âiä W i, òàêèì ÷è-

íîì, âiä âèáîðó ïiäïîñëiäîâíîñòi íà ïî÷àòêó ïiäðîçäiëó) ðiâíiñòü (2.2.31) äà¹
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òiëüêè îöiíêó çâåðõó

lim sup
ε→0

λε ≤ max
{
σ(Ak);Ak ⊂ AH

}
, (2.2.32)

äå lim supε→0 âçÿòî äëÿ âñi¹¨ ñiì'¨ {λε, ε > 0}.

Êðîê III (Îöiíêà çíèçó äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü). Ðîçãëÿíåìî êîìïîíåíòó A ìíî-

æèíè Îáði AH , òàêó ùî σ(A) = max{σ(Ak); Ak ⊂ AH}. Ââåäåìî ãëàäêó ôóí-
êöiþ ρ(x), òàêó ùî

ρ(x) ≥ 0 in Ω, ρ(x) = 0 â îêîëi A, i ρ(x) > 0, êîëè x ∈ AH \ A,

i ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó äîïîìiæíó çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííÿ:

εaij(x)
∂2uε
∂xi∂xj

+ bi(x)
∂uε
∂xi

+
(
c(x)− 1

ε
ρ(x)

)
uε = λεuε â Ω, (2.2.33)

ç óìîâîþ Íåéìàíà ∂uε
∂ν = 0 íà ∂Ω. Çãiäíî ç Òåîðåìîþ Êðåéíà-Ðóòìàíà ïåð-

øå âëàñíå çíà÷åííÿ λε ¹ äiéñíèì i ïðîñòèì, i âiäïîâiäíà âëàñíà ôóíêöiÿ uε,

íîðìàëiçîâàíà ðiâíiñòþ maxΩ uε = 1, çàäîâîëüíÿ¹ uε > 0 â Ω. Çàçíà÷èìî, ùî

ñïðÿæåíà çàäà÷à òàêîæ ìà¹ çíàêîïîñòiéíó âëàñíó ôóíêöiþ. Òîäi

λε ≤ λε. (2.2.34)

Äiéñíî, ó ïðîòèâíîìó âèïàäêó

εaij(x)
∂2uε
∂xi∂xj

+ bi(x)
∂uε
∂xi

+
(
c(x)− 1

ε
ρ(x)

)
uε − λεuε = −

(
λε − λε +

1

ε
ρ(x)

)
uε

< 0 â Ω.

(2.2.35)

Ç iíøîãî áîêó, çãiäíî ç Òåîðåìîþ Ôðåäãîëüìà ïðàâà ÷àñòèíà (2.2.35) ìà¹ áóòè

îðòîãîíàëüíîþ (â L2(Ω)) äî êîæíî¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨ çàäà÷i ñïðÿæåíî¨ äî (2.2.33).

Îñòàííÿ çàäà÷à ìà¹ çíàêîïîñòiéíó âëàñíó ôóíêöiþ, çíàéäåíå ïðîòèði÷÷à äîâî-

äèòü (2.2.34).

Ïîêëàäåìî W ε := −ε log uε , òîáòî uε = e−W ε/ε. Ìiðêóâàííÿ àíàëîãi÷íi Ïiä-

ðîçäiëó 2.2.2 ïîêàçóþòü, ùî, ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, ôóíêöi¨ W ε çáiãà-

þòüñÿ (ðiâíîìiðíî â Ω) äî â'ÿçêiñíîãî ðîçâ'ÿçêó W çàäà÷i

H(∇W (x), x)− ρ(x) = Λ â Ω (2.2.36)
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ç êðàéîâîþ óìîâîþ ∂W
∂ν = 0, äå Λ = limε→0 ελε. Çàçíà÷èìî, ùî ìiðêóâàííÿ àíà-

ëîãi÷íi Ëåìi 2.2.2 äàþòü îöiíêè âèãëÿäó −C
ε ≤ λε ≤ C çi ñòàëîþ C > 0, ùî íå

çàëåæèòü âiä ε. Òèì íå ìåíø, öèõ îöiíîê äîñòàòíüî äëÿ âèâîäó ðiâíÿííÿ (2.2.36)

ç óìîâîþ Íåéìàíà íà ìåæi. Êðiì òîãî, îñêiëüêè ρ = 0 â îêîëi A ìîæíà ïîêà-

çàòè, ùî Λ = 0, êîðèñòóþ÷èñü òåñòîâèìè êðèâèìè η ç (2.2.12) â âàðiàöiéíîìó

âèçíà÷åííi Λ (äèâ. [104]),

Λ = − lim
T→∞

inf
{ 1

T

∫ T

0

(
L(−v, η)+ρ(η)

)
dt;

η ¹ ðîçâ'ÿçêîì (2.2.10) ç η(0) = x ∈ Ω
}
.

Çîêðåìà, ìà¹ìî

W (x) = dH(x,A) â îêîëi A,

äå dH(x, y) � ôóíêöiÿ âiäñòàíi çàäàíà (2.2.11). Òîäi, çà äîïîìîãîþ ìiðêóâàíü

àíàëîãi÷íèõ òèì, ùî âèêîðèñòàíî ó äðóãîìó êðîöi, çíàõîäèìî

λε → σ(A).

Ç îãëÿäó íà (2.2.34) öå äà¹ îöiíêó çíèçó lim inf λε ≥ max
{
σ(Ak); Ak ∈ AH

}
,

ÿêà, â êîìáiíàöi¨ ç (2.2.32), äà¹ ôîðìóëó (2.2.20).

Êðîê IV. Çàëèøà¹òüñÿ âèáðàòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.2.7)�(2.2.8), ÿêèé âiäïîâiäà¹

ãðàíèöi ôóíêöié Wε(x). Àëå öå ðîáèòüñÿ òàê ñàìî ÿê â äîâåäåííi Òåîðåìè 2.1.4

(â êiíöi Ïiäðîçäiëó 2.1.7).

Òåîðåìó 2.2.1 äîâåäåíî. �

2.2.4 Òåñòîâà ôóíêöiÿ: âèïàäîê íåðóõîìî¨ òî÷êè â Ω

Ãîëîâíîþ òåõíi÷íîþ ÷àñòèíîþ â äîâåäåííi Òåîðåìè 2.2.1 ¹ ïîáóäîâà òåñòîâèõ

ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè Ëåìè 2.2.4 äëÿ ðiçíèõ òèïiâ êîìïîíåíò ìíî-

æèíè Îáði AH . Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê êîëè íåðóõîìà òî÷êà ξ ∈ Ω

ðiâíÿííÿ ẋ = b(x) ¹ âàãîìîþ êîìïîíåíòîþ AH .
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Ìîæíà ââàæàòè, ùî W (ξ) = 0 (âiäíÿâøè ñòàëó ÿêùî íåîáõiäíî), òîäi

W (x) = dH(x, ξ) â îêîëi U(ξ) òî÷êè ξ. (2.2.37)

Âèâ÷èìî ëîêàëüíó ïîâåäiíêó W (x) áiëÿ ξ. Ðîçãëÿíåìî, äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ z,

àíçàö

W (z + ξ) = Γijzizj + o(|z|2) (2.2.38)

ç ñèìåòðè÷íîþ N ×N ìàòðèöåþ Γ. Ïiäñòàâèìî (2.2.38) â (2.2.7) i çáåðåìî êâà-

äðàòè÷íi ÷ëåíè, öå âåäå äî êâàäðàòè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi

4ΓQΓ− ΓB −B∗Γ = 0, (2.2.39)

äå Q =
(
aij(ξ)

)
i,j=1,N

, B =
(
∂bi
∂xj

(ξ)
)
i,j=1,N

.

Ïîêàæåìî, ùî (2.2.38) ¹ âiðíèì ÿêùî âèáðàòè ìàêñèìàëüíèé ñèìåòðè÷íèé

ðîçâ'ÿçîê Γ ðiâíÿííÿ (2.2.39); ðåçóëüòàò ïðî iñíóâàííÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó äîâåäå-

íî, íàïðèêëàä, â [125] àáî [1] . Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ðîçâ'ÿçîê D ìàòðè÷íîãî

ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà

D(4ΓQ−B) + (4ΓQ−B)∗D = 2I, (2.2.40)

ÿêèé âèçíà÷åíî ôîðìóëîþ

D = 2

∫ 0

−∞
e(4ΓQ−B)∗te(4QΓ−B)tdt. (2.2.41)

Ç Òåîðåìè 9.1.3 â [125] âèïëèâà¹, ùî âñi âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi 4QΓ−B ìàþòü

äîäàòíi äiéñíi ÷àñòèíè, îòæå iíòåãðàë â (2.2.41) çáiãà¹òüñÿ. Ïîêëàäåìî

Γ±δ = Γ± δD.

Òîäi Γ−δ çàäîâîëüíÿ¹

4Γ−δ QΓ−δ − Γ−δ B −B
∗Γ−δ ≤ −δI (2.2.42)

äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ δ > 0.



236

Ââåäåìî êâàäðàòè÷íó ôóíêöiþW−
δ (x) := Γ−δ (x−ξ) · (x−ξ). Çàâäÿêè (2.2.42)

öÿ ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹

H(∇W−
δ (x), x) ≤ −δ

2
|x− ξ|2 â îêîëi ξ. (2.2.43)

Òîäi ìà¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ÷è¹ äîâåäåííÿ ¹ òîòîæíèì äîâåäåííþ Ëåìè

2.1.18 Ïiäðîçäiëó 2.1.7 (äèâ. òàêîæ ìiðêóâàííÿ â äîâåäåííi Ëåìè 2.2.7, íèæ÷å).

Ëåìà 2.2.5. Ñòðîãà ïîòî÷êîâà íåðiâíiñòü W−
δ (x) < W (x) ¹ ñïðàâåäëèâîþ ó

âèêîëîòîìó îêîëi ξ äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ δ > 0.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ôóíêöiþ W+
δ (x) := Γ+

δ (x− ξ) · (x− ξ).

Ëåìà 2.2.6. Ñòðîãà ïîòî÷êîâà íåðiâíiñòü W+
δ (x) > W (x) ¹ ñïðàâåäëèâîþ ó

âèêîëîòîìó îêîëi ξ äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ δ > 0.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç (2.2.37) ¹ ñïðàâåäëèâîþ íàñòóïíà íåðiâíiñòü

W (x) ≤
∫ t

0

L(−v(τ), ξ + η(τ))dτ

äëÿ êîæíîãî êåðóâàííÿ v(τ), òàêîãî ùî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

η̇(τ) = v(τ), η(0) = z := x− ξ

äîðiâíþ¹ íóëþ â ìîìåíò t i çàëèøà¹òüñÿ â ìàëîìó îêîëi 0 äëÿ âñiõ 0 ≤ τ ≤ t.

Ìîæíà âçÿòè t = +∞ â ÿêîñòi êiíöåâîãî ìîìåíòó i ïîáóäóâàòè v(τ) çà íàñòó-

ïíîþ ôîðìóëîþ v(τ) = −(4QΓ−B)η(τ), äå η(τ) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

η̇ = −(4QΓ−B)η, η(0) = z.

ßê âæå áóëî ñêàçàíî, âñi âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi 4QΓ − B ìàþòü äîäàòíó

äiéñíó ÷àñòèíó (äèâ. Òåîðåìó 9.1.3. â [125]), îòæå |η(τ)| ≤ C|z| i η(τ) → 0 ïðè

τ → +∞. Áiëüø òîãî, çáiæíiñòü ¹ åêñïîíåíöiàëüíîþ.

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî

L(−v(τ), η(τ) + ξ) =
1

4
aij(ξ + η)(−η̇i + bi(η))(−η̇i + bi(η)) =

=
1

4
aij(ξ)(−η̇i +Bikηk)(−η̇j +Bjlηl) +O(|η|3),
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äå
(
aij(x)

)
i,j=1,N

ïîçíà÷à¹ ìàòðèöþ îáåðíåíó äî
(
aij(x)

)
i,j=1,N

. Íàãàäà¹ìî òåïåð,

ùî Qij = aij(ξ) i Γ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.2.39). Ç îãëÿäó íà öi ôàêòè ìîæíà

çàïèñàòè∫ ∞
0

L(η + ξ,−v(τ)) =
1

4

∫ ∞
0

aij(ξ)(−η̇i +Bikηk)(−η̇j +Bjlηl) +O(|z|3) =

= −2

∫ ∞
0

Γη · η̇dτ +

∫ ∞
0

Γη · (η̇ +Bη)dτ +O(|z|3) =

= Γz · z +

∫ ∞
0

η · (−4ΓQΓ + ΓB +B∗Γ)ηdτ +O(|z|3) =

= Γijzizj +O(|z|3).

Íàðåøòi, îñêiëüêè Γ+
δ = Γ+δD with D > 0, òî äëÿ äîñòàòíî ìàëèõ z 6= 0 ìà¹ìî

W (z + ξ) ≤ Γz · z +O(|z|3) < Γ+
δ z · z.

Ëåìè 2.2.5 i 2.2.6 ïîêàçóþòü, ùî ôóíêöi¨ W±
δ äiéñíî çàäîâîëüíÿþòü óìî-

âè Ëåìè 2.2.4. Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ Ëåìè 2.2.4 ó âèïàäêó êîëè âàãîìà

êîìïîíåíòà M ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ â Ω, âèçíà÷èìî ôóíêöi¨ W±
δ,ε ðiâíîñòÿìè

W±
δ,ε := W±

δ . Çàâäÿêè (2.2.43) ìà¹ìî

lim sup
ε→0

(
aij(ξε)

∂2W−
δ,ε

∂xi∂xj
(ξε)+

1

ε
H(∇W−

δ,ε(ξε), ξε)+c(ξε)
)
≤ −2aij(ξ)(Γij−δDij)+c(ξ),

(2.2.44)

ÿê òiëüêè ξε → ξ i ε→ 0. Çãiäíî ç Òâåðäæåííÿì G.1 (Äîäàòîê G) −2aij(ξ)Γij +

c(ξ) = σ({ξ}), òîáòî ç (2.2.44) âèïëèâà¹ (2.2.30). Àíàëîãi÷íî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî
W+

δ,ε çàäîâîëüíÿ¹ (2.2.29).

2.2.5 Òåñòîâà ôóíêöiÿ: âèïàäîê íåðóõîìî¨ òî÷êè íà ∂Ω

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè âàãîìîþ êîìïîíåíòîþ AH ¹ ãiïåðáîëi÷íà íå-

ðóõîìà òî÷êà ξ ðiâíÿííÿ ẋ = bτ(x) íà ∂Ω, äå bτ(x) ïîçíà÷à¹ òàíãåíöiàëüíó êîì-

ïîíåíòó âåêòîðíîãî ïîëÿ b(x) íà ∂Ω. ßê i ðàíiøå, áåç çìåíøåííÿ çàãàëüíîñòi,

ââàæà¹ìî, ùî W (ξ) = 0.
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Çðó÷íî ïåðåéòè äî ëîêàëüíèõ êîîðäèíàò x = X(z1, . . . , zN) â îêîëi ∂Ω òàêèì

÷èíîì, ùî zN = zN(x) ¹ (åâêëiäîâîþ) âiäñòàííþ âiä x äî ∂Ω (zN(x) > 0 ÿêùî

x ∈ Ω) i z′ = (z1, ..., zN−1) � êîîðäèíàòè íà ∂Ω â îêîëi òî÷êè ξ. Öi êîîðäèíàòè

âèáåðåìî òàê ùîá âiäîáðàæåííÿ X(z′, zN) ìàëî C2-ãëàäêiñòü i z′(ξ) = 0, êðiì

òîãî ìàòðèöÿ
(
∂Xi

∂zj

)
i,j=1,N

â òî÷öi ç z′ = 0 i zN = 0 (òî÷êà ξ) ïîâèííà áóòè

îðòîãîíàëüíîþ. Â íîâèõ çìiííèõ ðiâíÿííÿ (2.2.7) i (2.2.4) íàáóâàþòü âèãëÿä

S(∇zW, z) = 0 (2.2.45)

i

−εaij (X(z)) T −1
ki (z)

∂

∂zk

(
T −1
lj (z)

∂Wε

∂zl

)
+S(∇zWε, z) = ε

(
λε−c(X(z))

)
, (2.2.46)

äå

S(p, z) = aij(X(z))T −1
ki (z)T −1

lj (z)pkpl − bi(X(z))T −1
ki (z)pk

i
(
T −1
ij (z)

)
i,j=1,N

� îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî
(
∂Xi

∂zj
(z)
)
i,j=1,N

. Çàçíà÷èìî, ùî çãiäíî

ç óìîâîþ (2.2.15)

bi(X(z))T −1
Ni (z) < 0 äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ |z|. (2.2.47)

ßê i â Ïiäðîçäiëi 2.2.4, ãîëîâíèé ÷ëåí àñèìïòîòè÷íîãî ðîçêëàäåííÿ W â

îêîëi òî÷êè ξ áóäó¹òüñÿ â âèãëÿäi êâàäðàòè÷íî¨ ôóíêöi¨. Ç îãëÿäó íà êðàéîâó

óìîâó ∂W
∂zN

= 0 (óìîâà (2.2.8) â íîâèõ êîîðäèíàòàõ) çàïèøåìî àíçàö

W (X(z′, zN)) = Γ̃ijz
′
iz
′
j + o(|z|2 + z2

N).

ç ñèììåòðè÷íîþ (N−1)×(N−1) ìàòðèöåþ Γ̃, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi

4Γ̃Q̃Γ̃− Γ̃B̃ − B̃∗Γ̃ = 0, (2.2.48)

äå Q̃ =
(
aij(ξ)T −1

ki (0)T −1
lj (0)

)
k,l=1,N−1

i B̃ =
(
T −1
ki (0) ∂bi∂xj

(
ξ
)∂Xj

∂zl
(0)
)
k,l=1,N−1

. Çà-

çíà÷èìî, ùî B̃ ¹ íi÷èì iíøèì ÿê ìàòðèöåþ â ðiâíÿííi ż′ = B̃z′ ÿêå çíàéäåíî

ëiíåàðiçàöi¹þ ðiâíÿííÿ ẋ = bτ(x) áiëÿ ξ (ïðè öüîìó ìà¹òüñÿ íà óâàçi îñòàíí¹

ðiâíÿííÿ ïåðåïèñàíå â ëîêàëüíèõ êîîðäèíàòàõ z′ = (z′1, . . . , z
′
N−1) íà ∂Ω).
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Âèáåðåìî â ÿêîñòi Γ̃ ìàêñèìàëüíèé ñèìåòðè÷íèé ðîçâ'ÿçîê (2.2.48), i íåõàé

D̃ � ðîçâ'ÿçîê ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà

D̃(4Γ̃Q̃− B̃) + (4Γ̃Q̃− B̃)∗D̃ = 2I. (2.2.49)

Çãiäíî ç Òåîðåìîþ 9.1.3 â [125] âñi âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi 4Γ̃Q̃ − B̃ ìàþòü

äîäàòíi äiéñíi ÷àñòèíè, îòæå (2.2.49) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê D̃, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ

ôîðìóëîþ

D̃ = 2

∫ 0

−∞
e(4Γ̃Q̃−B̃)∗te(4Γ̃Q̃−B̃)tdt,

i D̃ ¹ ñèìåòðè÷íîþ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ ìàòðèöåþ. Ââåäåìî ôóíêöi¨

W±
δ (z′, zN) = (Γ̃± δD̃)ijz

′
iz
′
j ± δz2

N , (2.2.50)

ÿêi çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðà δ > 0.

Ëåìà 2.2.7. Íåõàé δ > 0 ¹ äîñòàòíüî ìàëèì. Òîäi, äëÿ ìàëèõ |z| 6= 0, òàêèõ

ùî X(z) ∈ Ω, ìà¹ìî

W−
δ (z) < W (X(z)) < W+

δ (z). (2.2.51)

Äîâåäåííÿ. Ç îãëÿäó íà âèçíà÷åííÿW±
δ äîñòàòíüî äîâåñòè (2.2.51) ç íåñòðîãèìè

íåðiâíîñòÿìè i ïîòiì ïåðåéòè äî òðîøêè áiëüøîãî δ.

Äîâåäåííÿ íåðiâíîñòiW−
δ ≤ W áàçó¹òüñÿ íà íàñòóïíèõ äâîõ ôàêòàõ. Ïåðøå,

öå ïðåäñòàâëåííÿ W (x) = dH(x, ξ) â îêîëi ξ. Çàçíà÷èìî êðiì òîãî, ùî äëÿ

çàäàíîãî δ′ > 0 iñíó¹ δ > 0, òàêå ùî äëÿ |x − ξ| < δ ìiíiìiçàöiþ â (2.2.11)

ìîæíà çâóçèòè äî òåñòîâèõ êðèâèõ η(τ) ÿêi íå çàëèøàþòü ìíîæèíó {|η − ξ| <
δ′} (ó ïðîòèâíîìó âèïàäêó, ìiðêóþ÷è ÿê â Ëåìi 2.1.18 Ïiäðîçäiëó 2.1.7 ìîæíà

ïîêàçàòè, ùî ξ íå ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ ìíîæèíè Îáði AH , âñóïåðå÷ (2.2.13)).
Äðóãå, ðîçãëÿäàÿ ôóíêöi¨ W−

δ (x) = W−
δ (X−1(x)) (ç íåçíà÷íèì çëîâæèâàííÿì

ïîçíà÷åííÿìè) ìà¹ìî äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ δ > 0

H(∇W−
δ , x) ≤ −δ|x− ξ|2 â Ω, i

∂W−
δ

∂ν
= 0 íà ∂Ω, (2.2.52)
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êîëè |x − ξ| < δ′ ç δ′ > 0, ùî íå çàëåæèòü âiä δ. Öå âèïëèâà¹ ç êîíñòðóêöi¨

(2.2.50) ôóíêöié W±
δ i (2.2.48), (2.2.49), i òàêîæ (2.2.47).

Ïðèïóñòèìî, ùî |x− ξ| < δ, i íåõàé η(τ) � ðîçâ'ÿçîê (2.2.10), ùî çàäîâîëüíÿ¹

η(0) = x, η(t) = ξ ç êåðóâàííÿì v(τ), òàêèì ùî |η(τ)−ξ| < δ′ äëÿ âñèõ 0 ≤ τ ≤ t.

Òîäi

W−
δ (x) = −

∫ t

0

∇W−
δ (η) · η̇ dτ =

∫ t

0

∇W−
δ (η) · (−v(τ)) dτ,

äå âèêîðèñòàíî òîé ôàêò, ùî ∂W−δ
∂ν = 0 íà ∂Ω. Ç íåðiâíîñòi Þíãà-Ôåíõåëÿ p ·

(−v) ≤ L(−v, η) +H(p, η) âèïëèâà¹, ùî

W−
δ (x) ≤

∫ t

0

L(−v, η) dτ +

∫ t

0

H(∇W−
δ , η)dτ ≤

∫ t

0

L(−v, η) dτ.

Îòæå ç (2.2.11) çíàõîäèìî W−
δ (x) ≤ W (x).

Äëÿ äîâåäåííÿ äðóãî¨ íåðiâíîñòi â (2.2.51), äëÿ çàäàíîãî x = X(z′, zN)

ïîáóäó¹ìî òåñòîâó êðèâó η(τ) ñïî÷àòêó íà ìàëîìó iíòåðâàëi (0,∆t) ôîð-

ìóëîþ η(τ) = X(z′, ζN(τ)), äå ζN(τ) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ζ̇N(τ) =

bi(X(z′, ζN))T −1
Ni (z′, ζN) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ ζN(0) = zN , i âèáåðåìî ∆t ç óìîâ

ζN(∆t) = 0, ζN(τ) > 0 äëÿ τ < ∆t. Çàâäÿêè (2.2.47) ìà¹ìî ∆t = O(zN). Òîäi,

îñêiëüêè

η̇i =
∂Xi

∂zN
(z′, ζN)bk(η)T −1

Nk (z′, ζN) =
∂Xi

∂zj
(z′, ζN)bk(η)T −1

jk (z′, ζN)

− ∂Xi

∂z′j
(z′, ζN)bk(η)T −1

jk (z′, ζN) = bi(η) +O(|z|)

(íàãàäà¹ìî, ùî òàíãåíöiàëüíà êîìïîíåíòà bτ íà ∂Ω ¹ íóëüîâîþ â òî÷öi ξ) çíà-

õîäèìî ∫ ∆t

0

L(−η̇, η)dτ = O(|z|3). (2.2.53)

Äàëi êîíñòðóþ¹òüñÿ η(τ) äëÿ τ > ∆t, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êó X(z′, 0) i ξ. Ñëiäóþ÷è

ìiðêóiâàííÿì ç Ëåìè 2.2.6 ââåäåìî ζ ′(τ) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ζ̇ ′(τ) = −(4Q̃Γ̃−
B̃)ζ ′ ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ ζ ′(∆t) = z′, i ïîêëàäåìî η(τ) = X(ζ ′(τ), 0). Òîäi η(τ)

çàäîâîëüíÿ¹ (2.2.10) äëÿ τ > ∆t ç

v(τ) := η̇(τ) + ν(η)bν(η)− 4
∂X

∂zN
(ζ ′, 0)T −1

Ni (0)aij(ξ)T −1
lj (0)Γ̃lmζ

′
m
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(çàçíà÷èìî, ùî ∂X
∂zN

(ζ ′, 0) = −ν(η) i bν(η) + 4T −1
Ni (0)aij(ξ)T −1

lj (0)Γlmζ
′
m > 0 êîëè

|z′| ¹ äîñòàòíüî ìàëèì), i êîðèñòóþ÷èñü (2.2.48) îäåðæó¹ìî∫ ∞
∆t

L(− v(τ), η(τ)) dτ =
1

4

∫ ∞
∆t

aij(ξ)(−vi + bi)(−vj + bj) dτ +O(|z|3)

= 4

∫ ∞
∆t

aij(ξ)
(∂Xi

∂z′k
(0)Q̃klΓ̃lmζ

′
m +

∂Xi

∂zN
(0)T −1

Nk (0)akl(ξ)T −1
ml (0)Γ̃mnζ

′
n

)
×
(∂Xj

∂z′k
(0)Q̃klΓ̃lmζ

′
m +

∂Xj

∂zN
(0)T −1

Nk (0)akl(ξ)T −1
ml (0)Γ̃mnζ

′
n

)
dτ

+O(|z|3)

= 4

∫ ∞
∆t

Γ̃ζ ′ · Q̃Γ̃ζ ′ dτ +O(|z|3)

= −2

∫ ∞
∆t

Γ̃ζ ′ · ζ̇ ′ dτ +

∫ ∞
∆t

Γ̃ζ ′ ·
(
ζ̇ ′ + B̃ζ ′) dτ +O(|z|3)

= Γ̃ijz
′
iz
′
j +O(|z|3).

(2.2.54)

Øóêàíà îöiíêà çâåðõó W ≤ W+
δ âèïëèâà¹ ç (2.2.53) i (2.2.54).

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöi¨ W±
δ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè Ëåìè 2.2.4, êðiì òîãî ç

(2.2.50) â êîìáiíàöi¨ ç (2.2.48), (2.2.49), i (2.2.47), âèïëèâà¹, ùî

S(∇zW
+
δ (z), z) ≥ 0 i S(∇zW

−
δ (z), z) ≤ 0 êîëè |z| ¹ äîñòàòíüî ìàëèì.

Òîäi ïîêëàäåìî

W±
δ,ε(z

′, zN) = W±
δ (z′, zN)∓ ε2zN .

Ìîæíà ïåðåâiðèòè (àíàëîãi÷íî âèïàäêó âíóòðiøíüî¨ íåðóõîìî¨ òî÷êè) ùî íå-

ðiâíîñòi (2.2.29) i (2.2.30) ¹ ñïðàâåäëèâèìè. Êðiì òîãî, ìà¹ìî ∓∂W±δ,ε
∂zN

(z′, 0) > 0,

òîáòî ±∂W±δ,ε
∂ν > 0 íà ∂Ω.

2.2.6 Òåñòîâà ôóíêöiÿ: âèïàäîê ãðàíè÷íîãî öèêëó â Ω

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê êîëè âàãîìà êîìïîíåíòà ìíîæèíè

Îáði AH ¹ ãðàíè÷íèì öèêëîì i öåé öèêë ïîâíiñòþ ëåæèòü â Ω. À ñàìå, íåõàé

ξ(t) � ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ξ̇ = b(ξ) ç ïåðiîäîì P > 0. Ïðèìóñêà¹ìî,
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ùî C = {ξ(t) : t ∈ [0, P )} ⊂ Ω, b(x) 6= 0 íà C i C � ãiïåðáîëi÷íèé ãðàíè÷íèé

öèêë, òîáòî ëiíåàðiçîâàíå âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå ïîâ'ÿçàíå ç öèì öèêëîì íå

ìà¹ âëàñíèõ çíà÷åíü íà îäèíè÷íîìó êîëi. Äëÿ âèâ÷åííÿ ëîêàëüíî¨ ïîâåäiíêè

W áiëÿ öèêëó C, çðîáèìî C2-ãëàäêó çàìiíó êîîðäèíàò x = X(z1, . . . , zN−1, zN) ç

zN , ùî ïðåäñòàâëÿ¹ äîâæèíó äóãè óçäîâæ öèêëó, i äåÿêèìè ôiêñîâàíèìè äåêàð-

òîâèìè êîîðäèíàòàìè z′ = (z1, . . . , zN−1) â ãiïåðïëîùèíi îðòîãîíàëüíié öèêëó.

Òàêîæ ïðèïóñêà¹ìî, ùî C îði¹íòîâàíî òàíãåíöiàëüíèì âåêòîðîì, i z′ = 0 íà C.
Òàêîþ çàìiíîþ êîîðäèíàò ðiâíÿííÿ (2.2.7) i (2.2.4) íàáóâàþòü âèãëÿä àíàëîãi-

÷íèé (2.2.45) i (2.2.46). ßê ðàíiøå ââàæà¹ìî, ùîW (C) = 0, i â îêîëi öèêëó (äëÿ

äîñòàòíüî ìàëèõ |z′|) ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé àíçàö äëÿ W :

W (X(z′, zN)) = Γij(t)z
′
iz
′
j + o(|z′|2), (2.2.55)

äå t ïàðàìåòðèçó¹ öèêë çãiäíî ç ðiâíÿííÿì ξ̇ = b(ξ), t ∈ [0, P ). Ïiäñòàâèìî W â

(2.2.45) i çáåðåìî êâàäðàòè÷íi ÷ëåíè, ùî ïðèçâîäèòü äî ðiâíÿííÿ

Γ̇ = 4ΓQΓ− ΓB −B∗Γ, (2.2.56)

äå Q(t) i B(t) � P -ïåðiîäè÷íi (N −1)× (N −1) ìàòðèöi ÷è¨ åëåìåíòè çàäàþòüñÿ

ôîðìóëàìè

Qkl(t) = aij(ξ(t)) T −1
ki

(
0, zN(ξ(t))

)
T −1
lj

(
0, zN(ξ(t))

)
, (2.2.57)

Bkl(t) = T −1
ki

(
0, zN(ξ(t))

) ∂bi
∂xj

(
ξ(t)

)∂Xj

∂zl

(
0, zN(ξ(t))

)
−T −1

kj

(
0, zN(ξ(t))

) d

dt

(
∂Xj

∂zl

(
0, zN(ξ(t))

))
.

(2.2.58)

Íàãàäà¹ìî, ùî T −1
ij

(
z′, zN) ïîçíà÷àþòü åëåìåíòè ìàòðèöi îáåðíåíî¨ äî(

∂Xi

∂zj
(z′, zN)

)
i,j=1,N

i äëÿ ñòèñëîñòi, òðîøêè çëîâæèâàþ÷è ïîçíà÷åííÿìè, ïîêëà-

äåìî

T −1
ij (t) := T −1

ij (0, zN(ξ(t)), Tij(t) =
∂Xi

∂zj

(
0, zN(ξ(t))

)
. (2.2.59)

Îñêiëüêè ìàòðèöÿQ(t) ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ, âiäîìî [1], ùî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi

(2.2.56) ìà¹ ìàêñèìàëüíèé ñèìåòðè÷íèé P-ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê Γ(t). Ïîêàæå-

ìî, ùî ïðåäñòàâëåíÿÿ (2.2.55) ¹ äiéñíî âiðíèì ç ìàêñèìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì Γ(t),



243

â ïðèïóùåííi ãiïåðáîëi÷íîñòi C. Çàçíà÷èìî, ùî ðiâíÿííÿ ż′ = Bz′ âiäïîâiäà¨¹

ëiíåàðiçàöi¨ ðiâíÿííÿ ẋ = b(x) â îêîëi C (ïiñëÿ ïåðåõîäó äî ëîêàëüíèõ êîîðäè-
íàò); òàêèì ÷èíîì ïðèïóùåííÿ ãiïåðáîëi÷íîñòi C îçíà÷à¹, ùî ôóíäàìåíòàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

∂Φ

∂t
(t, τ) = B(t)Φ(t, τ), Φ(τ, τ) = I,

îá÷èñëåíèé â t = τ + P , íå ìà¹ âëàñíèõ çíà÷åíü ç àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ 1.

Ëåìà 2.2.8. Íàñòóïíà îöiíêà ¹ ñïðàâåäëèâîþ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî t ∈ [0, P )

äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ |z′|,

W (X(z′, zN(ξ(t))) ≤ Γij(t)z
′
iz
′
j + C|z′|3 log

1

|z′|
. (2.2.60)

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñü âàðiàöiéíèì ïðåäñòàâëåííÿì (2.2.11). Ïðèðîäíèì

ïðèïóùåííÿì ïðî îïòèìàëüíó ôîðìó êðèâî¨ â (2.2.11) ¹ íàñòóïíå. Ó ïåðøî-

ìó íàáëèæåííi ¨¨ ïåðøi N − 1 ëîêàëüíi êîîðäèíàòè çàäàþòüñÿ çàäà÷åþ

ζ̇ ′(τ) = (B − 4QΓ)ζ ′(τ), τ > t, ζ ′(t) = z′. (2.2.61)

Çãiäíî ç Òåîðåìîþ 5.4.15 â [1] ðîçâ'ÿçêè (2.2.61) åêñïîíåíöiàëüíî ïðÿìóþòü äî

íóëÿ, |ζ ′(τ)| ≤ Ce−δτ |z′| ç δ > 0. Âèáið îñòàííüî¨ êîîðäèíàòè ¹ ñêëàäíiøèì.

Ïîêëàäåìî η(τ) := X(ζ ′(τ), zN(ξ(τ)) + ζN(τ)) i âèáåðåìî ζN(τ) òàêèì ÷èíîì

ùîá |ζN(τ)| < C|z′|, i

bi(η(τ))− η̇i(τ) = 4aij(ξ(τ))T −1
lj

(
0, ξ(τ)

)
Γlm(τ)ζ ′m(τ) +O(|z′|2). (2.2.62)

Iñíóâàííÿ òàêî¨ ôóíêöi¨ ζN áóäå äîâåäåíî ïiçíiøå.

Ç îãëÿäó íà (2.2.62) çíàõîäèìî

T∫
t

L(−η̇, η)dτ =
1

4

T∫
t

aij(η(τ))(−η̇i(τ) + bi(η(τ)))(−η̇j(τ) + bj(η(τ)))dτ

≤ 4

T∫
t

(Γ(τ)ζ ′(τ)) · (Q(τ)Γ(τ)ζ ′(τ))dτ + CT |z′|3
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Òîäi, âíàñëiäîê (2.2.61) i (2.2.56) ìà¹ìî

T∫
t

L(− η̇, η)dτ ≤
T∫
t

(Γζ ′) · (Bζ ′ − ζ̇ ′)dτ + CT |z′|3

= −
T∫
t

d

dτ
(Γζ ′ · ζ ′)dτ +

T∫
t

(Γζ ′ · (Bζ ′ + ζ̇ ′) + Γ̇ζ ′ · ζ ′)dτ + CT |z′|3

≤ Γ(t)z′ · z′ +
T∫
t

(Γ̇− 4ΓQΓ + ΓB +B
∗

Γ)ζ ′ · ζ ′)dτ + CT |z′|3

= Γ(t)z′ · z′ + CT |z′|3.

ßêùî âèáðàòè T := 1
δ log 1

|z′| , òî dist(η(T ), C) = O(|z′|2) i

T∫
t

L(−η̇, η)dτ ≤ Γ(t)z′ · z′ + C|z′|3 log
1

|z′|
. (2.2.63)

Äëÿ ïîáóäîâè ζN âñòàíîâèìî íàñòóïíi ôàêòè. Iç âèçíà÷åííÿ Tij â (2.2.59)

âèïëèâà¹, ùî TiN(τ) = ξ̇i(τ)/|ξ̇(τ)|. Òîäi, îñêiëüêè ξ̈i(τ) = ∂bi
∂xj

(ξ(τ))ξ̇j(τ), ìà¹ìî

∂bi
∂xj

(ξ(τ))TjN(τ)− ṪiN(τ) =
ξ̇i(τ)ξ̇j(τ)ξ̈j(τ)

|ξ̇(τ)|3
= TiN(τ)

ξ̇j(τ)ξ̈j(τ)

|ξ̇(τ)|2
∀i = 1, . . . , N.

Ïîìíîæèìî öi ðiâíîñòi íà T −1
ki (τ) i ïiäñóìó¹ìî çà i:

T −1
ki (τ)

( ∂bi
∂xj

(ξ(τ))TjN(τ)− ṪiN(τ)
)

=

ξ̇j(τ)ξ̈j(τ)/|ξ̇(τ)|2, if k = N,

0 if k < N.

(2.2.64)
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Ïåðåéäåìî òåïåð äî ïîáóäîâè ζN . Ç âèçíà÷åííÿ η ìà¹ìî

η̇i(τ)− bi(η(τ)) =
d

dt

(
ξi(τ) + Tik(τ)ζ ′k(τ) + TiN(τ)ζN(τ)

)
− bi(η(τ)) +O(|z′|2)

=
(
Ṫik(τ)− ∂bi

∂xj
(ξ(τ))Tjk(τ)

)
ζ ′k(τ) +

(
ṪiN(τ)− ∂bi

∂xj
(ξ(τ))TjN(τ)

)
ζN(τ)

+ Tik(τ)ζ̇ ′k(τ) + TiN(τ)ζ̇N(τ) +O(|z′|2)

= Tik(τ)T −1
kr (τ)

{ (
Ṫrk(τ)− ∂br

∂xj
(ξ(τ))Tjk(τ)

)
ζ ′k(τ)

+
(
ṪrN(τ)− ∂br

∂xj
(ξ(τ))TjN(τ)

)
ζN(τ)

}
+ Tik(τ)ζ̇ ′k(τ) + TiN(τ)ζ̇N(τ) +O(|z′|2).

(2.2.65)

Ïiäñòàâèìî çàìiñòü ζ̇ ′ ïðàâi ÷àñòèíó (2.2.61) i ñêîðèñòà¹ìîñü (2.2.64):

bi(η(τ))− η̇i(τ) = 4aij(ξ(τ))T −1
lj

(
0, ξ(τ)

)
Γlm(τ)ζ ′m(τ)

−TiN(τ)ζ̇N(τ) + TiN(τ)R(τ) +O(|z′|2),

äå

R(τ) = T −1
Ni (τ)

∂bi
∂xj

(ξ(τ))

(
TjN(τ)ζN(τ) + Tjl(τ)ζ ′l(τ)

)
− T −1

Ni (τ)

(
ṪiN(τ)ζN(τ) + Ṫil(τ)ζ ′l(τ)

)
− 4T −1

Ni (τ)aij(ξ(τ))T −1
lj (τ)Γlm(τ).ζ ′m(τ)

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ òîãî ùîá çàäîâîëüíèòè (2.2.62), âèáåðåìî ζN(τ) ðîçâ'ÿçêîì

ðiâíÿííÿ

ζ̇N(τ) = R(τ) (2.2.66)

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ ζN(t) = 0.

Ç (2.2.64) âèïëèâà¹, ùî |ξ̇(τ)| çàäîâîëüíÿ¹

d

dt
|ξ̇(τ)| =

(
T −1
Ni (τ)

∂bi
∂xj

(ξ(τ))TjN(τ)− T −1
Ni (τ)ṪiN(τ)

)
|ξ̇(τ)|,
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i ìîæíà çàïèñàòè ðîçâ'ÿçîê ζN(τ) ðiâíÿííÿ (2.2.66) â âèãëÿäi

ζN(τ) = |ξ̇(τ)|
τ∫

0

(
T −1
Ni (s)

∂bi
∂xj

(ξ(s))Tjl(s)ζ ′l(s)− T −1
Ni (s)Ṫil(s)ζ ′l(s)

)
ds

|ξ̇(s)|

− 4|ξ̇(τ)|
τ∫

0

T −1
Ni (s)aij(ξ(s))T −1

lj (s)Γlm(s)ζ ′m(s)
ds

|ξ̇(s)|
.

(2.2.67)

Ç (2.2.67) âèïëèâà¹ ðiâíîìiðíà îöiíêà |ζN(τ)| ≤ C|z′|.
Çàëèøà¹òüñÿ ïðîäîâæèòè η(·) äëÿ τ > T ùîá êðèâà äîñÿãëà öèêë çà ñêií÷å-

íèé ÷àñ. Ïîêëàäåìî

η(τ) = X
(
ζ ′(T )(T + 1− τ), zN(ξ(τ)) + ζN(T )|ξ̇(τ)|/|ξ̇(T )|

)
, T ≤ τ ≤ T + 1.

(2.2.68)

Òîäi äëÿ êîæíîãî i = 1, . . . , N

η̇i(τ) =
d

dτ

(
ξi(τ) + TiN(τ)ζN(T )|ξ̇(τ)|/|ξ̇(T )|

)
+O(|z′|2)

= ξ̇i(τ) + ξ̈i(τ)ζN(T )/|ξ̇(T )|+O(|z′|2)

= bi(ξ(τ)) +
∂bi
∂xj

(ξ(τ))ξ̇j(τ)ζN(T )/|ξ̇(T )|+O(|z′|2) = bi(η(τ)) +O(|z′|2).

Îòæå, ìà¹ìî íàñòóïíó îöiíêó
T+1∫
T

aij(η(τ))(−η̇i + bi(η))(−η̇j + bj(η))dτ ≤ C|z′|4. (2.2.69)

Ñêîìáiíóâàâøè îñòàííþ íåðiâíiñòü ç (2.2.63) îòðèìó¹ìî (2.2.60).

Äëÿ ïîáóäîâè ñóá- i ñóïåð-ðîçâ'ÿçêiâ (2.2.45) ðîçãëÿíåìî ðîçâ'ÿçîê D(t) ìà-

òðè÷íîãî ðiâíÿííÿ

Ḋ +D(B − 4QΓ) + (B − 4QΓ)∗D = −2I, (2.2.70)

ùî çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

D(t) = 2

∞∫
t

Ψ
∗
(τ, t)Ψ(τ, t)dτ, (2.2.71)
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äå Ψ(τ, t) ôóíäàìåíòàëüíèé ìàòðè÷íèé ðîçâ'ÿçîê

∂Ψ

∂τ
= (B(τ)− 4Q(τ)Γ(τ))Ψ, Ψ(t, t) = I.

ßê âæå çãàäóâàëîñÿ â äîâåäåííi Ëåìè 2.2.8, Ψ(τ, t) åêñïîíåíöiàëüíî ïðÿìó¹ äî

íóëÿ ïðè τ → +∞, îòæå iíòåãðàë â (2.2.71) çáiãà¹òüñÿ i âèçíà÷à¹ P -ïåðiîäè÷íèé

ñèìåòðè÷íèé i äîäàòíèé ðîçâ'ÿçîê (2.2.70). Ç 2.2.56) i (2.2.70) âèïëèâà¹, ùî

Γ
±
δ := Γ± δD çàäîâîëüíÿ¹ äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ δ > 0

4Γ
+
δ QΓ

+
δ −

d

dt
Γ

+
δ −Γ

+
δ B−B

∗
Γ

+
δ ≥ δI i 4Γ

−
δ QΓ

−
δ −

d

dt
Γ
−
δ −Γ

+
δ B−B

∗
Γ
−
δ ≤ −δI.

Ââåäåìî ôóíêöi¨ W±
δ (z):

W±
δ (z) = (Γ

±
δ (t))ijz

′
iz
′
j äå zN = zN(ξ(t)),

öi ôóíêöi¨ çàäîâðëüíÿþòü

S(∇zW
−
δ (z), z) ≤ −δ

2
|z′|2 i S(∇zW

+
δ (z), z) ≥ δ

2
|z′|2 äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ |z′|.

(2.2.72)

Îñòàííi íåðiâíîñòi íàïðÿìó âèïëèâàþòü ç âèçíà÷åíü W−
δ (z) i W+

δ (z).

Ëåìà 2.2.9. Äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ δ > 0 ñòðîãi ïîòî÷êîâi íåðiâíîñòi

W−
δ (z) < W (X(z)) < W+

δ (z) ¹ ñïðàâåäëèâèìè äëÿ z′ ç âèêîëîòîãî îêîëó íóëÿ.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøó íåðiâíiñòüW−
δ (z) < W (X(z)) ìîæíà äîâåñòè àíàëîãi÷íî Ëå-

ìi 2.1.27 Ïiäðîçäiëó 2.1.11 (äèâ. òàêîæ äîâåäåííÿ Ëåìè 2.2.7). Äðóãà íåðiâíiñòü

W (X(z)) < W+
δ (z) âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç Ëåìè 2.2.8.

Òàêèì ÷èíîì, ïîáóäîâàíî ôóíêöi¨ W±
δ , ùî çàäîâîëüíÿþòü âìîâè Ëåìè 2.2.4.

Âèçíà÷èìî òåïåð òåñòîâi ôóíêöi¨ W±
δ,ε ôîðìóëîþ

W±
δ,ε := W±

δ − εΦ
±
δ (t),

äå zN i t ïîâ'ÿçàíi ðiâíiñòþ zN = zN(ξ(t)), i Φ
±
δ (t) � ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü

d

dt
Φ
±
δ (t) = −2tr(Q(t)Γ

±
δ (t)) + c(ξ(t)) +

2

P

P∫
0

tr(Q(τ)Γ
±
δ (τ))dτ − 1

P

P∫
0

c(ξ(τ))dτ.

(2.2.73)
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Ïåðøi äâà ÷ëåíè çïðàâà ââåäåíî ùîá êîìïåíñóâàòè ïîõèáêó ïîðÿäêó ε â ðiâíÿí-

íi (2.2.46). Äiéñíî, òåñòîâi ôóíêöi¨W±
δ,ε ïîáóäîâàíi ó òàêèé ñïîñiá çàäîâîëüíÿþòü

äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ |z′|

±aij (X(z))αki(z)
∂

∂zk

(
αlj(z)

∂W±
δ,ε

∂zl

)
∓ 1

ε
S(∇zW

±
δ,ε, z)∓ c(X(z))

≤ 1

P

P∫
0

c(ξ(τ))dτ − 2

P

P∫
0

tr(Q(τ)Γ
±
δ (τ))dτ +O(ε+ |z′|).

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òîãî ôàêòó, ùî W±
δ,ε çàäîâîëüíÿþòü (2.2.29) i

(2.2.30), çàëèøà¹òüñÿ ïîìiòèòè, ùî
∫ P

0 tr(Q(τ)Γ
±
δ (τ))dτ →

∫ P
0 tr(Q(τ)Γ(τ))dτ

ïðè δ → 0 i ñêîðèñòàòèñÿ òîòîæíiñòþ

2

∫ P

0

tr(Q(τ)Γ(τ))dτ =
∑
Θi>1

log Θi

(äèâ. Òâåðäæåííÿ 2.1.30 Ïiäðîçäiëó 2.1.12), äå Θi � àáñîëþòíi çíà÷åííÿ âëàñíèõ

çíà÷åíü ëiíåàðiçîâàíîãî âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå (ùî âiäïîâiäà¹ ðiâíÿííþ ẋ =

b(x) áiëÿ C).

2.2.7 Òåñòîâà ôóíêöiÿ: âèïàäîê ãðàíè÷íîãî öèêëó íà ∂Ω

Ó âèïàäêó êîëè ðiâíÿííÿ ẋ = bτ(x) íà ∂Ω ìà¹ ãðàíè÷íèé öèêë C ÿêèé ¹ âàãîìîþ
êîìïîíåíòîþ ìíîæèíè Îáði, â ïîáóäîâi òåñòîâèõ ôóíêöié âèêîðèñòîâóþòüñÿ

êîìáiíàöiÿ òåõíiêè Ïiäðîçäiëó 2.2.5 i Ïiäðîçäiëó 2.2.6. Ïåðåéäåìî äî ëîêàëüíèõ

êîîðäèíàò â îêîëi C çà äîïîìîãîþ âiäîáðàæåííÿ x = X(z1, . . . , zN−1, zN), äå

zN = zN(x) äåêàðòîâà âiäñòàíü âiä x äî ∂Ω i (z1, . . . , zN−1) � êîîðäèíàòè íà ∂Ω.

Êîîðäèíàòà zN−1(x) ¹ äîâæèíîþ äóãè íà C à iíøi êîîðäèíàòè z′ = (z1, . . . , zN−2)

âèáèðàþòüñÿ òàê ùîá âiäîáðàæåííÿ X(z′, zN−1, zN) áóëî C2-ãëàäêèì, i z′ = 0

êîëè x ∈ C, êðiì òîãî ìàòðèöÿ
(
∂Xi

∂zj
(z)
)
i,j=1,N

ïîâèííà áóòè îðòîãîíàëüíîþ ïðè

zN = 0 i z′ = 0 (íà öèêëi). Òàêà çàìiíà êîîðäèíàò âåäå äî ðiâíÿíü âèãëÿäó

(2.2.45) i (2.2.46) äëÿ W (X(z)) i Wε(X(z)).
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Ïîñòóëþ¹ìî íàòóïíèé àíçàö äëÿ W ,

W (X(z)) = Γ̂ij(t)z
′
iz
′
j + o(|z′|2), (2.2.74)

äå Γ̂ ¹ (N − 2) × (N − 2) ñèìåòðè÷íîþ P -ïåðiîäè÷íîþ ìàòðèöåþ (P � ïåðiîä

öèêëó C), i çìiííà t = t(zN−1 çàäà¹òüñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðiçàöiþ t → ξ(t) öèêëó

C, ùî çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ξ̇(t) = bτ(ξ(t))). Â ÿêîñòi Γ̂ áåðåòüñÿ ìàêñèìàëüíèé

P -ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi

d

dt
Γ̂ = 4Γ̂Q̂Γ̂− Γ̂B̂ − B̂∗Γ̂,

ç (N − 2) × (N − 2) ìàòðèöÿìè Q̂(t) i B̂(t), åëåìåíòè ÿêèõ çàäàþòüñÿ òàêèìè

ñàìå ôîðìóëàìè ÿê (2.2.57) i (2.2.58).

Ëåìà 2.2.10. Äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ |z′| i |zN | íàñòóïíà îöiíêà ¹ âiðíîþ ðiâ-

íîìiðíî âiäíîñíî t ∈ [0, P ),

W (X(z′, zN−1(ξ(t)), zN) ≤ Γ̂ij(t)z
′
iz
′
j +C(|z′|2 log

1

|z′|
+ |zN ||z′|2 + |zN |3). (2.2.75)

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê zN = 0. ßê â Ëåìi 2.2.8 ñêîðèñòà-

¹ìîñü ïðåäñòàâëåííÿì (2.2.11) i ðîçãëÿíåìî ðîçâ'ÿçîê ζ ′(τ) ðiâíÿííÿ ζ̇ ′(τ) =

(B̂ − 4Q̂Γ̂)ζ(τ) äëÿ τ > t ç íà÷àëüíîþ óìîâîþ ζ ′(t) = z′. Âií çãàñà¹ åêñïîíåí-

öiàëüíî ïðè τ → ∞, |ζ ′| ≤ Ce−δτ |z′| ç δ > 0. Âèçíà÷èìî òåïåð ζN−1 àíàëîãi÷íî

ζN â Ëåìi 2.2.8:

ζ̇N−1(τ) = T −1
(N−1)i

(
0, zN−1(ξ(τ), 0

) ∂bi
∂xj

(ξ(τ))

(
Tj(N−1)(τ)ζN−1(τ) + Tjl(τ)ζ ′l(τ)

)
− T −1

(N−1)i

(
0, zN−1(ξ(τ)), 0

)(
Ṫi(N−1)(τ)ζN−1(τ) + Ṫil(τ)ζ ′l(τ)

)
− 4T −1

(N−1)i

(
0, zN−1(ξ(τ)), 0

)
aij(ξ(τ))T −1

lj

(
0, zN−1(ξ(τ)), 0

)
Γ̂lm(τ)ζ ′m(τ),

τ > t, äå (T −1
ij (z))i,j=1,N � ìàòðèöÿ îáåðíåíà äî (∂Xi

∂zj
(z))i,j=1,N i Tij(τ) =

∂Xi

∂zj
(0, zN−1(ξ(τ)), 0). Íàðåøòi, âèçíà÷èìî η(τ):

η(τ) =

X(ζ ′(τ), zN−1(ξ(τ)) + ζN−1(τ), 0), t ≤ τ < T,

X(ζ ′(T )(T + 1− τ), zN−1(ξ(τ)) + ζN−1(T ) |ξ̇(τ)|
|ξ̇(T )| , 0), T ≤ τ < T + 1,
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ç T := 1
δ log 1

|z′| ; âèçíà÷èìî òàêîæ êåðóâàííÿ v(τ):

v(τ) =

η̇ + ν(η)
(
bν(η) +R1(τ)

)
, t ≤ τ < T

η̇ + ν(η)bν(η), T ≤ τ ≤ T + 1,

äå

R1(τ) = −T −1
(N−1)i

(
0, zN−1, 0

)(
Ṫi(N−1)(τ)ζN−1(τ) + Ṫil(τ)ζ ′l(τ)

+4aij(ξ(τ))T −1
lj (0, zN−1, 0)Γ̂lmζ

′
m

)
.

Ïîêëàäåìî

α(τ) :=

bν(η) +R1(τ), t ≤ τ < T

bν(η), T ≤ τ ≤ T + 1,

i çàçíà÷èìî, ùî äëÿ êåðóâàííÿ v(τ), âèçíà÷åíîãî âèùå, ïàðà (η(τ), α(τ)) ¹

ðîçâ'ÿçêîì (2.2.10) íà (t, T+1) ç íà÷àëüíèì çíà÷åííÿì η(t) = x(= X(z′, ξ(t), 0)),

ÿê òiëüêè α(τ) ≥ 0 äëÿ âñiõ τ ∈ (t, T + 1). Îñêiëüêè bν(ξ(τ)) > 0, òî äié-

ñíî α(τ) ≥ 0 çà óìîâè ùî |z′| ¹ äîñòàòíüî ìàëèì. Ç öüîãî ìîìåíòó äîâåäåííÿ

(2.2.75) çäiéñíó¹òüñÿ àíàëîãi÷íî Ëåìi 2.2.8.

Ó âèïàäêó, êîëè zN(x) > 0 ïîáóäó¹ìî êðèâó η(τ), ùî ç'¹äíþ¹ x ç äåÿêîþ

òî÷êîþ y íà ∂Ω íàñòóïíèì ÷èíîì:

η(τ) = X(z′, zN−1(ξ(t)), zN + bν(ξ(t))(t− τ)) äëÿ âñèõ τ ≥ t,

òàêèõ ùî zN + bν(ξ(t))(t− τ) ≥ 0.

Íåõàé t+ ∆t � ìîìåíò ÷àñó, êîëè η(τ) äîñÿãà¹ ∂Ω (ó òî÷öi y = η(t+ ∆t)), òîäi

∆t = O(zN). Ç âèçíà÷åííÿ η(τ) ìà¹ìî∫ t+∆t

t

aij(η(τ))(−η̇i + bi(τ))(−η̇j + bj(η)) dτ ≤ C(|z′|2 + z2
N)zN .

Òîäi, ïðîäîâæèâøè η(τ) óçäîâæ ∂Ω òàê ÿê îïèñàíî âèùå, çàâåðøó¹ìî äîâåäåííÿ

Ëåìè.

Âèçíà÷èìî òåñòîâi ôóíêöi¨ W±
δ (z′, zN−1(ξ(t)), zN) := (Γ̂ ± δD̂)ij(t)z

′
iz
′
j ± δz2

N

äëÿ (äîñòàòíüî ìàëèõ) δ > 0, äí P -ïåðiîäè÷íà ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ D̂(t) > 0
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âèçíà÷à¹òüñÿ àíàëîãi÷íî (2.2.71). Òîäi ¹ ñïðàâåäëèâîþ íåðiâíiñòü

S(∇zW
−
δ , z) ≤ −δ(|z

′|2 + bν(ξ(t))zN)

äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ |z′| i zN ≥ 0. Öå, â ñâîþ ÷åðãó, âåäå äî îöiíêè

W−
δ < W (X(z)) äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ |z′| i zN (êîëè |z′|+ zN > 0),

äîâåäåííÿ ÿêî¨ ¹ àíàëîãi÷íèì îöiíöi çíèçó â Ëåìi 2.2.7. Òàêèì ÷èíîì ôóíêöi¨

W±
δ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè Ëåìè 2.2.4. Íàñàìêiíåöü, âèçíà÷èìî ôóíêöi¨ W±

δ,ε:

W±
δ,ε := W±

δ ± εΦ̂
±
δ ∓ ε

2zN , äå zN−1 = zN−1(ξ(t)),

i Φ̂±δ � ðîçâ'ÿçêè

d

dt
Φ̂±δ (t) = −2tr(Q̂(t)Γ̂±δ (t)) + c(ξ(t))

+
2

P

P∫
0

tr(Q̂(τ)Γ̂±δ (τ))dτ − 1

P

P∫
0

c(ξ(τ))dτ.

Ïîáóäîâàíi ôóíêöi¨ W±
δ,ε çàäîâîëüíÿþòü óìîâè Ëåìè 2.2.4.

2.3 Çàäà÷à â òîíêîìó öèëiíäði ç óìîâîþ Ôóð'¹ íà

îñíîâàõ

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ ñïåêòðàëüíi çàäà÷i äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðå-

íèõ åëiïòè÷íèõ îïåðàòîðiâ äðóãîãî ïîðÿäêó âèçíà÷åíèõ â òîíêîìó öèëiíäði ç

êðàéîâîþ óìîâîþ Íåéìàíà íà ái÷íié ïîâåðõíi i Ôóð'¹ íà îñíîâàõ. Âèâ÷à¹òüñÿ

âèïàäîê êîëè îñíîâè ïîðîäæóþòü ìåæîâèé øàð, ÿêèé âïëèâà¹ íà ïîâåäiíêó

ðîçâÿçêiâ â öiëîìó i òîìó ïîòðåáó¹ äåòàëüíîãî âèâ÷åííÿ.

Äîáðå âiäîìî, ùî âèâ÷åííÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ çàäà÷ ç îñöèëþþ÷èìè êîå-

ôiöi¹íòàìè i óìîâîþ Íåéìàíà àáî Ôóð'¹ íà ìåæi ñòèêà¹òüñÿ ç çâè÷àéíîþ äëÿ

çàäà÷ óñåðåäíåííÿ òðóäíiñòþ ïîâ'ÿçàíîþ ç íåóçãîäæåíiñòþ ïåðiîäó ñòðóêòóðè

âñåðåäèíi îáëàñòi ç ìåæåþ, ùî âåäå äî äóæå íåðåãóëÿðíèõ ïðèìåæîâèõ øàðiâ
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(äèâ., íàïðèêëàä, [57]). Ïðîòå, ó âèïàäêó òîíêîãî öèëiíäðó, ðîçãëÿíóòîìó íèæ-

÷å, ïðèìåæîâi øàðè, ùî âèíèêàþòü áiëÿ îñíîâ, ìîæóòü áóòè äîñòàòíüî äåòàëüíî

âèâ÷åíi. Äëÿ öüîãî çàñòîñîâó¹òüñÿ ôàêòîðiçàöiéíèé ìåòîä, ÿêèé çâîäèòü âèâ÷å-

ííÿ çãàäàíèõ ïðèìåæîâèõ øàðiâ äî ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ Ñòåêëîâà â íåïiâîáìå-

æåíîìó öèëiíäði. Ñïîðiäíåíi çàäà÷i â îáëàñòÿõ òèïó íàïiâïðîñòîðó (ç ïåðiîäè-

÷íèìè óìîâàìè çàìiñòü óìîâè Íåéìàíà íà ái÷íié ïîâåðõíi öèëiíäðó) áóëî ðîç-

ãëÿíóòî â [16] i [57], ó òîé ÷àñ ÿê ãîëîâíà íîâèçíà ðåçóëüòàòiâ, ùî áóäóòü ïðåä-

ñòàâëåíi íèæ÷å, ïîëÿãà¹ â ïîâíîìó àíàëiçi ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ òèïó Ñòåêëîâà

â íàïiâîáìåæåíîìó öèëiíäði, ÿêèé ìiñòèòü ðåçóëüòàòè ïðî ¹äíiñòü/íå¹äíiñòü â

òåðìiíàõ òàê-çâàíîãî ïðîäîëüíîãî çíåñåííÿ i âè÷åðïíi ðåçóëüòàòè ó âèïàäêó íå-

¹äíîñòi. Öi ðåçóëüòàòè, ùî ìàþòü íåçàëåæíèé iíòåðåñ, äîçâîëÿþòü âñòàíîâèòè

åôåêòèâíi êðàéîâi óìîâè. Çàçíà÷èìî, ùî àñèìïòîòè÷íèé àíàëiç çàäà÷i âåäå äî

çìåíøåííÿ âèìiðíîñòi, i åôåêòèâíå ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà-ßêîái (õàðàêòåðíå äëÿ

ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ çàäà÷) ¹ îäíîìiðíèì. Çàâäÿêè öüîìó çìåíøåííþ âèìiðíî-

ñòi âäà¹òüñÿ ïîáóäóâàòè äâî÷ëåííi àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü.

Çà ïåâíîãî ñòðóêòóðíîãî ïðèïóùåííÿ íà åôåêòèâíó çàäà÷ó, âèõiäíi ñïåêòðàëü-

íi çàäà÷i çâîäÿòüñÿ äî ôîðìè ïðèäàòíî¨ äî ëîêàëüíîãî àíàëiçó íà ïðîìiæíîìó

ìàñøòàái. Öå äîçâîëÿ¹ äîâåñòè çáiæíiñòü (ó íîðìi) ðåçîëüâåíòíèõ îïåðàòîðiâ äî

ðåçîëüâåíòíîãî îïåðàòîðó ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà. Âëàñíi çíà÷åííÿ îñòàííüî¨

çàäà÷i äàþòü äðóãèé ÷ëåí â àñèìïòîòè÷íèõ ôîðìóëàõ çãàäàíèõ âèùå.

Áëèçüêi çàäà÷i áóëî ðîçãëÿíóòî â ðîáîòàõ [8] i [10]. Ïðîòå ïåðøà ç íèõ ìà¹

ñïðàâó ç îäíîâèìiðíèì âèïàäêîì, äðóãà ïðèñâÿ÷åíà âèâ÷åííþ àñèìòîòè÷íî¨

ïîâåäiíêè ïåðøî¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨ çàäà÷i ñïðÿæåíî¨ äî çàäà÷i êîíâåêöi¨-äèôóçi¨

â òîíêîìó öèëiíäði ç óìîâîþ Íåéìàíà íà âñié ìåæi.
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2.3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Ó öèëiíäði (0, L) × εω, äå çàäàíi L > 0, ãëàäêà îáìåæåíà îáëàñòü ω ∈ Rn−1, à

ε > 0 - ìàëèé ïàðàìåòð, ðîçãëÿäà¹òüñÿ åëiïòè÷íèé îïåðàòîð Lε âèãëÿäó

Lεu = ε2aij(x1, x/ε)
∂2u

∂xi∂xj
+ εbj(x1, x/ε)

∂u

∂xj
+ c(x1, x/ε)u. (2.3.1)

Êîåôiöi¹íòè aij, bj i c � øâèäêî îñöèëþþ÷i ëîêàëüíî ïåðiîäè÷íi ôóíêöi¨: âîíè

çàëåæàòü âiä x1 (ïîâiëüíà çìiííà) i y = x/ε (øâèäêà çìiííà), çà çìiííîþ y1 âîíè

¹ 1-ïåðiîäè÷íèìè. Îñêiëüêè â (2.3.1) ¹ ìíîæíèê ε2 ïåðåä ÷ëåíîì ç ÷àñòèííèìè

ïîõiäíèìè äðóãîãî ïîðÿäêó i ε ïåðåä ÷ëåíîì ç ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó, Lε
¹ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèì îïåðàòîðîì. Íà ái÷íié ïîâåðõíi öèëiíäðà íàêëàäà¹òüñÿ

îäíîðiäíà óìîâà Íåéìàíà,

∂u

∂νa
= 0 íà (0, L)× ε∂ω, (2.3.2)

äå ∂u
∂νa

= aij(x1, x/ε)
∂u
∂xj
νi � ïîõiäíà ïî êîíîðìàëi, à ν = (ν1, . . . , νn) îäèíè÷íèé

âåêòîð íîðìàëi (çîâíiøíüî íàïðàâëåíî¨). Íà îñíîâàõ ðîçãëÿäà¹òüñÿ óìîâà Ôóð'¹

ε
∂u

∂νa
+ g±(x′/ε)uε = 0, êîëè x = (x1, x

′/ε) ∈
{
L± L

2

}
× ω. (2.3.3)

Äîñëiäæó¹òüñÿ ñïåêòðàëüíà çàäà÷à

Lεu = λu in (0, L)× εω, u çàäîâîëüíÿ¹ (2.3.2) i (2.3.3). (2.3.4)

Çà äåÿêèõ ïðèðîäíèõ óìîâ (ðiâíîìiðíà ¹ëiïòè÷íiñòü ÷ëåíó ç ïîõiäíèìè äðóãîãî

ïîðÿäêó i ãëàäêiñòü êîåôiöi¹íòiâ) ñïåêòð öi¹¨ çàäà÷i ¹ äèñêðåòíèì. Âèâ÷à¹òüñÿ

àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà âëàñíèõ çíà÷åíü i âëàñíèõ ôóíêöié ïðè ε→ 0.

Ïðèïóùåííÿ ùîäî êîåôiöi¹íòiâ îïåðàòîðà Lε ¹ òàêèìè:

aij(x1, y), bj(x1, y), c(x1, y) ∈ C3([0, L]× R× ω) ¹ 1-ïåðiîäè÷íèìè

âiäíîñíî y1 ôóíêöiÿìè, êîåôiöi¹íòè aij ìàþòü ñèìåòðiþ aij = aji

i çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ðiâíîìiðíî¨ åëiïòè÷íîñòi aijξiξj ≥ γ|ξ|2 > 0

(∀ξ ∈ Rn \ {0}).

(2.3.5)
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Âiäíîñíî ω i g± áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî

ω � îáìåæåíà îáëàñòü êëàñó C2, i g± ∈ C1(ω). (2.3.6)

Äëÿ âèâ÷åííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ïåðøîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ λε i ïåð-

øî¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨ uε (çãiäíî ç Òåîðåìîþ Êðåéíà-Ðóòìàíà λε ¹ ïðîñòèì äié-

ñíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì à ôóíêöiþ uε ìîæíà âèáðàòè äîäàòíîþ) çàñòîñîâó¹-

òüñÿ ïðåäñòàâëåííÿ uε = e−Wε/ε, ùî âåäå äî ñèíãóëÿðíî çáóäæåíîãî ðiâíÿííÿ

Ãàìiëüòîíà-ßêîái

−εaij(x1, x/ε)
∂2Wε

∂xi∂xj
+H(x1, x/ε,∇Wε) = λε â (0, L)× εω, (2.3.7)

äå H(x1, y, p) = aij(x1, y)pipj − bj(x1, y)pj + c(x1, y), ç êðàéîâèìè óìîâàìè

∂W

∂νa
= 0 íà (0, L)× ε∂ω, ∂Wε

∂νa
= g±(x′/ε), êîëè x1 =

L± L
2

, x′ ∈ εω.
(2.3.8)

Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî, ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, λε çáiãàþòüñÿ äî ãðàíèöi

λ i ôóíêöi¨ Wε (íîðìàëiçîâàíi ðiâíiñòþ minWε = 0) ðiâíîìiðíî çáiãàþòüñÿ äî

íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ W (x1). Êðiì òîãî, çà äîïîìîãîãþ ñòàíäàðòíèõ ìiðêóâàíü

ìîæíà äîâåñòè, ùî

H(x1,W
′) = λ, x1 ∈ (0, L), (2.3.9)

äå åôåêòèâíèé ãàìiëüòîíiàíH(x1, p1) âèçíà÷à¹òüñÿ (¹äèíèì ÷èíîì) ÷åðåç óìîâó

iñíóâàííÿ äîäàòíîãî 1-ïåðiîäè÷íîãî âiäíîñíî y1 ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ

aij(x1, y)
∂2θ

∂yi∂yj
+ (bj(x1, y)− 2a1j(x1, y)p1)

∂θ

∂yj

+H(x1, y, p1, 0, . . . 0)θ = H(x1, p1)θ â R× ω
(2.3.10)

ç êðàéîâîþ óìîâîþ
∂θ

∂νa
− νiai1p1θ = 0 íà R× ∂ω. (2.3.11)

Ðiâíÿííÿ (2.3.9) çíàõîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ ìåòîäà çáóðåíèõ òåñòîâèõ ôóí-

êöié [81], êîðèñòóþ÷èñü òåñòîâèìè ôóíêöiÿìè âèãëÿäó Φε(x) = Φ(x1) −
ε log θ(x/ε, x1, p1) + o(ε), p1 = Φ′(x1). Ïðîòå ïîáóäîâà òåñòîâèõ ôóíêöié áiëÿ
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îñíîâ öèëiíäðó ¹ áiëüø ñêëàäíîþ. Äëÿ ïðîñòîòè áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî iíòåð-

âàë (0, L) ìiñòèòü öiëå ÷èñëî ìiêðîïåðiîäiâ, ε; òîáòî L/ε ¹ öiëèì. Ðîçãëÿíåìî

òiëüêè âèïàäîê îñíîâè x1 = 0, òîìó ùî âèïàäîê x1 = L ¹ àíàëîãi÷íèì. Òåñòîâi

ôóíêöi¨ áóäóþòüñÿ ó âèãëÿäi

Φε = Φ(x1)− ε log(v(x/ε)θ(x/ε, x1, p1)) + o(ε), p1 = Φ′(x1) (2.3.12)

ç v(y), ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

aij
∂2v

∂yi∂yj
+

(
bj + 2aij

∂ log θ

∂yi
− 2a1jp1

)
∂v

∂yj
= 0 â (0,+∞)× ω, (2.3.13)

äå çàôiêñîâàíî x1 = 0, i êðàéîâi óìîâè

∂v

∂νa
= 0 íà (0,+∞)× ∂ω (2.3.14)

i
∂v

∂νa
+

(
g−(y′) + a11p1 +

∂ log θ

∂νa

)
v = g−(p1)v íà {0} × ω. (2.3.15)

Íåâiäîìèìè ó çàäà÷i (2.3.13)�(2.3.15) ¹ ÷èñëî g−(p1) i ôóíêöiÿ v. Ðîçâ'ÿçîê

g−(p1) âèçíà÷à¹ åôåêòèâíó êðàéîâó óìîâó â x1 = 0 äëÿ çàäà÷i (2.3.9). Êîíêðå-

òíiøå, ÷èñëî g−(p1) âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì ùîá çàäà÷à (2.3.13)�(2.3.15) ìàëà

îáìåæåíèé äîäàòíèé ðîçâ'ÿçîê, ùî çáiãà¹òüñÿ äî äîäàòíî¨ ñòàëî¨ ïðè y1 → +∞.

Öå ¹ ðiçíîâèäíiñòþ ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i Ñòåêëîâà, ¨¨ âèâ÷åíî â äåòàëÿõ â Ïiä-

ðîçäiëi 2.3.2. Íàéâàæëèâiøi âëàñòèâîñòi öi¹¨ çàäà÷i îïèñàíî â íàñòóïíîìó ðå-

çóëüòàòi.

Òåîðåìà 2.3.1. Iñíó¹ ñòðîãî çðîñòàþ÷à íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ g∗−(h) íà

[minp1
H(0, p1),+∞) (ùî çðîñòà¹ ïðè h → +∞ íå ïîâiëüíiøå íiæ ëiíiéíà

ôóíêöiÿ), òàêà ùî çàäà÷à (2.3.13)-(2.3.15) ìà¹ îáìåæåíèé äîäàòíèé ðîçâ'ÿçîê

ÿêèé çáiãà¹òüñÿ äî äîäàòíî¨ ñòàëî¨ ïðè y1 → +∞ òîäi i òiëüêè òîäi êî-

ëè âèêóíóþòüñÿ îäíà ç íàòóïíèõ äâîõ óìîâ: (i) ∂H
∂p1

(0, p1) ≥ 0 i g−(p1) =

g∗−(H(0, p1)), àáî (ii)
∂H
∂p1

(0, p1) < 0 i g−(p1) < g∗−(H(0, p1)).

Àíàëîãè÷íèé ðåçóëüòàò ¹ ñïðàâåäëèâèì äëÿ x1 = L ç äåÿêîþ ôóíêöi¹þ

g∗+(h).
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Òåïåð, äëÿ çàäàíî¨ ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ Φ(x1) ñêîðèñòà¹ìîñü òåñòîâîþ ôóíêöi¹þ

âèãëÿäó (2.3.12) i (ÿê çâè÷àéíî â òåîði¨ â'ÿçêiñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ) ðîçãëÿíåìî òî÷êè

ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó i ìiíiìóìó Wε − Φε. Ìiðêóþ÷è ÿê â Ïiäðîçäiëi 2.1.5

ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ε→ 0, â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî

• ÿêùî W − Φ äîñÿãà¹ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó (íà [0, L]) â x1 = 0, òîäi àáî

H(0,Φ′(0)) ≤ λ àáî g∗−(H(0,Φ′(0))) ≥ 0 i −∂H
∂p1

(0,Φ′(0)) ≤ 0;

• ÿêùîW−Φ äîñÿãà¹ ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó â x1 = 0, òîäi àáî H(0,Φ′(0)) ≥ λ

àáî g∗−(H(0,Φ′(0))) ≤ 0.

Âèçíà÷èìî h− ÿê ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ g∗−(h−) = 0 ÿêùî âií iñíó¹ i ïîêëà-

äåìî h− = −∞ â ïðîòèâíîìó âèïàäêó. Âèçíà÷èìî h+ àíàëîãi÷íî (çà äîïîìîãîþ

ôóíêöi¨ g∗+(h)). Òîäi, êîðèñòóþ÷èñü ôîðìàëiçìîì òåîði¨ â'ÿçêiñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ,

çàïèøåìî åôåêòèâíó çàäà÷ó äëÿ λ iW ÿê ðiâíÿííÿ (2.3.9) ç êðàéîâèìè óìîâàìè

ó ôîðìi íåðiâíîñòåé (óìîâ äëÿ ñóá- i ñóïåð-ðîçâ'ÿçêó)

−H(x1,W
′(x1)) + h± ≤ 0 i ∓ ∂H

∂p1
(x1,W

′(x1)) ≤ 0 â x1 = (L± L)/2, (2.3.16)

i

−H(x1,W
′(x1)) + h± ≥ 0 â x1 = (L± L)/2. (2.3.17)

Çàçíà÷èìî, ùî îáèäâi óìîâè ðîçóìiþòüñÿ ó â'ÿçêiñíîìó ñåíñi.

Òâåðäæåííÿ 2.3.2. Iñíó¹ ¹äèíå ÷èñëî λ = λ (àäèòèâíå âëàñíå çíà÷åííÿ),

òàêå ùî çàäà÷à (2.3.9), (2.3.16)�(2.3.17) ìà¹ íåïåðåðâíèé â'ÿçêiñíèé ðîçâ'ÿçîê

W . Áiëüø òîãî, λ âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

λ = max

{
h±, max

x1∈[0,L]
min
p1

H(x1, p1)

}
. (2.3.18)

Äîâåäåííÿ. Ïî-ïåðøå çàçíà÷èìî, ùî êîæíèé â'ÿçêiñíèé ðîçâ'ÿçîê (2.3.9) çàäî-

âîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ ïîòî÷êîâî ìàéæå âñþäè, îòæå

λ ≥ max
x1∈[0,L]

min
p1

H(x1, p1). (2.3.19)
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Áiëüø òîãî, ôóíêöiÿ W ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîþ âñþäè çà âèêëþ÷åííÿì

íå áiëüøå íiæ ñêií÷åííîãî íàáîðó òî÷îê â (0, L) äå W ¹ íåïåðåðâíîþ i iñíóþòü

îäíîái÷íi ãðàíèöi ïîõiäíî¨. Çâiäñiëÿ âèïëèâà¹, çîêðåìà, ùî H(x1,W
′(x1)) =

λ â êiíöÿõ x1 = (L ± L)/2. Ïîêàæåìî, ùî λ ≥ max{h±}. Ïðèïóñòèìî âiä

ñóïðîòèâíîãî, ùî λ < max{h±} i ðîçãëÿíåìî, äëÿ âèçíà÷åíîñòi, âèïàäîê êîëè

max{h±} = h−. Ñêîðèñòà¹ìîñü òåñòîâîþ ôóíêöi¹þ Φ(x1) := (p1 + δ)x1, äå p1

� ìàêñèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ H(0, p1) = λ(= H(0,W ′(0))) i δ > 0, äëÿ

ïåðåâiðêè ôàêòó, ùî W ¹ ñóá-ðîçâ'ÿçêîì â x1 = 0. Òîäi ìà¹ìî H(0, p1 + δ) ≤ λ

àáî H(0, p1 + δ) ≥ h−, àëå îáèäâi öi íåðiâíîñòi íå âèêîíóþòüñÿ äëÿ äîñòàòíüî

ìàëèõ δ. Òàêèì ÷èíîì, λ ≥ λ.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî λ > λ, çîêðåìà λ > h−. Ïîêëàäåìî p−1 := W ′(0). ßêùî
∂H
∂p1

(0, p−1 ) > 0, òîäi êîðèñòóþ÷èñü òåñòîâîþ ôóíêöi¹þ Φ(x1) := (p1−δ)x1 ç äîñòà-

òíüî ìàëèìè δ > 0, çíàõîäèìî H(0,Φ′(0)) < λ, òàê ùî ç îãëÿäó íà (2.3.17) Φ′(0)

çàäîâîëüíÿ¹H(0,Φ′(0)) ≤ h−. Òàêèì ÷èíîì λ−O(δ) ≤ h−, ùî ïðîòèði÷èòü ïðè-

ïóùåííþ λ > λ, i ìà¹ìî íåðiâíiñòü ∂H
∂p1

(0,W ′(0)) ≤ 0. Àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ äà-

þòü ∂H
∂p1

(0,W ′(L)) ≥ 0. Çàçíà÷èìî, ùî îòðèìàíi íåðiâíîñòi ¹ íàñïðàâäi ñòðîãèìè,

â ïðîòèâíîìó âèïàäêó λ = H(x1,W
′(x1)) = minp1

H(x1, p1) ≤ λ, äå x1 = 0 àáî

x1 = L. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî limx1→ξ−0W
′(x1) < limx1→ξ+0W

′(x1) â äåÿêié òî÷öi

ξ ∈ (0, L). Àëå òîäi W (x1) íå ìîæå çàäîâîëüíÿòè ðiâíÿííÿ H(x1,W
′(x1)) = λ â

ξ (ó â'ÿçêiñíîìó ñåíñi).

Íèæ÷å íàâåäåíî îñíîâíèé ðåçóëüòàò ïðî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïåðøîãî

âëàñíîãî çíà÷åííÿ i âëàñíî¨ ôóíêöi¨.

Òåîðåìà 2.3.3. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (2.3.5)-(2.3.6). Òîäi ïåð-

øå âëàñíå çíà÷åííÿ λε çáiãà¹òüñÿ ïðè ε → 0 äî λ, ùî çàäà¹òüñÿ (2.3.18).

Ìàñøòàáîâàíi ëîãàðèôìi÷íi ïåðåòâîðåííÿ Wε = −ε log uε ïåðøèõ âëàñíèõ

ôóíêöié uε (íîðìàëiçîâàíèõ ðiâíiñòþ maxuε = 1) çáiãàþòüñÿ ðiâíîìið-

íî (ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi) äî â'ÿçêiñíîãî ðîçâ'ÿçêó W (x1) çàäà÷i

(2.3.9), (2.3.16)�(2.3.17).
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2.3.2 Ïîáóäîâà ïðèìåæîâèõ øàðiâ áiëÿ îñíîâ öèëiíäðó

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó çàäà÷ó ó íàïiâîáìåæåíîìó öèëiíäði: çíàéòè ÷èñëî g i äî-

äàòíó îáìåæåíó ôóíêöiþ v, ùî çàäîâîëüíÿþòü

aij
∂2v

∂yi∂yj
+ bj

∂v

∂yj
= 0 â (0,+∞)× ω, (2.3.20)

∂v

∂νa
+ g(y′)v = gv íà {0} × ω, (2.3.21)

∂v

∂νa
= 0 íà (0,+∞)× ∂ω. (2.3.22)

Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî êîåôiöi¹íòè aij(y), bj(y), c(y) ∈ C3(R × ω) ¹ 1-

ïåðiîäè÷íèìè âiäíîñíî y1, aij(y) ¹ ñèìåòðè÷íèìè aij = aji i çàäîâîëüíÿþòü

óìîâó ðiâíîìiðíî¨ åëiïòè÷íîñòi, g(y′) ∈ C2(ω) ¹ çàäàíîþ ôóíêöi¹þ. ßêiñíi âëà-

ñòèâîñòi çàäà÷i (2.3.20)�(2.3.22) âèçíà÷àþòüñÿ çíàêîì òàê çâàíîãî åôåêòèâíîãî

ïðîäîëüíîãî çíåñåííÿ, ÿêå çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó: çíà-

éòè 1-ïåðiîäè÷íèé âiäíîñíî y1 ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

∂2

∂yi∂yj
(aijθ

∗)− ∂

∂yj

(
bjθ
∗) = 0 â (−∞,+∞)× ω (2.3.23)

ç êðàéîâîþ óìîâîþ

∂θ∗

∂νa
+ νj

(
∂

∂yi
aij − bj

)
θ∗ = 0 íà (−∞,+∞)× ∂ω. (2.3.24)

Îñêiëüêè ñïðÿæåíà çàäà÷à äî (2.3.23)�(2.3.24) ìà¹ (âèêëþ÷íî) ïîñòiéíi

ðîçâ'ÿçêè, iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (2.3.23)�(2.3.24) íîðìàëiçîâàíèé ðiâíiñòþ

1

|ω|

∫
(0,1)×ω

θ∗dy1dy
′ = 1. (2.3.25)

Òîäi âèçíà÷èìî åôåêòèâíå ïðîäîëüíå çíåñåííÿ b1 ðiâíiñòþ

b1 :=

∫
(0,1)×ω

b1θ
∗dy1dy

′ −
∫

(0,1)×ω

∂

∂yj

(
a1jθ

∗)dy1dy
′. (2.3.26)

Òåîðåìà 2.3.4. Iñíó¹ ÷èñëî g∗ ∈ R, òàêå ùî
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1. äëÿ g = g∗ çàäà÷à (2.3.20)�(2.3.22) ìà¹ îáìåæåíèé ðîçâ'ÿçîê v, ùî ñòàái-

ëiçó¹òüñÿ åêñïîíåíöiàëüíî äî ñòàëî¨ v∞,

2. ÿêùî b1 ≤ 0, òîäi v∞ > 0,

3. ÿêùî b1 > 0, òîäi v∞ = 0.

Ó âèïàäêó b1 ≤ 0 îáìåæåíèé äîäàòíèé ðîçâ'ÿçîê (2.3.20)� (2.3.22) ¹ ¹äèíèì ç

òî÷íiñòþ äî ïîìíîæåííÿ íà äîäàòíó ñòàëó. Òàêîãî ðîçâ'ÿçêó íå iñíó¹ ÿêùî

g 6= g∗.

Ó âèïàäêó b1 > 0, äëÿ äîâiëüíîãî g < g∗ iñíó¹ îáìåæåíèé äîäàòíèé

ðîçâ'ÿçîê (2.3.20)�(2.3.22), ÿêèé ñòàáiëiçó¹òüñÿ äî äåÿêî¨ ñòàëî¨ v∞ > 0. Íå

iñíó¹ îáìåæåíèõ äîäàòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ (2.3.20)�(2.3.22) äëÿ g > g∗.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó: çíàéòè ïåðøå âëàñíå

çíà÷åííÿ Λ = Λ(N) (ùî âiäïîâiäà¹ äîäàòíié âëàñíié ôóíêöi¨) çàäà÷i Ñòåêëîâà

íà âëàñíi çíà÷åííÿ

aij
∂2vN
∂yi∂yj

+ bj
∂vN
∂yj

= 0 â (0, N)× ω, (2.3.27)

çi ñïåêòðàëüíèì ïàðàìåòðîì Λ â êðàéîâié óìîâi

∂vN
∂νa

+ g(y′)vN = ΛvN íà {0} × ω. (2.3.28)

Ðiâíÿííÿ (2.3.27) äîïîâíþ¹òüñÿ óìîâîþ Äèðèõëå

vN = 0 íà {N} × ω, (2.3.29)

i óìîâîþ Íåéìàíà
∂vN
∂νa

= 0 (2.3.30)

íà ái÷íié ïîâåðõíi (0, N)× ∂ω.
Çãiäíî ç Òåîðåìîþ Êðåéíà-Ðóòìàíà çàäà÷à (2.3.27)�(2.3.30) ìà¹ ¹äèíå âëàñíå

çíà÷åííÿ Λ = Λ(N), ùî âiäïîâiäà¹ äîäàòíié âëàñíié ôóíêöi¨ vN(y). Çàçíà÷èìî,

ùî vN äîñãà¹ ñâié ìàêñèìóì â òî÷öi íà {0} × ω, òîäi ç óìîâè (2.3.28) â öié
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òî÷öi çíàõîäèìî Λ(N) ≥ minω g(y′). Êðiì òîãî, Λ(N) ¹ ìîíîòîííîþ ôóíêöi¹þ

âiä N : Λ(N1) ≤ Λ(N2) ÿêùî N1 > N2 > 0. Äiéñíî, ïîìiòèìî, ùî äîäàòíà

ôóíêöiÿ ṽ := vN2
/vN1

çàäîâîëüíÿ¹ äåÿêå ðiâíÿííÿ êîíâåêöi¨-äèôóçi¨ â (0, N2)×ω
ç óìîâîþ Íåéìàíà ∂ṽ

∂νa
= 0 íà (0, N2)× ∂ω, óìîâîþ Äèðèõëå ṽ = 0 íà {L2}×ω i

íàñòóïíîþ óìîâîþ ∂ṽ
∂νa

= (Λ(N2)−Λ(N1))ṽ íà {0} × ω. Îñêiëüêè ṽ äîñÿãà¹ ñâié
äîäàòíèé ìàêñèìóì íà {0} × ω, ìà¹ìî Λ(N2)− Λ(N1) ≥ 0. Òàêèì ÷èíîì,

g∗ = lim
N→+∞

Λ(N).

Íîðìàëiçó¹ìî ôóíêöiþ vN óìîâîþ miny∈{0}×ω vN(y) = 1 i ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi

ïðè N → ∞ êîðèñòóþ÷èñü åëiïòè÷íèìè îöiíêàìè. Â ðåçóëüòàòi îäåðæó¹ìî

îáìåæåíèé äîäàòíèé ðîçâ'ÿçîê (2.3.20)�(2.3.22) äëÿ g = g∗.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äîäàòíèé ðîçâ'ÿçîê v çàäà÷i (2.3.20)�(2.3.22) ó âèïàäêó êî-

ëè b1 ≤ 0. Ó öüîìó âèïàäêó, çãiäíî ç [154], ðiâíÿííÿ(2.3.20) ç óìîâîþ (2.3.22) i

çàäàíèìè çíà÷åííÿìè íà {0}×ω ìà¹ ¹äèíèé îáìåæåíèé ðîçâ'ÿçîê i âií ñòàáiëi-

çó¹òüñÿ åêñïîíåíöiàëüíî äî ñòàëî¨ ïðè y1 → +∞. Òàêèì ÷èíîì v ñòàáiëiçó¹òüñÿ

ïðè y1 → +∞ äî äîäàòíî¨ ñòàëî¨. ßêùî ṽ � iíøèé äîäàòíèé ðîçâ'ÿçîê òîäi ¨õ

âiäíîøåííÿ v/ṽ çàäîâîëüíÿ¹ äåÿêå ðiâíÿííÿ êîíâåêöi¨-äèôóçi¨ ç êðàéîâîþ óìî-

âîþ ∂
∂νa

(v/ṽ) = 0 íà {0} × ω i ïðÿìó¹ äî ñòàëî¨ êîëè y1 → +∞. Îòæå ôóíêöiÿ

v/ṽ îáîâ'ÿçêîâî ¹ ñòàëîþ. Òàêi ñàìi ìiðêóâàííÿ, ç çàñòîñóâàííÿì ôàêòîðiçàöi¨,

ïîêàçóþòü ùî, ÿêùî (2.3.20)�(2.3.22) ìà¹ îáìåæåíèé äîäàòíèé ðîçâ'ÿçîê, òîäi

g = g∗.

Ó âèïàäêó êîëè b1 > 0, iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.3.27), ùî çàäîâîëüíÿ¹

(2.3.22), ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè y1 → +∞, i ìà¹ çàäàíi çíà÷åííÿ íà {0} × ω (äèâ.

[154]). Òàêèé ðîçâ'ÿçîê ìîæíà âèáðàòè áiëüøèì êîæíî¨ ç ôóíêöié vN , òîäi âií

¹ ìàæîðàíòîþ i äëÿ ¨õ ãðàíèöi v. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ g = g∗, iñíó¹ äîäàòíèé

ðîçâ'ÿçîê v∗, òàêèé ùî v∗ → 0 êîëè y1 → +∞. Ðîçãëÿíåìî òåïåð g < g∗ i

ïîáóäó¹ìî ðîçâ'ÿçîê ṽN ðiâíÿííÿ (2.3.27) â (0, N)×ω, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ òàêîæ
(2.3.22) íà (0, N)×∂ω. Øóêà¹ìî ṽN ó âèãëÿäi ṽN = wN(v∗+δ), äå v∗ � ðîçâ'ÿçîê

(2.3.20)�(2.3.22) äëÿ g = g∗ i δ � äîäàòíà êîíñòàíòà, ÿêó âèáåðåìî ïiçíiøå.

Ïiäñòàâèìî öå ïðåäñòàâëåííÿ â (2.3.27) i (2.3.22), öå âåäå äî äåÿêîãî ðiâíÿííÿ
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êîíâåêöi¨-äèôóçi¨ äëÿ wN i êðàéîâî¨ óìîâè Íåéìàíà ∂wN
∂νa

= 0 íà (0, N) × ∂ω.

Ïîêëàäåìî wN = 1/(v∗ + δ) íà {N} × ω. Íàñàìêiíåöü, äëÿ òîãî, ùîá äîáóòîê

wN(v∗ + δ) çàäîâîëüíÿâ (2.3.21) íà {0} × ω ìà¹ìî êðàéîâó óìîâó

∂wN
∂νa

+

(
δ

v∗ + δ

(
g(y′)− g∗

)
+ g∗ − g

)
wN = 0. (2.3.31)

Äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ δ > 0 êîåôiöi¹íò ïðè wN â (2.3.31) ñòà¹ äîäàòíèì,
δ

v∗+δ

(
g(y′) − g∗

)
+ g∗ − g > 0 íà {0} × ω. Äëÿ òàêèõ δ iñíó¹ ¹äèíèé äîäàòíèé

ðîçâ'ÿçîê wN , òîáòî ôóíêöiÿ ṽN ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíîþ. Áiëüø òîãî, çàñòîñó-

âàâøè ïðèíöèï ìàêñèìóìó îòðèìó¹ìî wN ≤ max{N}×ω
1

v∗+δ ≤
1
δ in (0, N) × ω,

îòæå ṽN ≤ C çi ñòàëîþ C, ùî íå çàëåæèòü âiä N . Çãiäíî ç [154], iñíó¹ äîäàòíà

ôóíêöiÿ u0, ùî çàäîâîëüíÿ¹ (2.3.20) â (0,+∞) × ω, êðàéîâó óìîâó (2.3.22) íà

(0,+∞) × ∂ω, i òàêà ùî u0 = 0 êîëè y1 = 0, u0 → 1 ïðè y1 → +∞. Âíàñëiäîê

ïðèíöèïó ìàêñèìóìó ṽN > u0. Òàêèì ÷èíîì, ïåðåõiäîì äî ãðàíèöi N → +∞
(ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi) îòðèìó¹ìî îáìåæåíèé äîäàòíèé ðîçâ'ÿçîê ṽ

çàäà÷i (2.3.20)� (2.3.22), ÿêèé çàëèøà¹òüñÿ âiääiëåíèì âiä íóëÿ êîëè y1 → +∞.

Áiëüø òîãî, ṽ ≥ c > 0 íà {0} × ω, áî â ïðîòèâíîìó âèïàäêó ṽ = 0 â äåÿêié

òî÷öi z ∈ {0} × ω, îòæå, âíàñëiäîê Ëåìè Õîïôà ïðî (êî)íîðìàëüíó ïîõiäíó,
∂ṽ
∂νa

(z) < 0 àëå öå ïðîòèði÷èòü (2.3.21).

Íàñàìêiíåöü, ïðèïóñòèìî âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî ó âèïàäêó b1 > 0 iñíó¹ îáìå-

æåíèé äîäàòíèé ðîçâ'ÿçîê v äëÿ g > g∗. Òîäi ïåðåïèøåìî ðîçâ'ÿçîê v∗ (ùî âiä-

ïîâiäà¹ g∗ i ïðÿìó¹ äî íóëÿ êîëè y1 → +∞) ó âèãëÿäi v∗ = ṽ(v+δ), ç δ > 0. Äëÿ

ṽ îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ êîíâåêöi¨-äèôóçi¨ â íàïiâîáìåæåíîìó öèëiíäði (0,+∞) ç

êðàéîâîþ óìîâîþ Íåéìàíà íà ái÷íié ïîâåðõíi i íàñòóïíîþ óìîâîþ íà {0} × ω:

∂ṽ

∂νa
+

(
δ

v + δ

(
g(y′)− g

)
+ g − g∗

)
ṽ = 0.

Ç iíøîãî áîêó ôóíêöiÿ ṽ äîñÿãà¹ (äîäàòíèé) ìàêñèìóì íà {0}×ω (âîíà ïðÿìó¹

äî íóëÿ êîëè y1 →∞), àëå öå ïðîòèði÷èòü êðàéîâié óìîâi íà {0}×ω, íàâåäåíié
âèùå, äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ δ > 0.
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Ðàçîì ç (2.3.20)�(2.3.22) ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ôîðìàëüíî ñïðÿæåíó çàäà÷ó:

∂2

∂yi∂yj

(
aijw

)
− ∂

∂yj

(
bjw
)

= 0 â (0,+∞)× ω, (2.3.32)

∂w

∂νa
+

(
b1 −

∂

∂yi
ai1 + g(y′)

)
w = gw íà {0} × ω, (2.3.33)

∂w

∂νa
+ νj

(
∂

∂yi
aij − bj

)
w = 0 íà (0,+∞)× ∂ω. (2.3.34)

Çàäà÷ó (2.3.32)�(2.3.34) ìîæíà çâåñòè äî âèãëÿäó (2.3.20)�(2.3.22) ôàêòîðiçà-

öi¹þ ç 1-ïåðiîäè÷íèì âiäíîñíî y1 ðîçâÿçêîì θ∗ çàäà÷i (2.3.23)�(2.3.24), íîðìà-

ëiçîâàíèì ðiâíiñòþ (2.3.25). Äiéñíî, ïðåäñòàâèìî w ÿê w = θ∗w̃, â ðåçóëüòàòi

îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ w̃:

aij
∂2

∂yi∂yj
w̃ + βj

∂

∂yj
w̃ = 0 â (0,+∞)× ω, (2.3.35)

äå βj = 2
θ∗

∂
∂yi

(aijθ
∗)− bj, ç êðàéîâîþ óìîâîþ Íåéìàíà íà ái÷íié ïîâåðõíi i Ôóð'¹

íà îñíîâi:

∂w̃

∂νa
= 0 íà (0,+∞)×∂ω, ∂w̃

∂νa
+

(
b1−

∂

θ∗∂yi
(ai1θ

∗) + g(y′)

)
w̃ = gw̃ íà {0}×ω.

(2.3.36)

Òàêèì ÷èíîì, Òåîðåìó 2.3.4 ìîæíà çàñòîñóâàòè äî çàäà÷i (2.3.32)�(2.3.34). Çà-

çíà÷èìî, ùî ÷èñëî g∗ ¹ òàêèì ñàìèì ÿê i â çàäà÷i (2.3.20)�(2.3.22) âíàñëiäîê

òîãî, ùî éîãî îòðèìàíî â ãðàíèöi N → +∞ â ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷àõ ñïðÿæå-

íèõ äî (2.3.27)�(2.3.30). Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî åôåêòèâíå ïðîäîëüíå çíåñåííÿ β1

äëÿ çàäà÷i (2.3.32)�(2.3.34) ¹ β1 = −b1. Äëÿ öüîãî ïîìiòèìî, ùî θ∗ çàäîâîëüíÿ¹
∂2

∂yi∂yj

(
aijθ

∗) − ∂
∂yj

(
βjθ

∗) = 0 â (−∞,+∞) × ω i ∂θ∗

∂νa
+ νj

(
∂
∂yi
aij − βj

)
θ∗ = 0 íà

(−∞,+∞)× ∂ω. Îòæå

β1 =

∫
(0,1)×ω

(
2
∂

∂yj

(
a1jθ

∗)− b1θ
∗ − ∂

∂yj

(
a1jθ

∗))dy1dy
′ = −b1.

Öi ðåçóëüòàòè ïðîñóìîâàíî â íàñòóïíié Òåîðåìi.
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Òåîðåìà 2.3.5. Íåõàé b1 çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2.3.26). Çàäà÷à (2.3.32)�(2.3.34)

ìà¹ ¹äèíèé (ç òî÷íiñòþ äî ïîìíîæåííÿ íà äîäàòíó êîíñòàíòó) îáìåæåíèé

ðîçâ'ÿçîê g = g∗. Êðiì òîãî, äëÿ b ≥ 0 ðîçâ'ÿçîê ¹ âiääiëåíèì âiä íóëÿ, à äëÿ

b1 < 0 ðîçâ'ÿçîê ç íåîõiäíiñòþ (åêñïîíåíöiàëüíî) ïðÿìó¹ äî íóëÿ êîëè y1 →∞.

Ó âèïàäêó b1 ≥ 0 îáìåæåíîãî íåòðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó (2.3.32)�(2.3.34) íå

iñíó¹ äëÿ g 6= g∗. ßêùî b1 < 0 òîäi äëÿ êîæíîãî g > g∗ iñíó¹ îáìåæåíèé

ðîçâ'ÿçîê ÿêèé ¹ âiääiëåíèì âiä íóëÿ; äëÿ g > g∗ íå iñíó¹ îáìåæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Çàóâàæåííÿ 2.3.6. Çãiäíî ç ðåçóëüòàòàìè [126] ðîçâ'ÿçêè v â Òåîðåìi 2.3.4

ìàþòü òàêó ðåãóëÿðíiñòü v ∈ C1([0,+∞) × ω) ∩ C2((0,+∞) × ω). Õî÷à äðó-

ãi ÷àñòèííi ïîõiäíi ôóíêöi¨ v ¹, âçàãàëi êàæó÷è, íåîáìåæåíèìè áiëÿ {0} × ∂ω
(îñêiëüêè ìåæà íå ¹ ãëàäêîþ), ïðîòå çà óìîâè íîðìàëiçàöi¨ v ≤ 1 ¨¨ äðóãi ÷à-

ñòèííi ïîõiäíi çàäîâîëüíÿþòü îöiíêè∣∣∣ ∂2v

∂yi∂yj

∣∣∣ ≤ C

distσ(y, {0} × ∂ω)

äëÿ äåÿêîãî 0 ≤ σ < 1. Òå ñàìå ìà¹ ìiñöå äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ w ñïðÿæåíî¨ çàäà÷i

(2.3.32)�(2.3.34), ÿêi îïèñàíi â Òåîðåìi 2.3.5. Áiëüø òîãî, îñêiëüêè ôóíêöi¨ v i

w/θ∗ çáiãàþòüñÿ åêñïîíåíöiàëüíî äî êîíñòàíò ïðè y1 → +∞, ¨õ ïåðøi i äðóãi

÷àñòèííi ïîõiäíi (òàêîæ åêñïîíåíöiàëüíî) çáiãàþòüñÿ äî íóëÿ (öå âèïëèâà¹ çi

ñòàíäàðòíèõ åëiïòè÷íèõ îöiíîê [95]).

Ïðåäñòàâëåíèé íèæ÷å ðåçóëüòàò ìiñòèòü âàæëèâå äëÿ ïîäàëüøîãî àíàëiçó (â

Ïiäðîçäiëi 2.3.3) ñïîñòåðåæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.3.7. Íåõàé v i w � ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ (2.3.20)�(2.3.22) i (2.3.32)�

(2.3.34) ç g = gv i g = gw, âiäïîâiäíî. Òîäi âåêòîðíå ïîëå(
bj + 2aij

∂ log v

∂yi

)
vw − ∂

∂yi

(
aijvw

)
¹ áåçäèâåðãåíòíèì â (0,+∞) × ω, ìà¹ íóëüîâó íîðìàëüíó êîìïîíåíòó íà ái-

÷íié ïîâåðõíi (0,+∞) × ∂ω, i íîðìàëüíà êîìïîíåíòà öüîãî ïîëÿ íà {0} × ω
äîiâíþ¹ (gv − gw)vw.
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Äîâåäåííÿ. Âñi îïèñàíi âëàñòèâîñòi ïåðåâiðÿþòüñÿ çà äîïîìîãîþ àëãåáðài÷íèõ

ìàíiïóëÿöié ç ðiâíÿííÿìè i êðàéîâèìè óìîâàìè ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ôóíêöi¨ v i

w.

Íåñòóïíà ÷àñòèíà öüîãî ïiäðîçäiëó ïðèñâÿ÷åíà çàâåðøåííþ äîâåäåííÿ Òåî-

ðåìè 2.3.1. Iñíóâàííÿ åôåêòèâíî¨ êîíñòàíòè g∗−(p1) äëÿ (2.3.13)-(2.3.15) ãàðàíòî-

âàíî Òåîðåìîþ 2.3.4, à âëàñòèâîñòi g∗−(p1) ÿê ôóíêöi¨ p1 âèâ÷àþòüñÿ íèæ÷å. Íà-

ãàäà¹ìî, ùî g∗−(p1) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ g∗−(p1) = limN→+∞Λ(N, p1), ÷åðåç

âëàñíi çíà÷åííÿ Λ(N, p1) çàäà÷i Ñòåêëîâà â ñêií÷åíèõ öèëiíäðàõ (äèâ. çàäà÷ó

(2.3.27)�(2.3.30)). Íåõàé v(y,N, p1) � âëàñíà ôóíêöiÿ, ùî âiäïîâiäà¹ Λ(N, p1),

òîäi ôóíêöiÿ φ := e−p1y1θ(y, p1, 0)v(y,N, p1)) çàäîâîëüíÿ¹

aij(0, y)
∂2φ

∂yi∂yj
+ bj(0, y)

∂φ

∂yj
+ c(0, y)φ = H(0, p1)φ (2.3.37)

â (0, N)× ω, i

∂φ

∂νa
=

0 íà(0, N)× ∂ω

Λ(N, p1)φ− g−(y′)φ íà {0} × ω,
i φ = 0 íà {N} × ω. (2.3.38)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äîâiëüíå p̃1, òàêå ùî H(0, p̃1) = H(0, p1), i ïiäñòàâèìî ïðåä-

ñòàâëåííÿ φ = e−p̃1y1θ(y, 0, p̃1)ṽ(y,N, p̃1)) ç ṽ := ep̃1y1φ/θ(y, 0, p̃1) â (2.3.37)�

(2.3.38). Òîäi ëåãêî áà÷èòè, ùî Λ(N, p̃1) = Λ(N, p1) i ṽ ¹ ðîçâÿ'çêîì çàäà÷i

Ñòåêëîâà â ñêií÷åíîìó öèëiíäði ç p̃1 çàìiñòü p1. Òàêèì ÷èíîì Λ(N, p1) ¹ ôóí-

êöi¹þ H(0, p1). Î÷åâèäíî,ùî òåñàìå âiðíî äëÿ g∗−(p1) i áóäåìî ïèñàòè, òðîøêè

çëîâæèâàþ÷è ïîçíà÷åííÿìè,

g∗− = g∗−(h), h = H(0, p1).

Ïðÿìèìè îá÷èñëåííÿìè ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî åôåêòèâíå ïðîäîëüíå çíåñåííÿ b1

äëÿ çàäà÷i (2.3.13)�(2.3.15) ìîæíà âèçíà÷èòè ôîðìóëîþ

b1(p1) = −∂H
∂p1

(0, p1). (2.3.39)
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Íåïåðåðâíiñòü g∗−(h) âñòàíîâëþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ h =

H(0, p1) âiäíîñíî p1 (âèáèðà¹ìî êîðåíü ç ∂H
∂p1

(0, p1) ≥ 0) i ïåçïîñåðåäíüîãî äî-

ñëiäæåííÿ çàäà÷i (2.3.13)�(2.3.15) íà íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü âiä ïàðàìåòðó.

Äîâåäåìî òåïåð ìîíîòîííiñòü g∗−(h). Ðîçãëÿíåìî h i h̃ > h, òàêi ùî iñíóþòü

ðîçâ'ÿçêè p1 i p̃1 > p1 ðiâíÿíü H(0, p1) = h, H(0, p̃1) = h̃. Âèáåðåìî p1 òàêèì

÷èíîì, ùî ∂H
∂p1

(0, p1) ≥ 0. Ç Òåîðåìè 2.3.4 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ îáìåæåíà äîäàòíà

ôóíêöiÿ v, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ (2.3.27) â (0,+∞)× ω ðàçîì ç êðàéîâèìè

óìîâàìè (2.3.30) íà (0,+∞)×∂ω i (2.3.28) íà {0}×ω, äå g−(p1) = g∗−(H(0, p1)).

Òîäi φ := e−p1y1θ(y, 0, p1)v çàäîâîëüíÿ¹ (2.3.37) â (0,+∞)×ω ðàçîì ç êðàéîâèìè

óìîâàìè ∂φ
∂νa

= 0 i ∂φ
∂νa

+ g−(y′)φ = g∗−(h)φ íà ái÷íié ïîâåðõíi i îñíîâi, âiäïîâiäíî.

Çàìiíîþ p1 íà p̃1 îòðèìó¹ìî iíøó îáìåæåíó äîäàòíó ôóíêöiþ ṽ ÷è¨ âëàñòèâîñòi

àíàëîãi÷íi v i âèçíà÷èìî ṽ by φ̃ = e−p̃1y1θ(y, 0, p̃1)ṽ. Òîäi âiäíîøåííÿ ψ = φ̃/φ

çàäîâîëüíÿ¹

aij(0, y)
∂2ψ

∂yi∂yj
+

(
bj(0, y) + 2aij(0, y)

∂ log φ

∂yi

)
∂ψ

∂yj
− (h̃− h)ψ = 0 (2.3.40)

â (0,+∞)× ω, i êðàéîâi óìîâè ∂ψ
∂νa

= 0 íà (0,+∞)× ∂ω,

∂ψ

∂νa
= (g−(h̃)− g−(h))ψ íà {0} × ω. (2.3.41)

Îñêiëüêè ψ (åêñïîíåíöiàëüíî) ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè y1 → +∞, ìàêñèìóì öi-

¹¨ ôóíêöi¨ ç íåîáõiäíiñòþ äîñÿãà¹òüñÿ â òî÷öi {0} × ω. Òîäi ñòðîãà íåðiâíiñòü

g−(h̃)− g−(h) > 0 âèïëèâà¹ ç Ëåìè Õîïôà ïðî (êî)íîðìàëüíó ïîõiäíó.

Äëÿ òîãî ùîá çíàéòè îöiíêó çíèçó äëÿ g∗−(h) ïðè h → +∞, âèáåðå-

ìî äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê p1 ðiâíÿííÿ H(0, p1) = h i ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

φ = e−p1y1θ(y, 0, p1)v(y,N, p1) . Ïîìíîæèìî (2.3.37) íà φ i ïðîiíòåãðó¹ìî ïî
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(0, N)× ω, òîäi , ñêîðèñòàâøèñü iíòåãðóâàííÿì ÷àñòèíàìè, çíàõîäèìî∫
{0}×ω

∂φ

∂νa
φdy′ =

∫
(0,N)×ω

aij(0, y)
∂φ

∂yi

∂φ

∂yj
dy

+

∫
(0,N)×ω

(
∂aij(0, y)

∂yi
− bj(0, y)

)
∂φ

∂yj
φdy

+

∫
(0,N)×ω

(h− c(0, y))φ2dy.

(2.3.42)

Òåïåð, êîðèñòóþ÷èñü (2.3.38) â (2.3.42) çíàõîäèìî, çà äîïîìîãîþ íåðiâíîñòi

Êîøi-Øâàðöà,

(Λ(N, p1) + C−)

∫
{0}×ω

φ2dy′ ≥
∫

(0,N)×ω

(γ
2
|∇φ|2 + (h− C1)φ

2
)
dy,

äå C− = maxω |g−|, γ � êîíñòàíòà åëiïòè÷íîñòi äëÿ aij, i C1 çàëåæèòü âiä γ i

L∞-îöiíîê äëÿ |∂aij(0,y)
∂yi
|, |bj(0, y)| i |c(0, y)|. Òàêèì ÷èíîì,

Λ(N, p1) + C− ≥ inf
1

ϕ2(0)

∫ N

0

(γ
2
|ϕ′(t)|2 + (h− C1)ϕ

2(t)
)
dt,

äå iíôiìóì áåðåòüñÿ ñåðåä âñiõ ϕ ∈ H1(0, N), òàêèõ ùî ϕ(N) = 0. Îñòàí-

íÿ ìiíiìiçàöiéíà çàäà÷à ìà¹ ÿâíèé ðîçâ'ÿçîê, ùî âåäå äî íàñòóïíî¨ îöiíêè,

Λ(N, p1) ≥
√
γ(h− C1)/2−C−. Ó ãðàíèöi N → +∞ îòðèìó¹ìî øóêàíó îöiíêó

çíèçó äëÿ g∗−(h). Òåîðåìó 2.3.1 äîâåäåíî. �

2.3.3 Äâî÷ëåííi àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè äëÿ âëàñíèõ

çíà÷åíü

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüÿ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ðîçâÿçêiâ ñïåêòðàëü-

íî¨ çàäà÷i (2.3.4) çà ñòðóêòóðíèì ïðèïóùåííÿì âiäíîñíî åôåêòèâíî¨ çàäà÷i

(2.3.9), (2.3.16)�(2.3.17). À ñàìå, áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî

ìàêñèìóì â (2.3.18) ¹ ñòðîãèì,

éîãî äîñÿãà¹òüñÿ ó âíóòðiøíié òî÷öi ξ ∈ (0, L),

−V :=
(
minp1

H(x1, p1)
)′′
< 0 â x1 = ξ.

(2.3.43)
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Çà öi¹¨ óìîâè âñòàíîâëþþòüñÿ ïåðøi äâà ÷ëåíè â àñèìïòîòè÷íîìó ðîçâèíåí-

íi âëàñíèõ çíà÷åíü. Çàçíà÷èìî, ùî òåõíiêà, ÿêó ðîçâèíóòî â öüîìó ïiäðîçäi-

ëi, äîçâîëÿ¹ âèâ÷èòè ÿê ïåðøå, òàê i íàñòóïíi âëàñíi çíà÷åííÿ, íà âiäìiíó âiä

â'ÿçêiñíèõ ìåòîäiâ, ùî ïîòðåáóþòü ïðåäñòàâëåííÿ uε = e−Wε/ε äëÿ âëàñíî¨ ôóí-

êöi¨ i òîìó ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi òiëüêè äëÿ ïåðøîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ i

âëàñíî¨ ôóíêöi¨.

Çà óìîâè (2.3.43) iñíó¹ äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ p1(x1), òàêà

ùî

H(x1, p1(x1)) < H(ξ, p1(ξ))(= λ) â [0, L] \ {ξ},

H(x±1 , p1(x
±
1 )) > h±, ∓

∂H

∂p1
(x±1 , p1(x

±
1 )) > 0 íà êiíöÿõ x±1 =

L± L
2

,(
H(x1, p1(x1))

)′′
= −V < 0 â x1 = ξ.

(2.3.44)

Çàçíà÷èìî, ç ïåðøî¨ íåðiâíîñòi ó äðóãîìó ðÿäêó (2.3.44) âèïëèâà¹, ùî

g∗−(p1(0)) > 0, g∗+(p1(L)) > 0. (2.3.45)

Íåõàé Q(x1) � ïåðâiñíà ôóíêöi¨ p1(x1), Q′(x1) = p1(x1). Ïðåäñòàâèìî âëàñíi

ôóíêöi¨ uε i âiäïîâiäíi âëàñíi çíà÷åííÿ λε ó âèãëÿäi

uε = e−Q(x1)/εθ(x/ε, x1, p1(x1))φε, λε = λ− εµε, (2.3.46)

äå θ(y, x1, p1) ¹ 1-ïåðiîäè÷íèì âiäíîñíî y1 äîäàòíèé ðîçâ'ÿçîê (2.3.10)�(2.3.11)

íîðìàëiçîâàíèé ðiâíiñòþ
∫

(0,1)×ω θ(y, x1, p1)dy = 1. Òîäi ðiâíÿííÿ Lεuε = λεuε

ïåðåïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

L(1)
ε φε −

1

ε
U(x1)φε = −µεφε +R(1)

ε φε, (2.3.47)

äå U(x1) = λ−H(p1(x1), x1), L(1)
ε φε = εaij(x1, x/ε)

∂2φε
∂xi∂xj

+ b̃j(x1, x/ε)
∂φε
∂xj

,

b̃j(x1, y) = bj(x1, y) + 2aij(x1, y)
∂ log θ(y, x1, p1(x1))

∂yi
− 2a1j(x1, y)p1(x1),

R(1)
ε φε = ζ

(1)
ε φε + εη

(1)
j,ε

∂φε
∂xj

i ζ(1)
ε , η(1)

j,ε ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíèìè ôóíêöiÿìè.

Ïîìíîæèìî (2.3.47) íà ôóíêöiþ θ∗(x/ε, x1, p1(x1)), äå θ∗(y, x1, p1) � äîäàòíèé
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1−ïåðiîäè÷íèé âiäíîñíî y1 ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ñïðÿæåíîãî äî (2.3.13),

∂2

∂yi∂yj

(
aijθ

∗)− ∂

∂yj

(
b̃jθ
∗) = 0 â R× ω (2.3.48)

ç êðàéîâîþ óìîâîþ

∂θ∗

∂νa
+ νj

(
∂

∂yi
aij − b̃j

)
θ∗ = 0 on R× ∂ω, (2.3.49)

íîðìàëiçîâàíèé ðiâíiñòþ 1
|ω|
∫

(0,1)×ω θ
∗(y, x1, p1(x1))dy = 1. Ïiñëÿ ïåðåðàíæóâà-

ííÿ, çíàõîäèìî

ε
∂

∂xi

(
θ∗aij

∂φε
∂xj

)
+B · ∇φε −

1

ε
U(x1)θ

∗φε = −µεθ∗φε +R(2)
ε φε, (2.3.50)

äå R(2)
ε φε = ζ

(2)
ε φε − εη

(2)
j,ε

∂φε
∂xj

i ζ(2)
ε , η̃(2)

j,ε � ðiâíîìiðíî îáìåæåíi ôóíêöi¨, B =

B(x1, y) � âåêòîðíå ïîëå ç êîìïîíåíòàìè

Bj(x1, y) = θ∗(x1, y)b̃j(x1, y)− ∂

∂yi

(
aij(x1, y)θ∗(x1, y)

)
. (2.3.51)

Çàçíà÷èìî, ùî âíàñëiäîê (2.3.48)�(2.3.49) divyB = 0 i íîðìàëüíà êîìïîíåíòà

âåêòîðíîãî ïîëÿ B ¹ íóëåâîþ êîëè y ∈ R× ∂ω.
Ìîäiôiêó¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ (2.3.46) ó ìàëîìó îêîëi îñíîâè {0} × εω çà

äîïîìîãîþ ùå îäíi¹¨ ôàêòîðiçààöi¨, ÿêà ñïðîùó¹ êðàéîâó óìîâó äëÿ φε íà

{0} × εω. À ñàìå, íåõàé v−(y) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.3.13)�(2.3.15) ç p1 = p1(0),

g−(p1) = g∗−(p1(0)) (i θ = θ(y, 0, p1(0))), ùî (åêñïîíåíöiàëüíî) çáiãà¹òüñÿ äî 1

ïðè y1 → +∞. Ïîêëàäåìî ψε = φε/v−(x/ε), i çàçàíà÷èìî, ùî v− çàäîâîëüíÿ¹

îöiíêó ∣∣∣L(1)
ε v−(x/ε)

∣∣∣ ≤ C(x1/ε)
1−σe−cx1/ε ≤ C2, (2.3.52)

äèâ. Çàóâàæåííÿ 2.3.6. Òîäi ðiâíÿííÿ (2.3.47) â òåðìiíàõ íîâî¨ íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨

ψε ìîæíà çàïèñàòè ÿê

L(1)
ε ψε + 2aij(x1, x/ε)

∂ log v−
∂yi

∂ψε
∂xj
− 1

ε
U(x1)ψε = −µεψε +R(3)

ε ψε (2.3.53)
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(ñòðóêòóðà i âëàñòèâîñòi R(3)
ε ¹ àíàëîãi÷íèìè R(k)

ε , k = 1, 2), à êðàéîâà óìîâà

íà îñíîâi ìà¹ âèãëÿä

∂ψε
∂νa

+
g∗−(p1(0))

ε
ψε = g̃−(x′/ε)ψε íà {0} × εω, (2.3.54)

ç äåÿêîþ îáìåæåíîþ ôóíêöi¹þ g̃−. Íàñàìêiíåöü, ðiâíÿííÿ (2.3.53) ìîæíà ñèìå-

òðèçóâàòè ïîäiáíî (2.3.50). Äëÿ öüîãî ââåäåìî äî ðîçãäÿäó äîäàòíèé ðîçâ'ÿçîê

w−(y) çàäà÷i ñïðÿæåíî¨ äî (2.3.13)�(2.3.15) ç p1 = p1(0), g−(p1) = 0(< g∗−(p1(0))),

íîðìàëiçîâàíèé òàê, ùî w−(y)/θ∗(y, 0, p1(0)) (åêñïîíåíöiàëüíî) çáiãà¹òüñÿ äî

îäèíèöi êîëè y1 → +∞; iñíóâàííÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó äîâåäåíî â Ïiäðîçäiëi 2.3.2.

Ïîìíîæèìî (2.3.53) íà

θ̃∗(x1, x/ε) =
v−(x/ε)w−(x/ε)

θ∗(x/ε, 0, p1(0))
θ∗(x/ε, x1, p1(x1)) (2.3.55)

i ïåðåðàíæó¹ìî ÷ëåíè ÿê â (2.3.50),

ε
∂

∂xi

(
θ̃∗aij

∂ψε
∂xj

)
+ B̃ · ∇ψε −

1

ε
U(x1)θ̃

∗ψε = −µεθ̃∗ψε +Rεψε, (2.3.56)

äå B̃ = B̃(x1, y) � âåêòîðíå ïîëå ç êîìïîíåíòàìè

B̃j = θ̃∗(x1, y)
(
b̃j(x1, y) + 2aij(x1, y)

∂ log v−(y)

∂yi

)
− ∂

∂yi

(
aij(x1, y)θ̃∗(x1, y)

)
,

àáî B̃j = B̃
(1)
j +B, i B̃(1) = B̃(1)(x1, y) � ïîëå ç êîìïîíåíòàìè

B̃
(1)
j =

( v−(y)w−(y)

θ∗(y, 0, p1(0))
− 1
)
θ∗(y, x1, p1(x1))b̃j(x1, y)

+ 2aij(x1, y)v−(y)w−(y)
∂ log v−(y)

∂yi

θ∗(y, x1, p1(x1))

θ∗(y, 0, p1(0))

− ∂

∂yi

(
aij(x1, y)

( v−(y)w−(y)

θ∗(y, 0, p1(0))
− 1
)
θ∗(y, x1, p1(x1))

)
.

Íàãàäà¹ìî, ùî divyB = 0, òàêîæ, ç îãëÿäó íà Òâåðäæåííÿ 2.3.7 ìà¹ìî

divyB̃
(1) = 0 at x1 = 0 (B̃(1)

j (0, y) = −Bj(0, y) + v−(y)w−(y)
(
b̃j(0, y) +

2aij(0, y)∂ log v−(y)
∂yi

)
− ∂
∂yi

(
aij(0, y)v−(y)w−(y)

)
), îòæå divyB̃(x1, y) =

∫ x1

0
∂
∂x1

divyB̃
(1)(s, y)ds.
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Ïîðÿä ç öèì, | ∂∂x1
divyB̃

(1)(x1, y)| ≤ Ce−cy1/yσ1 ç c > 0 i 0 ≤ σ < 1, äèâ. Çàóâàæå-

ííÿ 2.3.6. Òàêèì ÷èíîì,

|divB̃(x1, x/ε)| ≤ C1 +
1

ε
|divyB̃

(1)(x1, x/ε)| ≤ C1 + C

∫ ∞
0

εσe−cx1/ε
dx1

εxσ1
≤ C2.

(2.3.57)

Àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ âåäóòü äî íàñòóïíî¨ îöiíêè äëÿ íîðìàëüíî¨ êîìïîíåíòè

B̃,

|B̃j(x1, x/ε)νj| ≤ εC êîëè x′ ∈ ε∂ω. (2.3.58)

Íàñàìêiíåöü, âíàñëiäîê Òâåðäæåííÿ 2.3.7

− B̃1(x1, x/ε) = g∗−(p1(0))θ̃∗(x1, x/ε) êîëè x1 = 0. (2.3.59)

Îñêiëüêè ôóíêöi¨ v−(y) i w−(y)/θ∗(y, 0, p1(0)) (åêñïîíåíöiàëüíî) çáiãàþòüñÿ äî

1 êîëè y1 → ∞, ôóíêöi¨¨ θ̃∗(x1, y) i θ̃(x1, y) := v−(y)θ(y, 0, p1(0)), ïîáóäî-

âàíi âèùå ñòàáiëiçóþòüñÿ, åêñïîíåíöiàëüíî øâèäêî, äî ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié

θ∗(y, x1, p1(x1)) i θ(y, x1, p1(x1)) êîëè y1 → +∞.

Ïîâòîðþþ÷è îïèñàíó âèùå êîíñòðóêöiþ áiëÿ îñíîâè {L} × εω, ïðèõîäèìî

äî ìîäiôiêîâàíèõ θ̃∗, θ̃ i ôóíêöi¨ ψε = eQ(x1)/εuε(x)/θ̃(x1, x/ε) ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

ðiâíÿííÿ (2.3.56) ó âñüîìó öèëiíäði (0, L) × εω, äå Rεψε = ζεψε + εηj,ε
∂ψε
∂xj

i ζε,

ηj,ε � ðiâíîìiðíî îáìåæåíi ôóíêöi¨. Êðiì òîãî ψε çàäîâîëüíÿ¹

∂ψε
∂νa

= τεvε (2.3.60)

íà (0, L)×ε∂ω, ç |τε| ≤ C, êðàéîâó óìîâó (2.3.54) íà {0}×εω i àíàëîãi÷íó óìîâó

íà {L} × εω. Âåêòîðíå ïîëå B̃(x1, x/ε) ìà¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíó äiâåðãåíöiþ i

éîãî íîðìàëüíà êîìïîíåíòà çàäîâîëüíÿ¹ (2.3.58) íà ái÷íié ïîâåðõíi, (2.3.59) íà

{0} × εω i B̃1(x1, x/ε) = g∗+(p1(0))θ̃∗(x1, x/ε) êîëè x1 = L.

Ââåäåìî òåïåð çàìiíó çìiííèõ z1 = (x1 − ξ)/
√
ε, z′ = x′/

√
ε i ðîçãëÿíåìî â

öèëiíäði Ω√ε = (−ξ/
√
ε, (L− ξ)/

√
ε)×

√
εω íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ

L̃εψ := − ∂

∂zi

(
θ̃∗aij

∂ψ

∂zj

)
− 1√

ε
B̃ · ∇ψ +

1

ε
U(ξ +

√
εz1)θ̃

∗ψ

+ (Λθ̃∗ + R̃ε)ψ = θ̃∗f,

(2.3.61)
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äå θ̃∗ = θ̃∗(x1, x/ε), aij = aij(x1, x/ε) i B̃ = B̃(x1, x/ε) ç x1 = ξ+
√
εz1, x′ =

√
εz′,

R̃εψ = ζεψ+
√
εηj,ε

∂ψ
∂zj
; Λ > 0 áóäå âèáðàíî íèæ÷å. Äîïîâíèìî ðiâíÿííÿ (2.3.61)

ìàñøòàáîâàíèìè (âiäïîâiäíî äî çàçíà÷åíî¨ âèùå çàìiíè çìiííèõ) êðàéîâîþ óìî-

âîþ (2.3.60) íà ái÷íié ïîâåðõíi, óìîâîþ (2.3.54) íà îñíîâi {−ξ/
√
ε} ×

√
εω i ¨ ¨

àíàëîãîì íà äðóãié îñíîâi:
∂ψ

∂νa
=
√
ετεψ íà (−ξ/

√
ε, (L− ξ)/

√
ε)×

√
ε∂ω, (2.3.62)

∂ψ

∂νa
+
g∗±(p1(0))√

ε
ψ =
√
εg̃±(x′/ε)ψ íà {((L± L)/2− ξ)/

√
ε} ×

√
εω, (2.3.63)

òàê ùî ψε = eQ(x1)/εuε(x)/θ̃(x/ε, x1)
∣∣
x1=ξ+

√
εz1,x′=

√
εz′

çàäîâîëüíÿ¹ (2.3.62)�

(2.3.63) i (2.3.61) ç f = (Λ + µε)ψε.

Ïîìíîæèìî (2.3.61) íà ψ i ïðîiíòåðãðó¹ìî ïî Ω√ε, â ðåçóëüòàòi, ñêîðèñòàâ-

øèñü iíòåãðóâàííÿì ÷àñòèíàìè, îòðèìó¹ìî

1

2
√
ε

∫
Ω√ε

ψ2divzB̃dz −
∫
∂Ω√ε

(
θ̃∗
∂ψ

∂νa
ψ +

ψ2

2
√
ε
B̃ · ν)dS +

∫
Ω√ε

θ̃∗aij
∂ψ

∂zi

∂ψ

∂zj
dz

+
1

ε

∫
Ω√ε

(
U(ξ +

√
εz1)θ̃

∗ + εΛθ̃∗ + εζε
)
ψ2dz

=

∫
Ω√ε

(
θ̃∗f −

√
εηj,ε

∂ψ

∂zj

)
ψdz.

(2.3.64)

Âíàñëiäîê (2.3.44) ìà¹ìî U(ξ+
√
εz1) ≥ cεz2

1 , ç c > 0. Òîäi ç òîòîæíîñòi (2.3.64)

çíàõîäèìî, êîðèñòóþ÷èñü êðàéîâèìè óìîâàìè (2.3.62)�(2.3.63), îöiíêîþ (2.3.57)

(ç ÿêî¨ âèïëèâà¹ |divzB̃| ≤ C
√
ε), îöiíêîþ (2.3.58), ðiâíiñòþ (2.3.59) (i i ¨¨ àíà-

ëîãîì íà îñíîâi {(L− ξ)/
√
ε} ×

√
εω), ùî

γ̃

∫
Ω√ε

(|∇zψ|2 + (Λ− C)ψ2 + z2
1ψ

2)dz ≤
∫

Ω√ε

f 2dz +
√
ε

∫
∂Ω√ε

ψ2dS, (2.3.65)

äå γ̃, C íå çàëåæàòü âiä ε.Îòæå iñíó¹ Λ > 0, ùî íå çàëåæèòü âiä ε, òàêå ùî

¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ψ ðiâíÿííÿ (2.3.61) ç êðàéîâèìè óìðâàìè (2.3.62)�(2.3.63))

iñíó¹ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L2(Ω√ε) i çàäîâîëüíÿ¹∫
Ω√ε

(|∇ψ|2 + (1 + z2
1)ψ2)dz ≤ C

∫
Ω√ε

f 2dz. (2.3.66)
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Àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ âåäóòü äî íàñòóïíî¨ îöiíêè äëÿ âëàñíî¨ ôóíêöi¨ ψε îïå-

ðàòîðà 1
θ̃∗
L̃ε, ÿêà âiäïîâiäà¹ (âçàãàëi êàæó÷i êîìïëåêñíîìó) âëàñíîìó çíà÷åííþ

Λ + µε,∫
Ω√ε

(|∇ψε|2 + (1 + z2
1)|ψε|2)dz ≤ C(Λ + Re(µε))

∫
Ω√ε

|ψε|2dz. (2.3.67)

Ëåìà 2.3.8. Ïðèïóñòèìî, ùî Re(µε) ≤ C, òîäi (i) |µε| ¹ ðiâíîìiðíî îáìå-

æåíèì i (ii) êîæíà ÷àñòêîâà ãðàíèöÿ µε ïðè ε → 0 ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì µ̂

îäíîìiðíî¨ çàäà÷i

− qψ̂′′(z1) +
1

2
V z2

1ψ̂(z1) +mψ̂(z1) = µ̂ψ̂(z1), z1 ∈ R, (2.3.68)

äå V = −∂2H
∂x2

1
(p1(ξ), ξ), êîíñòàíòè q > 0 i m çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè (2.3.76) i

(2.3.78) (äèâ. íèæ÷å). Áiëüø òîãî, çà óìîâè íîðìàëiçàöi¨

1

|
√
εω|

∫
Ω√ε

|ψε|2dz = 1, (2.3.69)

âëàñíi ôóíêöi¨ ψε çáiãàþòüñÿ ïðè ε → 0, ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, äî

âëàñíî¨ ôóíêöi¨ ψ̂ ó íàñòóïíîìó ñåíñi

1

|
√
εω|

∫
Ω√ε

|ψε − ψ̂|2dz → 0. (2.3.70)

Äîâåäåííÿ. Ç (2.3.67) i (2.3.69) âèïëèâà¹, ùî, ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi,

ôóíêöi¨ ψε çáiãàþòüñÿ äî ãðàíèöi ψ̂ = ψ̂(z1) (äå çáiæíiñòü ðîçóìi¹òüñÿ ó ñåíñi

(2.3.70)), áiëüø òîãî∫ ∞
−∞

(
|ψ̂′|2 + (1 + z2

1)|ψ̂|2dz1 <∞ i
∫ ∞
−∞
|ψ̂|2dz1 = 1. (2.3.71)

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ψ̂ ïîìíîæèìî ðiâíÿííÿ L̃εψε = (Λ + µε)θ̃
∗ψε íà îñöiëþþ÷ó

òåñòîâó ôóíêöiþ ρε (ÿêó áóäå âèáðàíî íèæ÷å) i ïðîiíòåãðó¹ìî ïî Ω√ε, â ðåçóëü-
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òàòi, çàñòîñóâàâøè iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè i ïåðåãðóïóâàâøè ÷ëåíè, îòðèìó¹ìî∫
Ω√ε

({
θ∗aij

}
ξ

∂ψε
∂zi

∂ρε
∂zj

+
1√
ε
ψε
{
B
}
ξ
· ∇ρε

)
dz +

∫
Ω√ε

(V
2
z2

1 + ζε

)
θ̃∗ψερεdz

+
1√
ε

∫
Ω√ε

ψε

((
B̃ −

{
B
}
ξ

)
· ∇ρε + ρεdivzB̃

)
dz

= µε

∫
Ω√ε

θ̃∗ψερεdz +

∫
∂Ω√ε

(
θ̃∗
∂ψε
∂νa

ρε +
B̃ · ν√
ε
ψερε

)
dS

+

∫
Ω√ε

({
θ∗aij

}
ξ
− θ̃∗aij

)∂ψε
∂zi

∂ρε
∂zj

dz

+

∫
Ω√ε

(εV z2
1/2− U(ξ +

√
εz1)

ε
θ̃∗ψε −

√
εηj,ε

∂ψε
∂zj

)
ρεdz,

(2.3.72)

äå
{
θ∗aij

}
ξ

= θ∗(x1, y)aij(x1, y) i
{
B
}
ξ

= B(x1, y) ç x1 = ξ, y1 = ξ/ε+z1/
√
ε, y′ =

z′/
√
ε. Íåõàé ρ(z1) � ãëàäêà ôóíêöiÿ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì, suppρ ⊂ [−R,R],

ðîçãëÿíåìî òåñòîâó ôóíêöiþ ρε(z) âèãëÿäó

ρε(z) = ρ(z1) +
√
ερ′(z1)χ(ξ/ε+ z1/

√
ε, z′/

√
ε)

äå χ(y) � 1-ïåðiîäè÷íèé âiäíîñíî y1 ðîçâ'ÿçîê ñòàíäàðòíî¨ êîìiðêîâî¨ çàäà÷i

− ∂

∂yi

(
θ∗(ξ, y)aij(ξ, y)

∂

∂yj
(χ+ y1)

)
+B(ξ, y) · ∇(χ+ y1) = 0 (2.3.73)

â (−∞,∞)× ω ç êðàéîâîþ óìîâîþ

∂(χ+ y1)

∂νa
= 0 íà (−∞,∞)× ∂ω. (2.3.74)

Îñêiëüêè divyB(ξ, y) = 0, B(ξ, y) · ν = 0 êîëè y′ ∈ ∂ω i
∫

(0,1)×ω B1(ξ, y)dy =

−∂H
∂p1

(p1(ξ), ξ) = 0, iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.3.73)�(2.3.74). Òîäi, çà äî-

ïîìîãîþ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè â ïåðøîìó ÷ëåíi I(1)
ε ïåðøîãî ðÿäêó (2.3.72)
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i çàìiíè çìiííèõ y1 = ξ/ε+ z1/
√
ε, y′ = z′/

√
ε, çíàõîäèìî

I(1)
ε = εn/2

∫
dy1

∫
ω

dy′ψε

(
B1χ− θ∗a11 − θ∗a1j

∂χ

∂yj
− ∂

∂yi
(θ∗ai1χ)

)
ρ′′

+ εn/2
∫
dy1

∫
∂ω

ψεθ
∗νiai1χρ

′′dS +O(εn/2)

= −εn/2q
∫
ψ̂(
√
εy1 − ξ/

√
ε)ρ′′(

√
εy1 − ξ/

√
ε)dy1 +O(εn/2)

= −ε(n−1)/2q

∫ R

−R
ψ̂(z1)ρ

′′(z1)dz1 +O(εn/2),

(2.3.75)

äå iíåãðàëè âiäíîñíî y1 ó ïåðøîìó, äðóãîìó i òðåòüîìó ðÿäêàõ áåðóòüñÿ ïî

(ξ/ε−R/
√
ε, ξ/ε+R/

√
ε),

q =

∫
(0,1)×ω

(
θ∗a11 + θ∗a1j

∂χ

∂yj
−B1χ

)
dy =

∫
(0,1)×ω

θ∗aij
∂

∂yi
(χ+ y1)

∂

∂yj
(χ+ y1)dy.

(2.3.76)

Çíàéäåìî òåïåð àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè äëÿ iíøèõ ÷ëåíiâ â (2.3.72). ×ëåíè â

îñòàííiõ äâîõ ðÿäêàõ ìàþòü ïîðÿäîê O(εn/2). Òå ñàìå ¹ ñïðàâåäëèâèì äëÿ iíòå-

ãðàëà I(2)
ε ó äðóãîìó ðÿäêó, ïðîòå öå ¹ ìåíø î÷åâèäíèì: ñïî÷àòêó âñòàíîâëþ¹-

òüñÿ, ùî

I(2)
ε = ε(n−1)/2

∫ R

−R
ψ̂(z1)

(
K1z1ρ

′(z1) +K2ρ(z1)
)
dz1 +O(εn/2),

ç K1 =
∫

(0,1)×ω
(
∂B1

∂x1
(ξ, y) + ∇χ · ∂B

∂x1
(ξ, y)

)
dy, K2 =

∫
(0,1)×ω

∂B1

∂x1
(ξ, y)dy;

äàëi, ïîìiòèìî, ùî
∫

(0,1)×ω B1(x1, y)dy = −∂H
∂p1

(p1(x1), x1), îòæå K2 =

− ∂
∂x1

∂H
∂p1

(x1, p1(x1))
∣∣
x1=ξ

= 0 çàâäÿêè óìîâàì (2.3.43)�(2.3.44), òàêîæ ìà¹ìî

divyB(x1, y) = 0 i B(x1, y) · ν = 0 êîëè y′ ∈ ∂ω, çâiäêè K1 = 0. Íàñàìêiíåöü,

àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè äëÿ ñóìè I(3)
ε ÷ëåíiâ òðåòüîãî ðÿäêà (2.3.72) i äðóãîãî

÷ëåíó Ĩ(1)
ε ïåðøîãî ðÿäêà ìàþòü âèãëÿä

I(3)
ε = ε(n−1)/2µε

∫ R

−R
ψ(z1)ρ(z1)dz1 + (1 + |µε|)O(εn/2)

− ε(n−1)/2

∫ R

−R
dz1ψ(z1)ρ(z1)

∫
(0,1)×∂ω

θ∗νiai1
∂ log θ

∂x1

∣∣∣
x1=ξ

dS,
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Ĩ(1)
ε = ε(n−1)/2

∫ R

−R

V

2
z2

1ψ̂(z1)ρ(z1)dz1 +O(εn/2)

+ ε(n−1)/2

∫ R

−R
dz1ψ̂(z1)ρ(z1)

×
∫

(0,1)×ω

θ∗

θ

(
a11

(
p′1θ + (2p1 − b1)

∂θ

∂x1

)
− 2a1j

∂2θ

∂x1∂yj

)∣∣∣
x1=ξ

dy,

äå θ∗ = θ∗(x1, y), θ = θ(y, x1, p1(x1)), p1 = p1(x1), aij = aij(x1, y), bj = bj(x1, y).

Ïiäñòàâèìî çíàéäåíi âèùå àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè â (2.3.72) i ïîäiëèìî íà

ε(n−1)/2, ìà¹ìî∫
R
ψ̂(z1)(−qρ′′(z1)+

1

2
V z2

1ρ(z1)+mρ(z1)−µερ(z1))dz1 = (1+|µε|)O(
√
ε), (2.3.77)

äå

m =

∫
(0,1)×ω

θ∗

θ

(
a11

(
p′1θ + (2p1 − b1)

∂θ

∂x1

)
−2a1j

∂2θ

∂x1∂yj

)∣∣∣
x1=ξ

dy

+

∫
(0,1)×∂ω

θ∗νiai1
∂ log θ

∂x1

∣∣∣
x1=ξ

dS.

(2.3.78)

Îñêiëüêè ρ ¹ äîâiëüíîþ (ãëàäêîþ i ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì) ôóíêöi¹þ, òîäi |µε| ¹
îáìåæåíèìè, áî â ïðîòèâíîìó âèïàäêó ψ̂ ¹ òîòîæíèì íóëåì, ùî ïðîòèði÷èòü

(2.3.71). Ïðåéäåìî òåïåð äî ãðàíèöi â (2.3.77), â ðåçóëüòàòi îäåðæó¹ìî ñëàáêó

ïîñòàíîâêó (2.3.68).

Çàóâàæåííÿ 2.3.9. Ôóíêöiþ θ∗ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó θ∗ = θϑ

âëàñíî¨ ôóíêöi¨ θ çàäà÷i (2.3.10)�(2.3.11) i âëàñíî¨ ôóíêöi¨ ϑ çàäà÷i ñïðÿæåíî¨

äî (2.3.10)�(2.3.11).

Çàóâàæåííÿ 2.3.10. Âèçíà÷åííÿ (2.3.78) êîíñòàíòè m ¹ íåçàëåæíèì âiä

îêðåìîãî âèáîðó ôóíêöi¨ p1(x1): p1(ξ) îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ìiíiìiçàíò

H(p1, ξ), i çà óìîâ (2.3.43)�(2.3.44)

p′(ξ) = − ∂2H

∂p1∂x1
(ξ, p1(ξ))

/∂2H

∂p2
1

(ξ, p1(ξ)).
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð äîïîìiæíó çàäà÷ó

L̂εψ := −q∆ψ +
1

2
V z2

1ψ + (m+ Λ)ψ = θ∗f in Ω√ε (2.3.79)

ç óìîâîþ Íåìàíà ∂ψ
∂ν = 0 íà ∂Ω√ε. Â îïåðàòîðíié ôîðìi âîíà ìà¹ âèãëÿä

1
θ∗ L̂εψ = f . Íàäiëèìî L2(Ω√ε) íîðìîþ ‖ψ‖2

ε,θ∗ = 1
|
√
εω|
∫

Ω√ε
ψ2θ∗dz i âiäïîâiäíèì

ñêàëÿðíèì äîáóòêîì, òîäi 1
θ∗ L̂ε ¹ ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì. Âií ìà¹ äèñêðå-

òíèé ñïåêòð. Áiëüø òîãî, çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó Êóðàíòà íåñêëàäíî ïîêàçàòè,

ùî âëàñíi çíà÷åííÿ 1
θ∗ L̂ε çáiãàþòüñÿ äî ÷èñåë Λ + µ̂(k), äå µ̂(1) < µ̂(2) < . . . �

âëàñíi çíà÷åííÿ (2.3.68).

Ïîêàæåìî, ùî ‖
(

1
θ∗ L̃ε

)−1 −
(

1
θ∗ L̂ε

)−1‖ → 0, äå ‖ · ‖ ïîçíà÷à¹ îïåðàòîðíó

íîðìó (âiäíîñíî L2(Ω√ε)). Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ fε ∈
L2(Ω√ε) ç

1
|
√
εω|
∫

Ω√ε
f 2
ε dz = 1 ðîçâ'ÿçêè ψε i ψ̂ε ðiâíÿíü L̃εψε = θ∗fε i L̂εψ̂ε = θ∗fε.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî äîâåäåííÿ Ëåìè 2.3.8 íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî éîãî ìîæíà

âèêîðèñòàòè (ç ìiíiìàëüíèìè ìîäèôiêàöiÿìè) äëÿ äîâåäåííÿ íàñòóïíîãî ôàêòó:

ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi 1
|
√
εω|
∫

Ω√ε
(ψ2

ε − ψ)2dz → 0 ç ôóíêöi¹þ ψ = ψ(z1)

ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ −qψ′′(z1) + 1
2V z

2
1ψ(z1) + (Λ + m)ψ(z1) = f ∗(z1), äå

f ∗(z1) � ñëàáêà ãðàíèöÿ ôóíêöié

〈θ∗fε〉(z1) =
1

|
√
εω|

∫
{z1}×

√
εω

f θ̃∗dz′

(ïðîäîâæåíèõ íóëüîì íà R\ [−ξ/
√
ε, (L−ξ)/

√
ε]) â L2(R). Òàêèé ñàìèé ðåçóëü-

òàò ¹ âiðíèì äëÿ ψ̂ε, òàêèì ÷èíîì ‖
(

1
θ∗ L̃ε−λI

)−1−
(

1
θ∗ L̂ε−λI

)−1‖ → 0 äëÿ λ = 0.

Öåé ðåçóëüòàò ëåãêî ïîñèëèòè äî ðiâíîìiðíî¨ âiäíîñíî λ ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíî-

ñòi â îïåðàòîðíié íîðìi íà äîâiëüíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi C\{µ̂(1), µ̂(2), . . . },
ç îñòàííüîãî ðåçóëüòàòà, â ñâîþ ÷åðãó, âèïëèâà¹ çáiæíiñòü ñïåêòðàëüíèõ ïðîå-

êòîðiâ â îïåðàòîðíié íîðìi. Òàêèì ÷èíîì äîâåäåíî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.3.11. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.3.43) à òàêîæ ïðè-

ïóùåííÿ (2.3.5)�(2.3.6). Çàíóìåðó¹ìî âëàñíi çíà÷åííÿ λ = λ
(k)
ε çàäà÷i (2.3.4)

çà âåëè÷èíîþ äiéñíèõ ÷àñòèí (ó ñïàäàþ÷îìó ïîðÿäêó), òîäi

λ(k)
ε = λ− εµ̂(k) + o(ε),
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äå µ̂(k) � âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà −q d2

dz2
1
+ 1

2V z
2
1 +m íà R, µ̂(k) = m+

√
2qV (k−

1/2), k = 1, 2, . . . .

Âèñíîâêè äî Ðîçäiëó 2

Ó Ðîçäiëi 2 âèâ÷åíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷

äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ íåñèìåòðè÷íèõ åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó.

Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè ðîçäiëó ¹

• Òåîðåìà 2.1.1, ùî îïèñó¹ àñèìòîòè÷íó ïîâåäiíêó îñíîâíèõ ñòàíiâ ñèíãóëÿð-
íî çáóðåíî¨ çàäà÷i Äiðiõëå ç îñöèëþþ÷èìè ëîêàëüíî ïåðiîäè÷íèìè êîåôi-

öi¹íòàìè, i Òåîðåìà 2.1.19, ùî íàäà¹ óòî÷íåíi àñèìïòîòèêè äëÿ îñíîâíèõ

ñòàíiâ ó âèïàäêó êîëè ìîëîäøi ÷ëåíè îïåðàòîðà ìàþòü îäèí ïîðÿäîê.

• Òåîðåìà 2.2.1, ùî îïèñó¹ àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó îñíîâíèõ ñòàíiâ çàäà÷i

Íåéìàíà äëÿ îïåðàòîðà ç ïëàâíî çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè i ìàëèì ïàðàìå-

òðîì ïåðåä äèôóçiéíèì ÷ëåíîì.

• Òåîðåìà 2.3.3, ùî îïèñó¹ àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó îñíîâíèõ ñòàíiâ ñèíãó-

ëÿðíî çáóðåíîãî åëiïòè÷íîãî îïåðàòîðà ç îñöèëþþ÷èìè êîåôiöi¹íòàìè â

òîíêîìó öèëiíäði ç óìîâîþ Íåéìàíà íà ái÷íié ïîâåðõíi i Ôóð'¹ íà îñíî-

âàõ, òà Òåîðåìà 2.3.11 â ÿêié íàâåäåíi äâî÷ëåííi àñèìòîòè÷íi ôîðìóëè äëÿ

ïåðøîãî i íàñòóïíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü.



Ðîçäië 3

ÄÅßÊI ÇÀÄÀ×I ÓÑÅÐÅÄÍÅÍÍß

Öåé ðîçäië ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ äîñëiäæåíü çàäà÷ óñåðåäíåííÿ.

Ó Ïiäðîçäiëi 3.1 ðîçãëÿíóòî ìîäåëü çàõîïëåííÿ (ïiíiíãó) âèõîðiâ â íàäïðîâiä-

íèêó ç äîìiøêàìè, ùî ìîäåëþþòüñÿ ìàëåíüêèìè äiðêàìè. Çíàéäåíî ìàñøòàáíi

ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ðîçìiðàìè äiðîê, ïðîñòîðîâèì ïåðiîäîì i âåëè÷èíîþ çîâ-

íiøíüîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ, ùî ïðèçâîäÿòü äî ïîÿâè âëîæåíèõ îáëàñòåé ç êðà-

òíèìè âèõîðàìè i âèâåäåíî óñåðåäíåíó çàäà÷ó, ùî îïèñó¹ ãðàíè÷íi ðîïîäiëè

âèõîðiâ. Ðàíiøå óñåðåäíåíå îïèñàííÿ âèõîðîâèõ ñòðóêòóð â íàäïðîâiäíèêàõ ç

äîìiøêàìè áóëî îòðèìàíî â [3] äëÿ ìîäåëi, â ÿêié äîìiøêè ìîäåëþòüñÿ îñöèëþ-

þ÷îþ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ â íåëiíiéíîìó ÷ëåíi ðiâíÿííÿ Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó.

Ó Ïiäðîçäiëi 3.2 âèâ÷à¹òüñÿ çàäà÷à óñåðåäíåííÿ íåëiíiéíèõ ðiâÿíü äðóãîãî

ïîðÿäêó â îáëàñòÿõ ïåðiîäè÷íî ïåðôîðîâàíèõ âåëèêèì ÷èñëîì äiðîê íà ìåæi

ÿêèõ çàäàíî íåëiíiéíó óìîâó Ôóð'¹. Ðîçãëÿíóòî âèïàäîê, êîëè ïðîñòîðîâèé ïå-

ðiîä i ðîçìiðè äiðîê ¹ (ìàëèìè) âåëè÷èíàìè îäíîãî ïîðÿäêó. Ðàíiøå ëiíiéíi

åëiïòè÷íi ðiâíÿííÿ â îáëàñòÿõ ïåðôîðîâàíèõ ìiëêèìè äiðêàìè (çíà÷íî ìåíøè-

ìè íiæ ïðîñòîðîâèé ïåðiîä) i óìîâîþ Ôóð'¹ íà ìåæi äiðîê áóëî ðîçãëÿíóòî,

íàïðèêëàä, â [69], [70], [9], [25], [151], [152], [155]. Ó âèïàäêó êîëè äiðêè ìàþòü

ðîçìiðè ïîðÿäêó ïðîñòîðîâîãî ïåðiîäà, â ðîáîòàõ [142], [143], [144], [145] ïîáóäî-

âàíî àñèïòîòè÷íi ðîçâèíåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ áåç îñöèëÿöié â êðàéîâèõ óìîâàõ

íà ìåæi äiðîê; â [26], [156], [157] âèâ÷åíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ ó

ïðèïóùåííi, ùî êîåôiöi¹íò â óìîâi Ôóð'¹ ìà¹ íóëüîâå ñåðåäí¹ íà ìåæi äiðîê.

Àíàëîãi÷íå ïðèïóùåííÿ âèêîðèñòàíî â [68], äå íåëiíiéíó âàðiàöiéíó çàäà÷ó äî-
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ñëiäæåíî ìåòîäàìè Γ-çáiæíîñòi. Íà âiäìiíó âiä çãàäàíèõ ðîáiò, ó Ïiäðîçäiëi

3.2 âèâ÷åíî íåëiíiéíó çàäà÷ó, ùî íå ìà¹ âàðiàöiéíî¨ ïîñòàíîâêè, êðiì òîãî íà

çîâíiøíié ìåæi ðîçãëÿíóòî óìîâó Íåéìàíà çàìiñòü óìîâè Äiðiõëå. Îñòàííÿ îá-

ñòàâèíà äîçâîëèëà âèÿâèòè äîñèòü íåî÷èêóâàíèé åôåêò ïîÿâè íîâîãî ÷ëåíà â

óñåðåäíåíié êðàéîâié óìîâi íà çîâíiøíié ìåæi.

Äîñëiäæåííÿ ñòðóêòóðè ìiíiìiçàíòà Γ-ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i ç Ïiäðîçäiëó 3.1 íà-

âåäåíî â Äîäàòêó I. Äîäàòêè J�K ìiñòÿòü äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî óñåðåäíåííÿ

äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî àíàëîãà ñòàöiîíàðíî¨ çàäà÷i ç Ïiäðîçäiëó 3.2 i äîâåäåííÿ äå-

ÿêèõ äîïîìiæíèõ ðåçóëüòàòiâ.

3.1 Óñåðåäíåíå îïèñàííÿ êðàòíèõ âèõîðiâ

Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó çàõîïëåíèõ îòâîðàìè

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ äâîâèìiðíà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü çàõîïëåííÿ

(ïiíiíãó) âèõîðiâ âåëèêèì ÷èñëîì îòâîðiâ (äiðîê) â âiäíîñíî ìàëèõ íàäïðîâiä-

íèõ çðàçêàõ, ðîçìiðó ïîðiâíÿíîãî ç ëîíäîíiâñüêîþ ãëèáèíîþ ïðîíèêíåííÿ. Íà

çðàçîê äi¹ ðiâíîìiðíå ìàãíiòíå ïîëå, ÿêå ¹ ñëàáèì äëÿ òîãî ùîá âèõîði ç'ÿâèëèñÿ

â òiëi çðàçêà i âîíè ìîæóòü iñíóâàòè òiëüêè íà äiðêàõ.

Âèâ÷à¹òüñÿ çàäà÷à ïðî óñåðåäíåíå îïèñàííÿ âåëèêîãî ÷èñëà âèõîðiâ â ïå-

ðiîäè÷íî ïåðôîðîâàíié îáëàñòi Ωε. Íàãàäà¹ìî, ùî â ïðèñóòíîñòi çîâíiøíüîãî

ìàãíiòíîãî ïîëÿ hεext, ñòàöiîíàðíi ñòàíè íàäïðîâiäíèêà âiäïîâiäà¹òü ìiíiìiçàí-

òàì ôóíêöiîíàëó Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó

GL(u,A) =
1

2

∫
Ωε

(|∇u− iAu|2 +
κ2

2
(1−|u|2)2) dx+

1

2

∫
Ω

(curlA−hεext) dx. (3.1.1)

Íåâiäîìèìè òóò ¹ ïàðàìåòð ïîðÿäêó u i âåêòîðíèé ïîòåíöiàë A ìàãíiòíîãî ïîëÿ,

hεext � ñòàëå çîâíiøíå ìàãíiòíå ïîëå ÿêå, äëÿ âèçíà÷åíîñòi, ââàæà¹ì äîäàòíèì.

Îáëàñòü Ωε â (3.1.1) çàäà¹òüñÿ ïåðôîðàöi¹þ ôiêñîâàíî¨ îäíîçâ'ÿçíî¨ îáìåæåíî¨

îáëàñòi Ω ⊂ R2 âåëèêèì ÷èñëîì Nε ìiëêèõ äiðîê ωεj . Áóäåìî ââàæàòè, ùî âñi

äiðêè ¹ îäíàêîâèìè äèñêàìè ç ðàäióñîì ρε i ïåðiîäè÷íî, ç ìàëèì ïåðiîäîì ε > 0,
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ðîçòàøîâàíèìè öåíòðàìè aεj. Ïðèïóñêà¹ìî òàêîæ, ùî

| log κ| � | log ρε| i ρε � ε (3.1.2)

(ðàäióñ äiðîê ¹ íàáàãàòî áiëüøèì íiæ ÿäðî âèõîðó i íàáàãàòî ìåíøèì íiæ ïðî-

ñòîðîâèé ïåðiîä ε). Êðiì òîãî, ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê íàòóïíèõ ìàñøòàáíèõ

ñïiââiäíîøåíü ìiæ ìàãíiòíèì ïîëåì i äiàìåòðîì äiðîê,

hεext = σ/ε2, diam(ωεj) = 2e−γ/ε
2

, (3.1.3)

äå σ i γ � ôiêñîâàíi äîäàòíi êîíñòàíòè. Òàêèì ÷èíîì, ïîðÿäîê çîâíiøíüîãî ìà-

ãíiòíîãî ïîëÿ ¹ òàêèì, ùî âiäïîâiäà¹ ñêií÷åíîìó ïîòîêó ÷åðåç êîæíó êîìiðêó

ïåðiîäè÷íîñòi
∫
cell h

ε
extdx = O(1). Çàçíà÷èìî, ùî åôåêòèâíå ÿäðî âèõîðÿ çàõî-

ïëåíîãî äiðêîþ ìà¹ ïîðÿäîê ðiäióñó äiðêè ρε, îòæå éîãî åíåðãiÿ ìà¹ ïîðÿäîê

log(1/ρε). Òîäi, çà óìîâè (3.1.3), åíåðãi¨ âèõîðiâ i åíåðãiÿ îñòîðîíü ÿäåð âèõîðiâ

ìà¹òü ïîäiáíèé ïîðÿäîê, i â öèõ ïðèïóùåííÿõ âèíèêà¹ íåîäíîðiäíèé ðîçïîäië

âèõîðiâ ç çîíàìè ñïàäàþ÷î¨ êðàòíîñòi. Ó âèïàäêó iíøèõ ìàñøòàáíèõ ñïiââiäíî-

øåíü óñåðåäíåíå îïèñàííÿ âèõîðiâ (ïðèíàéìíi íà ôîðìàëüíîìó ðiâíi) âåäå äî

ðiâíîìiðíèõ ðîçïîäiëiâ.

Íàãàäà¹ìî, ùî ó âèïàäêó îäíîðiäíîãî íàäïðîâiäíèêà äëÿ ïîëiâ 0 < hεext <

Hc1 := C1 log κ (ìåíøå ïåðøîãî êðèòè÷íîãî ïîëÿ [180]) âèõîðiâ íå âèíèêà¹.

Çáiëüíåííÿ ìàãíiòíîãî ïîëÿ äî C1 log κ < hεext < C2κ
2 âåäå äî ðåøiòêè ïðî-

ñòèõ (êðàòíîñòi îäèí) âèõîðiâ. Ó âèïàäêó íàäïðîâiäíèêà ç äiðêàìè iíòåðâàë

0 < hεext < Hc1 := C1 log κ ðîçäiëþ¹òüñÿ íà äâà ïiäiíòåðâàëè: êîëè âèõîðiâ íå

âèíèêà¹ çîâñiì i êîëè âîíè çàõîïëþþòüñÿ äiðêàìè àëå i¨õ íåìà¹ â òiëi íàäïðî-

âiäíèêà.

Çi ñêàçàíîãî âèùå âèïëèâà¹, ùî çà óìîâè (3.1.2) âèõîðiâ â Ωε íåìà¹ i ÷ëåí
κ2

4

∫
Ωε

(1 − |u|2)2 ìîæíà åôåêòèâíî çàìiíèòè ïîòî÷êîâîþ óìîâîþ |u| = 1. Öåé

ïåðåõiä îáãðóíòîâàíî â [32] ó âèïàäêó ôiêñîâàíîãî ÷èñëà ìàëèõ äiðîê (çi ñïiâ-

âiäíîøåííÿìè ìiæ ïàðàìåòðàìè ÿê â (3.1.2), (3.1.3), ìîæíà î÷èêóâàòè, ùî àíà-

ëîãi÷íèé ðåçóëüòàò ¹ ñïðàâåäëèâèì i ó âèïàäêó âåëèêîãî ÷èñëà äiðîê, ïðîòå

äîâåäåííÿ ¹ ñêëàäíiøèì (çàçíà÷èìî, ùî âèïàäîê êîëè áàãàòîçâ'ÿçíà îáëàñòü íå
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çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðiâ çàäà÷i ðîçãëÿíóòî â [5]). Òàêèì ÷èíîì íàäàëi (çàìiñòü

(3.1.1)) áóäåìî äîñëiäæóâàòè àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ íàñòóïíî¨ çà-

äà÷i ìiíiìiçàöi¨

Mε = inf{Fε(u,A); u ∈ H1(Ωε;S1), A ∈ H1(Ω; R2)} (3.1.4)

äëÿ ôóíêöiîíàëà

Fε(u,A) =
1

2

∫
Ωε

|∇u− iAu|2dx+
1

2

∫
Ω

(curlA− hεext)2dx, ε > 0. (3.1.5)

Íåõàé dεj � (öiëi) ñòåïåíi âiäîáðàæåííÿ ìiíiìiçàíòà u
ε íà ∂ωεj . Âèâ÷àþòüñÿ ñëàáêi

ãðàíèöi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié D(x) = w − limε→0 ε
2
∑
dεjδaεj(x) ïðè ε → 0, ÿêi

äàþòü óñåðåäíåíå îïèñàííÿ ðîçïîäiëiâ âèõîðiâ.

Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ ε > 0 ìiíiìiçàíòè (uε, Aε) çàäà÷i (3.1.4)-

(3.1.5) ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç ñòåïåíi dεj i ðîçâ'ÿçêè íàñòóïíî¨ çàäà÷i äëÿ ìàãíi-

òíîãî ïîëÿ hε = curlAε (äèâ. [5])

−∆hε + hε = 0 â Ωε,

hε(x) = hεext íà ∂Ω,

hε(x) = Hε
j íà ω

j
ε, j = 1, 2, . . . , Nε,

−
∫
∂ωεj

∂hε

∂ν ds = 2πdεj −
∫
ωεj
hε(x)dx,

(3.1.6)

äå Hε
j � íåâiäîìi êîíñòàíòè ÿêi ¹ ÷àñòèíîþ çàäà÷i. Çàçíà÷èìî, ùî ÿêùî âiäîìî

ñòåïiíi dεj, òîäi ìiíiìóì (3.1.4) îá÷èñëþ¹òüñÿ ôîðìóëîþ

Eε(h
ε) =

1

2

∫
Ωε

|∇hε|2dx+
1

2

∫
Ω

(hε − hεext)2dx, (3.1.7)

i íàâïàêè, ìiíiìóì (3.1.5) ìîæíà çíàéòè ìiíiìiçàöi¹þ (3.1.7) âiäíîñíî öiëèõ dεj,

äå hε(x; {dεj}) � ¹äèíèé ðîâ'ÿçîê (3.1.6). Òàêèì ÷èíîì, íàáið {dεj} ìîæíà çíàéòè
ìiíiìiçàöi¹þ(3.1.7) ñåðåä íàáîðiâ öiëèõ ÷èñåë i (3.1.4) çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíî¨

ñêií÷åíîâèìiðíî¨ çàäà÷i (âèìiðíîñòi Nε) ìiíiìiçàöiéíî¨ çàäà÷i

Mε = inf{Eε(h
ε); hε = hε(x; {dεj}) ¹ ðîçâ'ÿçêîì (3.1.6) äëÿ öiëèõ dεj} (3.1.8)
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Çàóâàæåííÿ 3.1.1. Â ìiíiìiçàöiéíié çàäà÷i (3.1.4) {dεj} � íåâiäîìi öiëi ÷èñëà.
Çàäà÷ó (3.1.6) ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíà äëÿ äîâiëüíèõ dεj, j = 1, ..., Nε, ïðîòå, ùîá

âiäíîâèòè ìiíiìiçàíò uε íåîáõiäíî ùîá ÷èñëà dεj áóëè öiëèìè.

3.1.1 Ðåçóëüòàòè ïðî óñåðåäíåííÿ i êîìïàêòíiñòü

Ââåäåìî ïåðåìàñøòàáîâàíi âåëè÷èíè

h̃ε = ε2hε, h̃εext = ε2hεext, Ẽε(h̃ε) = ε4Eε(h̃ε), M̃ε = ε4Mε. (3.1.9)

Çàçíà÷èìî, ùî hε (îòæå i h̃ε) âèçíà÷à¹òüñÿ ¹äèíèì ñïîñîáîì ÷åðåç íàáið ÷è-

ñåë dεj. Òàêèì ÷èíîì, òðiøêè çëîâæèâàþ÷è ïîçíà÷åííÿìè, ìîæíà çàïèñàòè

Ẽε(h̃
ε) = Ẽε({dεj}). Ðîçãëÿíåìî ìiíiìiçóþ÷èé íàáið ñòåïåíåé {dεj}, òàê ùî

âiäïîâiäíi ðîçâ'ÿçêè (3.1.6), ïåðåìàñøòàáîâàíi çãiäíî (3.1.9), çàäîâîëüíÿþòü

Ẽε(h̃ε) = M̃ε.

Ñïî÷àòêó çíàéäåìî àïðiîðíi îöiíêè äëÿ ñòåïåíåé dεj â íàñòóïíié Ëåìi.

Ëåìà 3.1.2. Íåõàé dεj � ñòåïåíi ìiíiìiçàíòà (3.1.4), òîäi∑
(dεj)

2 ≤ C/ε2, (3.1.10)

äå C íà çàëåæèòü âiä ε.

Äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî ñëàáêå ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i äëÿ h̃ε, çíàéòè ôóíêöiþ

h̃ε ∈ H1(Ω), òàêó ùî ∇h̃ε = 0 ó âñèõ ωεj , h̃
ε = σ íà ∂Ω, i∫

Ω

(∇h̃ε · ∇v + h̃εv)dx− 2πε2
∑

dεjv|ωεj = 0 (3.1.11)

äëÿ äîâiëüíî¨ òåñòîâî¨ ôóíêöi¨ v ∈ H1
0(Ω), òàêî¨ ùî ∇v = 0 â óñiõ ωεj . Çîêðåìà,

ÿêùî âèáðàòè âñi dεj = 0, i ïîêëàñòè v = h̃ε−σ, îòðèìó¹ìî àïðiîðíó îöiíêó (äëÿ
h̃, ùî âiäïîâiäà¹ öüîìó íàáîðó ñòåïåíåé dεj)

‖h̃ε‖H1(Ω) :=

∫
Ωε

(|∇h̃ε|2 + (h̃ε)2)dx ≤ C,
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òîáòî M̃ε ≤ C, äå C íå çàëåæèòü âiä ε. Îòæå äëÿ ìiíiìiçóþ÷îãî íàáîðó {dεj}
ìà¹ìî Ẽε(h̃

ε) ≤ C, çâiäêè ‖h̃ε‖H1(Ω) ≤ C, ç (iíøîþ) íåçàëåæíîþ âiä ε êîíñòàí-

òîþ C. Âèáåðåìî òåïåð òåñòîâó ôóíêöiþ v =
∑
dεjL

ε
j(x)/ log(2ρε/ε) â (3.1.11),

äå

Lεj(x) =


log(2|x− aεj|/ε) if x ∈ Bε/2(a

ε
j) \Bρε(a

ε
j)

log(2ρε/ε) if x ∈ Bρε(a
ε
j)

0 if x 6∈ Bε/2(a
ε
j).

(3.1.12)

Íåñêëàäíi îá÷èñëåííÿ âåäóòü òåïåð äî øóêàíî¨ îöiíêè:

2πε2
∑

(dεj)
2 =

∫
Ω

(∇h̃ε · ∇v + h̃εv)dx ≤
√

2πε2(1 + o(ε))
∑

(dεj)
2/γ ‖h̃ε‖H1(Ω),

òîáòî 2πε2
∑

(dεj)
2 ≤ (1 + o(ε))‖h̃ε‖2

H1(Ω)/γ ≤ C, äå γ âèçíà÷åíî â (3.1.3).

Ç Ëåìè 3.1.2 âèïëèâà¹, ùî, ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi,

ζε = ε2
∑

dεjδaεj(x) ⇀ D(x) ÿê ðîçïîäiëè, i D(x) ∈ L2(Ω). (3.1.13)

Ç öüîãî ìîìåíòó {dεj} áóäå ïîçíà÷àòè äîâiëüíèé íàáið öiëèõ, òàêèé ùî âèêîíó-
þòüñÿ (3.1.10) i (3.1.13), i h̃ε � ôóíêöiÿ ïîáóäîâàíà ÷åðåç íàáið {dεj}, h̃ε = ε2hε,

äå hε � ðîçâ'ÿçîê (3.1.6).

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî çà óìîâàìè çãàäàíèìè âèùå ìîæíà ïåðåéòè äî ãðàíèöi

â (3.1.11) i ïîêàçàòè, ùî h̃ε çáiãàþòüñÿ ñëàáêî â H1 äî ðîçâ'ÿçêó h̄ óñåðåäíåíî¨

çàëà÷i −∆h̄+ h̄ = 2πD(x) â Ω

h̄ = σ íà ∂Ω
(3.1.14)

(äåòàëi ïðåäñòàâëåíî â Ëåìi 3.1.5, íèæ÷å). Ïðîòå, öi¹¨ ñëàáêî¨ çáiæíîñòi íåäî-

ñòàòíüî äëÿ îïèñàííÿ D(x). Öå áóäå çðîáëåíî øëÿõîì îá÷èñëåííÿ Γ-ãðàíèöi

ôóíêöiîíàëiâ Ẽε, ùî ïîòðåáó¹ çáiæíîñòi åíåðãié äëÿ îïòèìàëüíî¨ îöiíêè çíèçó.

Òîìó ïîòðiáíî çíàéòè òàêîæ êîðåêòîð.

Ðîçãëÿíåìî àíçàö,

h̃ε(x) = h̄ε(x)− ε2
∑

dεjL
ε
j(x) = h̄ε(x) +Rε, (3.1.15)
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äå ôóíêöi¨ Lεj(x) çàäàþòüñÿ (3.1.12). Çàäà÷à äëÿ h̄ε (â ñëàáêîìó ôîðìóëþâàííi)

¹ íàñòóïíîþ, çíàéòè h̄ε ∈ H1(Ω), òàêå ùî ∇h̄ε = 0 ó âñiõ ωεj i h̄
ε = σ íà ∂Ω, i∫

Ω

(∇h̄ε · ∇v + h̄εv)dx+
∑∫

Bε/2(aεj)

vRε(x)dx = 2ε
∑

dεj

∫
∂Bε/2(aεj)

v ds (3.1.16)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíî¨ òåñòîâî¨ ôóíêöi¨ v ∈ H1
0(Ω), òàêî¨ ùî ∇v = 0 ó âñiõ ωεj .

Ëåìà 3.1.3. Çà óìîâ (3.1.10), (3.1.13) ôóíêöi¨ h̄ε çáiãàþòüñÿ ñèëüíî â H1 äî

¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó h̄ çàäà÷i (3.1.14).

Çàóâàæåííÿ 3.1.4. Lemma 3.1.3 ïîêàçó¹, ùî ôóíêöiÿ Rε(x) = −ε2
∑
dεjL

ε
j(x)

¹ êîðåêòîðîì, òàê ùî h̄ε = h̃ε −Rε çáiãàþòüñÿ ñèëüíî â H1(Ω).

Äîâåäåííÿ. Ç (3.1.10) âèïëèâà¹, ùî Rε çáiãà¹òüñÿ ñëàáêî â H1 äî íóëÿ, îòæå, ç

òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, h̄ε ⇀ h̄. Äëÿ òîãî ùîá ïîêàçàòè, ùî h̄ ¹ ðîçâ'ÿçêîì

(3.1.14) ðîçãëÿíåìî òåñòîâó ôóíêöiþ vε = v(x) +
∑
φ(x/ρε)(v(aεj) − v(x)), äå

v ∈ C∞0 (Ω) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ, i φ(x) � ãëàäêà çðiçàþ÷à ôóíêöiÿ, òàêà ùî

φ = 1 ÿêùî |x| ≤ 1 i φ = 0 ÿêùî |x| > 2. Ïîêëàäåìî v = vε â (3.1.16) i

ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ïðè ε→ 0:∫
Ω

(∇h̄ · ∇v + h̄v) dx = 2π

∫
Ω

D(x)v dx.

Òàêèì ÷èíîì, h̄ ¹ ðîçâ'ÿçêîì (3.1.14).

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî h̄ε çáiãà¹òüñÿ ñèëüíî â H1 äî h̄. Ïîêëàäåìî v = h̄ε − σ
â (3.1.16), òîäi

lim sup

∫
Ω

∇h̄ε · ∇h̄εdx = 2 lim sup ε
∑

dεj

∫
∂Bε/2(aεj)

(h̄ε − σ) ds+

∫
Ω

(σ − h̄)h̄dx.

Ñêîðèñòàâøèñü íåðiâíîñòÿìè Ïóàíêàðå,∫
Πε
j

∣∣∣h̄ε − 1

πε

∫
∂Bε/2(aεj)

h̄ε ds
∣∣∣2dx ≤ Cε2

∫
Πε
j

|∇h̄ε|2dx

i ∫
Πε
j

∣∣∣h̄ε − 1

ε2

∫
Πε
j

h̄εdx
∣∣∣2dx ≤ Cε2

∫
Πε
j

|∇h̄ε|2dx,
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îòðèìó¹ìî
1

πε

∫
∂Bε/2(aεj)

h̄ε ds =
1

ε2

∫
Πε
j

h̄εdx+O(1)
(∫

Πε
j

|∇h̄ε|2dx
)1/2

,

äå Πε
j � êîìiðêà ç öåíòðîì â aεj i ñòîðîíîþ ε. Îòæå

2 lim ε
∑

dεj

∫
∂Bε/2(aεj)

h̄ε ds = 2π

∫
Ω

D(x)h̄ dx,

äå âèêîðèñòàíî (3.1.10), (3.1.13) i òîé ôàêò, ùî h̄ε → h̄ ñèëüíî â L2(Ω). Òàêèì

÷èíîì, ïðèéìàþ÷è äî óâàãè (3.1.14), îäåðæó¹ìî

lim sup

∫
Ω

∇h̄ε · ∇h̄εdx = 2π

∫
Ω

D(x)(h̄− σ) dx+

∫
Ω

(σ − h̄)h̄dx =

∫
Ω

∇h̄ · ∇h̄dx.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî h̄ε → h̄ ñèëüíî â H1(Ω).

ßê íàñëiäîê Ëåìè 3.1.3 ìà¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 3.1.5. Çà óìîâàìè (3.1.10), (3.1.13) ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå ðîùâèíåííÿ

åíåðãi¨:

Ẽε(h̃
ε) = Ē1(h̄) + πγε2

∑
(dεj)

2 + o(1), (3.1.17)

äå

Ē1(h̄) =
1

2

∫
Ω

|∇h̄|2dx+
1

2

∫
Ω

(h̄− σ)2dx (3.1.18)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè h̄ε → h̄ ñèëüíî â H1(Ω) i Rε → 0 ñëàáêî in H1(Ω), ìà¹ìî

Ẽε(h̃
ε) = Ē1(h̄

ε) +
1

2

∫
Ω

|∇Rε|2 dx+ o(1) = Ē1(h̄) +
1

2

∫
Ω

|∇Rε|2 dx+ o(1)

Ïðÿìå îá÷èñëåííÿ äðóãîãî ÷ëåíó öüîãî ðîçâèíåííÿ äà¹ (3.1.17).

3.1.2 Γ-ãðàíèöÿ åíåðãié

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ïðî çáiæíiñòü âèõîðåâèõ ðîçïîäiëiâ âñòàíîâëþ¹òüñÿ øëÿ-

õîì äîâåäåííÿ Γ-çáiæíîñòi ôóíêöiîíàëiâ Ẽε âiäíîñíî ñëàáêî¨ çáiæíîñòi (3.1.13)

âèõîðåâèõ ðîçïîäiëiâ,

Ẽε({dεj}) Γ-çáiãà¹òüñÿ äî Ē0(D) = Ē1(h̄)+πγ

∫
Ω

Φ(D(x))dx ïðè ε→ 0, (3.1.19)

äå h̄ � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (3.1.14). Áiëüø òî÷íî, áóäå ïîêàçàíî, ùî
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(i) (Γ− liminf íåðiâíiñòü) ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (3.1.10) i (3.1.13), òîäi

lim inf Ẽε({dεj}) ≥ Ē0(D); (3.1.20)

(ii) (Γ − limsup íåðiâíiñòü) ∀D(x) ∈ L2(Ω) iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü íàáîðiâ {dεj},
ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (3.1.10) i (3.1.13), i ¹ òàêèìè ùî

lim sup Ẽε({dεj}) ≤ Ē0(D). (3.1.21)

Çàóâàæåííÿ 3.1.6. Çàçíà÷èìî, ùî ç óìîâè (3.1.13) âèïëèâà¹, ùî ãðàíèöÿD(x)

iñíó¹ ó ñåíñi ðîçïîäiëiâ. Áiëüø òîãî D(x) ¹ ôóíêöi¹þ ç L2(Ω) ÿêùî ñïðàâäæó¹-

òüñÿ óìîâà (3.1.10).

Áóäå ïîêàçàíî, ùî ôóíêöiÿ Φ â ãðàíè÷íîìó ôóíêöiîíàëi (3.1.19) ¹ íåïåðåðâ-

íîþ êóñêîâî ëiíiéíîþ iíòåðïîëÿöi¹þ ïàðàáîëè â öiëèõ òî÷êàõ, Φ(d) = d2 äëÿ

d ∈ Z. Âîíà îïèñó¹ óñåðåäíåíi ùiëüíîñòi åíåðãié iíäèâiäóàëüíèõ âèõîðiâ, ó òîé
÷àñ ÿê Ē1 âiäïîâiäà¹ âçà¹ìîäi¨ âèõîðÿ ç ìàãíiòíèì ïîëåì ñïðè÷èíåíèì iíøèìè

âèõîðàìè i çîâíiøíèì ïîëåì.

Çàâäÿêè ðîçâèíåííþ åíåðãi¨ (3.1.17), äëÿ "lim inf"íåðiâíîñòi ïîòðiáíî òiëüêè

ïîêàçàòè îöiíêó

lim inf ε2
∑

(dεj)
2 ≥

∫
Ω

Φ(D(x)) dx. (3.1.22)

Äëÿ öüîãî, îñêiëüêè (3.1.22) ¹ íåëiíiéíîþ (êâàäðàòè÷íîþ) ôóíêöi¹þ âiä dεj, áóäå

âèêîðèñòàíî àíàëîã ìiðè Þíãà.

Êðîê I (Îöiíêà çíèçó). Ç ìiðàìè ζε (âèçíà÷åíèìè â (3.1.13)), ÿêi ¹ ñóìàìè

òî÷êîâèõ ìàñ, ïîâ'ÿæåìî êóñêîâî ïîñòiéíi ôóíêöi¨Dε çàäàíi ðiâíîñòÿìèDε = dεj

íà êîìiðêàõ Πε
j (Π

ε
j � êîìiðêà ç öåíòðîì aεj i ðîçìiðàìè ε). Ïðåäñòàâèìî òåïåð

Dε ÿê

Dε(x) =
∑
k∈Z

kµεk(x), äå µεk(x) =

1 â Πε
j, ÿêùî k = dεj

0, â ïðîòèâíîìó âèïàäêó.
(3.1.23)

Ïðîäîâæèìî Dε i µεk, k 6= 0, íà Ω ðiâíiñòþ Dε = µεk = 0 â Ω \ ∪Πε
j, òàêîæ

ïîêëàäåìî µ0 = 1 â Ω \ ∪Πε
j. Ôóíêöi¨ µ

ε
k(x) çàäîâîëíÿþòü µεk ≥ 0 i

∑
µεk = 1,
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i, òàêèì ÷èíîì, âîíè óòâîðþþòü ðîçáèòòÿ îäèíèöi. ßñíî, ùî ìîæíà âèäiëèòè

ïiäïîñëiäîâíiñòü, òàêó ùî

µεk ⇀ µk ñëàáêî â L
2(Ω) ∀k ∈ Z. (3.1.24)

Çàâäÿêè îöiíöi (3.1.10) ìà¹ìî∑
k∈Z

k2

∫
Ω

µεkdx = ε2
∑

(dεj)
2 ≤ C. (3.1.25)

Îòæå ãðàíè÷íi ôóíêöi¨ µk òàêîæ óòâîðþþòü ðîçáèòòÿ îäèíèöi,

µk ≥ 0 i
∑

µk = 1. (3.1.26)

Äiéñíî, ¨õ ñëàáêi ãðàíèöi ¹ íåâiä'¹ìíèìè. Ç àíàëîãi÷íî¨ ïðè÷èíè
∑
µk ≤ 1, ó

òîé ÷àñ ÿê çãiäíî (B.3) ìà¹ìî∑
|k|≤K

∫
Ω

µkdx ≥ |Ω| − lim sup
ε→0

∑
|k|>K

∫
Ω

µεkdx ≥ |Ω| − C/K2, ∀K > 0,

öå äà¹
∑
µk = 1. Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ D(x), çàäàíà â (3.1.13), äîïóñêà¹ ïðåä-

ñòàâëåííÿ

D(x) =
∑

kµk(x) (3.1.27)

i ç ðiâíîñòi â (B.3) âèïëèâà¹, ùî

lim inf ε2
∑

(dεj)
2 ≥

∑
k∈Z

k2

∫
Ω

µk(x). (3.1.28)

Äëÿ òîãî ùîá çíàòè îöiíêó çâåðõó â òåðìiíàõ D(x), ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

Φ(D) := min
{µk}k∈Z

{∑
k∈Z

k2µk; µk ≥ 0,
∑

µk = 1,
∑

kµk = D

}
. (3.1.29)

äëÿ äiéñíèõ çíà÷åíü D. Òîäi ç (3.1.28) âèïëèâà¹ îöiíêà çíèçó

lim inf ε2
∑

(dεj)
2 ≥

∫
Ω

Φ(D(x))dx (3.1.30)

Ôóíêöiþ Φ(D) îá÷èñëåíî ó íàñòóïíié Ëåìi.
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Ëåìà 3.1.7. Φ(D) = (2k + 1)|D| − k − k2 äëÿ k ≤ |D| < k + 1, k = 0, 1, 2, . . . .

Êðiì òîãî, ÿêøî D = d ¹ öiëèì, òîäi ¹äèíîþ ìiíiìiçóþ÷îþ ïîñëiäîâíiñòþ â

(3.1.29) ¹ µd = 1, µk = 0 ∀k 6= d. Ó âèïàäêó êîëè D íå ¹ öiëèì ïðåäñòàâèìî

D ÿê îïóêëó êîìáiíàöiþ íàéáëèæ÷èõ öiëèõ d i d+ 1, D = αd+ (1− α)(d+ 1),

òîäi ¹äèíîþ ìiíiìiçóþ÷îþ ïîñëiäîâíiñòþ ¹ µd = α, µd+1 = 1 − α, µk = 0

∀k 6∈ {d, d+ 1}.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ßêùî D = d, òîäi Φ(D) ≤ d2, i, ñêîðèñòàâøèñü íåðiâíi-

ñòþ Êîøi-Øâàðöà, çíàõîäèìî

d2 = (
∑

kµk)
2 = (

∑
k
√
µk
√
µk)

2 ≤
∑

k2µk = Φ(D). (3.1.31)

Òàêèì ÷èíîì Φ(D) = d2 i ìiíiìiçóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü ¹ md = 1, mk = 0 ∀k 6= d.

Íåõàé òåïåð D íå ¹ öiëèì, D = αd+(1−α)(d+1), i íåõàé {µk} � ìiíiìiçóþ÷à
ïîñëiäîâíiñòü. ßêùî µk > 0 äëÿ äåÿêîãî k < d, òîäi iñíó¹ µl > 0 äëÿ äåÿêîãî

l ≥ d + 1. Çáiëüøèìî µk i µl íà äîñòàòíüî ìàëå δ > 0 i çìåíøèìî µk+1 i µl−1

íà δ. Öÿ ìîäèôiêàöiÿ çàëèøà¹ â ñèëi (3.1.26) i (3.1.27), àëå çìåíøó¹ çíà÷åííÿ

ôóíêöiîíàëó
∑
k2µk. Îòæå µk = 0 ∀k 6∈ {d, d + 1}. Âèïàäîê êîëè µk > 0 äëÿ

äåÿêîãî k > d + 1 ¹ àíàëîãi÷íèì. Òîäi ç (3.1.26) i (3.1.27) çíàõîäèìî µd = α,

µd+1 = 1− α.

Êðîê II (Îöiíêà çâåðõó). Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ Γ-çáiæíîñòi (3.1.19), íå-

îáõiäíî ïåðiâiðèòè lim sup-íåðiâíiñòü, òîáòî, äëÿ çàäàíîãî D ∈ L2(Ω), íåîáõiäíî

ïîáóäóâàòè ïîñëiäîâíiñòü íàáîðiâ {dεj}, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (3.1.10), çái-

ãàþòüñÿ äî D(x) ó ñåíñi (3.1.13), i çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü (3.1.21).

Îñêiëüêè ôóíêöiîíàë Ē0(D) ¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî ñèëüíî¨ çáiæíîñòi â

L2(Ω), äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè lim sup-íåðiâíiñòü äëÿ D ∈ C∞0 (Ω) i ñêîðèñòàòè-

ñÿ ùiëüíiñòþ C∞0 (Ω) â L2(Ω). Êðiì òîãî, çãiäíî ç Ëåìîþ 3.1.5, äëÿ òîãî ùîá

âñòàíîâèòè (3.1.21), äîñòàòíüî ïîáóäóâàòè ïîñëiäîâíiñòü íàáîðiâ {dεj}, ùî çàäî-
âîëüíÿ¹

ε2
∑

(dεj)
2 ≤

∫
Ω

Φ(D(x)) dx. (3.1.32)
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Äëÿ ôiêñîâàíîãî x ∈ Ω ïðåäñòàâèìî D(x) âèïóêëîþ êîìáiíàöi¹þ íàéáëèæ-

÷èõ öiëèõ ÷èñåë d i d+ 1, D(x) = αd+ (1−α)(d+ 1), òîäi, çãiäíî ç Ëåìîþ 3.1.7,

â ìàëîìó îêîëi x ïîâèííi áóòè òiëüêè äiðêè çi ñòåïåíÿìè d i d+ 1, i â ïðîïîðöi¨

α/(1 − α). Äëÿ öüîãî çàôiêñó¹ìî äîñòàòíüî âåëèêå öiëå ÷èñëî M i ðîçãëÿíåìî

êâàäðàòè Kk çi ñòîðîíîþ (2M + 1)ε i öåíòðàìè â òî÷êàõ aεk, ÿêi óòâîðþþòü

(2M + 1)ε-ïåðiîäè÷íó ðåøiòêó. Ðîçãëÿíåìî êâàäðàò Kk, ùî ïîâíiñòþ ìiñòèòüñÿ

â Ω (â íüîìó (2M + 1)2 äiðîê). Íåõàé Dk � ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ D(x) â Kk,

Dk :=
1

(2M + 1)2ε2

∫
Kk

D(x)dx,

i íåõàé dk � öiëå ÷èñëî, òàêå ùî dk ≤ Dk < dk + 1. Ïðåäñòàâèìî Dk = αkdk +

(1 − αk)(dk + 1) (0 ≤ αk < 1), i âèáåðåìî íàéáiëüøå öiëå ÷èñëî R > 0, ùî

çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü R/(2M +1)2 ≤ αk. Ïîêëàäåìî dεj := dk äëÿ R äiðîê ωεj â

Kk i dεj := dk + 1 äëÿ çàëèøèâøèõñÿ äiðîê â Kk. Ïîâòîðèìî öþ ïðîöåäóðó äëÿ

âñiõ êâàäðàòi Kk, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â Ω i ïðèïèøåìî çàëèøèâøèìñÿ äiðêà íóëüîâi

ñòåïiíi. Âèáðàíèé íàáið ñòåïåíåé âèçíà÷à¹ µεk (ôîðìóëîþ (3.1.23)), ïðè÷îìó

ε2
∑

(dεj)
2 =

∑
l∈Z

l2
∫

Ω

µεl (x) dx.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε > 0

Ẽε(h̃
ε)) ≤ Ē0(D) + δM , (3.1.33)

äå δM → 0 ïðè M → ∞. Äiéñíî, çàâäÿêè îáìåæåíîñòi, ìà¹ìî, ç òî÷íiñòþ äî

ïiäïîñëiäîâíîñòi, µεl → µl(x) ñëàáêî â L2(Ω) äëÿ âñiõ l ∈ Z. Âiäïîâiäíà ãðàíè÷íà
ôóíêöiÿ D̃(x) (ùî çàëåæèòü âiä M) çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ D̃(x) =

∑
lµl(x).

Ìîæëèâi äâà âèïàäêè. Ïåðøèé, êîëè D(x) íå ¹ áëèçüêèì äî öiëèõ çíà÷åíü,

dist(D(x),Z) ≥ 1/(2M)2, òîäi ìà¹ìî |µd(x)−α| ≤ 1/(2M)2 i |µd+1(x)−(1−α)| ≤
1/(2M)2, äå αd+ (1−α)(d+ 1) = D(x) � ïðåäñòàâëåííÿ D(x) ó âèãëÿäi îïóêëî¨

êîìáiíàöi¨ íàéáëèæ÷èõ öiëèõ ÷èñåë. Äðóãèé âèïàäîê, êîëè |D(x)−d| ≤ 1/(2M)2

äëÿ äåÿêîãî öiëîãî d, ó öüîìó âèïàäêó ìà¹ìî |µd(x) − 1| ≤ 2/(2M)2. Òàêèì

÷èíîì,

lim
ε→0

ε2
∑

(dεj)
2 =

∑
l2
∫

Ω

µl(x) ≤
∫

Ω

Φ(D̃(x)) dx+ C/M 2. (3.1.34)
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Ðèñ. 3.1: Ôóíêöiÿ Φ(D)

Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî |D̃(x) − D(x)| ≤ C/M 2 in Ω. Òåïåð, êîðèñòó-

þ÷èñü Ëåìîþ 3.1.5, çíàõîäèìî (3.1.33) ó ó ãðàíèöi ε → 0 äëÿ ôiêñîâàíîãî M .

Íàñàìêiíåöü, ïåðåõiä äî ãðàíèöi M →∞ â (3.1.34) äà¹ øóêàíó îöiíêó çâåðõó.

Òàêèì ÷èíîì äîâåäåíî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.1.8. Ôóíêöiîíàëè Ẽε Γ-çáiãàþòüñÿ äî Ē0(D) ïðè ε → 0, i ãðàíè-

÷íèé ôóíêöiîíàë E0(D) çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

E0(D) =
1

2

∫
Ω

(
|∇h̄|2 + (h̄− σ)2

)
dx+ πγ

∫
Ω

Φ(D(x))dx, (3.1.35)

äå h̄ = h̄(D) � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.1.14) i Φ(D) = (2k + 1)|D| − k − k2

ÿêùî k ≤ |D| < k + 1, k = 0, 1, 2, . . . , äèâ. Ðèñ. 3.1.

ßê íàñëiäîê Òåîðåìè 3.1.8 ìà¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ïðî àñèìòîòè÷íi ðîç-

ïîäiëè ñòåïåíåé âèõîðiâ.

Òåîðåìà 3.1.9. Íåõàé {dεj} � íàáið öiëèõ ñòåïåíåé ðîçâ'ÿçêó ìiíiìiçàöiéíî¨

çàäà÷i (3.1.4), (3.1.5), òîäi

ε2
∑

dεjδaεj(x) ⇀ D(x), ó ñåíñi ðîçïîäiëiâ, (3.1.36)
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äå D � ¹äèíèé ìiíiìiçàíò ôóíêöiîíàëà E0(D) â L2(Ω), E0(D) çàäà¹òüñÿ

(3.1.35).

Äîâåäåííÿ. Çàçíà÷èìî, ùî Γ-ãðàíè÷íèé ôóíêöiîíàë E0(D) ¹ ñòðîãî îïóêëèì,

íåïåðåðâíèì i êîåðöèòèâíèì, îòæå âií ìà¹ ¹äèíèé ìiíiìiçàíò. Ç iíøîãî áîêó,

ç Ëåìè 3.1.2 âèïëèâà¹, ùî ñëàáêà ãðàíèöÿ ε2
∑
dεjδaεj(x) ⇀ D(x) iñíó¹ (ç òî-

÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi) i D ∈ L2(Ω). Òàêèì ÷èíîì, ç îãëÿäó íà êëàñè÷íi

âëàñòèâîñòi Γ-çáiæíîñòi, D ¹ ¹äèíèì ìiíiìiçàíòîì E0(D).

Çàóâàæåííÿ 3.1.10. Çàçíà÷èìî, ùî çà äîïîìîãîþ Òåîðåìè 3.1.9 ìîæíà çíàéòè

ñëàáêi ãðàíèöi ðîçïîäiëiâ µk(x), ùî îïèñóþòü éìîâiðíiñòü âèíèêíåííÿ âèõîðÿ

ñòåïåíÿ k â îêîëi òî÷êè x . Õî÷à ðîçïîäiëè µk(x) íå âèçíà÷àþòüñÿ ¹äèíèì ÷èíîì

÷åðåç D(x) (ôîðìóëà (3.1.27)), ïðîòå óìîâà îïòèìàëüíîñòi (3.1.29) âèçíà÷à¹

µk(x) ¹äèíèì ÷èíîì, ïåðåòâîðþþ÷è (3.1.30) íà ðiâíiñòü. Àëãîðèòì âiäíîíîâëåí-

íÿ µk(x) íàäà¹òüñÿ Ëåìîþ 3.1.7.

3.2 Óñåðåäíåííÿ ìíîòîííèõ îïåðàòîðiâ ñèíãóëÿðíî

çáóðåíèõ êðàéîâîþ óìîâîþ Ôóð'¹ íà ìåæi

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âèâ÷à¹òüñÿ àñèìòîòè÷íà ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâèõ çà-

äà÷ 
−div a(∇uε, x/ε) + λuε = f â Ωε

a(∇uε, x/ε) · ν = 0 íà ∂Ω

a(∇uε, x/ε) · ν = g(uε, x/ε) íà Sε,

(3.2.1)

äå Ωε � îáìåæåíà ïåðiîäè÷íî ïåðôîðîâàíà îáëàñòü â RN (N ≥ 2), ε > 0 � ìàëèé

ïàðàìåòð (ïåðiîä). Ìåæà Ωε ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí: ôiêñîâàíî¨ çîâíiøíüî¨

ìåæè ∂Ω, i ìåæi îòâîðiâ (ïåðôîðàöié) Sε. Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî îáëàñòü íå ¹

ïåðôîðîâàíîþ â ìàëîìó (ïîðÿäêó ε) îêîëi ∂Ω, òàê ùî Sε i ∂Ω íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

Êîåôiöi¹íòè a = (a1, . . . , aN) â ðiâíÿííi i ôóíêöiÿ g â êðàéîâié óìîâi íà Sε ¹

çàäàíèìè îñöèëþþ÷èìè ç ïåðiîäîì ε (âiäíîñíî ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨) ôóíêöi¨.
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Çàçíà÷èìî, ùî â îêðåìîìó âèïàäêó, êîëè g íå çàëåæèòü âiä uε, êðàéîâà óìîâà

íà Sε ñòà¹ íåîäíîðiäíîþ óìîâîþ Íåéìàíà a(Duε, x/ε) · ν = α(x/ε). Ðàçîì çi

ñòàöiîíàðíîþ çàäà÷åþ (3.2.1) ðîçãëÿäà¹òüñÿ òàêîæ ïàðàáîëi÷íà çàäà÷à

∂tuε − div a(∇uε, x/ε) = f â Ωε × {t > 0}

a(∇uε, x/ε) · ν = 0 íà ∂Ω

a(∇uε, x/ε) · ν = g(uε, x/ε) íà Sε

uε = ũ êîëè t = 0.

(3.2.2)

Çàçíà÷èìî, ùî çàäà÷à ¹ ñèíãóëÿðíî çáóðåíîþ êðàéîâîþ óìîâîþ íà Sε áî

ïëîùà ïîâåðõíi |Sε| ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi ïðè ε→ 0. Äëÿ òîãî ùîá êîìïåí-

ñóâàòè òàêèé ðiñò |Sε| ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ñåðåäí¹ ôóíêöi¨ g(u, x/ε) (ó êðàéîâié

óìîâi íà Sε) íà ìåæi êîæíî¨ äiðêè (çâóæåííÿ Sε íà ïåðiîä) ¹ íóëüîâèì äëÿ

âñiõ u ∈ R. Êðiì òîãî, ðîáèòüñÿ ïðèïóùåííÿ ïðî ìîíîòîííiñòü a(ξ, y), ùî äî-

çâîëÿ¹ çàñòîñóâàòè ìåòîä äâîõìàñøòàáíî¨ çáiæíîñòi (äèâ., íàïðèêëàä, [150], [6],

[136]). Êëþ÷îâîþ ïðîáëåìîþ â çàñòîñóâàííi òåõíiêè äâîõìàñøòàáíî¨ çáiæíîñòi

äî (3.2.1) i (3.2.2) ¹ íàÿâíiñòü iíòåãðàëó ïî ïîâåðõíi ç âåëèêîþ ïëîùåþ â ñëàá-

êèõ ôîðìóëþâàííÿõ öèõ çàäà÷, öå ïîòðåáóâàëî âèÿâëåííÿ íîâèõ âëàñòèâîñòåé

ñëiäiâ ôóíêöié â ðàìêàõ ïiäõîäó äâîõìàñøòàáíî¨ çáiæíîñòi (äèâ. Òâåðäæåííÿ

3.2.7).

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ùîäî àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ uε ïðè ε→
0 çàäà÷i (3.2.1) ¹ òåîðåìà ïðî ¨õ çáiæíiñòü äî ðîçâ'ÿçêó U0 óñåðåäíåíî¨ çàäà÷idiv a∗(∇U0, U0) + b∗(∇U0, U0) + |Y ∗|(f − λU0) = 0 â Ω

a∗(∇U0, U0) · ν = g∗(U0) · ν íà ∂Ω.
(3.2.3)

Êîåôiöi¹íòè a∗, b∗ âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç ðîçâ'ÿçîê êîìiðêîâî¨ çàäà÷ (äèâ. çàäà÷ó

(3.2.17)) i çàëåæàòü ÿê âiä ôóíêöié a = (a1, . . . , aN) ó ðiâíÿííi (3.2.1) òàê i

ôóíêöi¨¨ g ó êðàéîâié óìîâi íà Sε. Íåñïîäiâàíèì ¹ òîé ôàêò, ùî óñåðåäíåííÿ

(3.2.1) âåäå äî çàìiíè îäíîðiäíî¨ óìîâè Íåéìàíà íà ∂Ω íà íåëiíiéíó óìîâó

Ôóð'¹.
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Ùî ñòîñó¹òüñÿ ïàðàáîëi÷íî¨ çàäà÷i (3.2.2), îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ¹ äîâåäåííÿ

çáiæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ uε çàäà÷i (3.2.2) äî ðîçâ'ÿçêó U0 óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i
|Y ∗|∂tU0 − div a∗(∇U0, U0)− b∗(∇U0, U0) = |Y ∗|f â Ω× {t > 0}

a∗(∇U0, U0) · ν = g∗(U0) · ν íà ∂Ω

U0 = ũ êîëè t = 0.

(3.2.4)

3.2.1 Ïðèïóùåííÿ i ðåçóëüòàòè

Íåõàé Y � îäèíè÷íà êîìiðêà, Y = [−1/2, 1/2)N (N ≥ 2), i íåõàé G � äîâiëü-

íà âiäêðèòà ïiäìíîæèíà Y , òàêà ùî G ⊂ (−1/2, 1/2)N , ç ëiïøèöåâîþ ìåæåþ.

Ïîêëàäåìî Y ∗ = Y \G i S =
⋃
m∈Z(∂G+m).

Äëÿ çàäàíî¨ âiäêðèòî¨ îáëàñòi Ω ⊂ RN ç ëiïøèöåâîþ ìåæåþ ∂Ω ðîçãëÿäà¹-

òüñÿ ïåðôîðîâàíà îáëàñòü Ωε, ùî çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì,

Ωε = Ω \
⋃
m∈Iε

(εG+mε), Iε = {m ∈ ZN ;Y (m)
ε ⊂ Ω},

äå Y (m)
ε = (Y +m)ε. Ìà¹ìî ∂Ωε = ∂Ω ∪ Sε, äå Sε � ìåæà ñóêóïíîñòi äiðîê.

Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî ôóíêöi¨ a : RN × Y → RN i g : R× S → R çàäîâîëü-

íÿþòü

(i) ôóíêöiÿ a(ξ, y) (âiäïîâiäíî g(u, y)) ¹ íåïåðåðâíîþ âiäíîñíî ξ (âiäíîñíî u),

äëÿ ìàéæå âñiõ y, a ∈ C(RN ;L∞(Y )), g ∈ C(R;L∞(S)), i ¹ Y -ïåðiîäè÷íîþ

âiäíîñíî y;

(ii) iñíó¹ ñòàëà κ > 0, òàêà ùî

(a(ξ, y)− a(ζ, y)) · (ξ − ζ) ≥ κ|ξ − ζ|2 ∀ξ, ζ ∈ RN ; (3.2.5)

(iii) iñíóþòü ñòàëi C1, . . . , C8 > 0, òàêi ùî

− C1 + C2|ξ|2 ≤ a(ξ, y) · ξ, |a(ξ, y)| ≤ C3|ξ|+ C4, (3.2.6)

|g(u, y)| ≤ C5|u|+ C6, (3.2.7)
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|g(u, y)− g(v, y)| ≤ C7|u− v|, (3.2.8)

|g′u(u, y)− g′u(v, y)| ≤ C8|u− v|(1 + |u|+ |v|)−1; (3.2.9)

(iv) ∫
S∩Y

g(u, y) dσy = 0, ∀u ∈ R. (3.2.10)

Çàïèøåìî (3.2.1) â àáñòðàêòíîìó âèãëÿäi. Äëÿ öüîãî ââåäåìî ïðîñòîðè Xε =

W 1,2(Ωε) i äóàëüíèé X∗ε âiäíîñíî ïàðóâàííÿ 〈 · , · 〉ε ÿêå âèçíà÷èìî ñòàíäàðòíèì
ñêàëÿðíèì äîáóòêîì â L2(Ωε). Âèçíà÷èìî òåïåð îïåðàòîðè Aε, Gε : Xε → X∗ε

ðiâíîñòÿìè

〈Aε(u), v〉ε =

∫
Ωε

a(∇u, x/ε) · ∇vdx, 〈Gε(u), v〉ε =

∫
Sε

g(u, x/ε)vdσ,

∀v ∈ Xε(= W 1,2(Ωε)). (3.2.11)

Â òåðìiíàõ öèõ îïåðàòîðiâ (3.2.1) çàïèñó¹òüñÿ ÿê ðiâíÿííÿ

Aε(uε) + λuε − Gε(uε) = f.

Çãiäíî ç ïðèïóùåííÿìè (i)-(iii) îïåðàòîð Aε ¹ íåïåðåðâíèì i ìîíîòîííèì, òîäi

ÿê Gε ¹ êîìïàêòíèì îïåðàòîðîì. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî Fε(u) = Aε(u)+λu−Gε(u)

(λ > 0) ¹ íåðåðâíèì i ïñåâäîìîíîòîííèì îïåðàòîðîì (íàãàäà¹ìî, ùî Fε : Xε →
X∗ε ¹ ïñåâäîìîíîòîííèì ÿêùî çi ñëàáêî¨ çáiæíîñòi u(i) → u â Xε i íåðiâíî-

ñòi lim supi→∞〈Fε(u(i)), u(i) − u〉ε ≤ 0 âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü 〈Fε(u), u − v〉ε ≤
lim infi→∞〈Fε(u(i)), u(i) − v〉ε äëÿ âñiõ v ∈ Xε). Òîäi, çãiäíî ç Òåîðåìîþ Áðå-

çiñà (äèâ., íàïðèêëàä, [190], Ðîçäië II), äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L2(Ω) çàäà÷à

(3.2.1) ìà¹ (ìîæëèâî íå ¹äèíèé) ðîçâ'ÿçîê uε ∈ Xε äëÿ ε ≤ ε0, λ ≥ λ0 (äå

λ0, ε0 > 0 âèçíà÷åíî â Òåîðåìi 3.2.1 íèæ÷å) çàâäÿêè íàñòóïíîìó ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 3.2.1. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (i)-(iv), òîäi iñíóþòü λ0, ε0 > 0,

òàêi ùî

〈Aεu+ λu− Gε(u), u〉ε ≥ κ1‖u‖2
Xε
− κ2, (3.2.12)

êîëè ‖u‖Xε
≥ R, äå κ1 > 0, κ2 > 0 i R > 0 íå çàëåæàòü âiä ε ≤ ε0 i λ ≥ λ0.
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Ñòðóêòóðà ïåðôîðîâàíî¨ îáëàñòi Ωε ¹ òàêîþ, ùî iñíó¹ îáìåæåíèé îïåðàòîð

ïðîäîâæåííÿ Pε : W 1,2(Ωε) → W 1,2(Ω) (Pεv = v â Ωε äëÿ âñiõ v ∈ W 1,2(Ωε)) i

‖Pεv‖W 1,2(Ω) ≤ C‖v‖W 1,2(Ωε), ‖Pεv‖L2(Ω) ≤ C‖v‖L2(Ωε) çi ñòàëîþ C, ùî íå çàëåæèòü

âiä ε (äèâ. , íàïðèêëàä, [2]). Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî ðîçâ'ÿçîê (3.2.1) ¹

ïðîäîâæåíèì íà Ωε (uε = Pεuε).

Àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ uε (çàäà÷i (3.2.1)) ïðè ε → 0 îïèñó¹ íà-

ñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.2.2. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (i)-(iv) i ïðàâà ÷àñòè-

íà f â (3.2.1) íàëåæèòü äî L2(Ω). Íåõàé λ0 > 0 ñïðàâäæó¹ óìîâè Òåîðåìè

3.2.1. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà λ ≥ λ0 ðîçâ'ÿçîêè uε çàäà÷i (3.2.1) i ¨õ ãðà-

äi¹íòè ∇uε äâîõìàñøòàáíî çáiãàþòüñÿ ïðè ε → 0 (ç òî÷íiñþ äî ïiäïîñëi-

äîâíîñòi) äî U0(x) i ∇U0(x) + ∇yU1(x, y), âiäïîâiäíî, äå ïàðà U0(x), U1(x, y)

¹ ðîçâ'ÿçêîì äâîõìàñøòàáíî¨ óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i: çíàéòè U0(x) ∈ W 1,2(Ω),

U1(x, y) ∈ L2(Ω;W 1,2
per(Y )), òàêi ùî∫

Ω

∫
Y ∗

(a(∇U0 +∇yU1, y) · (∇Φ0 +∇yΦ1)dydx

−
∫

Ω

∫
S∩Y

(g(U0, y)Φ1(x, y) + g′u(U0, y)Φ0U1(x, y))dσydx

−
∫

Ω

∫
S∩Y
∇x(g(U0, y)Φ0) · ydσydx−

∫
Ω

|Y ∗|(f − λU0)Φ0dx = 0, (3.2.13)

äëÿ äîâiëüíèõ Φ0(x) ∈ W 1,2(Ω), Φ1(x, y) ∈ L2(Ω;W 1,2
per(Y )). Çîêðåìà, uε çáiãà-

þòüñÿ ñëàáêî â W 1,2(Ω) äî ðîçâ'ÿçêó U0 óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i (3.2.3), äå a∗(ξ, u),

b∗(ξ, u), g∗(u) âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè

a∗(ξ, u) =

∫
Y ∗
a(ξ +∇yw, y)dy, (3.2.14)

b∗(ξ, u) =

∫
S∩Y

g′u(u, y)wdσy, (3.2.15)

g∗(u) =

∫
Y ∗
g(u, y)ydσy, (3.2.16)
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i w = w(y; ξ, u) � ¹äèíèé (ç òî÷íiñòþ äî àäèòèâíî¨ êîíñòàíòè) ðîçâ'ÿçîê

êîìiðêîâî¨ çàäà÷i 
div a(ξ +∇yw, y) = 0 â Y ∗

a(ξ +∇yw, y) · ν = g(u, y) íà S ∩ Y

w ¹ Y -ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ.

(3.2.17)

Çàóâàæåííÿ 3.2.3. Çàçíà÷èìî, ùî (3.2.13) âèçíà÷à¹ U1(x, y) ç òî÷íiñòþ äî

äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ Ũ1(x, y) ∈ L2(Ω,W 1,2
per(Y ), òàêî¨ ùî U1(x, y) = 0 äëÿ y ∈ Y ∗.

Öå ¹ íàñëiäêîì ñâîáîäè âèáîðó îïåðàòîðà ïðîäîâæåííÿ Pε.

Çàóâàæåííÿ 3.2.4. Òðåòié ÷ëåí â (3.2.13) ìîæíà çâåñòè iíòåãðóâàííÿì ÷àñòè-

íàìè äî iíòåãðàëó ïî ìåæi∫
Ω

∫
S∩Y
∇x(g(U0, y)Φ0) · ydσydx =

∫
∂Ω

Φ0g
∗(U0) · νdσx,

ùî âåäå äî êðàéîâî¨ óìîâè â (3.2.3).

Çàóâàæåííÿ 3.2.5. Ó ëiíiéíîìó âèïàäêó, êîëè a i g çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè

a(ξ, y) = A(y)ξ, g(u, y) = α(y) + uβ(y), êîìiðêîâà çàäà÷à (3.2.17) äëÿ w ðîçáè-

âà¹òüñÿ ó òðè êîìiðêîâi çàäà÷è: äëÿ w(1),
div (A(y)(ξ +∇yw

(1))) = 0 â Y ∗

A(y)∇yw
(1) · ν = −A(y)ξ · ν íà S ∩ Y

w(1) ¹ Y -ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ,

(3.2.18)

i äëÿ w(k) (k = 2, 3),
div (A(y)∇yw

(k)) = 0 â Y ∗

A(y)∇yw
(k) · ν = δ2kβ(y) + δ3kα(y) íà S ∩ Y

w(2) ¹ Y -ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ,

(3.2.19)

(δij � äåëüòà Êðîíåêåðà), òàê ùî w = w(1)+uw(2)+w(3). Òîäi óñåðåäíåíå ðiâíÿííÿ

çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

divAhom∇U0 +Bhom · ∇U0 + ChomU0 +Dhom + |Y ∗|(f − λU0) = 0,
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äå óñåðåäíåíà ìàòðèöÿ Ahom ñïiâïàäà¹ çi ñòàíäàðòíîþ åôåêòèâíîþ ìàòðèöåþ

çàäà÷i Íåéìàíà â ïåðôîðîâàíié îáëàñòi,

Ahomξ =

∫
Y ∗
A(y)(ξ +∇yw

(1))dy,

i

Bhom · ξ =

∫
Y ∗
A(y)∇yw

(2) · (ξ +∇yw
(1))dy,

Chom =

∫
Y ∗
A(y)∇yw

(2) · ∇yw
(2)dy, Dhom =

∫
Y ∗
A(y)∇yw

(2) · ∇yw
(3)dy.

Çàçíà÷èìî, ùî Bhom = 0 ó ñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó (êîëè A = AT ).

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò äëÿ ïàðàáîëi÷íî¨ çàäà÷i (3.2.2) ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî àñèì-

òîòè÷íà ïîâåäiíêà ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ uε îïèñó¹òüÿ óñåðåäíåîþ çàäà÷åþ (3.2.4). Çàçíà-

÷èìî, ùî, ÿê i ðàíiøå, ââàæà¹ìî ðîçâ'ÿçêè uε ïðîäîâæåíèìè íà âñþ îáëàñòü Ω

çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà Pε.

Òåîðåìà 3.2.6. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (i) - (iv). Òîäi, äëÿ äî-

âiëüíèõ f ∈ L2((0, T ) × Ω) i ũ ∈ L2(Ω), iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.2.2) i

âií çáiãà¹òüñÿ ñëàáêî â L2(0, T ;W 1,2(Ω)) ïðè ε → 0 (ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëi-

äîâíîñòi) äî ðîçâ'ÿçêó U0 óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i (3.2.4), äå a
∗, b∗, g∗ âèçíà÷àþòüñÿ

â (3.2.14)�(3.2.17).

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 3.2.6 íàâåäåíî â Äîäàòêó J.

3.2.2 Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî óñåðåäíåííÿ äëÿ

ñòàöiîíàðíî¨ çàäà÷i

Ç Òåîðåìè 3.2.1 âèïëèâà¹, ùî ‖uε‖W 1,2(Ω) ≤ C, äå C íå çàëåæèòü ε. Îòæå, ç

òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi,

uε → U0(x) äâîõìàñøòàáíî, (3.2.20)

∇uε → ∇U0(x) +∇yU1(x, y) äâîõìàñøòàáíî. (3.2.21)
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Ïîêàæåìî, ùî ïàðà (U0, U1) çàäîâîëüíÿ¹ (3.2.13). Äëÿ öüîãî âèáåðåìî äî-

âiëüíi ôóíêöi¨ V0(x) ∈ C∞(Ω), V1(x, y) ∈ C∞(Ω×Y ), äå V1(x, y) ¹ Y -ïåðiîäè÷íîþ

âiäíîñíî y, ïîêëàäåìî vε = V0(x) + εV1(x, x/ε), i ïiäñòàâèìî òåñòîâó ôóíêöiþ

wε = uε − vε ó ñëàáêå ôîðìóëþâàííÿ (3.2.1),∫
Ωε

(a(Duε, x/ε) ·Dwε + λuεwε)dx−
∫
Sε

g(uε, x/ε)wεdσ =

∫
Ωε

fwεdx. (3.2.22)

Òîäi, ç îãëÿäó íà ïðèïóùåííÿ ïðî ìîíîòîííiñòü (3.2.5) ìà¹ìî,∫
Ωε

(a(∇vε, x/ε) · ∇(uε − vε) + λvε(uε − vε))dx−
∫
Sε

g(uε, x/ε)(uε − vε)dσ

−
∫

Ωε

f(uε − vε)dx ≤ 0. (3.2.23)

Îñêiëüêè∇vε = ∇V0(x)+∇yV1(x, x/ε)+ε∇xV1(x, x/ε), êîðèñòóþ÷èñü (i) i (3.2.6)

íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî χεa(∇vε, x/ε) → χ(y)a(∇V0(x) + ∇yV1(x, y), y) ó ñåíñi

ñèëüíî¨ äâîõìàñøòàáíî¨ çáiæíîñòi, äå χε, χ � õàðàêòåðèñòè÷íi ôóíêöi¨ Ωε i Y ∗,

âiäïîâiäíî. Öå äîçâîëÿ¹ ïåðåéòè äî ãðàíèöi ó ïåðøîìó äîäàíêó ëiâî¨ ÷àñòèíè

(3.2.23):∫
Ωε

(a(∇vε, x/ε) · ∇(uε − vε) + λvε(uε − vε))dx→∫
Ω

(∫
Y ∗

(a(DV0 +DyV1, y) · (∇U0 +∇yU1 −∇V0 −∇yV1) + λV0(U0 − V0))dy

)
dx;

(3.2.24)

ïåðåõiä äî ãðàíèöi â îñòàííüîìó ÷ëåíi â ëiâié ÷àñòèíi (3.2.23) äà¹∫
Ωε

f(uε − vε)dx→
∫

Ω

(∫
Y ∗
f(U0 − V0)dy

)
dx. (3.2.25)

Íàñàìêiíåöü, äëÿ ñåðåäíüîãî ÷ëåíà ìà¹ìî,∫
Sε

g(uε, x/ε)(uε − vε)dσ →∫
Ω

(∫
S∩Y

g(U0, y)(∇(U0 − V0) · y + U1(x, y)− V1(x, y))dσy

)
dx

+

∫
Ω

(∫
S∩Y

g′u(U0, y)(U0 − V0)(∇U0 · y + U1(x, y))dσy

)
dx. (3.2.26)
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Íàéáiëüø íåòðèâiàëüíèì ¹ ïåðåõiä äî ìåæi ñàìå â öüîìó ÷ëåíi, äîâåäåííÿ

(3.2.26) áàçó¹òüñÿ íà íàñòóïíîìó ðåçóëüòàòi, ÿêèé ïðåäñòàâëÿ¹ iíòåðåñ ñàì ïî

ñîái.

Òâåðäæåííÿ 3.2.7. Ïðèïóñòèìî, ùî q(x, y) ∈ C(Ω;L∞(S)) çàäîâîëüíÿ¹ íà-

ñòóïíi óìîâè:

(a) |q(x, y) − q(x′, y)| ≤ C|x − x′| ç C > 0, ùî íå çàëåæèòü âiä x, x′ ∈ Ω i

y ∈ S;

(b) q(x, y) ¹ Y -ïåðiîäè÷íîþ âiäíîñíî y ∈ S ôóíêöi¹þ;

(c)
∫
Y ∩S q(x, y)dσy = 0 äëÿ âñiõ x ∈ Ω,

òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi wε ∈ W 1,2(Ω), òàêî¨ ùî

wε(x)→ W0(x), ∇wε(x)→ ∇W0(x) +∇yW1(x, y) äâîõìàñøòàáíî ïðè ε→ 0,

(3.2.27)

ìà¹ìî∫
Sε

q(x, x/ε)(wε − w̄ε)dσ →
∫

Ω

∫
Y ∩S

q(x, y)(DW0 · y +W1(x, y))dσydx. (3.2.28)

Òóò i íàäàëi ïîçíà÷åííÿ w̄ε âèêîðèñòàíî äëÿ êóñêîâî ïîñòiéíî¨ ôóíêöi¨ çíà-

éäåíî¨ óñåðåäíåííÿì ïî êîìiðêàì Y
(m)
ε ,

w̄ε(x) =
1

εN

∫
Y

(m)
ε

wε(y)dy, äëÿ x ∈ Y (m)
ε . (3.2.29)

Òàêèì ÷èíîì, âíàñëiäîê (3.2.23)�(3.2.26) ìà¹ìî∫
Ω

∫
Y ∗

(a(∇V0 +∇yV1, y) · (∇U0 +∇yU1 −∇V0 −∇yV1) + λV0(U0 − V0))dydx

−
∫

Ω

(∫
S∩Y

g(U0, y)(∇(U0 − V0) · y + U1(x, y)− V1(x, y))dσy

)
dx

−
∫

Ω

(∫
S∩Y

g′u(U0, y)(U0 − V0)(∇U0 · y + U1(x, y))dσy

)
dx

−
∫

Ω

(∫
Y ∗
f(U0 − V0)dy

)
dx ≤ 0, (3.2.30)
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Ç ìiðêóâàíü ùiëüíîñòi (ãëàäêèõ ôóíêöié ó âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðàõ), êîðèñòóþ-

÷èñü (i)-(iv) ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî (3.2.30) ¹ âiðíèì äëÿ âñiõ V0 ∈ W 1,2(Ω)

i V1 ∈ L2(Ω;W 1,2
per(Y )). Âèáåðåìî òåïåð V0 = U0 ± τΦ0, V1 = U1 ± τΦ1, (τ > 0),

ïîäiëèìî (3.2.30) íà τ i ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi τ → 0, â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî

äâîõìàñøòàáíó óñåðåäíåíó çàäà÷ó (3.2.13). �

Ïðèâåäåìî äåòàëi îáãðóíòóâàííÿ ïåðåõîäó âiä ãëàäêèõ V0 i V1 äî äîâiëüíèõ

ôóíêöié V0 ∈ W 1,2(Ω) i V1 ∈ L2(Ω;W 1,2
per(Y )) â (3.2.30) â ôiíiëüíié ÷àñòèíi íàâå-

äåíîãî âèùå äîâåäåííÿ. Äëÿ ïåðøîãî ÷ëåíó ó ëiâié ÷àñòèíi öåé ïåðåõiä ìîæíà

îáãðóíòóâàòè çà äîïîìîãîþ Òåîðåìè Íåìèöüêîãî (äèâ., íàïðèêëàä, [186], Ðîçäië

II); äëÿ îñòàííüîãî ÷ëåíó öå ¹ î÷èâèäíèì. Äðóãèé i òðåòié ÷ëåíè, ùî âiäïîâiä-

àþòü ãðàíè÷íîìó ôóíêöiîíàëó M(U0, U1, V0, V1) in (3.2.26) ïîòðåáóþòü áiëüøå

óâàãè. Ïåðåïèøåìî M(U0, U1, V0, V1) ÿê

M(U0, U1, V0, V1) =

∫
Ω

(g∗(U0) · ∇(U0 − V0) + (U0 − V0)(g
∗)′(U0) · ∇U0)dx

+

∫
Ω

∫
Y ∗
∇yΘ(y;U0) · ∇y(U1(x, y)− V1(x, y))dydx

+

∫
Ω

∫
Y ∗

(U0 − V0)∇yΘ
′
u(y;U0) · ∇yU1(x, y)dydx, (3.2.31)

äå (g∗)′ ïîçíà÷à¹ ïîõiäíó g∗, i Θ(y;u) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
∆yΘ = 0 in Y ∗

∂Θ
∂ν = g(u, y) íà S ∩ Y

Θ ¹ Y -ïåðiîäè÷íîþ.

(3.2.32)

Ç ïðèïóùåíü (iii), (iv) âèïëèâà¹, ùî (3.2.32) ìà¹ ¹äèíèé (ç òî÷íiñòþ äî àäèòèâíî¨

ñòàëî¨) ðîçâ'ÿçîê Θ(y;u) i

‖∇yΘ( · ;u)‖L2(Y ∗) ≤ C(|u|+ 1), (3.2.33)

‖∇yΘ( · ;u)−∇yΘ( · ; v)‖L2(Y ∗) ≤ C|u− v|, (3.2.34)

‖∇yΘ
′
u( · ;u)−∇yΘ

′
u( · ; v)‖L2(Y ∗) ≤ C|u− v|(1 + |u|+ |v|)−1, (3.2.35)
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äå C íå çàëåæèòü âiä u i v. Äîâåäåííÿ âñiõ öèõ âëàñòèâîñòåé ¹ ïîäiáíèì, íàïðè-

êëàä, (3.2.33) ìîæíà ïîêàçàòè êîðèñòóþ÷èñü (I), (3.2.10) i íåðiâíiñòþ Ïóàíêàðå

(K.6) â W 1,2
per(Y

∗) (äèâ. íèæ÷å),∣∣∣∫
Y ∗
∇yΘ·∇yΘdy

∣∣∣ =
∣∣∣∫
S∩Y

g(u, y)
(

Θ− 1

|Y ∗|

∫
Y ∗

Θ dy
)

dy
∣∣∣ ≤ C(|u|+1)‖∇yΘ‖L2(Y ∗).

Ç îöiíîê (3.2.33)�(3.2.35) ó êîìïîçèöi¨ ç ïðèïóùåííÿìè (I)�(3.2.9) îòðèìó¹ìî

íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òâåðäæåííÿ 3.2.8. Ôóíêöiîíàë M(U0, U1, V0, V1) âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ

(3.2.31) (àáî ïðàâîþ ÷àñòèíîþ (3.2.26)) ¹ íåïåðåðâíèì â W 1,2(Ω) ×
L2(Ω;W 1,2

per(Y
∗))×W 1,2(Ω)× L2(Ω;W 1,2

per(Y
∗)).

3.2.3 Äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè i äîâåäåííÿ Òåîðåìè 3.2.1

1(Äåÿêi íåðiâíîñòi). Íàãàäà¹ìî êëàñè÷íi íåðiâíîñòi ó ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà,∫
S∩Y

∣∣v − ∫
Y

vdx
∣∣2dσ ≤ C

∫
Y

|∇v|2dx, ∀ v ∈ W 1,2(Y ) (íåðiâíiñòü Ïóàíêàðå),

(3.2.36)∫
S∩Y
|v|2dσ ≤ C

∫
Y

(|v|2 + |∇v|2)dx, ∀ v ∈ W 1,2(Y ). (3.2.37)

Ç (3.2.36), (3.2.37) âèïëèâàþòü íàñòóïíi íåðiâíîñòi∫
Sε

|vε − v̄ε|2dσ ≤ Cε

∫
Ω

|∇vε|2dx, (3.2.38)

∫
Sε

|vε|2dσ ≤ Cε−1

(∫
Ω

|vε|2dx+ ε2

∫
Ω

|∇vε|2dx
)
, (3.2.39)

äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ vε ∈ W 1,2(Ω), äå v̄ε ïîçíà÷à¹ êóñêîâî ñòàëó ôóíêöiþ çíà-

éäåíó óñåðåäíåííÿì ïî êîìiðêàì Y (m)
ε (äèâ. (3.2.29)), i C íå çàëåæèòü òiëüêè âiä

ε. Áóäåìî êîðèñòàòèñü òàêîæ íàñòóïíîþ íåðiâíiñòþ, ÿêà ¹ íàñëiäêîì íåðiâíîñòi

Éåíñåíà, äëÿ äîâiëüíîãî r ≥ 1,∫
Sε

|v̄ε|rdσ ≤ Cε−1

∫
Ω

|vε|rdx, (3.2.40)
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äå C > 0 íå çàëåæèòü âiä r i vε.

2(Àñèìïòîòè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ ïîâåðõíåâîãî iíòåãðàëó â (3.2.23). Äëÿ

òîão, ùîá ïåðåéòè äî ãðàíèöi ïðè ε → 0 ó ïîâåðõíåâîìó iíòåãðàëi â (3.2.23)

áóäåì êîðèñòàòèñÿ íàñòóïíèì ðåçóëüòàòîì.

Ëåìà 3.2.9. Íåõàé uε, wε ∈ W 1,2(Ω), òîäi∫
Sε

g(uε, x/ε)wεdx =

∫
Sε

g(ūε, x/ε)(wε − w̄ε)dσ

+

∫
Sε

g′u(ūε, x/ε)w̄ε(uε − ūε)dσ + %ε, (3.2.41)

ç

|%ε| ≤ C
(
ε+ (ε‖wε‖L2(Ω))

2/(N+2)
)
(‖wε‖2

W 1,2(Ω) + ‖uε‖2
W 1,2(Ω)). (3.2.42)

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî,

g(uε, x/ε)wε = g(ūε, x/ε)(wε − w̄ε) + (g(uε, x/ε)− (g(ūε, x/ε))(wε − w̄ε)

+ (g(uε, x/ε)− g(ūε, x/ε))w̄ε + g(ūε, x/ε)w̄ε,

îòæå (ç îãëÿäó íà (3.2.10))∫
Sε

g(uε, x/ε)wεdσ =

∫
Sε

g(ūε, x/ε)(wε − w̄ε)dσ

+

∫
Sε

(g(uε, x/ε)− (g(ūε, x/ε))(wε − w̄ε)dσ

+

∫
Sε

(g(uε, x/ε)− g(ūε, x/ε))w̄εdσ = I1 + I2 + I3.

Äîäàíîê I2 ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè ε→ 0. Äiéñíî, ç (3.2.8) i (3.2.38) âèïëèâà¹, ùî

|I2| ≤ C

∫
Sε

|uε − ūε||wε − w̄ε|dσ ≤ Cε‖Duε‖L2(Ω)‖Dwε‖L2(Ω). (3.2.43)

Äîäàíîê I3 çàïèøåìî íàñòóïíèì ÷èíîì

I3 =

∫ 1

0

dt

∫
Sε

(g′u(ūε + t(uε − ūε), x/ε)− g′u(ūε, x/ε))w̄ε(uε − ūε)dσ

+

∫
Sε

g′u(ūε, x/ε)w̄ε(uε − ūε)dσ = Ĩ3 +

∫
Sε

g′u(ūε, x/ε)w̄ε(uε − ūε)dσ
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Ñêîðèñòàâøèñü (3.2.9) îòðèìó¹ìî

|Ĩ3| ≤ C sup
0≤t≤1

∫
Sε

t|uε − ūε|2|w̄ε|
1 + |ūε|+ |ūε + t(uε − ūε)|

dσ,

ùî, â ñâîþ ÷åðãó, äà¹, çà äîïîìîãîþ íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà,

|Ĩ3| ≤ C sup
0≤t≤1

∫
Sε

t|uε − ūε|2|w̄ε|
1 + t|uε − ūε|

dσ ≤ C

(∫
Sε

|w̄ε|qdσ
)1/q

× sup
0≤t≤1

(∫
Sε

|uε − ūε|2
tq
′|uε − ūε|2q

′−2

(1 + t|uε − ūε|)q′
dσ

)1/q′

,

äå q′ = q/(q − 1) i q = 2(N + 2)/N . Çàçíà÷èìî, ùî âêëàäåííÿ W 1,2(Ω) ⊂ Lq(Ω)

¹ êîìïàêòíèì, êðiì òîãî (äèâ., íàïðèêëàä, [130])

iñíó¹ ñòàëà C > 0, òàêà ùî ‖u‖Lq(Ω) ≤ C‖u‖2/q
W 1,2(Ω)‖u‖

4/(Nq)
L2(Ω) ∀u ∈ W

1,2(Ω).

(3.2.44)

Îñêiëüêè 1 < q′ < 2, ìà¹ìî

tq
′|uε − ūε|2q

′−2

(1 + t|uε − ūε|)q′
≤ t2q

′−2|uε − ūε|2q
′−2

(1 + t|uε − ūε|)2q′−2

t2−q
′

(1 + t|uε − ūε|)2−q′ ≤ 1

äëÿ âñiõ 0 ≤ t ≤ 1. Îòæå, ñêîðèñòàâøèñü (3.2.38), (3.2.40) i (3.2.44) îòðèìó¹ìî

|Ĩ3| ≤ Cε−1/q−1/q′+2/q′‖wε‖Lq(Ω) ‖∇uε‖
2/q′

L2(Ω)

≤ Cε2/(N+2)‖wε‖2/q
W 1,2(Ω)‖wε‖

4/(Nq)
L2(Ω) ‖∇uε‖

2/q′

L2(Ω)

≤ C(ε‖wε‖L2(Ω))
2/(N+2)(‖wε‖2

W 1,2(Ω) + ‖∇uε‖2
L2(Ω)), (3.2.45)

äå âèêîðèñòàíî òàêîæ íåðiâíiñòü Þíãà. Ç îöiíîê (3.2.45) i (3.2.45) âèïëèâà¹

(3.2.42) (îñêiëüêè |%ε| ≤ |I2|+ |Ĩ3|). Ëåìó äîâåäåíî.

Äîâåäåííÿ íàñòóïíîãî òåõíi÷íîãî ðåçóëüòàòà ¹ àíàëîãi÷íèì Ëåìi 3.2.9.

Ëåìà 3.2.10. ßêùî uε, u
(1)
ε ∈ W 1,2(Ω), vε ∈ L∞(Ω) ∩W 1,2(Ω), òîäi äëÿ wε =

uε − u(1)
ε ìà¹ìî∣∣∣∣∫

Sε

(g(ūε, x/ε)−g(ū(1)
ε , x/ε))(uε−vε− ūε+ v̄ε)dσ

∣∣∣∣ ≤ C‖wε‖L2(Ω)‖∇(uε−vε)‖L2(Ω),
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∣∣∣∣∫
Sε

(g′u(ūε, x/ε)ūε − g′u(ū(1)
ε , x/ε)ū(1)

ε )(uε − ūε)dσ
∣∣∣∣ ≤ C‖wε‖L2(Ω)‖∇uε‖L2(Ω),∣∣∣∣∫

Sε

(g′u(ūε, x/ε)− g′u(ū(1)
ε , x/ε)))v̄ε(uε − ūε)dσ

∣∣∣∣ ≤ C‖wε‖L2(Ω)‖v‖L∞(Ω)‖∇uε‖L2(Ω).

3(Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 3.2.1). Ïðèïóñòèìî âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî iñíóþòü ïîñëi-

äîâíîñòi εk → 0, λk → +∞ i uk ∈ W 1,2(Ωεk), òàêi ùî ‖uk‖Xεk
→∞,

〈Aεk(uk), uk〉εk + λk〈uk, uk〉εk − 〈Gεk(uk), uk〉εk ≤ δk‖uk‖2
Xεk

ç δk → 0. Òîäi, ç îãëÿäó íà âèçíà÷åííÿ Aε i Gε, ìà¹ìî∫
Ωεk

(a(∇vk, x/εk) · ∇vk + λk|vk|2)dx ≤
∫
Sεk

g(vk, x/εk)vkdσ + δk‖vk‖2
W 1,2(Ω)dx,

äå vk = Pεkuk � ïðîäîâæåííÿ uk íà Ω. Ñêîðèñòàâøèñü (3.2.6) i âëàñòèâîñòÿìi

îïåðàòîðà ïðîäîâæåííÿ Pε, îòðèìó¹ìî íàñòóïíó îöiíêó äëÿ íîðìîâàíèõ ôóí-

êöié wk = vk/‖vk‖W 1,2(Ω),

γ

∫
Ω

|∇wk|2dx+ λk

∫
Ωεk

|wk|2dx ≤
1

‖vk‖W 1,2(Ω)

∫
Sεk

g(vk, x/ε)wkdσ + δ̃k, (3.2.46)

ç äåÿêèì γ > 0, where δ̃k = δk + C/‖vk‖2
W 1,2(Ω) → 0. Çàïèøåìî òåïåð,∫

Sεk

g(vk, x/εk)wkdσ =

∫
Sεk

(g(vk, x/εk)− g(v̄k, x/εk))wkdσ

+

∫
Sεk

g(v̄k, x/εk)(w − w̄k)dσ = I1 + I2, (3.2.47)

äå áóëî âèêîðèñòàíî (3.2.10). Òîäi ìà¹ìî, ç îãëÿäó íà (3.2.8) i (3.2.38),

|I1| ≤ C

∫
Sεk

|vk − v̄k||wk|dσ ≤ Cεk
1/2
(∫

Ω

|∇vk|2dx
)1/2(∫

Sεk

|wk|2dx
)1/2

≤ C‖∇vk‖L2(Ω)(‖wk‖L2(Ω) + εk‖∇wk‖L2(Ω)) (3.2.48)

Àíàëîãi÷íî, âíàñëiäîê (I) i (3.2.40),

|I2| ≤ C

∫
Sεk

|wk − w̄k|(|v̄k|+ 1)dσ ≤ C‖∇wk‖L2(Ω)(‖vk‖L2(Ω) + 1). (3.2.49)
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Òàêèì ÷èíîì

γ‖∇wk‖2
L2(Ω) + λk‖wk‖2

L2(Ωεk ) ≤ C(‖wk‖L2(Ω) + εk) + δ̃k, (3.2.50)

äå âèêîðèñòàíî òîé ôàêò, ùî ‖wk‖W 1,2(Ω) = 1. Îòæå ‖wk‖2
L2(Ωεk ) → 0.

Âíàñëiäîê êîìïàêòíîñòi âêëàäåííÿW 1,2(Ω) ⊂ L2(Ω) wk → w ñèëüíî â L2(Ω),

ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi. Ç iíøîãî áîêó, çãiäíî çi ñòðóêòóðîþ ïåðôîðî-

âàíèõ îáëàñòåé Ωε,∫
Ωεk

wkvdx→ |Y ∗|
∫

Ω

wvdx äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ v ∈ L2(Ω).

Âèáèðàþ÷è v = w îòðèìó¹ìî w = 0 (îñêiëüêè ‖wk‖L2(Ωεk ) → 0), òîá-

òî ‖wk‖L2(Ω) → 0. Òîäi ç (3.2.50) âèïëèâà¹, ùî γ‖∇wk‖L2(Ω) → 0, îòæå

‖wk‖W 1,2(Ω) → 0, ùî ¹ ïðîòèði÷÷àì. �

Çàçíà÷èìî, ùî âíàñëiäîê (3.2.47)�(3.2.49) ìà¹ìî, äëÿ äîâiëüíèõ u, v ∈
W 1,2(Ω)

|〈Gε(u), v〉ε| ≤ C(‖u‖W 1,2(Ω)‖v‖L2(Ω)+‖v‖W 1,2(Ω)(‖u‖L2(Ω)+1)+ε‖u‖W 1,2(Ω)‖v‖W 1,2(Ω)),

(3.2.51)

äå C íå çàëåæèòü âiä ε. Çîêðåìà,

‖Gε(u)‖X∗ε ≤ C(‖u‖Xε
+ 1),∀u ∈ Xε. (3.2.52)

Òàêèì ÷èíîì,

(3.2.12) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ uε ∈ Xε, (3.2.53)

êîëè ε ≤ ε0, λ ≥ λ0.

4(Äîâåäåííÿ Òâåðäæåííÿ 3.2.7). Íåõàé Ω′ � ïiäîáëàñòü Ω, òàêà ùî Ω′ ⊂ Ω,

âèçíà÷èìî ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë bε â W 1,2(Ω) ôîðìóëîþ

bεwε =

∫
S′ε

q(x, x/ε)(wε − w̄ε) dσ. (3.2.54)

äå S ′ε =
⋃
m:Y

(m)
ε ∩Ω′ 6=∅ Sε ∩ Y

(m)
ε . ßñíî, ùî S ′ε ⊂ Sε.
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Êðîê I (Ñëàáêà çáiæíiñòü bε). Ïîêàæåìî, ùî

‖bε‖ ≤ C ç êîíñòàíòîþ C, ùî íå çàëåæèòü âiä ε, (3.2.55)

bεw →
∫

Ω′

∫
Y ∩S

q(x, y)∇w(x) · y dσydx ñëàáêî, ïðè ε→ 0. (3.2.56)

Çãiäíî ç (3.2.38) ìà¹ìî

|bεwε| ≤ C

∫
S′ε

|wε − w̄ε|dσ ≤ Cε−1/2
(∫

S′ε

|wε − w̄ε|2dσ
)1/2

≤ C‖wε‖W 1,2(Ω).

Âiçüìåìî òåïåð äîâiëüíó w iç ùiëüíî¨ (â W 1,2(Ω)) ìíîæèíè C2(Ω), òîäi

bεw =
∑
m

∫
S′ε∩Y

(m)
ε

q(x, x/ε)(∇w(x(m)
ε ) · (x− x(m)

ε ) +O(ε2)) dσ

=
∑
m

∫
S′ε∩Y

(m)
ε

q(x(m)
ε , x/ε)∇w(x(m)

ε ) · (x− x(m)
ε ) dσ +O(ε)

=

∫
Ω′

∫
Y ∩S

q(x, y)∇w(x) · y dσydx+ o(1),

äå x(m)
ε � öåíòð êîìiðêè Y (m)

ε . Òàêèì ÷èíîì (3.2.55) i (J.23) äîâåäåíî.

Êðîê II (Äîâåäåííÿ (3.2.28) äëÿ wε ç supp(wε) ⊂ Ω′). Ïðèïóñòèìî, ùî

wε = 0 â Ω \ Ω′ (çîêðåìà wε = 0 íà ∂Ω′). (3.2.57)

Äëÿ çàäàíîãî δ > 0, íåõàé {Q(α)
δ } � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ Ω, diamQ

(α)
δ ≤ δ, i íåõàé

{ϕ(α)
δ ∈ C∞(RN)} � ðîçáèòòÿ îäèíèöi, òàêå ùî

suppϕ
(α)
δ ⊂ Q

(α)
δ , 0 ≤ ϕ

(α)
δ ≤ 1,

∑
α

ϕ
(α)
δ = 1.

Òîäi ìà¹ìî

bεwε =
∑
α

∫
S′ε

q(x̂
(α)
δ , x/ε)(wε − w̄ε)ϕ(α)

δ dσ

+
∑
α

∫
S′ε

(q(x, x/ε)− q(x̂(α)
δ , x/ε))(wε − w̄ε)ϕ(α)

δ dσ = I1 + I2, (3.2.58)
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äå x̂(α)
δ ∈ Q

(α)
δ . Çàâäÿêè ëiïøèöåâîñòi q(x, y) âiäíîñíî x,

|I2| ≤ Cδ
∑
α

∫
S′ε

|w − w̄ε|ϕ(α)
δ dσ = Cδ

∫
S′ε

|w − w̄ε|dσ ≤ Cδ‖∇wε‖L2(Ω). (3.2.59)

Çàïèøåìî ïåðøèé ÷ëåí I1 ÿê

I1 =
∑
α

(∫
S′ε

q(x̂
(α)
δ , x/ε)wεϕ

(α)
δ dσ−

∫
S′ε

q(x̂
(α)
δ , x/ε)w̄εϕ

(α)
δ dσ

)
=
∑
α

(Ĩ
(α)
1 +Î

(α)
1 ).

(3.2.60)

Çàçíà÷èìî, ùî∫
S′ε∩Y

(m)
ε

q(x̂
(α)
δ , x/ε)ϕ

(α)
δ dσ = εN

(∫
S∩Y

q(x̂
(α)
δ , y)∇ϕ(α)

δ (x(m)
ε ) · ydσy +O(ε)

)
(ÿê i ðàíiøå x(m)

ε ïîçíà÷à¹ öåíòð êîìiðêè Y (m)
ε ). Îñêiëüêè w̄ε → W0(x) ñèëüíî

â L2(Ω), çíàõîäèìî

Î
(α)
1 → −

∫
Ω′

(
W0(x)

∫
S∩Y

q(x̂
(α)
δ , y)∇ϕ(α)

δ (x) · ydσy

)
dx

=

∫
Ω′

(
ϕ

(α)
δ (x)

∫
S∩Y

q(x
(α)
δ , y)∇W0(x) · ydσy

)
dx,

äå âèêîðèñòàíî òîé ôàêò, ùî W0 = 0 â Ω \ Ω′. Òàêèì ÷èíîì,∑
α

Î
(α)
1 →

∫
S∩Y

(∑
α

∫
Ω′
ϕ

(α)
δ (x)q(x̂

(α)
δ , y)∇W0(x) · ydx

)
dσy,

îòæå

lim
δ→0

lim
ε→0

∑
α

Î
(α)
1 =

∫
Ω′

∫
S∩Y

q(x, y)∇W0(x) · ydσydx. (3.2.61)

Äëÿ òîãî ùîá ïåðåéòè äî ãðàíèöi â Ĩ(α)
1 ïðè ε → 0, ðîçãëÿíåìî ðîçâ'ÿçîê θ

äîïîìiæíî¨ çàäà÷i 
∆θ(y) = 0, â Y ∗;

∂θ
∂ν = q(x̂

(α)
δ , y) íà S ∩ Y ;

θ ¹ Y ∗ − ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ.

(3.2.62)
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Çàâäÿêè âëàñòèâîñòi (c) ôóíêöi¨ q(x, y) iñíó¹ ¹äèíèé (ç òî÷íiñòþ äî àäèòèâíî¨

êîíñòàíòè) ðîçâ'ÿçîê θ çàäà÷i (3.2.62) i θ ∈ W 1,2(Y ∗). Ïîêëàäåìî ζε(x) = θ(x/ε),

òîäi ìà¹ìî ∆ζε = 0 â Ωε i ε
∂ζε
∂ν = q(x̂

(α)
δ , x/ε) íà S ′ε, òàê ùî∫

S′ε

q(x̂
(α)
δ , x/ε)wεϕ

(α)
δ dσ = ε

∫
S′ε

wεϕ
(α)
δ

∂ζε
∂ν

dσ

= ε

∫
Ωε∩Ω′

∇(wεϕ
(α)
δ ) · ∇ζε dx =

∫
Ωε∩Ω′

∇(wεϕ
(α)
δ ) · (∇θ)(x/ε) dx.

(òóò ïðèéíÿòî òàêîæ äî óâàãè òîé ôàêò, ùî wε = 0 íà ∂Ω′). Ëåãêî ïåðåâiðèòè,

ùî ∇(wεϕ
(α)
δ )(x)→ ∇(W0ϕ

(α)
δ )(x) + ϕ

(α)
δ ∇yW1(x, y) äâîõìàñøòàáíî, îòæå

Ĩ
(α)
1 →

∫
Ω′

(∫
Y ∗

(∇(W0ϕ
(α)
δ ) + ϕ

(α)
δ ∇yW1(x, y)) · (∇θ)(y) dy

)
dx

=

∫
Ω′
ϕ

(α)
δ

(∫
S∩Y

W1(x, y)q(x̂
(α)
δ , y) dσy

)
dx,

äå âèêîðèñòàíî (3.2.62). Òàêèì ÷èíîì, ç îãëÿäó íà ëiïøèöåâiñòü q(x, y) âiäíîñíî

x, ó ãðàíèöi δ → 0 îòðèìó¹ìî

lim
δ→0

lim
ε→0

∑
α

Ĩ
(α)
1 =

∑
α

∫
Ω′
ϕ

(α)
δ

(∫
S∩Y

W1(x, y)q(x, y) dσy

)
dx

=

∫
Ω′

∫
S∩Y

W1(x, y)q(x, y) dσydx, (3.2.63)

i, ç (3.2.58)�(3.2.61), (3.2.63), îñòàòî÷íî ìà¹ìî∫
S′ε

q(x, x/ε)(wε − w̄ε)dσ →
∫

Ω′

∫
Y ∩S

q(x, y)(∇W0 · y +W1(x, y))dσydx. (3.2.64)

Êðîê III (Çàãàëüíèé âèïàäîê). Íåõàé (wε) � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü, òàêà ùî

wε → W0 ñëàáêî â W 1,2(Ω), i ∇wε → ∇W0(x) + ∇yW1(x, y) äâîõìàñøòàáíî.

Çàïèøåìî wε = (wε− (W0 +w
(1)
ε )) +w

(1)
ε +W0, äå w

(1)
ε � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i∆w

(1)
ε = 0 â Ω′

w
(1)
ε = wε −W0 íà ∂Ω′,
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ïðîäîâæåíèé â Ω \Ω′ ðiâíiñòþ w
(1)
ε = wε−W0. Îñêiëüêè wε−W0 → 0 ñëàáêî â

H1/2(∂Ω′), ìà¹ìî

w(1)
ε → 0 ñèëüíî â W 1,2(K) äëÿ äîâiëüíîãî êîìïàêòó K ⊂ Ω′, (3.2.65)

ÿê âèïëèâà¹ çi ñòàíäàðòíèõ åëiïòè÷íèõ îöiíîê. Çâiäñiëÿ, çîêðåìà, ìà¹ìî w(1)
ε →

0, ∇w(1)
ε → 0 äâîõìàñøòàáíî. Áiëüø òîãî, ç îãëÿäó íà (3.2.38), äëÿ äîâiëüíî¨

êîìïàêòíî¨ ïiäìíîæèíè K îáëàñòi Ω′,

|bεw(1)
ε | ≤ C

∑
m:Y

(m)
ε ∩K 6=∅

∫
Y

(m)
ε

|w(1)
ε − w̄(1)

ε |dσ+C
∑

m:Y
(m)
ε ∩K=∅

∫
Y

(m)
ε ∩Ω′

|w(1)
ε − w̄(1)

ε |dσ

≤ C
(∫

Kδ

|∇w(1)
ε |2dx

)1/2

+ C|Ω′δ \K|1/2
(∫

Ω

|∇w(1)
ε |2dx

)1/2

, (3.2.66)

êîëè ε ≤ δ/N , äå C íå çàëåæèòü âiä ε i δ, Kδ, Ω′δ � δ-îêîëè K i Ω′, âiäïîâiäíî,

i ÷èñëî δ > 0 ¹ äîâiëüíèì. (Ïiäñóìîâóâàííÿ â (3.2.66) ðîçïîâñþäæó¹òüñÿ íà âñi

m, òàêi ùî Y (m)
ε ∩ Ω′ 6= ∅.) Ç (B.2), (3.2.66) âèïëèâà¹, ùî bεw

(1)
ε → 0 ïðè ε→ 0,

ðàçîì ç öèì, çãiäíî ç ïåðøèì i äðóãèì êðîêàìè,

bεW0 →
∫

Ω′

∫
Y ∩S

q(x, y)DW0 · ydσydx,

i

bε(wε − (W0 + w(1)
ε ))→

∫
Ω′

∫
Y ∩S

q(x, y)W1(x, y)dσydx.

Òàêèì ÷èíîì (3.2.64) äîâåäåíî äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (wε), òàêî¨ ùî ìà¹

ìiñöå (3.2.27).

Êðîê IV (Çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ). Ïîêëàäåìî Ω′ = {x ∈ Ω; dist(x, ∂Ω) > δ},
äå δ > 0. Ñêîðèñòàâøèñü (3.2.38) ìà¹ìî,∫

Sε\S′ε
|wε − w̄ε|dσ ≤ C

δ1/2

ε1/2

(∫
Sε\S′ε
|wε − w̄ε|2dσ

)1/2

≤ Cδ1/2‖wε‖W 1,2(Ω), (3.2.67)

äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε, äå C íå çàëåæèòü âiä δ i ε. Òàêèì ÷èíîì, êîìáiíóþ÷è

îöiíêó (3.2.67) ç (3.2.64) îòðèìó¹ìî (3.2.28) äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (wε),

òàêî¨ ùî ìà¹ ìiñöå (3.2.27). �
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2(Äîâåäåííÿ (3.2.26)). Íàáëèçèìî U0 ôóíêöiÿìè u
(1)
δ ∈ C1(Ω) (δ > 0) â (ñèëüíié)

òîïîëîãi¨ L2(Ω), ‖U0 − u
(1)
δ ‖L2(Ω) ≤ δ. Òîäi âíàñëiäîê Ëåìè 3.2.9, ñèëüíî¨-L2

çáiæíîñòi uε äî U0 i Ëåìè 3.2.10, ìà¹ìî

lim sup
ε→0

∣∣∣∣∫
Sε

g(uε, x/ε)(uε − vε)dσ −
∫
Sε

g(ū
(1)
δ , x/ε)(uε − vε − ūε + v̄ε)dσ

−
∫
Sε

g′u(ū
(1)
δ , x/ε)(ū

(1)
δ − v̄ε)(uε − ūε)dσ

∣∣∣∣ ≤ Cδ. (3.2.68)

Ç iíøîãî áîêó, ç óìîâ (I), (3.2.8), (3.2.9) âèïëèâàþòü ïîòî÷êîâi îöiíêè

|g(ū
(1)
δ , x/ε)− g(u

(1)
δ , x/ε)| ≤ Cε íà Sε,

|g′u(ū
(1)
δ , x/ε)(ū

(1)
δ − v̄ε)− g

′
u(u

(1)
δ , x/ε)(u

(1)
δ − V0)| ≤ Cε íà Sε

(íàãàäà¹ìî, ùî vε = V0(x) + εV1(x, x/ε), i V0, V1 � ãëàäêi ôóíêöi¨), ùî, ç âèêî-

ðèñòàííÿì (3.2.38), âåäå äî

lim sup
ε→0

∣∣∣∣∫
Sε

(g(ū
(1)
δ , x/ε)− g(u

(1)
δ , x/ε))(uε − vε − ūε + v̄ε)dσ

+

∫
Sε

(g′u(ū
(1)
δ , x/ε)(ū

(1)
δ − v̄ε)− g

′
u(u

(1)
δ , x/ε)(u

(1)
δ − V0))(uε − ūε)dσ

∣∣∣∣ = 0. (3.2.69)

Çàñòîñó¹ìî òåïåð Òâåðäæåííÿ 3.2.7 ñïî÷àòêó ç q(x, y) = g(u
(1)
δ (x), y), wε =

uε − vε, ïîòiì ç q(x, y) = g(u
(1)
δ (x), y)u

(1)
δ (x), wε = uε, i íàñàìêiíåöü ç q(x, y) =

g(u
(1)
δ (x), y)V0(x), wε = uε, â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî∫
Sε

(
g(u

(1)
δ , x/ε)(uε − vε − ūε + v̄ε) + g′u(u

(1)
δ , x/ε)(u

(1)
δ − V0)(uε − ūε)

)
dσ

→
∫

Ω

∫
S∩Y

g(u
(1)
δ , y)(∇(U0 − V0) · y + U1(x, y)− V1(x, y))dσydx

+

∫
Ω

∫
S∩Y

g′u(u
(1)
δ , y)(u

(1)
δ − V0)(∇U0 · y + U1(x, y))dσydx. (3.2.70)

Ãðàíè÷íèé ïåðåõiä êîëè δ → 0 â (3.2.68)� (3.2.70) äà¹ (3.2.26). �
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Âèñíîâêè äî Ðîçäiëó 3

Ó Ðîçäiëi 3 äîñëiäæåíî äâi çàäà÷i óñåðåäíåííÿ: îïèñàíî âèõîðîâi ñòðóêòóðè â

íàäïðîâiäíèêàõ ç âåëèêèì ÷èñëîì ìàëèõ îòâîðiâ, i âèâ÷åíî àñèìïòîòè÷íó ïî-

âåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ åëiïòè÷íèõ çàäà÷ (à òàêîæ ¨õ ïàðàáîëi÷íèõ àíà-

ëîãiâ) â ïåðôîðîâàíèõ îáëàñòÿõ ç óìîâîþ Ôóð'¹ íà ìåæi äiðîê. Îñíîâíèìè

ðåçóëüòàòàìè ðîçäiëó ¹

• Òåîðåìà 3.1.9 ïðî Γ-ãðàíèöþ äëÿ ôóíêöiîíàëà åíåðãi¨ â ìîäåëi íàäïðîâi-

çäíèêà ç îòâîðàìè.

• Òåîðåìè 3.2.2 i 3.2.6 ïðî óñåðåäíåííÿ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü â ïåðôîðîâàíèõ

îáëàñòÿõ ç óìîâîþ Ôóð'¹ íà ìåæi äiðîê.



Ðîçäië 4

ÐÎÇÂ'ßÇÊÈ ÒÈÏÓ ÁIÆÍÈÕ ÕÂÈËÜ Ó ÇÀÄÀ×I Ç

ÂIËÜÍÎÞ ÌÅÆÅÞ, ÙÎ ÌÎÄÅËÞ� ÐÓÕ ÆÈÂÈÕ

ÊËIÒÈÍ ÍÀ ÑÓÁÑÒÐÀÒI

Âiä ïî÷àòêó ñèìåòðè÷íà êëiòèíà íà ñóáñòðàòi ìîæå çàçíàòè ñïîíòàííå ïîðóøå-

ííÿ ñèìåòði¨ i ïåðåéòè â ðóõëèâèé ñòàí, â ÿêîìó âîíà çàçâè÷àé ìiãðó¹ ïðÿìî-

ëiíiéíî çi çáåðåæåííÿì ñâî¹¨ ôîðìè íà âiäñòàíü áàãàòüîõ ñâî¨õ ðîçìiðiâ [117],

[24]. Ðîçóìiííÿ iíiöiàöi¨ ðóõëèâîãî ñòàíó æèâèõ êëiòèí i ìåõàíiçìó ïîðóøåííÿ

ñèìåòði¨ ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ïèòàííÿì áiîëîãi¨ êëiòèí.

Â ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòàëüíèõ i òåîðåòè÷íèõ äîñëiäæåííÿ ðóõó êëiòèí âè-

êîðèñòîâóþòü êåðàòîöèòè. Êëiòèíè òàêîãî òèïó ïðèñóòíi, íàïðèêëàä, â ðîãîâèöi

îêà i âîíè âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü â çàãîþâàííi ðàí ïiñëÿ ïîøêîäæåíü. Êå-

ðàòîöèòè ¹ iäåàëüíèìè äëÿ åêñïåðèìåíòàëüíèõ äîñëiäæåíü çàâäÿêè ¨õ çíà÷íié

ðóõëèâîñòi, êðiì òîãî, ÷åðåç ñâîþ ïëîñêó ïîáóäîâó, âîíè ¹ çðó÷íèìè äëÿ ìî-

äåëþâàííÿ i äëÿ iõ äîñëiäæåííÿ âèêîðèñòîâóþòü äâîâèìiðíi ìîäåëi. Òèïîâèìè

äëÿ íèõ ¹ íåðóõîìèé ñòàí i ñòiéêèé ðóõ ç íåçìiííîþ ôîðìîþ, øâèäêiñòþ i íà-

ïðÿìêîì. Òîìó â áiîôiçè÷íèõ ìîäåëÿõ âàæëèâî îïèñàòè ïåðø çà âñå ñòàöiîíàðíi

ðîçâ'ÿçêè i ðîçâ'ÿçêè òèïó áiæíî¨ õâèëi.

Äëÿ ìîäåëåé ðóõëèâîñòi æèâèõ êëiòèí ðîçâ'ÿçêè òèïó áiæíî¨ õâèëi â îäíîâè-

ìiðíèõ çàäà÷àõ ç âiëüíîþ ìåæåþ áóëî äîñëiäæåíî â [171], [172], [13]. ×èñåëüíèé

àíàëiç äâîâèìiðíèõ çàäà÷ ç âiëüíîþ ìåæåþ ïîâåäåíî, íàïðèêëàä, â [23], [198].

Ôàçîâi ìîäåëi ðóõëèâîñòi êëiòèí ââåäåíî i ÷èñåëüíî äîñëiäæåíî, íàïðèêëàä, â

312
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[189], [206], [188]. Ðîáîòó [41] ïðèñâÿ÷åíî ïåðåõîäó äî ãðàíèöi êîíòðàñòíî¨ ôà-

çîâî¨ ôóíêöi¨, ðåçóëüòàòè öi¹¨ ðîáîòè ïðåäñòàâëåíî â Äîäàòêó M.

Ðîçãëÿíóòó íèæ÷å äâîâèìiðíó ìîäåëü ç âiëüíîþ ìåæåþ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê

óçàãàëüíåííÿ îäíîâèìiðíî¨ ìîäåëi [171], [172], àáî ÿê ñïðîùåíó äâîâèìiðíó ìî-

äåëü ç [23]. Çàïðîïîíîâàíà â [171, 172] ìiíiìàëüíà ìîäåëü îïèñó¹ ïîòîê àêòîìiî-

çèíó â öèòîñêåëåòi êëiòèíè ñïðè÷èíåíèé ñêîðîòëèâîþ äi¹þ ìiîçèíó. Öÿ ìîäåëü

ñêëàäà¹òüñÿ ç ñèñòåìè åëiïòè÷íîãî i ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿíü (ìîäåëü Êåëëåðà-

Ñåãåëÿ) â îáëàñòi ç âiëüíîþ ìåæåþ. Â [171] âèíàéäåíî áiôóðêàöiþ ñiì'¨ òðiâi-

àëüíèõ íåðóõîìèõ ñòàíiâ äî áiæíèõ õâèëü. Çàçíà÷èìî, ùî ñèñòåìó Êåëëåðà-

Ñåãåëÿ ó ôiêñîâàíié îáëàñòi áóëî çàïðîïîíîâàíî i âèâ÷åíî âïåðøå â ðîáîòàõ

[114], [115], [116], öÿ ñèñòåìà ¹ ïðåäìåòîì áàãàòüîõ äîñëiäæåíü (äèâ., íàïðèêëàä,

[159], [64],[202], [203], i îãëÿä [101]) ÷åðåç ¨¨ ôóíäàìåíòàëüíó â ìîäåëþâàííi õå-

ìîòàêñèñó.

Äâîâèìiðíà ìîäåëü, ÿêó çàïðîïîíîâàíî â [23], ñêëàäà¹òüñÿ ç ñèñòåìè ðiâ-

íÿíü äëÿ ïîòîêà àêòîìiîçèíó i ùiëüíîñòi ìiîçèíó, à òàêîæ ç ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨-

äèôóçi¨ ÿêó îïèñó¹ ç÷åïëåííÿ êëiòèíè ç ñóáñòðàòîì. ×èñåëüíi ðîçðàõóíêè äëÿ

öi¹¨ ìîäåëi ïîêàçàëè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òèïó áiæíî¨ õâèëi, ÿêi áóëî ïîðiâíÿíî

ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè ñïîñòåðåæåííÿìè ðóõó êåðàòîöèòiâ íà ðiâíié ïîâåðõíi.

Äëÿ òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ õàðàêòåðíèìè ¹ ïðîñòîðîâî ìàéæå îäíîðiäíi ñèëè ç÷åïëå-

ííÿ. Òîìó íèæ÷å ðîçãëÿäàþòüñÿ ðiâíÿííÿ ç ïîñòiéíèì êîåôiöi¹íòîì ç÷åïëåííÿ,

ÿê i â îäíîâèìiðíié ìîäåëi ç [171], [172]. Êðiì òîãî, â [23] ðîçãëÿíóòî ðiâíÿí-

íÿ äëÿ ïîëÿ øâèäêîñòåé àêòîìiîçèíó ç äâîìà â'ÿçêîñòÿìè (îá'¹ìíié i çñóâíié).

Â ÷èñåëüíîìó ìîäåëþâàííi âèêîðèñòàíî êîíòðàñòíi çíà÷åííÿ öèõ â'ÿçêîñòåé:

îá'¹ìíà â'ÿçêiñòü ¹ íàáàãàòî áiëüøîþ íiæ çñóâíà. Ç öi¹¨ ïðè÷èíè ðîçãëÿäà¹-

òüñÿ ðåäóêîâàíà ðåîëîãiÿ öèòîñêåëåòó ç íóëüîâîþ çñóâíîþ â'ÿçêiñòþ i îá'¹ìíîþ

â'ÿçêiñòþ ìàñøòàáîâàíîþ äî 1.

Ïåðåéäåìî òåïåð áåçïîñåðåäíüî äî ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i. Â îáëàñòi Ω(t) ⊂
R2 ç âiëüíîþ ìåæåþ ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü

∇ div u+ α∇m = u â Ω(t), (4.0.1)
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∂tm = ∆m− div(um) â Ω(t), (4.0.2)

äå u � ïîëå øâèäêîñòåé ïîòîêó àêòîìiîçèíó, m � ùiëüíiñòü ìiîçèíó. Ïåðøå

ðiâíÿííÿ ¹ áàëàíñîì ñèë ìiæ íàïðóæåííÿìè, ïðåäñòàâëåíèìè â ëiâié ÷àñòèíi

ðiâíÿííÿ, i ñèëàìè ç÷åïëåííÿ ç ñóáñòðàòîì (â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ), ÿêi ¹

ïðîïîðöiéíèìè øâèäêîñòÿì (ç îäèíè÷íèì êîåôiöi¹íòîì ïðîïîðöiéíîñòi, ÷îãî

çàâæäè ìîæíà äîñÿãòè ïiñëÿ îáåçðîçìiðåííÿ). Òåíçîð íàïðóãè ¹ ñêàëÿðíèì, âií

ñêëàäà¹òüñÿ ç ãiäðîäiíàìi÷íî¨ (ïàñèâíî¨) ÷àñòèíè div u i àêòèâíî¨ êîìïîíåíòè

αm, ùî ñòâîðþ¹òüñÿ ñêîðîòëèâîþ äi¹þ ìiîçèíó, äå α > 0 � ñòàëà (ñèëîâà õàðà-

êòåðèñòèêà ìiîçèíó). Äðóãå ðiâíÿííÿ (4.0.2) ¹ ðiâíÿííÿì êîíâåêöi¨-äèôóçi¨ äëÿ

ùiëüíîñòi m â ïîòîöi u.

Åâîëþöiÿ âiëüíî¨ ìåæi ∂Ω(t) îïèñó¹òüñÿ êiíåìàòè÷íîþ êðàéîâîþ óìîâîþ äëÿ

íîðìàëüíî¨ øâèäêîñòi Vν,

Vν = (u · ν)− βκ+ λ íà ∂Ω(t), (4.0.3)

äå ν � îäèíè÷íà çîâíiøíÿ íîðìàëü, κ � êðèâèçíà ∂Ω(t), i λ � ñòàëà âèçíà÷å-

íà ðiâíiñòþ λ :=
(

2πβ −
∫
∂Ω(t)(u · ν)dσ

)
/|∂Ω(t)| (âîíà îáóìîâëþ¹ çáåðåæåííÿ

ïëîùè).

Ðiâíÿííÿ (4.0.1) äîïîâíþ¹òüñÿ óìîâîþ íóëüîâîãî íàïðóæåííÿ íà ìåæi:

div u+ αm = 0 íà ∂Ω(t), (4.0.4)

à ðiâíÿííÿ (4.0.2) ðîçãëÿäà¹òüñÿ ç óìîâîþ

∂m

∂ν
= ((u · ν)− Vν)m íà ∂Ω(t), (4.0.5)

ùî âèìàãà¹ íóëüîâèé ïîòiê íà ìåæi (ç óðàõóâàííÿì êîíâåêòèâíîãî ïîëÿ u i ðóõó

ìåæi).

Áëèçüêi çà ïîñòàíîâêîþ ïàðàáîëi÷íî-åëiïòè÷íi êðàéîâi çàäà÷i ç âiëüíîþ ìå-

æåþ âèíèêàþòü â ìîäåëÿõ ðîñòó ïóõëèí, íàïðèêëàä, [91], [89], [99], [102] (äèâ.

òàêîæ îãëÿäè [90], [135]). Ïðîòå äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ â öèõ ìîäåëÿõ ¹ ëi-

íiéíèìè, i ïëîùà îáëàñòi íå çáåðiãà¹òüñÿ. Äëÿ öèõ ìîäåëåé âèâ÷åíî ñòðóêòóðó
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ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, çîêðåìà áiôóðêàêöi¨ äî íåðàäiàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, òàêîæ

äîñëiäæåíî ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ i óìîâè ðîçøèðåííÿ àáî çìåíøåííÿ îáëàñòi ç

âiëüíîþ ìåæåþ.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ áiôóðêàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ òèïó áiæíî¨ õâèëi â çàäà÷i (4.0.1) -

(4.0.3) çàñòîñîâàíî ïiäõiä, ùî âïåðøå áóëî çàïðîïîíîâàíî â ðîáîòi [91] i çãî-

äîì ðîçâèíåíî â [92], [99], [102] äëÿ ìîäåëåé ðîñòó ïóõëèí. À ñàìå, íåðàäiàëüíi

ðîçâ'ÿçêè çíàõîäÿòüñÿ øëÿõîì áiôóðêàöiéíîãî àíàëiçó äëÿ ñiì'¨ ðàäiàëüíî ñè-

ìåòðè÷íèõ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ïðîòå òåõíi÷íà ðåàëiçàöiÿ öüîãî ïiäõîäó

çíà÷íî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä çãàäàíèõ ðîáiò ÷åðåç íåëiíiéíèé õàðàêòåð ñèñòåìè ðiâ-

íÿíü (4.0.1)�(4.0.2). Çîêðåìà â äîâåäåííi òåîðåìè ïðî áiôóðêàöiþ ðîçâ'ÿçêiâ

òèïó áiæíèõ õâèëü çàñòîñîâàíî òåõíiêó, ùî áàçó¹òüñÿ íà ïîíÿòòi ñòåïåíÿ Ëåðå-

Øàóäåðà, çàìiñòü Òåîðåìè Êðåíäàëëà-Ðàáiíîâi÷à [75], ÿêó âèêîðèñòàíî (íàïðè-

êëàä, â [92], [99], [102]) â äîñëiäæåííi ìîäåëåé ðîñòó ïóõëèí.

Ïiä ðîçâ'ÿçêàìè òèïó áiæíî¨ õâèëi ðîçóìiþòüñÿ ðîçâ'ÿçêè (4.0.1) - (4.0.3)

âèãëÿäó Ω(t) = Ω + V t, u = u(x − Vxt, y − Vyt), m = m(x − Vxt, y − Vyt).

Äëÿ íèõ, ïiñëÿ ïåðåõîäó äî ðóõîìî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ñèñòåìà (4.0.1)�(4.0.5)

ïåðåïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì â òåðìiíàõ ñêàëÿðíî¨ íàïðóãè S := divu+αm:

−∆S + S = αm â Ω, i S = 0 íà ∂Ω, (4.0.6)

−∆m+ div((∇S−V )m) = 0 â Ω, i
∂m

∂ν
= ((∇S−V ) ·ν)m íà ∂Ω, (4.0.7)

Vν =
∂S

∂ν
− βκ+ λ íà ∂Ω. (4.0.8)

Áåç çìåíøåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ïðèïóñêàòè, ùî ðóõ âiäáóâà¹òüñÿ ó x-

íàïðÿìêó çi øâèäêiñòþ V (ùî íàäàëi ïîçíà÷à¹ ñêàëÿðíó âåëè÷èíó). Çàçíà÷è-

ìî, ùî äëÿ çàäàíîãî S âñi íåâiä'¹ìíi ðîçâ'ÿçêè (4.0.7) (ôóíêöiÿ m ïîçíà÷à¹

ùèëüíiñòü ìiîçèíó i òîìó íå ìîæå áóòè âiä'¹ìíîþ) âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ

m(x, y) = m0e
S(x,y)−xV ç ïîñòiéíîþ m0 ≥ 0. Äiéñíî, ïðÿìî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ òîé

ôàêò, ùîm = eS(x,y)−xV � ðîçâ'ÿçîê (4.0.7). Éîãî ¹äèíiñòü iç òî÷íiñòþ äî ìóëüòè-

ïëiêàòèâíî¨ êîíñòàíòè âèïëèâà¹ ç Òåîðåìè Êðåéíà-Ðóòìàíà [122]. Òàêèì ÷èíîì
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ìîæíà âèêëþ÷èòè m ç (4.0.6)�(4.0.7) i ïåðåïèñàòè çàäà÷ó ó íàñòóïíié ôîðìi:

−∆S + S = ΛeS−xV â Ω, (4.0.9)

ç êðàéîâèìè óìîâàìè

S = 0 íà ∂Ω (4.0.10)

i

V νx =
∂S

∂ν
− βκ+ λ íà ∂Ω. (4.0.11)

Â çàäà÷i (4.0.9)-(4.0.11) S, V , i Λ = m0α ≥ 0 ¹ íåâiäîìèìè. Çàçíà÷èìî, ùî

(4.0.9)�(4.0.11) ¹ çàäà÷åþ ç âiëüíîþ ìåæåþ, òîáòî, îáëàñòü Ω òàêîæ ¹ íåâiäî-

ìîþ. Äëÿ ðàäiàëüíî ñèìåòðè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ (4.0.9)�(4.0.10) ç V = 0 i îáëàñòþ

Ω = BR (äèñê), ñòàëó λ çàâæäè ìîæíà ïiäiáðàòè òèê, ùîá âèêîíóâàëàñü êðàéîâà

óìîâà (4.0.11). Öå äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè îäíîïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ ñòàöiîíàðíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ øëÿõîì äîñëiäæåííÿ íåëiíiéíî¨ çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ (4.0.9)�

(4.0.10). Ïîäàëüøèé áiôóðêàöiéíèé àíàëiç ðàäiàëüíèõ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

âåäå äî íàñòóïíîãî ðåçóëüòàòó (äèâ. Ïiäðîçäië 4.1.5 äëÿ áiëüø äåòàëüíî¨ iíôîð-

ìàöi¨).

Òåîðåìà 4.1.1. Iñíó¹ ñiì'ÿ ðîçâ'ÿçêiâ (4.0.6)�(4.0.8) òèïó áiæíî¨ õâèëi ç íå-

íóëüîâèìè ñêîðîñòÿìè V . Öåé ðåçóëüòàò ìà¹ ìiñöå äëÿ âñiõ çíà÷åíü ïàðà-

ìåòðiâ α > 0 i β > 0, çà âèêëþ÷åííÿì, ìîæëèâî, çëi÷åííîãî íàáîðó çíà÷åíü

β (äèâ. Òåîðåìó 4.1.18), i äëÿ äîâiëüíî¨ ïëîøi îáëàñòi |Ω| > 0.

4.1.1 Ñiì'ÿ ðàäiàëüíî ñèìåòðè÷íèõ ñòàöiîíàðíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ

Çàäà÷à (4.0.9)-(4.0.11) ìà¹ ñiì'þ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ç V = 0, ÿêi ìàþòü ðà-

äiàëüíî ñèìåòðè÷íó ôîðìó. Áiëüø äîêëàäíî, íåõàé Ω � äèñê BR ðàäióñó R > 0,

ðîçãëÿäàþòüñÿ ðàäiàëüíî ñèìåòðè÷íi ðîçâ'ÿçêè S = Φ(r), r =
√
x2 + y2 ðiâíÿ-

ííÿ

− 1

r
(rΦ′(r))′ + Φ = ΛeΦ, 0 < r < R, (4.1.12)
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ç êðàéîâèìè óìîâàìè

Φ′(0) = Φ(R) = 0. (4.1.13)

Çàçíà÷èìî, ùî (4.1.12)�(4.1.13) ¹ íåëiíiéíîþ çàäà÷åþ íà âëàñíi çíà÷åííÿ, òîáòî

ñòàëà Λ i ôóíêöiÿ Φ(r) ¹ íåâiäîìèìè â öié çàäà÷i. Êîæíèé ðîçâ'ÿçîê (4.1.12)�

(4.1.13) òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ (4.0.9)�(4.0.11) ç V = 0 i äåÿêîþ ñòàëîþ λ, òîáòî

çàâæäè ìîæíà ïiäiáðàòè λ â öié ðàäiàëüíî ñèìåòðè÷íié çàäà÷i òàê ùîá âèêîíó-

âàëàñÿ óìîâà (4.0.11). Ðiâíÿííÿ (4.1.12) ¹ êëàñè÷íèì ðiâíÿííÿì Ëióâiëëÿ [134]

ç äîäàòêîâèì ÷ëåíîì íóëüîâîãî ïîðÿäêó (äðóãèé ÷ëåí â ëiâié ÷àñòèíi (4.1.12)).

Çàóâàæåííÿ 4.1.2. Ïðèðîäíî î÷iêóâàòè, ùî ñiì'ÿ ðîçâ'ÿçêiâ (4.1.12)-(4.1.13)

ìà¹ òàêó ñàìó ñòðóêòóðó, ùî ÿâíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Ëióâiëëÿ [194] ó äèñêó.

Ïðîòå, äîäàòêîâèé ÷ëåí S â (4.1.12) óñêëàäíþ¹ àíàëiç íàâiòü â ðàäiàëüíî ñèìå-

òðè÷íîìó âèïàäêó, íàïðèêëàä, ñòàíäàðòíèé ìåòîä, ùî áàçó¹òüñÿ íà íåðiâíîñòi

Ïîõîæà¹âà, íå äîçâîëÿ¹ âñòàíîâèòè íåâèðîäæåíiñòü (äèâ. óìîâó (4.1.19)).

Òåîðåìà 4.1.3. Çàôiêñó¹ìî R > 0, òîäi

(i) Iñíó¹ êîíòèíóóì (çàìêíåíà çâ'ÿçíà ìíîæèíà) K ⊂ R × C([0, R]) íå-

âiä'¹ìíèõ ðîçâ'ÿçêiâ Λ ≥ 0, Φ ≥ 0 çàäà÷i (4.1.12)�(4.1.13), ùî ìiñòèòü òðiâi-

àëüíèé ðîçâ'ÿçîê (Λ,Φ) = (0, 0). Iñíó¹ äîäàòíå ñêií÷åííå ÷èñëî

Λ0 = max{Λ | (4.1.12)-(4.1.13) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê (Λ,Φ)},

çîêðåìà, Λ ≤ Λ0 äëÿ âñiõ (Λ,Φ) ∈ K. Ç iíøîãî áîêó íîðìà ‖Φ‖C([0,R]) íå ¹

îáìåæåíîþ íà K, áiëüø òîãî

sup

{∫ R

0

eΦ rdr
∣∣ (Λ,Φ) ∈ K

}
=∞. (4.1.14)

(ii) Äëÿ êîæíîãî 0 ≤ Λ < Λ0 iñíó¹ ïîòî÷êîâî ìiíiìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê Φ çà-

äà÷i (4.1.12)�(4.1.13), i öi ìiíiìàëüíi ðîçâ'ÿçêè ¹ ïîòî÷êîâî çðîñòàþ÷èìè çà

Λ. Âîíè óòâîðþþòü àíàëiòè÷íó êðèâó A0 â R×C([0;R]), ÿêó ìîæíî ïðîäîâ-

æèòè äî àíàëèòè÷íî¨ êðèâî¨ A1. Êðèâà A1 ¹ çâ'ÿçíîþ êîìïîíåíòîþ A, ùî
ìiñòèòü A0, äå

A := {(Λ,Φ) ∈ K | σ2(Λ,Φ) > 0}, (4.1.15)
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i σ2(Λ,Φ) ïîçíà÷à¹ äðóãå âëàñíå çíà÷åííÿ ëiíåàðiçîâàííî¨ çàäà÷i

−∆w + w − ΛeΦw = σw â BR, w = 0 íà ∂BR. (4.1.16)

Çàóâàæåííÿ 4.1.4. Ïiäñóìîâóþ÷è ÷àñòèíó (ii) Òåîðåìè, ìà¹ìî íàñòóïíi âêëþ-

÷åííÿ

K ⊇ A ⊇ A1 ⊇ A0

êîíòèí. ð-â 2-ãå âë.çí. > 0 êîìïîíåíòà, ùî ìiñòèòü A0, ìií. ð-êè

äå òiëüêè ìíîæèíà A ìîæå áóòè íåçâ'ÿçíîþ.

Äîâåäåííÿ. (i) Çãiäíî ç ïðèíöèïîì ìàêñèìóìó êîæíèé ðîçâ'ÿçîê (4.1.12)�

(4.1.13) ç Λ ≥ 0 ¹ äîäàòíèì äëÿ r < R. Íåõàé µD > 0 ïîçíà÷à¹ ïåðøå âëàñíå

çíà÷åííÿ îïåðàòîðó −∆ â BR ç îäíîðiäíîþ óìîâîþ Äiðiõëå, i íåõàé U > 0 �

âiäïîâiäíà âëàñíà ôóíêöiÿ. Ïîìíîæèìî (4.1.12) íà rU i ïðîiíòåãðó¹ìî:

(1 + µD)

∫ R

0

UΦ rdr = Λ

∫ R

0

eΦU rdr ≥ Λ

∫ R

0

ΦU rdr,

îòæå Λ ≤ 1 + µD.

Äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ êîíòèííóìà K, çàïèøåìî (4.1.12) ó âèãëÿäi

−∆Φ + Φ = Λ̃

(
e2Φ∫

BR
e2Φdxdy

)1/2

in BR, (4.1.17)

ç Φ = Φ(r), r =
√
x2 + y2, i íîâèì íåâiäîìèì ïàðàìåòðîì Λ̃ çàìiñòü Λ. Ðîç-

âÿæåìî (4.1.17) ç óìîâîþ Äiðiõëå Φ = 0 íà ∂BR, ðîçãëÿäàþ÷è ïðàâó ÷àñòè-

íó (4.1.17) ÿê çàäàíó ôóíêöiþ. Öå âåäå äî åêâiâàëåíòíîãîã ïåðåôîðìóëþâàííÿ

(4.1.12)�(4.1.13) ÿê çàäà÷i ïðî íåðóõîìó òî÷êó

Φ = Λ̃R(Φ). (4.1.18)

Çi ñòàíäàðòíèõ åëiïòè÷íèõ îöiíîê âèïëèâà¹, ùî R ¹ êîìïàêòíèì âiäîáðàæå-

ííÿì â C([0, R]), êðiì òîãî R(C([0, R])) ¹ îáìåæåíîþ ïiäìíîæèíîþ C([0, R]).

Òîìó ìîæíà çàñòîñóâàòè Òåîðåìó Ëåðå-Øàóäåðà ïðî ïðîäîâæåííÿ çà ïàðàìå-

òðîì, äèâ., íàïðèêëàä, [138], äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ êîíòèíóóìó ðîçâ'ÿçêiâ
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(Λ̃,Φ) çàäà÷i (4.1.18), ùî âèíèêà¹ ç ðîçâ'ÿçêó (0, 0), äå Λ̃ ïðèéìà¹ âñi íåâiä'¹ìíi

çíà÷åííÿ. Ç îãëÿäó íà îáìåæåííiñòü Λ = Λ̃
(
2π
∫ R

0 e2Φrdr
)−1/2

ìîæíà çàêëþ÷è-

òè, ùî sup{‖Φ‖C([0,R]) | (Λ,Φ) ∈ K} = ∞. Çâiäñè, çàñòîñóâàâøè Íàñëiäîê 6 ç

[55], îòðèìó¹ìî (4.1.14).

(ii) Çãiäíî ç [112], iñíó¹ ìiíiìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê Φ çàäà÷i (4.1.12)-(4.1.13) äëÿ

êîæíîãî Λ ∈ [0,Λ0), ïðè÷îìó ôóíêöiÿ Φ ìîíîòîííî çàëåæèòü âiä Λ. Ðîçãëÿ-

íåìî òåïåð äîâiëüíèé, íå îáîâ'ÿçêîâî ìiíiìàëüíèé, ðîçâ'ÿçîê (Λ,Φ), òàêèé ùî

äðóãå âëàñíå çíà÷åííÿ σ2(Λ,Φ) ëiíåàðèçîâàíî¨ çàäà÷i (4.1.16) ¹ äîäàòíèì. Çà

äîïîìîãîþ äîáðå âiäîìèõ ìåòîäiâ, ùî ñïèðàþòüñÿ íà Òåîðåìó ïðî íåÿâíó ôóí-

êöiþ, äèâ., íàïðèêëàä [120], çíàõîäèìî, ùî âñi ðîçâ'ÿçêè (4.1.12)�(4.1.13) â îêîëi

(Λ,Φ) íàëåæàòü äî ãëàäêî¨ êðèâî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç (Λ,Φ), çà óìîâè, ùî àáî

ëiíåàðèçîâàíà çàäà÷à (4.1.16) íå ìà¹ íóëüîâîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ, àáî âîíî ¹

ïðîñòèì i âiäïîâiäíà âëàñíà ôóíêöiÿ w çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íåâèðîäæåííîñòi∫ R

0

eΦ(r)w(r) rdr 6= 0. (4.1.19)

Îñêiëüêè çà ïðèïóùåííÿì σ2(Λ,Φ) > 0, íóëüîâå âëàñíå çíà÷åííÿ, ÿêùî iñíó¹, ¹

ïåðøèì âëàñíèì çíà÷åííÿì (4.1.16), îòæå ôóíêöiÿ w ¹ çíàêîïîñòiéíîþ i çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâó (4.1.19). Òàêèì ÷èíîì A1 äiéñíî ¹ ãëàäêîþ êðèâîþ, âîíà ìiñòèòü

ìiíiìàëüíi ðîçâ'ÿçîêè (äëÿ ÿêèõ ïåðøå âëàñíå çíà÷åííÿ σ1(Λ,Φ) ëiíåàðiçîâàíî¨

çàäà÷i (4.1.16) ¹ íåâiä'¹ìíèì) àëå íå òiëüêè ¨õ. Íàñàìêiíåöü, îñêiëüêè íåëiíié-

íiñòü eΦ â (4.1.12) ¹ àíàëiòè÷íîþ, êðèâà K1 òàêîæ ¹ àíàëiòè÷íîþ, äèâ. äîâåäåííÿ

Òâåðäæåííÿ (4.1.10) (íèæ÷å).

Ëåìà 4.1.5. Êîæíèé ðîçâ'ÿçîê (4.1.12)-(4.1.13) ç Λ ≥ 0 çàäîâîëüíÿ¹

Φ′(r) < 0 äëÿ 0 < r ≤ R, (4.1.20)

i íàñòóïíó íåðiâíiñòü Ïîõîæà¹âà

1

2
(RΦ′(R))2 +

∫ R

0

Φ2 rdr = −Λ

∫ R

0

eΦΦ′ r2dr = 2Λ

∫ R

0

eΦrdr − ΛR2. (4.1.21)
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Äîâåäåííÿ. Ùîá äîâåñòè (4.1.20) ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî ôóíêöiÿ Φ(r) ¹ ñïà-

äíîþ. Ïðèïóñòèìî âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî Φ ìà¹ ëîêàëüíèé ìiíiìóì â r0 i iñíó¹

r1 ∈ (r0, R], òàêå ùî Φ(r0) = Φ(r1). Ïîìíîæèìî (4.1.12) íà Φ′(r) i ïðîiíòåãðó¹ìî

âiä r0 äî r1:∫ r1

r0

(
Φ′′ +

1

r
Φ′
)

Φ′ dr =
1

2
Φ2(r1)− ΛeΦ(r1) − 1

2
Φ2(r0) + ΛeΦ(r0) = 0. (4.1.22)

Ç iíøîãî áîêó, ëiâà ÷àñòèíà (4.1.22) äîðiâíþ¹

1

2
(Φ′(r1))

2 +

∫ r1

r0

1

r
(Φ′)2 dr.

Îòæå ôóíêöiÿ Φ ¹ ïîñòiéíîþ íà (r0, r1), âiäñiëÿ âèïëèâà¹, ùî Φ ¹ ïîñòiéíîþ íà

(0, R), ïðîòèði÷÷ÿ. Òàêèì ÷èíîì Φ′(r) ≤ 0 äëÿ 0 < r < R. Ïðèïóñòèìî òåïåð,

ùî Φ′(r0) = 0 â òî÷öi 0 < r0 < R, òîäi Φ′′(r0) = 0, i çíîâó çíàõîäèìî, ùî Φ ¹

êîíñòàíòîþ íà (0, R). Íàñàìêiíåöü, Φ′(R) < 0 çãiäíî ç Ëåìîþ Õîïôà.

Ðiâíîñòi (4.1.21) çíàõîäÿòüñÿ ñòàíäàðòíèì ÷èíîì: òðåáà ïîìíîæèòè (4.1.12)

íà ìíîæíèê Ïîõîæà¹âà r2Φ′(r), ïðîiòåãðóâàòè âiä 0 äî R i çàñòîñóâàòè iíòåãðó-

âàííÿ ÷àñòèíàìè.

4.1.2 Íåîáõiäíà óìîâà áiôóðêàöi¨ áiæíèõ õâèëü

Áiæíi õâèëi ç ìàëèìè øâèäêîñòÿìè, òîáòî ðîçâ'ÿçêè (4.0.9)�(4.0.11) äëÿ ìàëèõ

V =: ε, áóäåìî øóêàòè øëÿõîì çáóðåíü ðàäiàëüíî ñèìåòðè÷íèõ ñòàöiîíàðíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ ïðåäñòàâëåíèõ ïàðàìè (Λ,Φ(r)), ùî çàäîâîëüíÿþòü (4.1.12)�(4.1.13).

Äëÿ öüîãî ïiäñòàâèìî àíçàö

S = Φ+εφ+ . . . , Ω = {(x, y) = r(cosϕ, sinϕ) | ϕ ∈ [−π, π), r < R+ερ(ϕ)+ . . . }
(4.1.23)

â (4.0.9)-(4.0.11). Ôóíêöiÿ ρ îïèñó¹ âiäõèëåííÿ Ω âiä äèñêó BR, à φ îïèñó¹ âiä-

õèëåííÿ íàïðóãè S âiä Φ. Çàçíà÷èìî, ùî â íàáëèæåííi ïåðøîãî ïîðÿäêó ñòàëà

Λ íå çáóðþ¹òüñÿ (äèâ. Äîäàòîê L, äå ïîêàçàíî, ùî εΛ1 = 0). Çãðóïó¹ìî ÷ëåíè

ç îäíàêîâèìè ñòåïåíÿìè ε, òîäi ÷ëåíè ïîðÿäêó ε â ðiâíÿííi (4.0.9) âåäóòü äî
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íàñòóïíîãî ðiâíÿííÿ äëÿ φ:

−∆φ+ φ = ΛeΦ(φ− x) â BR. (4.1.24)

×ëåíè ïîðÿäêó ε â êðàéîâèõ óìîâàõ (4.0.10), (4.0.11) âåäóòü äî óìîâ

φ+ Φ′(R)ρ = 0, (4.1.25)

i

cosϕ =
∂φ

∂ν
+ Φ′′(R)ρ+

β

R2
(ρ+ ρ′′), (4.1.26)

äå ñòàëó λ1, ùî ç'ÿâëÿ¹òüñÿ â ðîçâèíåííi λ, λ = λ0 +ελ1 + . . . , îïóùåíî ÷åðåç òå,

ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ òiëüêè çáóðåííÿ îáëàñòi, ÿêi íå çìiíþþòü ïëîùè (äèâ. äåòà-

ëi â Äîäàòêó L). Ùîá ïîçáàâèòèñü ðîçâ'ÿçêiâ ïîðîäæåíèõ iíôiíiòåçèìàëüíèìè

çñóâàìè äèñêó BR, áóäåìî íàêëàäàòè íà ρ íàñòóïíó óìîâó îðòîãîíàëüíîñòi∫ π

−π
ρ(ϕ) cosϕdϕ = 0. (4.1.27)

Ðîçâ'ÿçîê (4.1.24)�(4.1.25) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi Ôóð'¹ êîìïîíåíòè φ = φ̃(r) cosϕ.

Òîäi ôóíêöiÿ φ̃(r) ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè

− 1

r
(rφ̃′)′ +

(
1 + 1/r2

)
φ̃ = ΛeΦ(φ̃− r), 0 < r < R, φ̃(0) = 0, (4.1.28)

i, âíàñëiäîê (4.1.25) i (4.1.27), êðàéîâó óìîâó

φ̃(R) = 0. (4.1.29)

Ïîìíîæèìî òåïåð (4.1.28) íà Φ′(r)r â ïðîiíòåãðó¹ìî âiä 0 äî R. Ïðîiíòåãðó¹-

ìî ÷àñòèíàìè i ñêîðèñòà¹ìîñü òèì ôàêòîì, ùî −1
r(rΦ

′′)′+
(
1 + 1/r2

)
Φ′ = ΛeΦΦ′

(îñòàííþ ðiâíiñòü îòðèìàíî äèôåðåíöiþâàííÿì (4.1.12)):

RΦ′(R) = Λ

∫ R

0

eΦ(r)Φ′(r)r2dr, (4.1.30)

äå òàêîæ áóëî âèêîðèñòàíî (4.1.26) i (4.1.29). Öå ¹ íåîáõiäíîþ óìîâîþ áiôóð-

êàöi¨¨ áiæó÷èõ õâèëü ç êðèâî¨ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ A1 â òî÷öi (Λ,Φ), i öþ

óìîâó ìîæíà åêâiâàëåíòíî ïåðåïèñàòè, êîðèñòóþ÷èñü (4.1.12)�(4.1.13), ÿê∫ R

0

Φ(r)rdr = ΛR2 − Λ

∫ R

0

eΦrdr, (4.1.31)
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àáî, ç îãëÿäó íà (4.1.21), ÿê

RΦ′(R) +
1

2
(RΦ′(R))

2
+

∫ R

0

Φ2(r)rdr = 0. (4.1.32)

Â íàñòóïíié Ëåìi 4.1.6 ïîêàçàíî, ùî iñíó¹ ïàðà (Λ,Φ) ∈ A1, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

(4.1.30), à Íàñëiäîê 4.1.7 óòî÷íþ¹, ÿêó ñàìå ïàðó áóäå âèêîðèñòàíî â äîâåäåííi

Òåîðåìè 4.1.1.

Ëåìà 4.1.6. Iñíóþòü ðîçâ'ÿçêè (Λ−,Φ−) i (Λ+,Φ+) çàäà÷i (4.1.12)�(4.1.13), ÿêi

íàëåæàòü äî êðèâî¨ A1 (äèâ. òâåðäæåííÿ (ii) Òåîðåìè 4.1.3) i çàäîâîëüíÿþòü

íåðiâíîñòi ∫ R

0

Φ−(r)rdr < Λ−R
2 − Λ−

∫ R

0

eΦ−(r) rdr, (4.1.33)∫ R

0

Φ+(r)rdr > Λ+R
2 − Λ+

∫ R

0

eΦ+(r) rdr. (4.1.34)

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ìiíiìàëüíi ðîçâ'ÿçêè (Λ,Φ) ∈ A1, ÿêi âiäïîâiäàþòü ìà-

ëèì Λ > 0, i ìàëèì ‖Φ‖C(BR). Áóäå ïîêàçàíî, ùî äëÿ òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ëiâà

÷àñòèíà (4.1.31) ¹ ñòðîãî ìåíøîþ íiæ ïðàâà, øëÿõîì àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíå-

ííÿ â ãðàíèöi Λ→ 0.

Ëiíåàðiçó¹ìî (4.1.12)�(4.1.13) â îêîëi (0, 0):

Φ = Λg+O(Λ2), äå g ¹ ðîçâ'ÿçêîì − 1

r
(rg′)′+g = 1, r < R, g′(0) = g(R) = 0.

(4.1.35)

Çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó ìàêñèìóìó çíàõîäèìî 0 < g(r) < 1 äëÿ r < R, îòæå â

ëiâié ÷àñòèíi (4.1.31) ìà¹ìî∫ R

0

Φ(r) rdr = Λ

∫ R

0

g rdr +O(Λ2) ≤ Λ(R2/2− δ) +O(Λ2),

äëÿ äåÿêîãî δ > 0, ùî íå çàëåæèòü Λ; ìiæ òèì äëÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè (4.1.31)

îòðèìó¹ìî

ΛR2 − Λ

∫ R

0

eΦrdr = ΛR2 − Λ

∫ R

0

(1 + Λg)rdr +O(Λ2) = ΛR2/2 +O(Λ2).
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Íàñòóïíèì êðîêîì áóäå äîâåäåíî iñíóâàííÿ ïàðè (Λ+,Φ+) ∈ A1, ùî çàäî-

âîëüíÿ¹ (4.1.34).

Âèïàäîê 1: R ≤ 4. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿìè (i) i (ii) Òåîðåìè 4.1.3, êðèâà A1

çàäîâîëüíÿ¹

sup

{∫ R

0

eΦ rdr
∣∣ (Λ,Φ) ∈ A1

}
=∞, (4.1.36)

àáî, ó íàéãiðøîìó ðàçi,

inf {σ2(Λ,Φ) | (Λ,Φ) ∈ A1} = 0. (4.1.37)

Ó âèïàäêó êîëè âèêîíó¹òüñÿ (4.1.36) ïðàâà ÷àñòèíà (4.1.31) ñòà¹ âiä'¹ìíîþ,

ïðîòå ëiâà ÷àñòèíà ¹ äîäàòíîþ, òîáòî íåðiâíiñòü (4.1.34) äiéñíî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ

äåÿêî¨ ïàðè (Λ+,Φ+) ∈ A1.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê (4.1.37). Âíàñëiäîê íåïåðåðâíîñòi σ2(Λ,Φ) iñíó¹

ïàðà (Λ,Φ) ∈ K1, òàêà ùî äðóãå âëàñíå çíà÷åííÿ (4.1.16) ¹ ìåíøèì 1. Iíøèìè

ñëîâàìè, äðóãå âëàñíå çíà÷åííÿ çàäà÷i

−∆v − ΛeΦv = σv â BR, v = 0 íà ∂BR (4.1.38)

¹ âiä'¹ìíèì. Òîäi, çãiäíî ç Òâåðäæåííÿì 2 â [194], ìà¹ìî

Λ

∫ R

0

eΦrdr ≥ 4.

Ïðèïóñòèìî âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî ïðâàâà ÷àñòèíà (4.1.31) ¹ áiëüøîþ àáî ðiâ-

íîþ ëiâié ÷àñòèíi, òîäi ç îãëÿäó íà åêâiâàëåíòíå ôîðìóëþâàííÿ (4.1.32) óìîâè

(4.1.31), çíàõîäèìî

RΦ′(R) +
1

2
(RΦ′(R))

2
+

∫ R

0

Φ2(r)rdr < 0, (4.1.39)

çâiäêè

RΦ′(R) > −2 i
∫ R

0

Φ2(r)rdr ≤ 1/2. (4.1.40)

Ïîìíîæèìî (4.1.12) íà r i ïðîiíòåãðó¹ìî:

Λ

∫ R

0

eΦrdr =

∫ R

0

Φ rdr −RΦ′(R). (4.1.41)
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Òåïåð ñêîìáiíó¹ìî (4.1.41) ç (4.1.39) i ïåðøîþ íåðiâíiñòþ ç (4.1.40), â ðåçóëüòàòi

îòðèìó¹ìî ∫ R

0

Φ rdr > 2. (4.1.42)

Ñêîðèñòó¹ìîñü íåðiâíiñòþ Êîøi-Øâàðöà, òîäi, ç îãëÿäó íà äðóãó íåðiâíiñòü â

(4.1.40), çíàõîäèìî ∫ R

0

Φ rdr ≤ R√
2

(∫ R

0

Φ rdr

)1/2

≤ R

2
. (4.1.43)

Òàêèì ÷èíîì, (4.1.42) i (4.1.43) äàþòü îöiíêó çíèçó íà ðàäióñ, R > 4, i Ëåìó

äîâåäåíî äëÿ R ≤ 4.

Âèïàäîê 2: R ≥ 4. Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ Λ, Λ0, ìà¹ ìiñöå

îöiíêà Λ0 ≥ 1/e. Äiéñíî, ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi

− q′′ − 1

r
q′ + q = eq−1, r > 0, q(0) = A, q′(0) = 0. (4.1.44)

Çíà÷åííÿ q(R) íåðåðåðâíî ìiíÿ¹òüñÿ âiä 1 äî −∞ êîëè A çðîñòà¹ âiä 1 äî +∞.

Îòæå iñíó¹ A > 1, òàêå ùî Φ = q ¹ ðîçâ'ÿçêîì (4.1.12)�(4.1.13). Ðîçãëÿíåìî

òåïåð ìiíiìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê Φ çàäà÷i (4.1.12)�(4.1.13) ç Λ = 1/e i ââåäåìî ôóí-

êöiþ w ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì äîïîìiæíî¨ çàäà÷i

− w′′ − 1

r
w′ + w = (w + 1)/e, r > 0, w′(0) = w(R) = 0. (4.1.45)

Îñêiëüêè w ¹ äîäàòíiì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.1.12)�(4.1.13), ìà¹ìî

Φ ≥ w äëÿ r < R.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi

RΦ′(R) +
1

2
(RΦ′(R))

2
+

∫ R

0

Φ2(r)rdr ≥ 0, (4.1.46)

äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ∫ R

0

w2(r) rdr ≥ 1/2. (4.1.47)
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Äëÿ ðîçâ'ÿçêó w çàäà÷i (4.1.45) ìà¹ìî ÿâíó ôîðìóëó

w(r) =
1

e− 1

(
1− I0(θr)

I0(θR)

)
,

äå θ =
√

1− 1/e, i I0 � ìîäèôiêîâàíà ôóíêöiÿ Áåññåëÿ ïåðøîãî ðîäó. Îñêiëüêè

J(R) : =

∫ R

0

w2 rdr

=
1

(e− 1)2

{
R2

2
− 2R

I1(θR)

θI0(θR)
+

R2

2I0(θR)2

(
I0(θR)2 − I1(θR)2

)
,

}
çðîñòà¹ ïî R i

J(4) = 0.78... > 1/2,

íåðiâíiñòü (4.1.47) ¹ âiðíîþ äëÿ R ≥ 4, ùî äîâîäèòü (4.1.46). Öå çàâåðøó¹ äîâå-

äåííÿ Ëåìè 4.1.6.

Íàñëiäîê 4.1.7. Iñíó¹ ïàðà (Λ0,Φ0) ∈ A1, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ íåîáõiäíó óìîâó

áiôóðêàöi¨ áiæó÷èõ âîëí (4.1.30) i òàêà ùî â äîâiëüíîìó îêîëi (Λ0,Φ0) iñíóþòü

(Λ±,Φ±) ∈ A1, òàêi ùî

RΦ′−(R) < Λ−

∫ R

0

eΦ−(r)Φ′−(r)r2dr, RΦ′+(R) > Λ+

∫ R

0

eΦ+(r)Φ′+(r)r2dr

(4.1.48)

Äîâåäåííÿ. Ðåçóëüòàò âèïëèâà¹ ç Ëåìè 4.1.6 çàâäÿêè àíàëiòè÷íîñòi i çâÿ'çíîñòi

êðèâî¨ A1.

4.1.3 Ñïåêòðàëüíèé àíàëiç ëiíåàðiçîâàíîãî îïåðàòîðà

Äëÿ ïîáóäîâè ðîçâÿ'çêiâ çàäà÷i (4.0.9)�(4.0.10) íåîáõiäíî âèâ÷èòè âëàñòèâîñòi

ëiíåàðiçîâàíîãî îïåðàòîðà äëÿ ðàäiàëüíî ñèìåòðè÷íîõ ðîçâÿ'çêiâ. Ðîçãëÿíåìî

ñïåêòðàëüíi çàäà÷i

−∆w + w − ΛeΦw = σw â BR, w = 0 íà ∂BR, (4.1.49)

äå (Λ,Φ) � ïàðà, ùî çàäîâîëüíÿ¹ (4.1.12)�(4.1.13).
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Òâåðäæåííÿ 4.1.8. Äëÿ âñèõ n, l = 1, 2, . . . , l-òå âëàñíå çíà÷åííÿ σnl äëÿ

Ôóð'¹ ìîä wnl(r) cosnϕ i wnl(r) sinnϕ,

− 1

r
(rw′nl)

′ +
n2

r2
wnl + wnl − ΛeΦwnl = σnlwnl, 0 < r < R, wnl(0) = wnl(R) = 0,

(4.1.50)

¹ äîäàòíèì, σnl > 0.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî δ > 0 i êîæíîãî ðîçâ'ÿçêó (Λ,Φ) çàäà÷i (4.1.12)-

(4.1.13), ôóíêöiÿ Θδ : r 7→ δ − Φ′(r) ¹ ñòðîãî äîäàòíîþ i âîíà çàäîâîëüíÿ¹

(by di�erentiating (4.1.12))

− 1

r
(rΘ′δ)

′
+

(
1 +

1

r2
− ΛeΦ

)
Θδ =

(
1 +

1

r2
− ΛeΦ

)
δ, 0 < r < R (4.1.51)

àáî, äëÿ êîæíîãî çàäàíîãî n,

− 1

r
(rΘ′δ)

′
+

(
1 +

n2

r2
− ΛeΦ

)
Θδ =

(
1 +

n2

r2
− ΛeΦ

)
δ − n2 − 1

r2
Φ′, 0 < r < R.

(4.1.52)

Ïîìíîæèìî (4.1.50) íà rwnl i ïðîiíòåãðó¹ìî âiä 0 äî R:∫ R

0

(w′nl)
2r dr +

∫ R

0

Υnw
2
nlr dr = σnl

∫ R

0

w2
nlr dr (4.1.53)

äå

Υn = 1 +
n2

r2
− ΛeΦ.

Ïåðäñòàâèìî wnl ÿê Θδw̃nl,δ, ïîòiì ïîìíîæèìî (4.1.52) íà Θ2
δw̃

2
nl,δr, i ïðîiíòå-

ãðó¹ìî âiä 0 äî R. Ñêîðèñòà¹ìîñü iíòåãðóâàííÿì ÷àñòèíàìè â ïåðøîìó ÷ëåíi,

òîäi ìà¹ìî∫ R

0

rΘ′δ(Θδw̃
2
nl,δ)

′ dr +

∫ R

0

Υn(w
2
nl,δ − δΘδw̃

2
nl,δ)r dr = −

∫ R

0

n2 − 1

r
Φ′Θδw̃

2
nl,δ dr.

(4.1.54)

Âiäíiìåìî (4.1.54) âiä (4.1.53), â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî

σnl

∫ R

0

w2
nlr dr =

∫ R

0

(Θδw̃
′
nl,δ)

2 rdr +

∫ R

0

(
Υnδ −

n2 − 1

r2
Φ′
)

Θδw̃
2
nl,δ rdr.

(4.1.55)
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Ïåðåéäåìî òåïåð äî ãðàèöi δ → +0 â îñòàííüîìó ðiâíÿííi. Ïîìiòèìî, ùî lim inf

ïðè δ → +0 äëÿ îñòàííüîãî ÷ëåíà â (4.1.55) ¹ íåâiä'¹ìíèì, çâiäêè σnl ≥ 0

ÿêùî σln = 0, òîäi wnl = −γΦ′(r) äå γ � äåÿêà ïîñòiéíà. Â îñòàííüîìó âèïàäêó

wnl(R) 6= 0, ïðîòèði÷÷ÿ. Òàêèì ÷èíîì σnl > 0.

Íàñëiäîê 4.1.9. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ H1/2(∂BR), ùî çàäîâîëüíÿ¹∫ π

−π
f(R,ϕ) dϕ = 0,

çàäà÷à

−∆g + g − ΛeΦg = 0 in BR, g = f íà ∂BR (4.1.56)

ìà¹ õî÷à á îäèí ðîçâ'ÿçîê. Áiëüø òîãî, ðiâíî îäèí ðîçâ'ÿçîê ¹ îðòîãîíàëüíèì

â L2(BR) âñèì ðàäiàëüíî ñèìåòðè÷íèì ôóíêöiÿì w(r).

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó ðîçâ'ÿçîê g̃ çàäà÷i

−∆g̃ = 0 â BR, g̃ = f íà ∂BR, (4.1.57)

i ïîìiòèìî, ùî g̃ =
∑∞

n=1 r
n(an cosnϕ+ bn sinnϕ). Òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

−∆(g − g̃) + (g − g̃)− ΛeΦ(g − g̃) = ΛeΦg̃ − g̃ â BR, g − g̃ = 0 íà ∂BR

ìîæíà çíàéòè ðîçäiëåííÿì çìiííèõ, ç âèêîðèñòàííÿì Òâåðäæåííÿ 4.1.8.

4.1.4 Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (4.0.9)�(4.0.10)

Çàôiêñó¹ìî R > 0 i ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê (Λ0,Φ0) ∈ A. Ó öüìó Ïiäðîçäiëi,

êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäàìè, ùî áàçóþòüñÿ íà Òåîðåìi ïðî íåÿâíó ôóíêöiþ, äèâ.,

íàïðèêëàä, Ðîçäië I â [120], êîíñòðóþþòüñÿ ðîçâ'ÿçêè (4.0.9)�(4.0.10) â îáëàñòÿõ

Ω = Ωη:

Ωη = {(x, y) = r(cosϕ, sinϕ) | 0 ≤ r < R + η(ϕ), −π ≤ ϕ < π} (4.1.58)
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äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ η ∈ C2,γ(S1), 0 < γ < 1, i ìàëèõ, àëå íå îáîâ'ÿçêîâî

øâèäêîñòåé V . Â ïîäàëüøîìó, òðîøêè çëîâæèâàþ÷è ïîçíà÷åííÿ, áóäåìî îòî-

òîæíþâàòè êóò ϕ ∈ [−π, π) ç âiäïîâiäíîþ òî÷êîþ (cosϕ, sinϕ) íà îäèíè÷íîìó

êîëi S1.

Äëÿ òîãî ùîá çâåñòè àíàëiç äî ôiêñîâàíî¨ îáëàñòi ââåäåìî âiäîáðàæåííÿ Qη :

Ωη → BR, ÿêå â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ ìà¹ âèãëÿä

(r, ϕ) 7→ Qη(r, ϕ) := (r − χ(r)η(ϕ), ϕ), (4.1.59)

äå χ ∈ C∞(R) � çðiçàþ÷à ôóíêöiÿ, òàêà ùî χ(r) = 0 êîëè r < R/3 i χ(r) = 1

êîëè r > R/2. Î÷åâèäíî, (4.1.59) çàäà¹ C2-äèôåîìîðôiçì ÿêùî ôóíêöiÿ η i ¨¨

ïåðøà i äðóãà ïîõiäíi ¹ äîñòàòíüî ìàëèìè.

Ñåðåä çáóðåíü Ωη âèäiëèìî òi, ùî çáåðiãàþòü ïëîùó,

1

2

∫ π

−π
(R + η)2 dϕ = πR2, (4.1.60)

àáî â ëiíiàðèçîâàíîìó íàáëèæåííi∫ π

−π
η(ϕ) dϕ = 0.

Ó íàñòóïíîìó ðåçóëüòàòi âñòàíîâëþ¹òüñÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (4.0.9)�

(4.0.10).

Òâåðäæåííÿ 4.1.10. Iíó¹ ε > 0, òàêå ùî äëÿ âñèõ (V, η, z) ∈ R×C2,γ(S1)×R
â ε-îêîëi Uε íóëÿ, çàäà÷à (4.0.9)�(4.0.10) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê Λ = Λ(V, η, z), S =

S(x, y, V, η, z) â îáëàñòi Ω = Ωη (given by (4.1.58)). Òóò z � äîïîìiæíèé äié-

ñíèé ïàðàìåòð (ÿêèé áóäå ââåäåíî â äîâåäåííi), òàêèé ùî

z 7→ (Λ(0, 0, z), S( · , · , 0, 0, z)) ∈ A1 äëÿ |z| < ε (4.1.61)

âèçíà÷à¹ àíàëiòè÷íó ïàðàìåòðiçàöiþ êðèâî¨ A1 â îêîëi (Λ0,Φ0). Ïðè÷îìó, âiä-

îáðàæåííÿ

(V, η, z) 7→ Λ(V, η, z), (V, η, z) 7→ P ( · , V, η, z) :=
∂S

∂ν
(Q−1

η (R · ), V, η, z)
∣∣
∂BR
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íàëåæàòü äî êëàñiâ C1(Uε;R) i C1(Uε;C
1,γ(S1)), âiäïîâiäíî. Ïîõiäíi ∂V Λ i ∂VP

â (0, 0, z) = 0 ìàþòü âèãëÿä

∂V Λ = 0, ∂VP =
∂φ1

∂ν
, (4.1.62)

äå φ1 � ¹äèíèé, ÿê îïèñàíî â Íàñëiäêó 4.1.9, ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

−∆φ1 + φ1 = Λ(z)eΦ(r,z)(φ1 − r cosϕ) â BR, φ1 = 0 íà ∂BR, (4.1.63)

ç Λ(z) := Λ(0, 0, z) i Φ(r, z) := S(x, y, 0, 0, z). Ïîõiäíi ∂ηΛ i ∂ηP at (0, 0, z)

çàäîâîëüíÿþòü

〈∂ηΛ, ρ〉 = 0, 〈∂ηP, ρ〉 = ∂2
rrΦ(R, z)ρ+

∂φ2

∂ν
(4.1.64)

äëÿ ρ, òàêèõ ùî
∫ π
−π ρ(ϕ) dϕ = 0, äå φ2 � ¹äèíèé, ÿê îïèñàíî â Íàñëiäêó 4.1.9,

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

−∆φ2 + φ2 = Λ(z)eΦ(r,z)φ2 â BR, φ2 = −Φ′0(R)ρ íà ∂BR. (4.1.65)

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñü äèôåîìîðôèçìîì Qη (ùî âèçíà÷åíî ôîðìó-

ëîþ(4.1.59)), òîäi ðiâíÿííÿ (4.0.9) ïåðïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi íàñòóïíîãî ðiâíÿííÿ

äëÿ ôóíêöi¨ S̃ = S ◦Q−1
η :

0 = F (Λ, S̃, V, ρ, z) := −∆S̃ + S̃ − ΛeS̃−V r̃ cosϕ +
(
(χ′η)2 − 2χ′η + (χη′)2/r̃2

)
S̃rr

+
(
1/r − 1/r̃ + χ′η/r̃ + χ′′η + χη′′/r̃2

)
S̃r

+ χη′S̃rϕ/r̃
2 + S̃ϕϕ(1/r2 − 1/r̃2), 0 ≤ r < R, (4.1.66)

äå r̃ = |Q−1
η (r cosϕ, r sinϕ)|. Îïåðàòîð

F : R× C2,γ(BR) ∩ C0(BR)× R× C2,γ(S1)× R→ C0,γ(BR)

(Λ, S̃, V, η, z) 7→ F (Λ, S̃, V, η, z)

¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèì çà Ôðåøå âiäíîñíî S̃ ó äåÿêîìó îêîëi

(Λ0,Φ0, 0, 0, 0), i ÷àñòêîâà ïîõiäíà ∂S̃F â (Λ0,Φ0, 0, 0, 0) ìà¹ âèãëÿä

〈∂S̃F (Λ0,Φ0, 0, 0), w〉 = −∆w + w − Λ0e
Φ0w.
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Öå îçíà÷à¹, ùî ÿêùî çàäà÷à

−∆w + w − Λ0e
Φ0w = 0 â BR, w = 0 íà ∂BR (4.1.67)

ìà¹ òiëüêè òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê w = 0, òîäi FS̃(Λ0,Φ0, 0, 0) : C2,γ(BR) ∩
C0(BR) → C0,γ(BR) ¹ içîìîðôiçìîì çãiäíî ç Òåîðåìîþ ïðî íåÿâíó ôóíêöiþ,

i ðiâíÿííÿ (4.1.66) ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè âiäíîñíî S̃ çà äîïîìîãîþ íåïåðåðâíîãî

âiäîáðàæåííÿ (V, ρ, z) 7→ S̃( · , · , V, ρ, z) â îêîëi (Λ0, 0, 0), äå ïàðàìåòð z âèçíà-

÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ z := Λ− Λ0 (àáî Λ(z) = Λ0 + z).

Ó âèïàäêó êîëè (4.1.67) ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê w, ç äîâåäåííÿ Òåîðåìè

4.1.3 âèïëèâà¹, ùî íå iñíó¹ iíøèõ ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ i w çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó íåâèðîäæåíîñòi ∫
BR

eΦ0 wdxdy 6= 0. (4.1.68)

Òîäi øóêà¹ìî S̃ ó âèãëÿäi S̃ = Φ0 + zw + φ ç íîâîþ íåâiäîìîþ ôóíêöi¹þ φ

îðòîãîíàëüíîþ (â L2(BR)) äî w, òîáòî

φ ∈ Y =

{
φ ∈ C2,γ(BR) ∩ C0(BR)

∣∣ ∫
BR

φw dxdy = 0

}
.

Çàäà÷ó (4.1.66) ìîæíà çàïèñàòè ÿê G(Λ, φ, V, η, z) := F (Λ,Φ0 +zw+φ, V, η, z) =

0. Áóäåìî ðîçãëàäàòè z à òàêîæ V i ρ ÿê ïàðàìåòðè, i ïîìiòèìî, ùî îïåðàòîð

G : R× Y 3 (Λ, φ) 7→ G(Λ, φ, V, η, z) ∈ C0,γ(BR).

ìà¹ íåïåðåðâíó ïîõiäíó Ôðåøå ∂(Λ,φ)G ÷è¹ çíà÷åííÿ â (Λ0, 0, 0, 0, 0) =: p0 âè-

çíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

〈∂(Λ,φ)G(p0), (ζ, w)〉 = −∆w + w − Λ0e
Φ0w − ζeΦ0,

ïðè÷îìó ∂(Λ,φ)G(p0) ¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿì R×Y íà C0,γ(BR). Äiéñíî, äëÿ

äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C0,γ(BR), iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê w ∈ Y çàäà÷i

−∆w + w − Λ0e
Φ0w − ζeΦ0 = f â BR, w = 0 íà ∂BR (4.1.69)
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òîäi i òiëüêè òîäi êîëè ζ = −
∫
BR
fw dxdy/

∫
BR
eΦ0w dxdy, òîáòî ∀f ∈ C0,γ(BR)

iñíó¹ ¹äèíà ïàðà (ζ, v) ∈ R×Y , òàêà ùî âèêîíó¹òüñÿ (4.1.69). Êðiì òîãî, îáà îïå-

ðàòîðè ∂(Λ,φ)G(p0) i îáåðíåíèé (∂(Λ,φ)G(p0))
−1 ¹ íåïåðåðâíèìè: äëÿ ∂(Λ,φ)G(p0) öå

¹ î÷åâèäíèì à íåïåðâíiñòü (∂(Λ,φ)G(p0))
−1 âèïëèâà¹ ç åëiïòè÷íèõ îöiíîê (äèâ.,

íàïðèêëàä, [95]). Òàêèì ÷èíîì iñíóâàííÿ Λ(z, V, η) i S̃( · , · , z, V, η) âèïëèâà¹ ç

Òåîðåìè ïðî íåÿâíó ôóíêöiþ.

Äëÿ äîâåäåííÿ (4.1.61) êîìïëåêñèôiêó¹ìî êîíñòðóêöiþ äîçâîëÿþ÷è z ïðè-

éìàòè êîìïëåêñíi çíà÷åííÿ z ∈ C. Âiçüìåìî ïîõiäíó ∂/∂z â ðiâíÿííi (4.1.66):
h := ∂zS̃

∣∣
(V,η)=0

¹ ðîçâ'ÿçêîì

−∆h+ h− ΛeΦ(r,z)h = ∂zΛ e
Φ(r,z) â BR, h = 0 íà ∂BR, (4.1.70)

äå Λ = Λ(0, 0, z) i Φ(r, z) = S̃(x, y, 0, 0, z). Íàãàäà¹ìî, ùî ÿêùî (4.1.67) íå ìà¹

íåòðèâiàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, òîäi Λ = Λ0 + z. Îòæå ∂zΛ = 0, âiäêiëÿ âèïëèâà¹, ùî

h = 0 äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ |z|.
Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê w çàäà÷i (4.1.67), ÿêèé

çàäîâîëüíÿ¹ (4.1.68), i ïðèïêóñòèìî, ùî àáî h 6= 0 àáî ζ := ∂zΛ 6= 0. Òîäi ìîæíà

íîìàëiçóâàòè ïàðó (ζ, h) òàêèì ÷èíîì , ùî àáî ζ = 1 àáî ζ = 0 i ‖h‖C2,γ(BR) = 1.

Ó âèïàäêó êîëè ζ = 1 äëÿ ôóíêöi¨ h ìà¹ ìiñöå àïðiîðíà îöiíêà ‖h‖C2,γ(BR) ≤
C (ÿêùî |z| ¹ äîñòàòíüî ìàëèì) çàâäÿêè òîìó ôàêò, ùî h ∈ Y . Öå äîçâîëÿ

ïåðåéòè äî ãðàíèöi |z| → 0 (äëÿ äåÿêî¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi), â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî

ïàðó (ζ, h) ∈ C× Y , ùî çàäîâîëüíÿ¹

−∆h+ h− ΛeΦ0h = ζeΦ0 â BR, h = 0 íà ∂BR.

Öå ïðîòèði÷÷ÿ çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ àíàëiòè÷íîñòi.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ïîõiäíèõ ∂V Λ i ∂VP â (0, 0, z) ëiíåðiçó¹ìî (4.1.66) âiäíîñíî

V , â ðåçóëüòàòi îäåðæó¹ìî, ùî H1 := ∂V S̃ çàäîâîëüíÿ¹

−∆H1 +H1 − ΛeΦ(r,z)(H1 − r cosϕ) = ∂V Λ eΦ(r,z) â BR, H1 = 0 íà ∂BR.

(4.1.71)



332

Âiäíiìåìî âiä H1 ðîçâ'ÿçîê φ1 çàäà÷i (4.1.63), â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî íàñòóïíó çà-

äà÷ó äëÿ ∂V Λ i H̃1 := H1 − φ1:

−∆H̃1 + H̃1 − ΛeΦ(r,z)H̃1 = ∂V Λ eΦ(r,z) in BR, H1 = 0 on ∂BR. (4.1.72)

Òàêi ñàìi ìiðêóâàííÿ ÿê äëÿ (4.1.70) ïîêàçóþòü, ùî çàäà÷à (4.1.72) ìà¹ òiëü-

êè íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ |z| (íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ φ1 ¹

îðòîãîíàëüíîþ â L2(BR) äî âñèõ ðàäiàëüíî ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié w(r)).

Íàñàìêiíåöü, îá÷èñëèìî 〈∂ηΛ, ρ〉 i H2 := 〈∂ηS̃, η〉 at (0, 0, z). Ëiíåàðiçó¹ìî

(4.1.66) âiäíîñíî η i çíàéäåìî, ùî H2 çàäîâîëüíÿ¹

−∆H2+H2−ΛeΦH2+2χ′ρ ∂2
rrΦ+

(
χρ/r2 + χ′ρ/r + χ′′ρ+ χρ′′/r2

)
∂rΦ = 〈∂ηΛ, ρ〉eΦ

(4.1.73)

â BR ç êðàéîâîþ óìîâîþ H2 = 0 íà ∂BR. Çàçíà÷èìî, ùî äîïîìiæíà ôóíêöiÿ

H3(r, ϕ) := χ(r)ρ(ϕ)∂rΦ(r, z) + φ2(r, ϕ)

çàäîâîëüíÿ¹

−∆H3 +H3 − ΛeΦH3 + 2χ′ρ ∂2
rrΦ +

(
χρ/r2 + χ′ρ/r + χ′′ρ+ χρ′′/r2

)
∂rΦ = 0

(4.1.74)

â BR. Âiäíiìåìî (4.1.74) âiä (4.1.73), ìà¹ìî

−∆(H2−H3)+(H2−H3)−ΛeΦ(H2−H3) = 〈∂ηΛ, ρ〉eΦ âBR, H2 = H3 íà ∂BR.

(4.1.75)

Öÿ çàäà÷à ìà¹ òiëüêè òðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ |z|, òîáòî
〈∂ηΛ, ρ〉 = 0 i ∂

∂νH2 = ρ∂2
rrΦ(R, z) + ∂rφ2(R,ϕ).

4.1.5 Áiôóðêàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ òèïó áiæíèõ õâèëü

Ðîçãëÿíåìî ïàðó (Λ0,Φ0) ∈ A1 ÿêó îïèñàíî â Íàñëiäêó 4.1.7. Çãiäíî ç Òâåð-

äæåííÿì 4.1.10 iñíó¹ ñiì'ÿ ðîçâ'ÿçêiâ Λ = Λ(V, η, z), S = S(x, y, V, η, z) çàäà÷i

(4.0.9)�(4.0.10) â îáëàñòÿõ Ω = Ωη (âèçíà÷åíèõ â (4.1.58)). Öi ðîçâ'ÿçêè âèçíà÷å-

íi â ε-îêîëi (ε > 0) òî÷êè (V, η, z) = (0, 0, 0) ïðîñòðó ïàðàìåòðiâ R×C2,γ(S1)×R
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i âîíè ãëàäêî çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðiâ. Òàêèì ÷èíîì äëÿ V 6= 0, çàäà÷à (4.0.9)�

(4.0.11) çâîäèòüñÿ äî çíàõîäæåííÿ ρ, òàêèõ ùî S|η=ρ çàäîâîëüíÿ¹ (4.0.11) íà

∂Ω = ∂Ωρ. Ïàðàìåòð z âiäiãðà¹ ðîëü áiôóðêàöiéíîãî ïàðàìåòðó.

Çâåäåìî òåïåð çàäà÷ó äî çíàõîäæåííÿ íåðóõîìî¨ òî÷êè êîìïàêòíîãî îïåðà-

òîðà. Îá÷èñëèìî êðèâèçíó κ ìåæi ∂Ωρ i íîðìàëüíèé âåêòîð â ïîëÿðíèõ êîîð-

äèíàòàõ, â ðåçóëüòàòi (4.0.11) ïåðåïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

V
(R + ρ)cosϕ+ ρ′sinϕ√

(ρ′)2 + (R + ρ)2
= P − β (R + ρ)2 + 2(ρ′)2 − (R + ρ)ρ′′

((ρ′)2 + (R + ρ)2)3/2
+ λ, (4.1.76)

äå P = P (ϕ, V, ρ, z) = ∂S
∂ν (Q−1

ρ (R,ϕ), V, ρ, z) âèçíà÷åíî ó Òâåðäæåííi 4.1.10.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ H :=
√

(ρ′)2 + (R + ρ)2, òîäi (4.1.76) íàáóâà¹ âèãëÿä

(R + ρ)ρ′′ − (ρ′)2

(ρ′)2 + (R + ρ)2
=

1

β

(
V (R + ρ)cosϕ+ V ρ′sinϕ−H

(
P + λ

))
+ 1,

àáî

d

dϕ

(
arctan

ρ′

R + ρ

)
=

1

β

(
V (R + ρ)cosϕ+ V ρ′sinϕ−H

(
P + λ

))
+ 1. (4.1.77)

Âiäñiëÿ âèïëèâà¹, ùî ñòàëó λ ìîæíà âèçíà÷èòè ôîðìóëîþ

λ =
1∫ π

−πH dϕ

(∫ π

−π
(V (R + ρ)cosϕ+ V ρ′sinϕ−H P ) dϕ+ 2πβ

)
. (4.1.78)

Íà íåâiäîìó îáëàñòü Ωρ íàêëàäåìî òðè äîäàòêîâèõ óìîâè. Ïåðøå, áóäåìî

ðîçãëÿäàòè òiëüêè îáëàñòi Ωρ ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî x-âiñi (öå ïiäêàçó¹ ñèìåòðiÿ

çàäà÷i, ðóõ âiäáóâà¹òüÿ ó íàïðÿìêó x-âiñi), òîáòî áóäåìî âèìàãàòè ùîá ρ áóëà

ïàðíîþ ôóíêöi¹þ ϕ. Äðóãå, ùîá ïîçáàâèòèñü çñóíåíèõ (â x-íàïðÿìêó) êîïié

ðîçâ'ÿçêiâ, çàôiêñó¹ìî öåíòð ìàñ Ωρ â íà÷àëi êîîðäèíàò:∫
Ωρ

x dxdy = 0, àáî â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ
1

3

∫ π

−π
(R + ρ)3 cosϕdϕ = 0.

(4.1.79)

Òðåò¹, áóäåìî íàêëàäàòè ëiíåàðiçîâàíó óìîâó çáåðåæåííÿ ïëîùè (4.1.60),∫ π

−π
ρ(ϕ) dϕ = 0. (4.1.80)
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Ç (4.1.77), ïðèéìàþ÷è äî óâàãè òîé ôàêò, ùî ρ′(0) = 0 (ρ ¹ ïàðíîþ) i (4.1.80),

îòðèìó¹ìî

ρ = K(ρ, V ; z)− 1

2π

∫ π

−π
K(ρ, V ; z) dϕ, (4.1.81)

äå

K(ρ,V ; z) :=

∫ ϕ

0

(R + ρ)

× tan

(
ψ1 +

1

β

∫ ψ1

0

(
V (R + ρ)cosψ2 + V ρ′sinψ2 −H

(
P + λ

))
dψ2

)
dψ1

çi ñòàëîþ λ âèçíà÷åíîþ ôîðìóëîþ (4.1.78). Òàêèì ÷èíîì çàäà÷ó (4.0.9)�(4.0.11)

çâåäåíî äî çàäà÷i çíàõîäæåííÿ íåðóõîìî¨ òî÷êè (4.1.81) â ïðîñòîði

ρ ∈ H =
{
ρ ∈ C2,γ(S1)

∣∣ôóíêöiÿ ρ ¹ ïàðíîþ i çàäîâîëüíÿ¹ (4.1.80)
}
. (4.1.82)

Â íàñòóïíié Ëåìi ïîêàçàíî, ùî îïåðàòîð â ïðàâié ÷àñòèíi (4.1.81) äi¹ ç ïðîñòiðó

H â ñåáå.

Ëåìà 4.1.11. Ìà¹ìî,(
K(ρ, V ; z)− 1

2π

∫ π

−π
K(ρ, V ; z) dϕ

)
∈ H ÿêùî ρ ∈ H. (4.1.83)

Äîâåäåííÿ. �äèíèì íåî÷åâèäíèì ôàêòîì ¹ òâåðäæåííÿ ïðî òå, ùî îïåðàòîð

âèçíà÷åíèé â ïðàâié ÷àñòèíi (4.1.83) âiäîáðàæó¹ ïàðíi ôóíêöi¨ â ïàðíi. Öåé

ôàêò ¹ íàñëiäêîì ñèìåòði¨ ðîçâ'ÿçêiâ (4.0.9)�(4.0.10) âiäíîñíî x-âiñi â îáëàñòÿõ

Ω = Ωρ ç òàêîþ ñèìåòði¹þ. Îñòàííÿ âëàñòèâiñòü âèïëèâà¹ ç ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ

Λ i S, ùî ïîáóäîâàíî â Òâåðäæåííi 4.1.10, òàêîæ âîíà ¹ íàñëiäêîì çàãàëüíîãî

ðåçóëüòàòà [94] ïðî ñèìåòðiþ ðîçâ'ÿçêiâ íàïiâëiíiéíèõ äèôåðåöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè.

Áóäåìî òàêîæ ðîçãëÿäàòè øâèäêiñòü V ÿê íåâiäîìó, äîïîâíþþ÷è (4.1.81)

ðiâíÿííÿì

V = V +
1

3

∫ π

−π
(R + ρ)3 cosϕdϕ, (4.1.84)
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ÿêå çíàéäåíî äîäàâàííÿì (4.1.79) äî òàâòîëîãi÷íî¨ ðiâíîñòi V = V . Òàêèì ÷èíîì

ìà¹ìî çàäà÷ó íà íåðóõîìó òî÷êó:

(ρ, V ) = (Kρ(ρ, V ; z), KV (ρ, V ; z)) in H× R, (4.1.85)

äå

Kρ(ρ, V ; z) = K(ρ, V ; z)− 1

2π

∫ π

−π
K(ρ, V ; z) dϕ,

KV (ρ, V ; z) = V +
1

3

∫ π

−π
(R + ρ)3 cosϕdϕ.

Çàçíà÷èìî, ùî K ¹ êîìïàêòíìèì îïåðàòîðîì êëàñó C1. Öå äîçâîëÿ¹ çàñòîñó-

âàòè òåîðiþ Ëåðå-Øàóäåðà ïðî ñòåïiíü âiäîáðàæåííÿ. Êîíêðåòíiøå, ðîçâ'ÿçêè

òèïó áiæíî¨ õâèëi áóäå çíàéäåíî ÿê íîâó âiòêó ðîçâ'ÿçêiâ, ùî âèíèêà¹ ïðè z = 0,

äå ëîêàëüíèé iíäåêñ Ëåðå-Øàóäåðà çàçíà¹ ñòðèáîê.

Íàãàäà¹ìî, ùî ëîêàëüíèé iíäåêñ Ëåðå-Øàóäåðà I−K( · ; z) (äå I ïîçíà÷à¹ òî-

òîæíèé îïåðàòîð) â íóëi âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ëiíåàðiçîâàíîãî îïåðàòîðà

L( · ) äëÿ K( · ; z) ôîðìóëîþ

indLS(I −K( · ; z), 0) = (−1)N(z),

äå N(z) � ÷èñëî âëàñíèõ çíà÷åíü L( · ; z) â (1,+∞), ç (àëãåáðà¨÷íèìè) êðà-

òíîñòÿìè. Ëiíåàðiçîâàíèé îïåðàòîð L( · ; z) = (Lρ( · ; z), LV ( · ; z)) âèçíà÷à¹òüñÿ

ôîðìóëîþ

Lρ(ρ, V ; z) + C (4.1.86)

=
R2

β

∫ ϕ

0

∫ ψ1

0

(
V cosψ2 − V ∂VP (ψ2, 0, 0, z)− 〈∂ηP (ψ2, 0, 0, z), ρ〉 −

βρ

R2

)
dψ2 dψ1,

LV (ρ, V ; z) = V +R2

∫ π

−π
ρ cosϕdϕ, (4.1.87)

äå C � ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè (4.1.86).

Ëåìà 4.1.12. Âëàñíi çíà÷åííÿ ëiíåàðèçîâàíîãî îïåðàòîðó L( · ; z) � ïàðà ÷èñåë

E = E0,1(z) ùî ðîçâ'ÿçó¹ ðiâíÿííÿ

π

RΦ′(R; z)

∫ R

0

Φ′(r; z) r2dr − π =
β(E − 1)2

R4
(4.1.88)
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i ÷èñëà El(z), l = 2, 3, . . . , çàäàíi ðiâíiñòþ

El(z) =
1

l2
+
R2h′l(R; z)

βl2
+
R2Φ′′(R; z)

βl2
, (4.1.89)

äå hl(r; z) � ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ (4.1.91).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âëàñíå çíà÷åííÿ E, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó âåêòîðó

(V, ρ) ç V = 1. Òîäi ìà¹ìî∫ π

−π
ρ cosϕ dϕ = (E − 1)/R2, (4.1.90)

Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî ðiâíÿííÿ Lρ(ρ, 1; z) = Eρ äâà ðàçè âiäíîñíî ϕ:

cosϕ− ∂VP (ϕ, 0, 0, z)− 〈∂ηP (ϕ, 0, 0, z), ρ〉 − βρ

R2
=
βE

R2
ρ′′,

ïîìíîæèìî íà cosϕ i ïðîiíòåãðó¹ìî âiä −π äî π:

π −
∫ π

−π
(∂VP (ϕ, 0, 0, z) + 〈∂ηP (ϕ, 0, 0, z), ρ〉) cosϕdϕ = −β(E − 1)2

R4
.

Ïîõiäíi ∂VP (ϕ, 0, 0, z) i 〈∂ηP (ϕ, 0, 0, z), ρ〉 âèçíà÷åíî â Òâåðäæåííi 4.1.10 ÷åðåç
ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ (4.1.63) i (4.1.65). Iíòåãðàë â ïðiâié ÷àñòèíi ìîæíà îá÷èñëèòè

ïîìíîæèâøè (4.1.63) i (4.1.65) íà Φ′(r)r cosϕ, i ïðîiíòåãðóâàâøè ðåçóëüòàòè ïî

BR:∫ π

−π
(∂VP (ϕ, 0, 0, z) + 〈∂ηP (ϕ, 0, 0, z), ρ〉) cosϕdϕ =

π

RΦ′(R; z)

∫ R

0

Φ′(r; z) r2dr.

Òêèì ÷èíîì ðîçâ'ÿçêè (4.1.88) ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè, ùî âiäïîâiäàþòü âëà-

ñíèì âåêòîðàì (1, ρ0,1) ç ρ0,1 = (E0,1 − 1) cosϕ/(πR2) (äèâ. (4.1.90)) ÿêùî

E0,1 6= 1. Ó ñïåöiàëüíîìó âèïàäêó E0,1 = 1, iñíó¹ èiëüêè îäèí âëàñíèé âåêòîð

(1, 0) i âiäïîâiäíèé óçàãàëüíåíèé âëàñíèé âåêòîð (0, cosϕ/(πR2)).

Iíøi âëàñíi âåêòîðè ìàþòü âèãëÿä (0, ρ) ç ρ = cos lϕ, l = 2, 3, . . . . Äëÿ îá÷è-

ñëåííÿ âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ (4.1.65) ó

âèãëÿäi hl(r) cos lϕ, â ðåçóëüòàòi ìàæ¹ìî

−1

r
(rh′l(r))

′ +

(
l2

r2
+ 1

)
hl(r) = Λ(z)eΦ(r;z)hl(r) 0 < r < R,

hl(0) = 0 hl(R) = −Φ′(R; z).

(4.1.91)
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Êîðèñòóþ÷èñü Òâåðäæåííÿì 4.1.10 âèçíà÷èìî 〈∂ηP (ϕ, 0, 0, z), ρ〉 = h′l(r) cos lϕ.

Ïiäñòàíîâêà öèõ ðiâíîñòåé â ðiâíÿííÿ Lρ(ρ, 0; z) = Eρ âåäå äî ôîðìóëè (4.1.89)

äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü E = El.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî íi îäíå ç âëàñíèõ çíà÷åíü (4.1.89) íå äîðiâíþ¹ 1 äëÿ

z = 0 (El 6= 1, l = 2, 3, . . . ), òîáòî

β 6= βl ≡
R2

l2 − 1
(h′l(R; 0) + Φ′′0(R)), l = 2, 3, . . . . (4.1.92)

Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî âèíÿòêîâi çíà÷åííÿ βl óòâîðþþòü ïîñëiäîâíiñòü, ùî çái-

ãà¹òüñÿ äî íóëÿ. Áiëüø òîãî, ìà¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 4.1.13. Äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü (4.1.89) ¹ âiðíîþ íàñòóïíà ðiâíîìiðíà âiä-

íîñíî −ε < z < ε i β > 0 îöiíêà

El ≤ C

(
1

βl
+

1

l2

)
, l = 2, 3, . . . . (4.1.93)

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ h̃l+l0 = (r/R)l+l0, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü

− 1

r
(rh̃′l+l0(r))

′ +
(l + l0

r

)2

h̃l+l0(r) = 0 0 < r < R, h̃′l+l0(0) = 0, h̃l+l0(R) = 1.

(4.1.94)

Äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ l0 ôóíêöi¨ hl(r; z), ÿê ðîçâ'ÿçêè (4.1.91), ¹ ñóïåð-

ðîçâ'ÿçêàìè (4.1.94), îòæå hl(r) ≥ −Φ′(R; z)h̃l+l0(r). Öå âåäå äî ðiâíîìiðíî¨

îöiíêè (4.1.93).

Ç öi¹¨ Ëåìè âèïëèâà¹, ùî çà óìîâè (4.1.92) æîäíå ç âëàñíèõ çíà÷åíü (4.1.89)

íå äîðiâíþ¹ 1 êîëè −ε0 ≤ z ≤ ε0, äëÿ äåÿêîãî 0 < ε0 < ε. Ç iíøîãî áîêó, çãiäíî

ç Ëåìîþ 4.1.6 ó äîâiëüíîìó îêîëi z = 0 iñíó¹ z, òàêå ùî E0,1(z) ìà¹ íåíóëüîâó

óÿâíó ÷àñòèíó i iñíóþòü iíøi z, òàêi ùî îáà ÷èñëà E0,1(z) ¹ äiéñíèìè i íàéìåíøå

ç íèõ, ñêàæåìî E0(z), çàäîâîëüíÿ¹ E0(z) < 1, ïðîòå E1(z) > 1. Öå ïîêàçó¹ , ùî

ëîêàëüíèé iíäåêñ Ëåðå-Øàóäåðà çàçí¹ ñòðèáîê ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç z = 0, çâiäêè

âèïëèâà¹ íàñòóïíà Òåîðåìà.
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Òåîðåìà 4.1.14. Íåõàé (Λ0,Φ0) ∈ A1 � ïàðà, ÿêó îïèñàíî â Íàñëiäêó 4.1.7.

Ïðèïóñòèìî, ùî ïàðàìåòð β ç (4.0.8) çàäîâîëüíÿ¹ β 6= βl, äå βl âèçíà÷åíî â

(4.1.92), i íåõàé hl(r) � ðîçâ'ÿçîê (4.1.91) ç Λ = Λ0, Φ = Φ0. Òîäi iñíó¹ ñiì'ÿ

ðîçâ'ÿçêiâ (4.1.85) (áiæó÷èõ õâèëü) ç V 6= 0, ùî âèíèêà¹ (áiôóðêó¹) ç ãiëêè

ðàäiàëüíî ñèìåòðè÷íèõ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ â z = 0.

Çàóâàæåííÿ 4.1.15. Îñêiëüêè çàäà÷à (4.1.84)�(4.1.85) ¹ åêâiâàëåíòíîþ âèõi-

äíié çàäà÷i (4.0.9)-(4.0.11), ç Òåîðåìà 4.1.14 i Ëåìè 4.1.13 âèïëèâà¹ Òåîðåìà

4.1.1.

Çàóâàæåííÿ 4.1.16. Âèíÿòêîâi çíà÷åííÿ β = βl, l = 2, 3, . . . âiäïîâiäàþòü

áiôóðêàöiÿì íåðàäiàëüíèõ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, äèâ. Ïiäðîçäië 4.1.6.

Äîâåäåííÿ. Çðîáèìî ìiðêóâàííÿ, ùî íàâåäåíî âèùå, áiëüø òî÷íèìè i äåòàëü-

íèìè. Âèáåðåìî äîäàòíå ÷èñëî ε0, òàêå ùî íi îäíå ç âëàñíèõ çíà÷åíü (4.1.89) íå

äîðiâíþ¹ 1 äëÿ −ε0 ≤ z ≤ ε0. Ç îãëÿäó íà Íàñëiäîê 4.1.7 iñíóþòü z± ∈ [−ε0, ve0],

òàêi ùî ëåâà ÷àñòèíà (4.1.88) ¹ âiä'¹ìíîþ â z− i äîäàòíîþ â z+. Îñêiëüêè ëiíå-

àðèçîâàíi îïåðàòîðè L( · ; z±) íå ìàþòü îäèíè÷íîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ, ñòåïiíü

Ëåðå-Øàóäåðà degLS(I − K( · ; z±), U δ, 0) ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíîþ äëÿ êîæíîãî

δ-îêîëó

U δ = {(V, ρ) | |V | < δ, ‖ρ‖C2,γ(S1) < δ}

íóëÿ â R× C2,γ(S1), 0 < δ < ε1, äëÿ äåÿêîãî ε1 ∈ (0, ε0/2). Áiëüø òîãî,

degLS(I −K( · ; z±), U δ, 0) = indLS(I −K( · ; z±), 0) = (−1)N(z±),

äå N(z±) � ÷èñëî âëàñíèõ çíà÷åíü L( · ; z±) â (1,+∞). Îñêiëüêè ÷èñëî âëàñíèõ

çíà÷åíü (4.1.89) â (1,+∞) ¹ îäíàêîâèì â z− i z+, ïðîòå äëÿ E0,1 âîíî âiäðiçíÿ-

¹òüñÿ íà îäèí, ìà¹ìî

degLS(I −K( · ; z−), U δ, 0) 6= degLS(I −K( · ; z+), U δ, 0).

Âiäñiëÿ âèïëèâà¹, ùî äëÿ äåÿêîãî z∗(δ) ∈ [−ε0, ε0] âiäîáðàæåííÿ K( · ; z∗) ìà¹
íåðóõîìó òî÷êó (Vδ, ρδ) íà ∂U δ. Çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî ñåðåä öèõ ðîçâ'ÿçêiâ
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¹ áiæó÷i õâèëi. Ïîêàæåìî, ùî Vδ = ±δ äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ δ > 0, ìiðêóþ÷è âiä

ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî ‖ρδ‖C2,γ(S1) = δ i |Vδ| < δ äëÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi

δ = δn → 0. Ïiäñòàâèìî V = Vδ i ρ = ρδ â (4.1.85):

(Vδ, ρδ) = K(Vδ, ρδ; z∗(δ)) = L(Vδ, ρδ; z∗(δ)) +O(δ2), (4.1.95)

ïîäiëèìî ðåçóëüòàò íà δ i ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi δ → 0. Âèäiëèâøè ïiäïîñëiäîâ-

íiñòü (ÿêùî íåîáõiäíî), çíàõîäèìî

Vδ/δ → V, i ρδ/δ → ρ â C2,γ(S1),

i

(V, ρ) = L(V, ρ; z∗),

äëÿ äåÿêîãî −ε0 ≤ z∗ ≤ ε0. Òàêèì ÷èíîì L( · ; z∗) ìà¹ âëàñíå çíà÷åííÿ 1 i âiä-

ïîâiäíèé âëàñíèé âåêòîð (V, ρ) ç ‖ρ‖C2,γ(S1) = 1. Àëå öå ïðîòèði÷èòü äîâåäåííþ

Ëåìè 4.1.12 (íàãàäà¹ìî, ùî ε0 âèáðàíî òàê, ùî íi îäíå âëàñíå çíà÷åííÿ (4.1.89)

íå äîðiâíþ¹ 1). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ó îêðåìîìó âèïàäêó, êîëè áiôóðêàöiÿ ìà¹ ìiñùå äëÿ ìiíiìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ,

ùî, íàïðèêëàä, ñïðàâäi ìà¹ ìiñöå äëÿ R ≥ 4 çãiäíî ç äîâåäåííÿì Ëåìè 4.1.6,

Âèïàäîê 2, ìîæíà îá÷èñëèòè äåêiëüêà ÷ëåíiâ àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ ái-

æó÷èõ õâèëü çà ñòåïåíÿìè V . Íèæ÷å íàâåäåíî òðè ÷ëåíè ðîçâèíåííÿ ρ, ùî

âèçíà÷àþòü ôîðìó îáëàñòi,

ρ = −V 2 S̃2(R)

Φ′0(R)
cos 2ϕ− V 3 S̃3(R)

Φ′0(R)
cos 3ϕ+ . . . (4.1.96)

äå S̃2 ¹ ðîçâ'ÿçêîì (L.13)�(L.14), S̃3 ¹ ðîçâ'ÿçêîì (L.19)�(L.20) i φ̃ ¹ ðîçâ'ÿçêîì

(4.1.28)�(4.1.29) ç Λ = Λ0 i Φ = Φ0. Ðèñ. 4.1 iëþñòðó¹ çìiíè ó ôîðìi ïðè ái-

ôóðêàöi¨ ðàäiàëüíî ñèìåòðè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äî ðîçâ'ÿçêiâ òèïó áiæíèõ õâèëü.

Äåòàëi íàâåäåíî â Äîäàòêó L.
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Ðèñ. 4.1: Ïðèáëèçíà ôîðìà ðîçâ'ÿçêó òèïó áiæíî¨ õâèëi ç øâèäêiñòþ V = 0.22. Ðîçâ'ÿçîê

çíàéäåíî çáóðåííÿì ñòàöiîíàðíîãî ðàäiàëüíî ñèìììåòðè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó (òî÷êè áiôóðêàöi¨)

ç R = 4, β = 5/8 . Ôîðìà îáëàñòi âðàõîâó¹ ÷ëåíè äî òðåòüîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî V , ùî

ïîáóäîâàíî ó Äîäàòêó L.

4.1.6 Íåðàäiàëüíi ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè

Êðiì ðîçâ'ÿçêiâ òèïó áiæíî¨ õâèëi iñíóþòü òàêîæ ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè ÿêi

íå ìàþòü ðàäiàëüíî¨ ñèìåòði¨. Öi ðîçâ'ÿçêè òàêîæ çíàõîäÿòüñÿ øëÿõîì áiôóð-

êàöiéíîãî àíàëiçó ñiì'¨ ðàäiàëüíî ñèìåòðè÷íèõ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Àíà-

ëiç, ùî ïðåäñòàâëåíî íèæ÷å, îáìåæó¹òüñÿ âèïàäêîì áiôóðêàöi¨ ç ìiíiìàëüíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ (4.1.12)�(4.1.13), iñíóâàííÿ ÿêèõ âñòàíîâëåíî â òâåðäæåííi (ii) Òåî-

ðåìè 4.1.3.

ßê ðàíiøå, çàôiêñó¹ìî R > 0 i ïðîâåäåìî ëîêàëüíèé àíàëiç â îêîëi ðàäi-

àëüíî ñèìåòðè÷íîãî ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó (Λ0,Φ0). Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî

(Λ0,Φ0) ∈ A1, áiëüø òîãî, ùî Φ0 ¹ ìiíiìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì (4.1.12)�(4.1.13) äëÿ

Λ = Λ0. Òîäi, çãiäíî ç Òâåðäæåííÿì 4.1.10 iñíó¹ ñiì'ÿ ðîçâ'ÿçêiâ Λ = Λ(V, η, z),

S = S(x, y, V, η, z) çàäà÷i (4.0.9)�(4.0.10) â îáëàñòÿõ Ωη. Çàäà÷ó (4.0.9)-(4.0.11)

ç V = 0 ìîæíà ïåðåïèñàòè ÿê çàäà÷ó ïðî íåðóõîìi òî÷êè (4.1.85). Ïðè÷îìó, â

òåðìiíàõ ëiíåàðiçîâàíîãî îïåðàòîðà Lρ( · ; z), çàäàíîãî (4.1.86), íåîáõiäíîþ óìî-

âîþ áiôóðêàöi¨ â (Λ0,Φ0) ¹ ðiâíiñòü îäèíèöi îäíîãî ç âëàñíèõ çíà÷åíü Lρ( · ; z),

êðiì òîãî âiäïîâiäíèé âëàñíèé âåêòîð (V, ρ) ïîâèíåí ìàòè íóëüîâó êîìïîíåí-

òó øâèäêîñòi V = 0 i ôóíêöiÿ ρ sïîâèííà çàäîâîëüíÿòè óìîâi îðòîãîíàëüíîñòi
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∫ π
−π ρ(ϕ) cosϕdϕ = 0. Ç îãëÿäó íà Ëåìó 4.1.12, öþ íåîáõiäíó óìîâó ìîæíà ïåðå-

ôîðìóëþâàòè ÿê El(0) = 1 äëÿ äåÿêîãî l = 2, 3, . . . , äå El(z) � âëàñíi çíà÷åííÿ

âèçíà÷åíi ôîðìóëîþ (4.1.89).

Ëåìà 4.1.17. Íåõàé Φ0 � ïîòî÷êîâî ìiíiìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (4.1.12)�(4.1.13)

ç Λ = Λ0 ≥ 0, i íåõàé Lρ( · ; z) � ëiíåàðèçîâàíi îïåðàòîðè, ùî çàäàþòüñÿ

ôîðìóëîþ (4.1.86), ïðè÷îìó z = 0 âiäïîâiäà¹ ëiíåàðiçàöi¨ âiäíîñíî (Λ0,Φ0).

Òîäi, âëàñíi çíà÷åííÿ El(z), l = 2, 3, . . . îïåðàòîðà Lρ( · ; z), ùî âèçíà÷åíî â

(4.1.89), ¹ ñòðîãî çðîñòàþ÷èìè âiäíîñíî z äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ z, i ÿêùî

El1(0) = El2(0) = 1 äëÿ l1, l2 ≥ 2, òîäi l1 = l2.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåïèøåìî çàäà÷ó (4.1.91), ÿêà âèçíà÷à¹ hl(r; z), â òåðìiíàõ íîâî¨

íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ ψl(r; z) := hl(r; z) + Φ′(r; z):

−1

r
(rψ′l(r))

′ +

(
l2

r2
+ 1− Λ(z)eΦ(r;z)

)
ψl(r) =

l2 − 1

r2
Φ′(r; z) 0 < r < R,

ψl(0) = ψl(R) = 0.

(4.1.97)

Îñêiëüêè Φ(r; z) ¹ ìiíiìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì (4.1.12)�(4.1.13) äëÿ ìàëèõ z, ìîæíà

çàñòîñóâàòè ïîòî÷å÷íå ïîðiâíÿííÿ i ïîêàçàòè, ùî ψl(r; z1) < ψl(r; z2), 0 < r < R,

êîëè z1 > z2. Äiéñíî, ìà¹ìî

− 1

r

(
r(ψ′l(r; z2)− ψ′l(r; z1))

)′
+

(
l2

r2
+ 1− Λ(z2)e

Φ(r;z2)

)
(ψl(r; z2)− ψl(r; z1))

=
l2 − 1

r2
(Φ′(r; z2)− Φ′(r; z1)) + (Λ(z2)e

Φ(r;z2) − Λ(z1)e
Φ(r;z1))ψl(r; z1).

(4.1.98)

Êîðèñòóþ÷èñü òàêîþ ñàìå òåõíiêîþ ôàêòîðèçàöi¨ ÿê i â Ëåìi 4.1.8 ìîæíà ïî-

êàçàòè, ùî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê (4.1.97) ¹ âiä'¹ìíèì â (0, R), îòæå îñòàííié ÷ëåí â

(4.1.98) ¹ äîäàòíèì. Òàêèé æå ñàìèé ôàêòîðiçàöiéíèé ïðèéîì ìîæíà çàñòîñó-

âàòè äî ðiâíÿííÿ

−1

r

(
r(Φ′(r; z2)− Φ′(r; z1))

′)′+( 1

r2
+ 1− Λ(z2)e

Φ(r;z2)

)
(Φ′(r; z2)− Φ′(r; z1))

=(Λ(z2)e
Φ(r;z2) − Λ(z1)e

Φ(r;z1))Φ′(r; z1),
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â ðåçóëüòàòi çíàõîäèìî, ùî Φ′(r; z2) − Φ′(r; z1) > 0 ÿêùî Φ(r; z1) > Φ(r; z2) íà

(0, R) i Λ(z1) > Λ(z2). Òàêèì ÷èíîì ïðàâà ÷àñòèíà (4.1.98) ¹ äîäàòíîþ, çâiäêè

âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü ψl(r; z1) < ψl(r; z2). Êðiì òîãî, çà äîïîìîãîþ ôàêòîðiçàöi¨

(çíîâó ÿê â Ëåìi 4.1.8) i Ëåìè Õîïôà ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ψ′l(R; z1) < ψ′l(R; z2).

Âiäñiëÿ âèïëèâà¹ ìîíîòîííiñòü El(z).

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ ïðèïóñòèìî âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî El1(0) = El2(0)

äëÿ ðiçíèõ l1, l2 ≥ 2, ñêàæåìî l1 > l2. Òîäi âíàñëiäîê (4.1.89) ìà¹ìî

ψ′l1(R; 0)/(l21 − 1) = ψ′l2(R; 0)/(l22 − 1) = β/R2. (4.1.99)

Ç iíøîãî áîêó, ôóíêöi¨ ψ′li(r; 0)/(l2i − 1), i = 1, 2 çàäîâîëüíÿþòü

−1

r
(rψ′li/(l

2
i−1))′+

(
l2i
r2

+ 1− Λ0e
Φ0

)
ψli/(l

2
i−1) =

1

r2
Φ′0, 0 < r < R. (4.1.100)

Òîäi ìà¹ìî ïîòî÷êîâi íåðiâíîñòi 0 > ψl1 > ψl2 íà (0, R), i ψ′l1(R; 0)/(l21 − 1) <

ψ′l2(R; 0)/(l22 − 1), ïðîòèði÷÷ÿ.

Â íàñòóïíié Òåîðåìi âñòàíîâëþ¹òüñÿ áiôóðêàöiÿ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

ÿêùî ïàðàìåòð β ¹ äîñòàòíüî ìàëèì.

Òåîðåìà 4.1.18. Íåõàé çàäàíi R > 0, l = 2, 3, . . . , i äîñòàòíüî ìàëå β > 0,

iñíó¹ ñiì'ÿ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ (4.0.6)-(4.0.8) ç îáëàñòÿìè Ω = Ωρδ, ÷èÿ

ìåæà çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

∂Ωρδ = {(x, y) = (R+ρδ(ϕ))(cosϕ, sinϕ) | −π ≤ ϕ < π} ç ρδ = δ cos lϕ+ o(δ),

(4.1.101)

äå δ > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð.

Äîâåäåííÿ. Çàãàëüíà ñõåìà àíàëiçó ¹ òi¹þ ñàìîþ, ùî i â çàäà÷i ïðî áiæíi âîëíè.

Íåîáõiäíà óìîâà áiôóðêàöi¨ (4.1.30) çàìiíþ¹òüñÿ òåïåð íàñòóïíîþ:

ψ′l(R; 0)

l2 − 1
= β/R2, (4.1.102)

äå ψl(r; 0) ¹ ðîçâ'ÿçêîì (4.1.97) äëÿ z = 0, i öié óìîâi çàâæäè çàäîâîëüíÿ¹ äå-

ÿêà ïàðà (Λ0,Φ0) ∈ A0, ÿêùî ïàðàìåòð β > 0 ¹ äîñòàòíüî ìàëèì. Çàçíà÷èìî,
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ùî íà âiäìiíó âiä (4.1.30) óìîâà (4.1.102) çàëåæèòü âiä β. Ðîçãëÿíåìî òàêi ìàëi

çíà÷åííÿ β > 0, ùî âëàñíi çíà÷åííÿ E0,1(z) (îïåðàòîðà L( · ; z)), ÿêi çàäàþòüñÿ

(4.1.88), ¹ âiääiëåíèìè âiä 1, i êîðèñòóþ÷èñü Ëåìîþ 4.1.17 çíàõîäèìî, ùî äëÿ

äîñòàòíüî ìàëèõ z ðiâíî îäíå âëàñíå çíà÷åííÿ El(z) ¹ áëèçüêèì äî 1 i çíàê

El(z)− 1 çìiíþ¹òüñÿ ïðè z = 0. Öå äîçâîëÿ¹ âñòàíîâèòè áiôóðêàöiþ íåðàäiàëü-

íèõ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ àíàëîãi÷íî Òåîðåìi 4.1.14.

Âèñíîâêè äî Ðîçäiëó 4

Ó Ðîçäiëi 4 âèâ÷åíî çàäà÷ó ç âiëüíîþ ìåæåþ, ùî ìîäåëþ¹ ðóõ æèâèõ êëiòèí íà

ñóáñòðàòi. Çà äîïîìîãîþ áiôóðêàöiéíîãî àíàëiçó ñiì'¨ ðàäiàëüíèõ ñòàöiîíàðíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ âñòàíîâëåíî îñíîâíi ðåçóëüòàòàòè ðîçäiëó: Òåîðåìó 4.1.1 (äèâ. äåòàëi

â Òåîðåìi 4.1.14) ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òèïó áiæíèõ õâèëü, i Òåîðåìó 4.1.18

ïðî iñíóâàííÿ íåðàäiàëüíèõ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.



ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñèðòàöiéíié ðîáîòi ðîçãëÿíóòî íåêîìïàêòíi âàðiàöiéíi çàäà÷i äëÿ ôóíêöiî-

íàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó ç çàäàíèìè ñòåïåíÿìè âiäîáðàæåííÿ íà ìåæi îáëàñòi i

ïîáóäîâàíî íîâó òåîðiþ òàêèõ çàäà÷; ðîçâèíåíî ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ñïåêòðàëü-

íèõ çàäà÷ äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ íåñèìåòðè÷íèõ åëiïòè÷íèõ îïåðàòîðiâ; òà-

êîæ äîñëiäæåíî äåÿêi çàäà÷i óñåðåäíåííÿ i âèâ÷åíî áiôóðêàöiþ ðîçâ'ÿçêiâ òèïó

áiæíèõ õâèëü äëÿ çàäà÷i ç âiëüíîþ ìåæåþ, ùî ìîäåëþ¹ ðóõ æèâèõ êëiòèí íà

ñóáñòðàòi.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi âèâ÷åíî âàðiàöiéíi çàäà÷i äëÿ ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-

Ëàíäàó ó êëàñi êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêöié ç îäèíè÷íèìè àáñîëþòíèìè çíà÷å-

ííÿìè íà ìåæi i çàäàíèìè ñòåïåíÿìè âiäîáðàæåííÿ íà ¨¨ çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíòàõ.

äîâåäåíî ãiïîòåçó ïðî íåiñíóâàííÿ ìiíiìiçàíòiâ â äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ ç ¹ìíi-

ñòþ ìåíøîþ π, ÿêó áóëî âèñóíóòî â ðîáîòi Ë. Áåðëÿíäà i Ï. Ìiðîíåñêó [35]: äî-

âåäåíî iñíóâàííÿ ñêií÷åííîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó

κ, òàêîãî ùî iíôiìóì ôóíêöiîíàëà â êëàñi ôóíêöié ç îäèíè÷íèìè ñòåïåíÿìè íà

îáîõ êîìïîíåíòàõ ìåæi çàâæäè äîñÿãà¹òüñÿ ÿêùî κ ¹ ìåíøèì ïîðîãîâîãî çíà÷å-

ííÿ i íiêîëè íå äîñÿãà¹òüñÿ ÿêùî κ ¹ áiëüøèì öüîãî çíà÷åííÿ. Çàçíà÷èìî, ùî ó

âñiõ âiäîìèõ âèïàäêàõ iñíóâàííÿ ãëîáàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ, âîíè íå ìàþòü íóëiâ

(âèõîðiâ). Íà âiäìiíó âiä ãëîáàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ, ïîêàçàíî, ùî iñíóþòü iíøi

êðèòè÷íi òî÷êè ôóíêöiîíàëà, ÿêi ìàþòü âèõîði. Çîêðåìà, ó Ïiäðîçäiëi 1.1 ðîç-

âèíåíî âàðiàöiéíi ìåòîäè âñòàíîâëåííÿ ëîêàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ ç âèõîðàìè äëÿ

äîñòàíüî âåëèêèõ κ òà âèâ÷åíî àñèìòîòè÷íó ïîâåäiíêó öèõ ìiíiìiçàíòiâ ó ãðà-

íèöi Ëîíäîíiâ κ→∞. Äîâåäåíî, ùî âèõîðè çíàõîäÿòüñÿ áiëÿ ìåæi i â ¨õ îêîëàõ

àêóìóëþþòüñÿ ñêií÷åíi êâàíòîâàíi ¹íåðãi¨, íà âiäìiíó âiä âíóòðiøíiõ âèõîðiâ,

344
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ÿêi âèíèêàþòü â çàäà÷i Äèðèõëå. Öi ðåçóëüòàòè ó Ïiäðîçäiëi 1.2 ðîçïîâñþäæåíî

íà âèïàäîê ïîâíîãî ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó, ùî âðàõîâó¹ ìàãíiòíi åôå-

êòè. Ó Ïiäðîçäiëi 1.5 äëÿ ïîâíîãî ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó â îäíîçâ'ÿçíèõ

îáëàñòÿõ äîâåäíî òåîðåìó, ùî ïîâíiñòþ îïèñó¹ iñíóâàííÿ/íåiñíóâàííÿ ãëîáàëü-

íèõ ìiíiìiçàíòiâ ç çàäàíèì ñòåïåíåì íà ìåæi. Ïîêàçàíî, ùî, íà âiäìiíó âiä

ñïðîùåíîãî ôóíêöiîíàëà, ìiíiìiçàíòè iñíóþòü äëÿ 0 < κ ≤ 1/
√

2 i íå iñíóþòü

äëÿ κ > 1/
√

2. Ïîðãîâå çíà÷åííÿ κ = 1/
√

2 âiäîìå â ôiçè÷íié ëiòåðàòóði ÿê ìå-

æà ðîçäiëó ìiæ íàäïðîâiäíèêàìè I-ãî i II-ãî ðîäó. Ó Ïiäðîçäiëi 1.4 ðîçãëÿíóòî

çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ ïîâíîãî ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó â äâîçâ'ÿçíié îáëàñòi

ç çàäàíèìè îäèíè÷íèì i íóëüîâèì ñòåïåíÿìè íà êîìïîíåíòàõ ìåæi. Äîâåäåíî,

ùî ÿê i â îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi ìiíiìiçàíòè iñíóþòü äëÿ 0 < κ < 1/
√

2, àëå äëÿ

κ = 1/
√

2 (i áiëüøèõ) iíôiìóì íå äîñÿãà¹òüñÿ. Öå ïðèçâîäèòü äî ñèíãóëÿðíî¨

àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ìiíiìiçàíòiâ ïðè κ→ 1/
√

2− 0, ùî ïðîÿâëÿ¹òüñÿ â δ-

ïîäiáíîìó ñòðóìi íà ìåæi. Ó ðîáîòi ðîçâèíåíî âàðiàöiéíó òåõíiêó äîñëiäæåííÿ

ïîâåäiíêè ìiíiìiçàíòiâ ïðè κ → 1/
√

2 − 0, ÿêà, çîêðåìà, äîçâîëÿ¹ âñòàíîâèòè

ãðàíè÷íi ïîëîæåííÿ âèõîðiâ. Íàñàìêiíåöü, ó Ïiäðîçäiëi 1.6 âèâ÷åíî ñòðóêòó-

ðó ïîñëiäîâíîñòåé Ïàëå-Cìåéëà (ìàéæå êðèòè÷íèõ òî÷îê), îïèñàíî ìåõàíiçì

âòðàòè êîìïàêòíîñòi öèõ ïîñëiäîâíîñòåé i êâàíòóâàííÿ âiäïîâiäíèõ åíåðãié. Çà

äîïîìîãîþ öèõ ðåçóëüòàòiâ âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ êðèòè÷íèõ òî÷îê íåìiíiìiçà-

öiéíîãî õàðàêòåðó (òèïó ïåðåâàëà).

Ó äðóãîìó ðîçäiëi äîñëiäæåíî ñïåêòðàëüíi çàäà÷i äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ

íåñèìåòðè÷íèõ åëiïòè÷íèõ îïåðàòîðiâ (ç ìàëèì ïàðàìåòðîì çáóðåííÿ ε > 0) â

îáìåæåíèõ îáëàñòÿõ ç ðiçíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè íà ìåæi. Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó

ñòîñóþòüñÿ, ïåðø çà âñå, àñèìòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ïåðøîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ λε

i ïåðøî¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨. Îñòàííþ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi uε = e−Wε(x)/ε

(öå ¹, òàê çâàíèé, ÂÊÁ àíçàö), òîäi äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ uε ïåðåïè-

ñó¹òüñÿ ÿê ñèíãóëÿðíî çáóðåíå ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà-ßêîái äëÿ ôóíêöi¨ Wε i

âëàñíîãî çíà÷åííÿ λε. Äëÿ äîñëiäæåííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ïàðè λε i Wε

çàñòîñîâàíî òåõíiêó â'ÿçêiñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ó Ïiäðîçäiëi 2.1 ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó
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Äiðiõëå ç îñöèëþþ÷èìè ëîêàëüíî ïåðiîäè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè i âèâåäåíî åôå-

êòèâíå ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà-ßêîái äëÿ ãðàíèöü λε i ôóíêöié Wε ïðè ε → 0, òà

äîâåäåíî, ùî êðàéîâà óìîâà Wε(x) = +∞ íà ìåæi ó ãðàíèöi ðåëàêñó¹òüñÿ äî

êðàéîâî¨ óìîâè ó âèãëÿäi ôàçîâîãî îáìåæåííÿ (state constraint boundary condi-

tion). Çíàéäåíà ãðàíè÷íà (åôåêòèâíà) çàäà÷à ¹ àäèòèâíîþ çàäà÷åþ íà âëàñíi

çíà÷åííÿ äëÿ ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà-ßêîái. Âîíà ìà¹ ðiâíî îäíå âëàñíå çíà÷åííÿ,

ùî îïèñó¹ ãîëîâíèé ÷ëåí àñèìïòîòèêè λε, ïðîòå âëàñíèõ ôóíêöié ìîæå áàãàòî

ó çàëåæíîñòi âiä ñòðóêòóðè ìíîæèíè Îáði ïîâ'ÿçàíî¨ ç åôåêòèâíîþ çàäà÷åþ.

Ó Ïiäðîçäiëi 2.1 ðîçãëÿíóòî òàêîæ ïèòàííÿ ïðî óòî÷íåíi àñèìïòîòèêè âëàñíèõ

çíà÷åíü i ñåëåêöiþ âëàñíî¨ ôóíêöi¨ åôåêòèâíî¨ çàäà÷i ó âèïàäêó êîëè ìîëîäøi

÷ëåíè îïåðàòîðà ìàþòü îäíàêîâèé ïîðÿäîê, òà ìíîæèíà Îáði ñêëàäà¹òüñÿ ç ãi-

ïåðáîëi÷íèõ íåðóõîìèõ òî÷îê i ãðàíè÷íèõ öèêëiâ åôåêòèâíîãî çíåñåííÿ. Äëÿ

öüîãî ðîçâèíåíî òåõíiêó àñèìòîòè÷íîãî àíàëiçó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ åëå-

ìåíòiâ ÿê ëîêàëiçàöiÿ i óñåðåäíåííÿ íà ïðîìiæíîìó ìàñøòàái. Ó Ïiäðîçäiëi 2.2

âèâ÷åíî ñèíãóëÿðíî çáóðåíó çàäà÷ó ç óìîâîþ Íåéìàíà íà ìåæi, ó ïðèïóùåí-

íi, ùî êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ íå çàëåæàòü âiä ε, à ìàëèé ìíîæíèê ε ïðèñóòíié

òiëüêè â ñòàðøîìó ÷ëåíi ðiâíÿííÿ. Çà óìîâè, ùî ìíîæèíà Îáði âiäïîâiäíî¨

çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà-ßêîái ñêëàäà¹òüñÿ ç ãiïåðáîëi÷íèõ

íåðóõîìèõ òî÷îê i ãðàíè÷íèõ öèêëiâ åôåêòèâíîãî çíåñåííÿ çàäà÷i Ñêîðîõîäà

ïîðîäæåíî¨ êîíâåêòèâíèì ÷ëåíîì, çíàéäåíî ãðàíèöi âëàñíèõ çíà÷åíü i ôóíêöié

Wε (= −ε log uε). Äëÿ äîñëiäæåííÿ ëîêàëiçàöi¨ âëàñíèõ ôóíêöié íà êîìïîíåí-

òàõ ìíîæèíè Îáði ðîçòàøîâàíèõ íà ìåæi ðîçâèíóòî ìåòîä, ùî áàçóþòüñÿ íà

ïîáóäîâi ñïåöiàëüíèõ ñóá- i ñóïåððîçâ'ÿçêiâ. Ó Ïiäðîçäiëi 2.3 âèâ÷åíî ñïåêòð

ñèíãóëÿðíî çáóðåíî¨ çàäà÷i ç îñöèëþþ÷èìè êîåôiöi¹íòàìè ó òîíêîìó öèëiíäði

ç óìîâîþ Íåéìàíà íà ái÷íié ïîâåðõíi i Ôóð'¹ íà îñíîâàõ. Îïèñàíî àñèìòîòè÷íó

ïîâåäiíêó ïåðøîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ i âëàñíî¨ ôóíêöi¨, äëÿ ãðàíèöi âëàñíèõ

çíà÷åíü i ôóíêöié Wε (= −ε log uε) âèâåäåíî îäíîâèìiðíó àäèòèâíó çàäà÷ó íà

âëàñíi çíà÷åííÿ ç åôåêòèâíèìè ãðàíè÷íèì óìîâàìè. Öi ãðàíè÷íi óìîâè îòðèìà-

íî â ðåçóëüòàòi äîñëiäæåííÿ ïðèìåæîâèõ øàðiâ áiëÿ îñíîâ. Äëÿ ïîáóäîâè îñòàí-
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íiõ âèâ÷åíî ñïåêòðàëüíi çàäà÷i â íàïiâîáìåæåíîìó öèëiíäði ç óìîâîþ Ñòåêëîâà

íà îñíîâi, öi ðåçóëüòàòè ìàþòü íåçàëåæíèé iíòåðåñ. Êðiì òîãî, ó ñòðóêòóðíîìó

ïðèïóùåííi ùîäî åôåêòèâíî¨ çàäà÷i (ÿêå âåäå äî ëîêàëiçàöi¨, â ïåâíîìó ñåíñi,

âëàñíèõ ôóíêöié âñåðåäèíi öèëiíäðó) çíàéäåíî äâî÷ëåííi àñèìòîòè÷íi ôîðìóëè

äëÿ ïåðøîãî i íàñòóïíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi âèâ÷åíî äâi çàäà÷i óñåðåäíåííÿ ç íåòðiâiàëüíèìè êîëå-

êòèâíèìè åôåêòàìè ñïðè÷èíåíèìè íåîäíîðiäíîñòÿìè. Ó Ïiäðîçäiëi 3.1 îïèñàíî

âèõîðîâi ñòðóêòóðè â íàäïðîâiäíèêàõ ç ïåðiîäè÷íî ðîçòàøîâàíèìè îòâîðàìè,

ùî ìîäåëþþòü ÷óæîðiäíi äîìiøêè. Çíàéäåíî ìàñøòàáíi ñïiââiäíîøåíÿ ìiæ ïðî-

ñòîðîâèì ïåðiîäîì, ðîçìiðîì îòâîðiâ i âåëè÷èíîþ çîâíiøíüîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ

äëÿ ÿêèõ âèíèêàþòü ñòðóêòóðè ó âèãëÿäi âëîæåíèõ îáëàñòåé ç êðàòíèìè âèõî-

ðÿìè. Äëÿ äîñëiäæåííÿ öi¹¨ ìîäåëi çàñòîñîâàíî òåõíiêó Γ-çáiæíîñòi, êîíñòðó-

êöi¨ ïîäiáíi ìiðàì ßíãà i åëåìåíòè ìåòîäiâ îïóêëîãî àíàëiçó. Ó Ïiäðîçäiëi 3.2

âèâ÷åíî ñòàöiîíàðíi åëiïòè÷íi êðàéîâi çàäà÷i (i ¨õ ïàðàáîëi÷íi àíàëîãè) äëÿ ìî-

íîòîííèõ îïåðàòîðiâ â ïåðôîðîâàíèõ îáëàñòÿõ ç óìîâîþ Ôóð'¹ íà ìåæi äiðîê i

Íåéìàíà íà çîâíiøíié ìåæi. Ó ïðèïóùåííi ïðî íóëüîâi ñåðåäíi â êðàéîâié óìîâi

íà ìåæi äiðîê, äëÿ äîñëiäæåííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ çàñòîñîâà-

íî òåõíiêó äâîõìàñøòàáíî¨ çáiæíîñòi i âèâåäåíî åôåêòèâíó (óñåðåäíåíó) çàäà÷ó.

Âèíàéäåíî íåòðiâiàëüíèé êîëåêòèâíèé åôåêò ñïðè÷èíåíèé êðàéîâèìè óìîâàìè

íà ìåæi äiðîê, ÿêèé ïîëÿãà¹ ó âèíèêíåííi íîâîãî ÷ëåíó â åôåêòèâíié êðàéîâié

óìîâi íà çîâíiøíié ìåæi.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ç âiëüíîþ ìåæåþ, ùî ìîäåëþ¹ ðóõ

æèâèõ êëiòèí íà ñóáñòðàòi. Äîñëiäæåíî ñiì'þ ðàäiàëüíî ñèìåòðè÷íèõ ñòàöiîíàð-

íèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i i çðîáëåíî ¨¨ áiôóðêàöiéíèé àíàëiç, ùî äîçâîëèëî äîâåñòè

iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òèïó áiæíî¨ õâèëi i ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ áåç ðàäiàëüíî¨

ñèìåòði¨. Äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òèïó áiæíî¨ õâèëi âèêîðèñòàíî

òîïîëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ ç çàñòîñóâàííÿì ïîíÿòòÿ ñòåïåíÿ Ëåðå-Øàóäåðà.

Óñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ íàâåäåíî ç ïîâíèìè äîâåäåííÿìè. Äèñåð-

òàöiéíà ðîáîòà ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòè i ìåòîäè äèñåðòàöiéíî¨
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ðîáîòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ äîñëiäæåííÿ iíøèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨

ôiçèêè.
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Äîäàòîê A

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 1.2.3 ó çàãàëüíîìó âèïàäêó

Âèáåðåìî Λ > 0 i öiëå d > 0 òàêi ùî Λ > I0(d,G), i ïîçíà÷èìî ÷åðåç æ0

íàéáiëüøå öiëå ÷èñëî ùî çàäîâîëüíÿ¹

I0(d,A) + πæ0 < Λ.

ßñíî, ùî æ0 ≥ 0. Äàëi áóäå äîâåäåíî, ùî äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε iíôiìóì â

(1.2.6) çàâæäè äîñÿãà¹òüñÿ, ÿêùî p, q çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

æ(p, q) ≤ æ0 i p ≤ d, q ≤ d, (A.1)

äå æ(p, q) = |d− q|+ |d− p|.

Òâåðäæåííÿ A.1. Íåõàé çàäàíi öiëi K ≤ æ0 i p ≤ q, q ≤ d òàêi ùî æ(p, q) ≤
K. Òîäi, äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε iíôiìóì â çàäà÷i (1.2.6) çàâæäè äîñÿãà¹òüñÿ

i

mε(p, q, d) ≤ mε(l,m, d) + π((l − p) + (m− q)) êîëè p ≤ l ≤ d, q ≤ m ≤ d.

(A.2)

Áiëüø òîãî, íåðiâíiñòü â (A.2) çàâæäè ¹ ñòðîãîþ êðiì âèïàäêó êîëè l = p i

m = q.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî iíäóêöiþ çà K. Áàçó iíäóêöi¨ (K=0) áóëî âñòàíîâëåíî

â Ïiäðîçäiëi 1.2.4 (äèâ. Ëåìó 1.2.16). Îáãðóíòóâàííÿ iíäóêòèâíîãî ïåðåõîäó

áàçó¹òüñÿ íà íàñòóïíié ëåìi, ÿêó áóäå äîâåäåíî â êiíöi Äîäàòêà A.
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Ëåìà A.2. Ïðèïóñòèìî, ùî öiëi p i q çàäîâîëíÿþòü (A.1), i äëÿ ε < ε5,

ε5 > 0, iñíó¹ ìiíiìiçàíò uε çàäà÷i (1.2.6) ÷èÿ ¹íåðãiÿ Eε(uε) çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó

(1.2.66). Òîäi äëÿ âñiõ ε < min{ε4, ε5} (äå ε4 � òàêå ÿê â Ëåìi 1.2.22) iñíó¹

vε ∈ Jp(q−1) òàêå ùî Φ(vε) ∈ (d− 1/2, d+ 1/2) i

Eε(vε) < mε(p, q, d) + π. (A.3)

Àíàëîãi÷íî, iñíó¹ òåñòîâà ôóíêöiÿ vε â J(p−1)q, òàêà ùî Φ(vε) ∈ (d− 1/2, d+

1/2) i ¹ âiðíîþ íåðiâíiñòü (A.3).

Ç îãëÿäó íà Ëåìó A.2, äëÿ äîâåäåííÿ Òâåðäæåííÿ A.1 äëÿ K + 1 çàìiñòü K

äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî mε(p, q−1, d) çàâæäè äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ

ε ÿêùî p ≤ d, q ≤ d i æ(p, q) = K (òîé ôàêò, ùîmε(p−1, q, d) òàêîæ äîñÿãà¹òüñÿ,

äîâîäèòüñÿ òàê ñàìî). Íåõàé u � ñëàáêà H1-ãðàíèöÿ ìiíiìiçóþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi

(u(k)). Çàâäÿêè Ëåìi A.2 òàêà ìiíiìiçóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü iñíó¹, áiëüø òîãî, ç öi¹¨

Ëåìè i ïðèóùåííÿ iíäóêöi¨ âèïëèâà¹, ùî

lim sup
k→∞

Eε(u
(k)) < mε(l

′,m′, d) + π(l′ − p) + π(m′ − (q − 1)), (A.4)

äå p ≤ l′ ≤ d, q − 1 ≤ m′ ≤ d i æ(l′,m′) ≤ K. Äëÿ ε < ε0 (äå ε0 = ε0(Λ) �

òàêå ÿê â Òâåðäæåííi 1.2.2) Φ(u) = limk→∞Φ(u(k)) ∈ (d− 1/2, d+ 1/2), îòæå u

¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1.2.1) (äèâ. ìiðêóâàííÿ â Ëåìi 1.2.16). Çàïèøåìî î÷åâè-

äíó íåðiâíiñòü lim infk→∞Eε(u
(k)) ≤ lim supk→∞Eε(u

(k)) i çàñòîñó¹ìî äî ¨¨ ëiâî¨

÷àñòèíè ïîñëiäîâíî Ëåìó 1.2.8 i Ëåìó 1.2.15, à â ïðàâié ÷àñòèíi ñêîðèñà¹ìîñü

(A.4) ç l′ = m′ = d, â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî

I0(d,A)− π

2
+ πæ(l,m) + π(|l − p|+ |m− (q − 1)|) ≤ mε(d, d, d) + πæ(p, q − 1),

äå l = deg(u, ∂ω), m = deg(u, ∂Ω). Ðàçîì ç öèì ìà¹ ìiñöå îöiíêà mε(d, d, d) ≤
I0(d,A) (äèâ. Ëåìó 1.2.13), òàêèì ÷èíîì |l − d| + |l − p| ≤ |p − d| + 1/2 i

|m − d| + |m − (q − 1)| ≤ |(q − 1) − d| + 1/2. Çâiäñè âèòiêà¹, ùî p ≤ l ≤ d,

q−1 ≤ m ≤ d, îñêiëüêè l im ¹ öiëèìè. Ïðèïóñòèìî òåïåð ùî l 6= p àáîm 6= q−1,
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òîäi çàñòîñó¹ìî Ëåìó 1.2.8 i îöiíêó (A.4) ç l′ = l, m′ = m, â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî

Eε(u) + π(l − p) + π(m− (q − 1)) ≤ lim inf
k→∞

Eε(u
(k))

< mε(l,m, d) + π(l − p) + π(m− (q − 1)).

Ç iíøîãî áîêó u ∈ Jlm i Φ(u) ∈ [d − 1/2, d + 1/2]. Îòæå Eε(u) ≥ mε(l,m, d) �

ïðîòèði÷÷ÿ. Òàêèì ÷èíîì l = p i m = q − 1, òîáòî u ¹ äîïóñòèìîþ òåñòîâîþ

ôóíêöi¹þ â çàäà÷i (1.2.6) òàê ùî iíôiìóì mε(p, q − 1, d) çàâæäè äîñÿãà¹òüñÿ.�

Äîâåäåííÿ Ëåìè A.2. Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîçíà÷åíü áóäåìî îïóñêàòè iíäåêñ ε.

Îñíîâíà iäåÿ äîâåäåííÿ ïîëÿãà¹ â ìîäiôiêàöi¨ ìiíiìiçàíòà u çàäà÷i (1.2.6) â

îêîëi ∂Ω ïîäiáíî òîìó ÿê â Òâåðäæåííi 1.2.17 (äiâ. Ïiäðîçäië 1.2.5). Îñêiëüêè

u òåïåð ìîæå ìàòè íóëi êîíñòðóêöiÿ ¹ òåõíi÷íî áiëüø ñêëàäíîþ. Â íàñòóïíèõ

äåêiëüêîõ êðîêàõ áóäå ïîáóäîâàíî ôóíêöiþ v ç äîäàòêîâèì íóëåì (âèõîðåì)

áiëÿ x∗, äå x∗ � òî÷êà íà ∂Ω òàêà ùî ∂h
∂ν (x∗) > 0 (äèâ. Ëåìó 1.2.22).

Êðîê I(Äåêîìïîçèöiÿ îáëàñòi). Çàôiêñó¹ìî δ > 0, òàêå ùî 1− δ ¹ ðåãóëÿðíèì
çíà÷åííÿì h (çà ëåìîþ Ñàðäà öié âèìîçi çàäîâîëüíÿþòü ìàéæå âñi δ). Ðîçãëÿ-

íåìî ïiäîáëàñòü G äå h > 1− δ. Iñíó¹ (¹äèíà) çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà Dδ öi¹¨ ïiäî-

áëàñòi, òàêà ùî ∂Dδ ⊃ ∂Ω. Îñêiëüêè h(∂Ω) = 1 > h(∂ω), äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ δ

ìåæà îáëàñòi Dδ ìiñòèòü çâ'ÿçíó êîìïîíåíòó Γδ 6= ∂Ω, ùî îõîïëþ¹ ω. Çàâäÿêè

Ëåìi 1.2.22 ìîæíà âèáðàòè δ äîñòàòíüî ìàëèì δ < δ0 (δ0 > 0) òàê ùî îáëàñòü

îáìåæåíà Γδ i ∂Ω íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç êîíòóðîì L,êðiì òîãî ÿêùî ρ(x)(= |u(x)|)
ìà¹ íóëü â òî÷öi x öi¹¨ îáëàñòi, òî h(x) > 1. Òîäi h íå ëîêàëüíèõ ìiíiìóìiâ â

öié îáëàñòi (h çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ div( 1
ρ2h) = 0). Òàêèì ÷èíîì h > 1 − δ â

îáëàñòi îáìåæåíié Γδ i ∂Ω, òîáòî öÿ îáëàñòü ñïiâïàäà¹ ç Dδ. Êðiì òîãî ìíîæèíà

P = {x ∈ Dδ; h(x) ≥ 1} íå çàëåæèòü âiä δ äëÿ δ < δ̂0 (0 < δ̂0 < δ0). Äiéñíî,

ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó Sδ = {x ∈ G;h(x) > α} ∩ Dδ (0 < δ < δ0), äå α � ðå-

ãóëÿðíå çíà÷åííÿ h i 1 < α < 9/8. Sδ ñêëàäà¹òüñÿ ç ñêií÷åíîãî íàáîðó ç n(δ)

çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò. Îñêiëüêè Dδ ⊃ Dδ′ äëÿ δ > δ′, ôóíêöiÿ n(δ) íå çðîñòà¹,

òîäi n(δ) = limδ′→0 n(δ′) ïðè 0 < δ < δ0 (äëÿ äåÿêîãî δ0 > 0) i Sδ = Sδ′ ÿêùî

δ, δ′ ∈ (0, δ0). Âiäñiëÿ âèïëèâà¹, ùî 1−δ < h < α â Dδ \Dδ′ êîëè 0 < δ′ < δ < δ0.
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Äëÿ òàêèõ δ i δ′ ôóíêöiÿ h çàäîâîëüíÿ¹ div( 1
ρ2h) = 0 â Dδ \ Dδ′ (çãiäíî Ëåìi

1.2.22), ó òîé ñàìèé ÷àñ h < 1 íà ìåæi îáëàñòi Dδ \Dδ′, îòæå h < 1 â Dδ \Dδ′.

Òàêèì ÷èíîì {x ∈ Dδ;h(x) ≥ 1} = P := ∩δ′<δ0Dδ′ êîëè 0 < δ < δ0.

Âèçíà÷èìî äëÿ δ < δ0 öiëå ÷èñëî

d′ :=
1

2π

∫
Γδ

∂h

∂ν

ds

ρ2
=

1

2π

∫
Γδ

u

|u|
× ∂

∂τ

u

|u|
ds = deg(u,Γδ).

Âîíî ¹ äîäàòíèì (1 − δ = h(Γδ) ¹ ðåãóëÿðíèì çíà÷åííÿì h i h > 1 − δ â Dδ,

êðiì òîãî div(ρ−2∇h) = 0 â Dδ \ P , îòæå ∂h
∂ν > 0 íà Γδ) i d′ íå çàëåæèòü âiä δ.

Òîäi ôóíêöiÿ u ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíîþ ó âèãëÿäi u = ρeid
′θ â Gδ = Dδ \ P ,

äå θ : Gδ → DR \ 2πDZ � ãëàäêà ôóíêöiÿ i ρ > 0 â Gδ.

Áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè, ùî u(x∗) = 1. Îñêiëüêè ∂h
∂ν (x∗) > 0,

òî ìà¹ìî |∇h| > 0 â G ∩ G′ äëÿ äåÿêîãî îêîëó G′ òî÷êè x∗. Ìîæíà âèáðàòè

G′ òàêèì, ùî îáëàñòü G ∩ G′ ¹ îäíîçâ'ÿçíîþ i ρ > 0 â G ∩ G′. Òîäi, îñêiëüêè
∇h = −d′ρ2∇⊥θ, âiäîáðàæåííÿ x 7→ (h, θ) ¹ C1-äiôôiîìîðôiçìîì îáëàñòi G∩G′

íà ¨¨ îáðàç. Âèáåðåìî îäíîçíà÷íó âiòêó θ â G∩G′ óìîâîþ θ(x∗) = 0. Ïîêëàäåìî

G′δ := {x ∈ G ∩ G′; 1 − δ < h < 1, θ ∈ (−δ, δ)} i áóäåìî ðîçãëÿäàòè íàñòiëüêè

ìàëi δ, ùî G′δ ⊂ G′.

ßêùî 1− δ′ ∈ (1− δ, 1) ¹ ðåãóëÿðíèì çíà÷åííÿì ôóíêöi¨ h, òî ∂θ
∂τ > 0 íà Γδ′ i∫

Γδ′

∂θ

∂τ
ds = 2π.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî θ(x) 6∈ (−δ, δ) + 2πDZ â Gδ \G′δ, òîáòî

x ∈ G′δ ⇐⇒ x ∈ Gδ, 1− δ < h(x) < 1, θ(x) ∈ (−δ, δ) + 2πDZ.

Òàêèì ÷èíîì G = G′δ ∪G′′δ ∪ (G \Gδ) (äèâ. Ðèñóíîê A.1), äå G′′δ = Gδ \G′δ.
Êðîê II (êîíñòðóêöiÿ òåñòîâî¨ ôóíêöi¨). Òåñòîâó ôóíêöiþ v in âèáåðåìî ó âè-

ãëÿäi

v =

u â G \Gδ,

ρwt â Gδ,
(A.5)
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Ðèñ. A.1: Äåêîìïîçèöiÿ îáëàñòi.

äå wt = wt(h(x), θ(x)) áóäå âèçíà÷åíî íèæ÷å, t > 0 . Íà ìåæi ∂Gδ çàäà¹ìî

íàñòóïíi êðàéîâi óìîâè:

wt = eid
′θ e−iθ − (1− tϕ(θ))

e−iθ(1− tϕ(θ))− 1
on ∂Gδ \ Γδ (A.6)

wt = eid
′θ on Γδ, (A.7)

äå 0 ≤ ϕ ≤ 1 � ãëàäêà 2π-ïåðiîäè÷íà çðiçàþ÷à ôóíêöiÿ, òàêà ùî ϕ(θ) = 1

äëÿ θ ∈ (−δ/2, δ/2) i ϕ(θ) = 0 ÿêùî θ 6∈ (−δ, δ) + 2πDZ. Ïðèïóñòèìî, ùî
wt = wt(h, θ) ¹ ãëàäêîþ 2π-ïåðiîäè÷íîþ çà θ ôóíêöi¹þ, âèçíà÷åíîþ â ïîëîñi

1− δ ≤ h ≤ 1, i wt çàäîâîëüíÿ¹ (A.6) i (A.7) êîëè h = 1 i h = 1− δ, âiäïîâiäíî.
Òîäi (A.5) çàäà¹ äëÿ 0 < t < 1 ôóíêöiþ v ∈ H1(G;DR2), òàêó ùî |v| = 1 íà ∂G

i

deg (v, ∂Ω) = q − 1, deg (v, ∂ω) = p. (A.8)

Ðîçêëàäåìî (A.6) â ðÿä

eid
′θ e−iθ − (1− tϕ(θ))

e−iθ(1− tϕ(θ))− 1
= (1− tb−1(t))e

id′θ + t
∑
k 6=−1

bk(t)e
−i(k−d′+1)θ, (A.9)

i âèçíà÷èìî wt(h, θ):

wt(h, θ) = (1− tb−1(t)f−1(h))eid
′θ + t

∑
k 6=−1

bk(t)fk(h)e−i(k−d
′+1)θ, (A.10)

äå ôóíêöi¨ fk çàäàþòüñÿ (1.2.62) ç k±(k) = ± 1

d′

√
(k − d′ + 1)2 + λ− d′2. Çíà÷å-

ííÿ ïàðàìåòðiâ t < 1 i λ ≥ 2d′2 áóäóòü âèáðàíi íèæ÷å. Äëÿ êî¹ôiöi¹íòiâ bk(t) ¹
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ñïðàâåäëèâèìè íàñòóïíi îöiíêè

|bk(t)− ck(t)| ≤ C(1 + |k|)−n, ∀n > 0, (A.11)

äå C = C(n) íå çàëåæèòü âiä t, i ck = (t− 2)(1− t)k äëÿ k ≥ 0, c−1 = 1, ck = 0

äëÿ k < −1. Çàçíà÷èìî, ùî ck ¹ êî¹ôiöi¹íòàìè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ eid
′θ(e−iθ − (1 −

t))/(e−iθ(1− t)−1) i îöiíêè (A.11) íåâàæêî îòðèìàòè iíòåãðóâàííÿì ÷àñòèíàìè

â ôîðìóëàõ äëÿ êî¹ôiöi¹íòiâ Ôóð'¹.

Êðîê III (ïåðåâiðêà (A.3)). Ç Ëåìè 1.2.18 âèïëèâà¹, ùî

Eε(v) = Eε(u) + L(d′)
ε (wt, Gδ)

äå ôóíêöiîíàë L(d′)
ε (w) âèçíà÷åíî â (1.2.51). Ïîêàæåìî, ùî äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ

t

L(d′)
ε (wt, Gδ) < π. (A.12)

Äëÿ öüîãî, ÿê i â äîâåäåííi Òâåðäæåííÿ 1.2.17, ðîçãëÿíåìî êâàäðàòè÷íèé ôóíê-

öiîíàë

M ′
λ(wt) =

1

2

∫
Gδ

(d′
2|∂rwt|2 + |∂θwt|2 + λ|wt − eiθ|2 − d′2|wt|2)ρ2|∇θ|2dx. (A.13)

(íåñêëàäíî ïîêàçàòè, ùî wt ìiíiìiçó¹ ôóíêöiîíàë (A.13) ç êðàéîâèìè óìîâàìè

(A.6), (A.7).) Îñêiëüêè ∇h = −d′ρ2∇⊥θ â Gδ i ρ ≤ 1 â G,∫
Gδ

ρ2|∇wt|2dx ≤
∫
Gδ

(d′
2|∂rwt|2 + |∂θwt|2)ρ2|∇θ|2dx. (A.14)

Ïîêëàäåìî

λ = max

{
9

2ε2 min
G
′
δ
|∇θ|2

, 2d′
2

}
,

òîäi ïðèïóñêàþ÷è, ùî |wt| ≤ 2 â G′δ, íàñòóïíà ïîòî÷êîâà íåðiâíiñòü 2ε2λ|wt −
eiθ|2|∇θ|2 ≥ ρ2(|wt|2 − 1)2 ¹ âiðíîþ â G′δ (äèâ. äîâåäåííÿ Òâåðäæåííÿ 1.2.17).

Òàêèì ÷èíîì

L(d′)
ε (wt, Gδ) ≤M ′

λ(wt) +
1

4ε2

∫
G′′δ

ρ4(|wt|2 − 1)2dx. (A.15)
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Äëÿ äîâåäåííÿ (A.12) çàñòîñîâó¹òüñÿ íàñòóïíà ôîðìóëà

M ′
λ(wt) =

t2π

d′

∞∑
k=−∞

|bk(t)|2F ′k(fk), (A.16)

äå ôóíêöiîíàëè F ′k çàäàþòüñÿ òi¹þ æ ñàìîþ ôîðìóëîþ (1.2.61), ùî i Fk, àëå ç

d′ çàìiñòü d. Ïðåäñòàâëåííÿ (A.16) ¹ àíàëîãîì (1.2.60), âîíî âèïëèâà¹ áåçïîñå-

ðåäíüî ç íàñòóïíî¨ ëåìè.

Ëåìà A.3. Íåõàé f, g ∈ C1([1− δ, 1];DC), òîäi äëÿ âñiõ öiëèõ n,m

∫
Gδ

f(h)einθg(h)eimθ ρ2|∇θ|2dx =


0, ÿêùî n 6= m

2π

d′

∫ 1

1−δ
f(s)ḡ(s)ds, ÿêùî n = m.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi ðåãóëÿðíi çíà÷åííÿ α, β ôóíêöi¨ h, òàêi ùî

1 − δ ≤ α < β ≤ 1. Íåõàé n 6= m. Êîðèñòóþ÷èñü ïîòî÷êîâèìè ðiâíîñòÿìè

∇h · ∇θ = 0 i div (ρ2∇θ) = 0 â Gδ, îòðèìó¹ìî∫
Ĝα,βδ

feinθgeimθ ρ2|∇θ|2dx =
−i

n−m

∫
Ĝα,βδ

∇θ · ∇ei(nm) thetafḡρ2dx

=
i

n−m

∫
Ĝα,βδ

div (ρ2∇θ)fḡei(n−m)θdx

+
i

n−m

∫
Ĝα,βδ

∇θ · ∇h(f ′ḡ + fḡ′)ei(n−m)θρ2dx = 0, (A.17)

äå Ĝα,β
δ = {x ∈ Gδ; α < h(x) < β}. Äëÿ n = m ïîêëàäåìî F (h) =

∫ r
α f(s)ḡ(s)ds,

òîäi îñêiëüêè |∇h| = d′ρ2|∇θ|,∫
Ĝα,βδ

f(h)ḡ(h)ρ2|∇θ|2dx =
1

d′2

∫
Ĝα,βδ

∇(F (h)) · ∇hdx

ρ2
=

1

d′2
F (β)

∫
h=β

∂h

∂ν

ds

ρ2

− 1

d′2

∫
Ĝα,βδ

div (
1

ρ2
∇h)F (h)dx =

2π

d′

∫ β

α

f(s)ḡ(s)ds, (A.18)

äå âèêîðèñòàíî òîé ôàêò, ùî div ( 1
ρ2∇h) = 0 â Gδ. Òâåðäæåííÿ Ëåìè çíàõîäèìî

ïåðåõîäîì äî ãðàíèöi α→ 1− δ, β → 1 â (A.17, A.18). �
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Êîðèñòóþ÷èñü (A.11) â (A.16) îá÷èñëèìî

M ′
λ(wt) =

t2π

d′

∞∑
k=−∞

|ck(t)|2Φ′k(fk) +O(t2) = π((1− t)2 − 1)2
∞∑
k=0

k(1− t)2k

+ 2πt2(λ− d′2)
∞∑
k=1

(1− t)2k

k
+O(t2) = π − 2πt+ o(t). (A.19)

ßâíi îá÷èñëåííÿ òàêîæ ïîêàçóþòü, ùî

|wt − eid
′θ| ≤ Ct êîëè θ 6∈ (−α, α) + 2πDZ, (A.20)

äëÿ 0 < α < 2π, äå C íå çàëåæèòü âiä t. Ç (A.20) çíàõîäèìî ùî äðóãèé äî-

äàíîê â (A.15) ¹ âåëè÷èíîþ ïîðÿäêó O(t2) äëÿ t → 0. Êîìáiíóþ÷è öå ç (A.19)

çàâåðøó¹ìî äîâåäåííÿ (A.12).

Êðîê IV. Äîâåäåííÿ îöiíêè (A.15) ïðîâåäåíî â ïðèïóùåííi, ùî |wt| < 2 â

G′′δ . Öüîãî çàâæäè ìîæíà äîñÿãòè ÿêùî çàìiíèòè wt íà w̃t := wt min{1, 2/|wt|},
òîäi íi ïåðøèé äîäàíîê â (A.15) íi äðóãèé íå çáiëüøèòüñÿ. Òàêèì ÷èíîì äëÿ

çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ Ëåìè çàëèøà¹òüñÿ òiëüêè ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ v çàäàíà

ðiâíiñòþ (A.5) çàäîâîëüíÿ¹ d − 1/2 ≤ Φ(v) ≤ d + 1/2 äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ t.

Äiéñíî, ç (A.20) âèòiêà¹, ùî wt ñëàáêî H1-çáiãà¹òüñÿ äî eid
′θ. Òîäi ‖u − v‖L2(G)

ïðÿìó¹ äî 0 ïðè t→ 0, i, çãiäíî ç Ëåìîþ 1.2.9, Φ(v) ñòà¹ áëèçüêèì äî Φ(u) äëÿ

ìàëèõ t, òîäi ÿê d− 1/2 < Φ(u) < d+ 1/2. �



Äîäàòîê B

Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ìiíiìiçàíòiâ çàäà÷i (1.3.8)

Êîæåí ìiíiìiçàíò çàäà÷i (1.3.8) ìà¹ ùîíàéìåíøå |d| âèõîðiâ, îñêiëüêè ñòåïiíü

âiäîáðàæåííÿ d ¹ ïðèïèñàíèì íà ìåæi. Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò îïèñó¹ ïîâåäiíêó

ìiíiìiçàíòiâ òà ¨õ âèõîðiâ ïðè λ→ 1− 0.

Òåîðåìà B.1. Äëÿ çàäàíîãî öiëîãî d, íåõàé (uλ, Aλ) � ìiíiìiçàíò (1.3.8) äëÿ

λ < 1. Òîäi, äëÿ λ → 1 − 0, (uλ, Aλ) çáiãà¹òüñÿ äî (u,A) ñèëüíî â H1(Ω;C) ×
H1(Ω;R2) (ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi), äå (u,A) ∈ Jd õàðàêòåðèçó¹òüñÿ
íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè:

(a) (u,A) ¹ ìiíiìiçàíòîì (1.3.8) äëÿ λ = 1 (ùî îïèñàíî â Òâåðäæåííi 1.3.2),

òîáòî u = γa(x; ξ1) . . . a(x; ξd)e
ϕ/2, äå ϕ ¹ ðîçâ'ÿçêîì (1.4.17);

(b) òî÷êè ξ1 . . . ξd (âèõîði u) ìàêñèìiçóþòü ôóíêöiþ

ψ(ξ1, . . . , ξd) =

∫
Ω

(
1− |a(x; ξ1)a(x; ξ2) . . . a(x; ξd)|2eϕ

)2
dx (B.1)

ñåðåä ξ1, . . . , ξd ∈ Ω. Iíøèìè ñëîâàìè (âíàñëiäîê ñòðóêòóðè ìiíiìiçàíòiâ

äëÿ λ = 1, ùî îïèñàíî â Òâåðäæåííi 1.3.2) (u,A) ¹ ìiíiìiçàíòîì (1.3.8)

äëÿ λ = 1 ÿêèé ìàêñèìiçó¹

∫
Ω

|curlA|2 dx ñåðåä âñiõ ìiíiìiçàíòiâ.

Êðiì òîãî, âèõîði uλ çáiãàþòüñÿ äî âèõîðiâ u.

Çàóâàæåííÿ B.2. Ðîçâ'ÿçîê ϕ çàäà÷i (1.4.17) íåïåðåðâíî (âiäíîñíî H1(Ω)-

íîðìè) çàëåæèòü âiä ξ1, . . . ξd, çíà÷èòü ψ ∈ C(Ωd). Â ïðîöåñi äîâåäåííÿ Òåîðåìè

B.1 áóäå ïîêàçàíî, ùî ìàêñèìóì ψ äîñÿãà¹òüñÿ íà äåÿêié êîìïàêòíié ìíîæèíi

K ⊂⊂ Ωd.

380



381

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ Òåîðåìè B.1 áàçó¹òüñÿ íà àñèìïòîòè÷íîìó ðîçâèíåííi

åíåðãi¨ â îêîëi êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ λ = 1.

Äîâåäåííÿ ðîçiá'¹ìî íà äåêiëüêà êðîêiâ. Äëÿ âèçíà÷åíîñòi áóäåìî ââàæàòè,

ùî d > 0 (âèïàäîê d = 0 ¹ òðèâiàëüíèì, à âèïàäîê d < 0 ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëî-

ãi÷íî d > 0).

Êðîê I (ñëàáêà-H1 çáiæíiñòü (uλ, Aλ) äî ìiíiìiçàíòó (1.3.8) äëÿ λ = 1). Ç

Íàñëiäêó 1.3.5 âèïëèâà¹, ùî Fλ[uλ, Aλ] = md(λ) < πd. Ç öi¹¨ îöiíêè i (1.3.3)

âèòiêà¹, ùî ‖uλ‖H1 + ‖Aλ‖H1 ≤ C, äå C íå çàëåæèòü âiä λ. Îòæå, ç òî÷íiñòþ äî

ïiäïîñëiäîâíîñòi çà ÿêîþ çáåðåæåìî ïîçíà÷åííÿ (uλ, Aλ),

(uλ, Aλ) ⇀ (u,A) ñëàáêî â H1(Ω;C)×H1(Ω;R2) êîëè λ→ 1− 0,

äëÿ äåÿêî¨ ïàðè (u,A) ∈ J . Çîêðåìà, âíàñëiäîê òåîðåìè ïðî âêëàäåííÿ Ñîáî-

ëåâñüêèõ ïðîñòîðiâ, ìà¹ìî∫
Ω

(|uλ|2 − 1)2 dx→
∫

Ω

(|u|2 − 1)2 dx, êîëè λ→ 1− 0. (B.2)

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåïåð (B.2) i ñëàáêîþ íàïiâíåïåðåðâíiñòþ äîäàíêó F+[u,A] â

(1.3.9),

πd ≥ πd+ lim inf
λ→1−0

(
F+[uλ, Aλ]− 1− λ

8

∫
Ω

(|uλ|2 − 1)2 dx
)
≥ πd+ F+[u,A].

Çâiäñiëÿ ∂u
∂z̄ + A2−iA1

2 u = 0 i curlA+ |u|2−1
2 = 0 â Ω, òàêèì ÷èíîì (u,A) ìiíiìiçó¹

F1[v,B] ñåðåä (v,B) ∈ Jd′ äëÿ d′ = deg(u, ∂Ω). Ç iíøîãî áîêó, âíàñëiäîê (B.2) i

ñëàáêî¨ íàïiâíåïåðåðâíîñòi F1[u,A] ìà¹ìî

πd ≥ lim inf
λ→1−0

Fλ[u
λ, Aλ] = lim inf

λ→1−0
F1[u

λ, Aλ] ≥ F1[u,A] = πd′,

çâiäêè d ≥ d′.

Ïîêàæåìî, ùî d′ = d. Ïðèïóñòèìî âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî d′ < d. Îñêiëü-

êè ïàðà (u,A) ¹ ðîçâ'ÿçêîì (1.3.6)�(1.3.7) (ç λ = 1), ìà¹ìî |u| ≤ 1 âíàñëiäîê

ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Ïðîiòåðó¹ìî d − d′ ðàçiâ òâåðäæåííÿ (i) Ëåìè 1.3.3, â

ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî ïàðó (v,B) ∈ Jd, òàêó ùî F+[v,B] = 0 i∫
Ω

(|v|2 − 1)2dx >

∫
Ω

(|u|2 − 1)2dx. (B.3)
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Îñêiëüêè (v,B) ∈ Jd i F+[v,B] = 0,

Fλ[u
λ, Aλ] ≤ Fλ[v,B] = πd− 1− λ

8

∫
Ω

(|v|2 − 1)2dx,

äå âèêîðèñòàíî (1.3.9). Ç iíøîãî áîêó,

Fλ[u
λ, Aλ] = πd+F+[uλ, Aλ]−1− λ

8

∫
Ω

(|uλ|2−1)2dx ≥ πd−1− λ
8

∫
Ω

(|uλ|2−1)2dx.

Îá'¹äíóþ÷è öi îöiíêè îòðèìó¹ìî

1− λ
8

∫
Ω

(|uλ|2 − 1)2dx ≥ 1− λ
8

∫
Ω

(|v|2 − 1)2dx,

àáî ∫
Ω

(|uλ|2 − 1)2dx ≥
∫

Ω

(|v|2 − 1)2dx. (B.4)

Ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi λ→ 1− 0 â (B.4) êîðèñòóþ÷èñü (B.2),∫
Ω

(|u|2 − 1)2dx ≥
∫

Ω

(|v|2 − 1)2dx, (B.5)

öå ïðîòèði÷èòü (B.3). Òàêèì ÷èíîì, d′ = d.

Êðîê II (íóëi u ìàêñèìiçóþòü (B.1)). Çàçíà÷èìî, ùî (B.5) ¹ ñïðàâåäëèâèì äëÿ

áóäü-ÿêîãî v, òàêîãî ùî (v,B) ¹ ðîçâ'ÿçêîì (1.3.8) äëÿ λ = 1. Îñêiëüêè (u,A) ¹

ìiíiìiçàíòîì (1.3.8) äëÿ λ = 1, ç Ïðîïîçèöi¨ 1.3.2 âèïëèâà¹, ùî ψ(ξ′1, . . . , ξ
′
d) ≤

ψ(ξ1, . . . , ξd) äå ξ′1, . . . , ξ
′
d and ξ1, . . . , ξd - íóëi v òà u, âiäïîâiäíî.

Ïîêàæåìî, ùî sup{ψ(ξ1, . . . , ξd); (ξ1, . . . , ξd) ∈ Ω̄d} äîñÿãà¹òüñÿ ó âíóòði-

øíié òî÷öi Ωd. Ïðèïóñòèìî, âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî iñíó¹ ìiíiìiçóþ÷à ïîñëiäîâ-

íiñòü (ξ
(n)
1 , . . . , ξ

(n)
d ) ∈ Ωd ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî (ξ1, . . . , ξk, . . . , ξd) i ξ1, . . . , ξk ∈ Ω

â òîé ÷àñ êîëè ξk+1, . . . , ξd ∈ ∂Ω, k < d. Òîäi |a( · ; ξ(n)
1 ) . . . a( · ; ξ(n)

d )|2 →
|a( · ; ξ1) . . . a( · ; ξk)|2 â Lp(Ω), ∀p > 1, as n→∞. Áiëüø òîãî ìà¹ ìiñöå çáiæíiñòü

ðîçâ'ÿçêiâ ϕ = ϕ(x; ξ
(n)
1 , . . . , ξ

(n)
d ) çàäà÷i (1.4.17) ïðè n→∞,

ϕ( · ; ξ(n)
1 , . . . , ξ

(n)
d )→ ϕ( · ; ξ1, . . . ξk) â C

1,α(Ω̄), ∀ 0 < α < 1,

äå ϕ(x; ξ1, . . . , ξk) ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì−∆ϕ+ |a(x; ξ1) . . . a(x; ξk)|2eϕ = 1 â Ω

ϕ = 0 íà ∂Ω.
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Äiéñíî, ç ïðèíöèïó ìàêñèìóìó, çàñòîñîâàíîãî äî (1.4.17), ìà¹ìî

0 < ϕ(x; ξ
(n)
1 , . . . , ξ

(n)
d ) ≤ −2

∑
j

log |a(x; ξ
(n)
j )| â Ω.

Òàêèì ÷èíîì 0 < −∆ϕ(x; ξ
(n)
1 , . . . , ξ

(n)
d ) ≤ 1 i êîðèñòóþ÷èñü ñòàíäàðòíèìè ¹ëi-

ïòè÷íèìè îöiíêàìè îòðèìó¹ìî ‖ϕ( · ; ξ(n)
1 , . . . , ξ

(n)
d )‖W 2,p ≤ C äëÿ âñiõ p > 1 ç

êîíñòàíòîþ C, ùî íå çàëåæèòü âiä ξ(n)
1 , . . . , ξ

(n)
d . Öå äîçâîëÿ¹ ïåðåéòè äî ãðà-

íèöi êîëè n → ∞ â çàäà÷i (1.4.17) äëÿ ϕ(x; ξ
(n)
1 , . . . , ξ

(n)
d ) i îòðèìàòè áàæàíèé

ðåçóëüòàò ïðî çáiæíiñòü.

Òàêèì ÷èíîì, çãiäíî ç Òâåðäæåííÿì 1.3.2,

(ũ, Ã) = (γa(x, ξ1), . . . , a(x, ξk)e
ϕ(x;ξ1,...,ξk)/2,−1

2
∇⊥ϕ)

(γ = const ∈ S1) ¹ ìiíiìiçàíòîì F1[u,A] â Jk. Âíàñëiäîê Ëåìè 1.3.3 iñíó¹ ïàðà

(v,B) ∈ Jd, òàêà ùî 0 ≤ F+[v,B] ≤ F+[ũ, Ã] = 0 (îòæå (v,B) ¹ ðîçâ'ÿçêîì

çàäà÷i (1.3.8) äëÿ λ = 1) i

ψ(ξ′1, . . . , ξ
′
d) =

∫
Ω

(|v|2 − 1)2 dx >

∫
Ω

(|ũ|2 − 1)2 dx = lim
n→∞

ψ(ξn1 , . . . , ξ
n
d ),

äå ξ′1, . . . , ξ
′
d � íóëi v. Öå ¹ ïðîòèði÷÷ÿì.

Êðîê III (çáiæíiñòü âèõîðiâ). Áóëî äîâåäåíî, ùî (uλ, Aλ) → (u,A) ñëàáêî â

H1(Ω;C)×H1(Ω;R2). Áiëüø òîãî, çàâäÿêè çáiæíîñòi åíåðãié F1[u
λ, Aλ]→ πd =

F1[u,A], ìà¹ìî (uλ, Aλ)→ (u,A) ñèëüíî â H1(Ω;C)×H1(Ω;R2).

×åðåç ñïåöèôi÷íèé âèáið êàëiáðîâêè (1.3.3),

Aλ = −1

2
∇⊥ϕλ â Ω, äå ϕλ ¹ ðîçâ'ÿçêîì

−∆ϕλ = 2curlAλ â Ω

ϕλ = 0 íà ∂Ω.

Ç Ïðîïîçèöi¨ 1.3.2 âèïëèâà¹, ùî u = γa(x, ξ1) . . . a(x, ξd)e
ϕ/2, A = −1

2∇
⊥ϕ, äå

γ = Const ∈ S1. Ïîêàæåìî, ùî ‖ϕλ − ϕ‖W 2,p → 0 äëÿ êîæíîãî p > 1. Äiéñíî, ç

ñèëüíî¨-H1 çáiæíiñòi uλ äî u i Aλ äî A ðàçîì ç ïîòî÷êîâèìè îöiíêàìè |uλ| ≤ 1,

|u| ≤ 1 â Ω âèïëèâà¹, çãiäíî ç äðóãèì ðiâíÿííÿì â (1.3.6), ùî

−∇⊥(curlAλ) = (iuλ,∇uλ − iAλuλ)→ (iu,∇u− iAu) ñèëüíî â L2(Ω).
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Îòæå, curlAλ → curlA â H1(Ω), çâiäêè ∆ϕλ → ∆ϕ â H1(Ω). Òåïåð øóêàíà çái-

æíiñòü âèïëèâà¹ çàâäÿêè ñòàíäàðòíèì åëiïòè÷íèì îöiíêàì i òåîðåìi ïðî âêëà-

äåííÿ ñîáîë¹âñüêèõ ïðîñòîðiâ. Çîêðåìà ìà¹ìî ϕλ → ϕ â C1,α(Ω̄) (∀0 < α < 1)

òà Aλ → A â C(Ω̄).

Ïîêëàäåìî vλ = uλe−ϕλ/2. Òîäi

eϕλ/2∆vλ = ∆uλ −∇uλ · ∇ϕλ −
1

2
∆ϕλu

λ +
1

4
|∇ϕλ|2uλ,

i êîðèñòóþ÷èñü ïåðøèì ðiâíÿííÿì â (1.3.6) (çàâäÿêè (1.3.3) éîãî ìîæíà ïåðå-

ïèñàòè ÿê ∆uλ = 2iAλ ·∇uλ + |Aλ|2uλ− λ
2u

λ(1−|uλ|2)) îòðèìó¹ìî ñèëüíó-L2(Ω)

çáiæíiñòü

∆vλ → ∆(ue−ϕ/2) = γ∆(a(x; ξ1) . . . a(x; ξd)) = 0.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ∆wλ = 0 â Ω

wλ = vλ(= uλ)íà ∂Ω.

Ìà¹ìî uλ = vλeϕλ/2 = eϕλ/2wλ+ eϕλ/2(vλ−wλ). Îñêiëüêè ∆(vλ−wλ) = ∆vλ → 0

ñèëüíî â L2(Ω) i vλ − wλ = 0 íà ∂Ω, çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíèõ åëiïòè÷íèõ

îöiíîê âèâîäèìî ‖vλ − wλ‖H2 → 0. Çîêðåìà ‖vλ − wλ‖C(Ω̄) → 0. Ç iíøîãî áîêó,

ñëiä wλ íà ∂Ω çáiãà¹òüñÿ äî ñëiäà u ñèëüíî â H1/2(∂Ω). Òîäi, êîðèñòóþ÷èñü

ðåçóëüòàòîì ç [56] çíàõîäèìî, ùî |wλ| ≥ 1/2 ó äåÿêîìó ôiêñîâàíîìó îêîëi ∂Ω.

Îòæå iñíó¹ êîìïàêò K b Ω, òàêèé ùî âñi íóëi uλ çíàõîäÿòüñÿ â K. Ðàçîì ç öèì,

wλ → vλ â C2
loc(Ω) ÿê ìîæíà ïîêàçàòè çà äîïîìîãîþ åëiïòè÷íèõ îöiíîê. Òàêèì

÷èíîì íóëi uλ çáiãàþòüñÿ äî íóëiâ u. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ Òåîðåìè B.1. �



Äîäàòîê C

Äîâåäåííÿ Ëåìè 1.4.6

Â ïðîöåñi äîâåäåííÿ êiëüêà ðàçiâ áóäå âèêîðèñòàíî ôîðìóëó∫
G

|∇u|2 dx =
1

2

∫
G

∣∣∣∂u
∂z̄

∣∣∣2dx
+ π(|u(∂Ω)|2deg(u/|u|, ∂Ω)− |u(∂ω)|2deg(u/|u|, ∂ω)), (C.1)

ùî ¹ ñïðàâåäëèâîþ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ u ∈ H1(G;C), ùî çàäîâîëüíÿ¹ |u| =
const > 0 íà ∂Ω i íà ∂ω (ìîæëèâî iíøà êîíñòàíòà). Ùîá âèâåñòè (C.1) ïîòðiáíî

ïðîiíòåãðóâàòè ïîòî÷êîâó ðiâíiñòü

|∇u|2 = 2
∂u

∂x1
× ∂u

∂x2
+

1

2

∣∣∣∂u
∂z̄

∣∣∣2 =
∂

∂x1

(
u× ∂u

∂x2

)
− ∂

∂x2

(
u× ∂u

∂x1

)
+

1

2

∣∣∣∂u
∂z̄

∣∣∣2
i ñêîðèñòàòèñÿ iíòåãðóâàííÿì ÷àñòèíàìè.

Ïî÷íåìî ç äîâåäåííÿ òàêîãî äîïîìiæíîãî ðåçóëüòàòó.

Ëåìà C.1. Ìà¹ ìiñöå çáiæíiñòü:

|θλ|2 → 1 ñèëüíî â L2(G) êîëè λ→ 1− 0 (C.2)

i

∇θ̃λ → 0 â Cloc(G;C2). (C.3)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ θλ ¹ ãàðìîíi÷íîþ, ∆θλ = 0 â G, ìà¹ìî

∆|θλ|2 = 2|∇θλ|2 ≥ 0 â G. (C.4)
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Òîäi âíàñëiäîê ïðèíöèïó ìàêñèìóìó |θλ| ≤ max{1, eαλ} â G. Êðiì òîãî, çãiäíî

ç (1.4.60),
1

2

∫
G

|∇θλ|2 dx = π +
1

4

∫
G

∣∣∂θλ
∂z̄

∣∣2 dx ≤ π + Cε2, (C.5)

äó âèêîðèñòàíî ôîðìóëó (C.1). Òàêèì ÷èíîì ‖θλ‖H1(G;C) ≤ C çi ñòàëîþ C, ùî íå

çàëåæèòü âiä λ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî, ç òî÷íiñòþ äî âèäiëåííÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi,

θλ → θ ñëàáêî â H1(G;C), i |θ| = 1 íà ∂G. Êðiì òîãî, ç îãëÿäó íà (1.4.60) i

(C.5), ∫
G

∣∣∂θ
∂z̄

∣∣2 dx = 0, òîáòî
∂θ

∂z̄
= 0 â G,

i
1

2

∫
G

|∇θ|2 dx ≤ π. (C.6)

Òîäi θ = const ∈ S1. Äiéñíî, îñêiëüêè ∂θ
∂z̄ = 0 â G, äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî

|θ| ≡ 1 â G. Ìà¹ìî ∆|θ|2 = 2|∇θ|2 + 2(∆θ, θ) = 2|∇θ|2 ≥ 0 â G i |θ| = 1 íà ∂G.

ßêùî ìè ïðèïóñòèìî, ùî |θ| 6≡ 1 â ∂G, òîäi âíàñëiäîê Ëåìè Õîïôà ∂|θ|
∂ν > 0

íà ∂Ω i ∂|θ|
∂ν < 0 íà ∂ω. Ç ðiâíÿííÿ ∂θ

∂z̄ = 0 â G âèïëèâà¹, ùî θ × ∂θ
∂τ = ∂|θ|

∂ν > 0

íà ∂Ω i θ × ∂θ
∂τ = ∂|θ|

∂ν < 0 íà ∂ω, îòæå deg(θ, ∂Ω) ≥ 1 i deg(θ, ∂ω) ≤ −1. Òîäi

êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ (C.1) çíàõîäèìî

1

2

∫
G

|∇θ|2 dx = πdeg(θ, ∂Ω)− πdeg(θ, ∂ω) ≥ 2π,

ùî ïðîòèði÷èòü (C.6). Òàêèì ÷èíîì ïîêàçàíî, ùî ç òî÷íiñòþ äî âèäiëåííÿ ïiä-

ïîñëiäîâíîñòi θλ → const ∈ S1 ñëàáêî â H1(G;C) êîëè λ → 1 − 0, i çáiæíîñòi

(C.2), (C.3) âèïëèâàþòü çà äîïîìîãîþ òåîðåìè ïðî âêëàäåííÿ ïðîñòîðiâ Ñîáî-

ë¹âà i åëiïòè÷íèõ îöiíîê.

Äàëi âèâ÷à¹òüñÿ ïîòî÷êîâà àñèìïòîòèêà |θλ|.
Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (i) Ëåìè 1.4.6. Îñêiëüêè deg(θλ, ∂Ω) = 1 i

deg(θλ/|θλ|, ∂ω) = 0, θλ ìà¹ ùîíàéìåíøå îäèí íóëü â G. Íåõàé ξλ ïîçíà÷à¹

òîé íóëü θλ, ÿêèé ¹ íàéáëèæ÷èì äî ∂Ω òîäi, çãiäíî ç (C.2)-(C.3),

ξλ → ∂Ω êîëè λ→ 1− 0.
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Äîâåäåìî, ùî ξλ � ¹äèíèé íóëü. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó ïîêàæåìî ùî iíøi íóëi

(ÿêùî ¹) ëîêàëiçîâàíi áiëÿ ξλ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ êîàðåà ôîðìóëîþ (äèâ., íàïðè-

êëàä, [83]):∫
G

|1− |θλ|2| |∇|θλ|| dx =

∫ max{1,eαλ}

0

dt

∫
{x:|θλ(x)|=t}

|1− t2| dH1,

äå H1 ¹ îäíîâèìiðíà ìiðà Õàóñäîðôà â R2. Ç iíøîãî áîêó, êîðèñòóþ÷èñü (C.2),

(C.5) i íåðiâíiñòþ Êîøi-Øâàðöÿ çíàõîäèìî∫
G

|1− |θλ|2| |∇|θλ|| dx ≤ C‖1− |θλ|2‖L2(G) → 0 êîëè λ→ 1− 0.

Âiäñiëÿ âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ðåãóëÿðíå çíà÷åííÿ tλ ∈ (4/5, 6/7) ôóíêöi¨ |θλ| òàêå
ùî H1({x ∈ G; |θλ| = tλ}) → 0, êîëè λ → 1 − 0. (Çàçíà÷èìî, ùî çãiäíî ç

Ëåìîþ Ñàðäà ìàéæå âñi t ∈ (0,max{1, eαλ}) ¹ ðåãóëÿðíèìè çíà÷åííÿìè |θλ|.)
Ïîêëàäåìî

T λ := {z ∈ G; |θλ| < tλ},

òîäi, äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ 1− λ, ãðàíèöÿ ∂T λ ìíîæèíè T λ ñêëàäà¹òüñÿ çi ñêií-
÷åííîãî ÷èñëà k(= k(λ)) çàìêíåíèõ êðèâèõ ùî âiäîêðåìëþþòü îäíîçâ`ÿçíi ïi-

äîáëàñòi $λ
0 , . . . , $

λ
k îáëàñòi G, äå $λ

0 � ïiäîáëàñòü, ùî ìiñòèòü ξλ. Çàñòîñó¹-

ìî ïðèíöèï ìàêñèìóìó äî (C.4), ìà¹ìî |θλ| < tλ â êîæíié ïiäîáëàñòi $λ
j . Öå

îçíà÷à¹, çîêðåìà, ùî öi îáëàñòi ¹ âiäîêðåìëåíèìè. Áiëüø òîãî, íàñòóïíà Ëåìà

ïîêàçó¹, ùî äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ 1− λ ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

|θλ| ≥ 1/5 â T λ \$λ
0 . (C.7)

Ëåìà C.2. Íåõàé $ � îäíîçâÿçíà îáëàñòü ç ãëàäêîþ ìåæåþ i íåõàé v ∈
H1($,C) çàäîâîëüíÿ¹ ∆v = 0 â $ i |v| ≥ 4/5 íà ∂$. Òîäi, ÿêùî |v(y)| ≤ 1/5

äëÿ äåÿêîãî y ∈ $, òî
1

2

∫
$

|∇v|2 dx ≥ 3π

5
.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ ∆v = 0 i iíòåãðàë Äiðiõëå ¹ êîíôîðìíî iíâàði-

àíòíèìè, ìîæíà ââàæàòè, áåç çìåíøåííÿ çàãàëüíîñòi, ùî $ = D i |v(0)| ≤ 1/5.
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Òîäi

v = v(0) +
∞∑
k=1

bkz
k + ckz̄

k â D,

i iíòåãðàë Äiðiõëå âèðàæà¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

1

2

∫
$

|∇v|2 dx = π
∞∑
k=1

k(|bk|2 + |ck|2),

ïðîòå
16

25
π ≤ 1

2

∫
∂D
|v|2 ds = π(|v(0)|2 +

∞∑
k=1

(|bk|2 + |ck|2).

Òàêèì ÷èíîì
1

2

∫
$

|∇v|2 dx ≥ π
(16

25
− 1

25

)
=

3π

5
.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (i) Ëåìè 1.4.6 çàâåðøåíî.

Ç Ëåìè C.2 i (C.5) âèïëèâà¹, ùî íóëü ξλ íàëåæèòü äî $λ
0 , êîëè λ ¹ äîñòàòíüî

áëèçüêèì äî 1. Êðiì òîãî, çãiäíî ç (C.7),

|θλ| ≥ min
{

inf
Tλ\$λ

0

|θλ|, inf
G\Tλ
|θλ|
}
≥ 1/5 â G \$λ

0 .

Äëÿ âèâ÷åííÿ ïîâåäiíêè θλ â $λ
0 çàñòîñó¹ìî êîíôîðìíå ïåðåòâîðåííÿ aξλ,

ùî çàäà¹òüñÿ (1.4.20), àëå ïîïåðåäíüî ïðîäîâæèìî θλ â ω òàêèì ÷èíîì ùî

‖θλ‖L∞(Ω;C), ‖θλ‖H1(Ω;C) ≤ C ç êîíñòàíòîþ C, ùî íå çàëåæèòü âiä λ (öå ¹ ìî-

æëèâèì ÷åðåç L∞- i H1-îöiíêè îäåðæàíi â äîâåäåííi Ëåìè C.1). Ïîêëàäåìî

Θλ(ζ) := θλ((aξλ)
−1(ζ)).

Çàâäÿêè êîíôîðìíié iíâàðiàíòíîñòi iíòåãðàëà Äiðiõëå ìà¹ìî Θλ ∈ H1(D;C)

i ‖Θλ‖H1(D;C) ≤ C. Êðiì òîãî, Θλ çàäîâîëüíÿ¹ ∆Θλ = 0 â aξλ(G) i Θλ(0) =

θλ(ξλ) = 0. Áåç çìåíøåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ïðèïóñêàòè ùî ∂Θλ

∂ζ (0) ¹ äiéñíèì

i ∂Θλ

∂ζ (0) ≥ 0 (öüîãî çàâæäè ìîæíà äîñÿãòè ïîìíîæåííÿì θλ íà êîíñòàíòó ç

îäèíè÷íèì ìîäóëåì). Ïîêàæåìî, ùî

Θλ(ζ) ⇀ ζ ïðè λ→ 1− 0 ñëàáêî â H1(D;C).
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ßñíî ùî, ç òî÷íiñòþ äî âèäiëåííÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi, ôóíêöi¨ Θλ çáiãàþòüñÿ äî

äåÿêî¨ Θ ñëàáêî â H1(D;C) êîëè λ → 1 − 0, i |Θ| = 1 íà ∂D. Ëåãêî òàêîæ

ïåðåêîíàòèñÿ ùî |aξ(x)| → 1 ðiâíîìiðíî íà ω̄ êîëè ξ → ∂Ω, çâiäêè äëÿ äîâiëü-

íîãîã ôiêñîâàíîãîã 0 < r < 1 ìà¹ìî (aξλ)
−1(Dr) ⊂ G êîëè 1 − λ ¹ äîñòàòíüî

ìàëèì. Äëÿ òàêèõ λ, Θλ çàäîâîëüíÿ¹ ∆Θλ = 0 â Dr, îòæå åëiïòè÷íi îöiíêè

äàþòü íàñòóïíèé ðåçóëüòàò,

Θλ → Θ â Ck(Dr;C) äëÿ êîæíîãî k > 0. (C.8)

Çîêðåìà ìà¹ìî

Θ(0) = lim
λ→1−0

Θλ(0) = 0 i
∂Θ

∂ζ
(0) = lim

λ→1−0

∂Θλ

∂ζ
(0) ≥ 0.

Êðiì òîãî, êîðèñòóþ÷èñü (C.5) çíàõîäèìî∫
D
|∇Θ|2 dζ = lim

r→1−0
lim

λ→1−0

∫
Dr
|∇Θλ|2 dζ

= lim
r→1−0

lim
λ→1−0

∫
(aξλ)−1(Dr)

|∇θλ|2 dx ≤ lim
λ→1−0

∫
G

|∇θλ|2 dx ≤ 2π. (C.9)

Ç iíøîãî áîêó ∆Θ = 0 â D, âíàñëiäîê (C.8). Îòæå Θ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó

âèãëÿäi Θ =
∑∞

k=1(bkζ
k + ckζ̄

k), i∫
D1(0)

|∇Θ|2 dζ − 2π =

∫
D
|∇Θ|2 dζ −

∫
S1

|Θ|2 ds = 2π
∞∑
k=1

(k − 1)(|bk|2 + |ck|2).

Òîäi (C.9) ìà¹ ìiñöå òiëüêè ÿêùî bk = ck = 0 äëÿ k > 1, òàêèì ÷èíîì Θ =

b1ζ + c1ζ̄. Îñêiëüêè |b1|2 + |c1|2 = 1, b1 = ∂Θ
∂ζ (0) ≥ 0 i

|c1|2 =
4

π

∫
D1/2

∣∣∣∂Θ

∂ζ̄

∣∣∣2 dζ = lim
λ→1−0

4

π

∫
(aξλ)−1(D1/2)

∣∣∣∂θλ
∂z̄

∣∣∣2 dζ = 0 (çãiäíî ç (1.4.60)),

ìà¹ìî Θ(ζ) = ζ.

Ç (C.8) âèïëèâà¹, ùî$λ
0 ⊂ (aξλ)

−1(D7/8) êîëè 1−λ ¹ äîñòàòíüî ìàëèì (îñêiëü-

êè |θλ| = tλ íà ∂$λ
0 i tλ ∈ (4/5, 6/7) ó òîé ÷àñ ÿê

min{|θλ(x)|;x ∈ ∂(aξλ)
−1(D7/8)} → 7/8);
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ç (C.8) âèòiêà¹ òàêîæ ùî |Θλ(ζ)| = |ζ|(1 + o(1)) â D7/8 êîëè λ → 1 − 0, òàêèì

÷èíîì |θλ| = |aξλ|(1 + o(1)) â (aξλ)
−1(D7/8), äå o(1) ïîçíà÷à¹ ôóíêöiþ ÷èÿ L∞-

íîðìà ïðÿìó¹ äî íóëÿ. Ç iíøîãî áîêó, â ñèëó (1.4.59) i (C.7), ìà¹ìî log(1/5) ≤
log |θλ| ≤ αλ ≤ C â G \ $λ

0 . Òàêèì ÷èíîì ξλ ¹ ¹äèíèì íóëüîì θλ. Êðiì òîãî

C1|aξλ| ≤ |θλ| ≤ C2|aξλ| â G, äëÿ äåÿêèõ êîíñòàíò 0 < C1 < C2. Çàëèøà¹òüñÿ

òiëüêè çàçíà÷èòè, ùî |γξλ| äîïóñêà¹ ôàêòîðiçàöiþ |γξλ| = |aξλ| exp(σξλ) (äèâ.

Ïiäðîçäië 1.4.2) i σξλ → 0 ðiâíîìiðíî â Ḡ êîëè ξλ → ∂Ω. �

Äàëi ïîêàçàíî iñíóâàííÿ ñiì'¨ ôóíêöié ϑλ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òâåðäæåííÿ

(ii) Ëåìè 1.4.6.

Îñêiëüêè (¹äèíèé) íóëü ξλ ôóíêöi¨ θλ íàáëèæà¹òüñÿ äî ∂Ω êîëè λ → 1− 0,

ìîæíà ââàæàòè ùî (aξλ)
−1(D8/9) ⊂ G. Ïåðåìàñøòàáó¹ìî θλ ÿê ðàíiøå, Θλ(ζ) :=

θλ((aξλ)
−1(ζ)), òîäi ∆Θλ = 0 â D8/9 i Θλ(0) = 0. Âiäñiëÿ âèïëèâà¹, ùî äëÿ Θλ ¹

ñïðàâåäëèâèì ïðåäñòàâëåííÿ

Θλ(ζ) =
∞∑
k=1

(bk,λζ
k + ck,λζ̄

k) â D8/9.

Ðîçãëÿíåìî àíòèãîëîìîðôíó ÷àñòèíó ϑ̃λ ôóíêöi¨ Θλ,

ϑ̃λ :=
∞∑
k=1

ck,λζ̄
k,

i ïîêàæåìî, ùî

|ϑ̃λ(ζ)| ≤ Cε|ζ| â D7/8, (C.10)

|∇ϑ̃λ| ≤ Cε â D7/8. (C.11)

Îáèäâi öi íåðiâíîñòi âèïëèâàþòü ç îöiíêè |ck,λ| ≤ C(9/8)kε, äå C íå çàëåæèòü

âiä k òà ε. Îñòàííÿ îöiíêà äîâîäèòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

π
∞∑
k=1

k(8/9)2k|ck,λ|2 =

∫
D8/9(0)

∣∣∣∂Θλ

∂ζ̄

∣∣∣2 dζ ≤
∫
G

∣∣∣∂θλ
∂z̄

∣∣∣2 dx,

çãiäíî ç (1.4.60) ïðàâà ÷àñòèíà ìàæîðó¹òüñÿ Cε2.

Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó ôóíêöiþ ϑλ, ïîêëàâøè

ϑλ(z) := σ(aξλ(x))ϑ̃λ(aξλ(x)),
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äå σ � ãëàäêà çðiçiþ÷à ôóíêöiÿ, òàêà ùî

σ(ζ) =

 1 ÿêùî ζ ∈ D1/4

0 ÿêùî ζ 6∈ D1/2.

Ëåìà C.3. Íàñòóïíi îöiíêè ¹ ñïðàâåäëèâèìè:

|ϑλ(z)| ≤ Cε|γξλ(z)| â G, (C.12)∫
G

|∇ϑλ(x)|2 dx ≤ Cε2 i

∫
G

|∇ϑλ(x)|p dx = o(εp) äëÿ âñiõ 1 ≤ p < 2. (C.13)

Êðiì òîãî,
∂

∂z̄
(θλ − ϑl) = 0 â (aξλ)

−1(D1/4). (C.14)

Äîâåäåííÿ. Îöiíêà (C.12) âèïëèâà¹ ç (C.10) i ïîòî÷êîâî¨ íåðiâíîñòi |aξλ| ≤ |γξλ|
â G (öÿ íåðiâíiñòü ¹ íàñëiäêîì êîíñòðóêòèâíîãî âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ |γξλ| íàäà-
íîãî â Ïiäðîçäiëi 1.4.2); (C.14) ¹ ïðÿìèì íàñëiäêîì âèçíà÷åííÿ ϑλ. Äëÿ äîâåäå-

ííÿ ïåðøî¨ îöiíêè â (C.13) âèêîðèñòà¹ìî êîíôîðìíó iíâàðiàíòíiñòü iíòåãðàëó

Äiðiõëå, ∫
G

|∇ϑλ(x)|2 dx =

∫
D1/2

|∇(σ(ζ)ϑ̃λ(ζ))|2 dζ,

i (C.10)-(C.11). Äðóãà îöiíêà â (C.13) âèòiêà¹ ç ïåðøî¨ i òîãî ôàêòó, ùî ìiðà

supp(|∇ϑλ|) ïðÿìó¹ äî íóëÿ êîëè λ→ 1− 0.

Çàçíà÷èìî ùî ç äðóãî¨ îöiíêè â (C.13) ðàçîì ç òèì ôàêòîì, ùî ϑλ = 0 íà ∂G,

â ñèëó òåîðìè ïðî âêëàäåííÿ ñîáîë¹âñüêèõ ïðîñòîðiâ, âèïëèâà¹, ùî ‖ϑλ‖Lq(G) =

o(ε) äëÿ âñiõ q ≥ 1. Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ (ii) íåîáõiäíî îöiíèòè log |sλ|,
äå

sλ := (θλ − ϑλ)/γξλ.

Çàçíà÷èìî, ùî 0 < C1 ≤ |sλ| ≤ C2 êîëè 1 − λ ¹ äîñòàòíüî ìàëèì, öå âèïëèâà¹

ç (i) i (C.12). Òàêîæ ìà¹ìî |sλ| = 1 íà ∂G i |sλ| = const > 0 íà ∂ω, êðiì òîãî

deg(sλ, ∂Ω) = deg(sλ/|sλ|, ∂ω) = 0. Òàêèì ÷èíîì ìîæíà âèäiëèòè îäíîçíà÷íó

âiòêó log sλ â G. Ïîêëàäåìî

Sλ :=
1

ε
log sλ.
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Ëåìà C.4. Äiéñíà ÷èñòèíà Sλ çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ ñëàáêî â H1(G) êîëè λ →
1− 0.

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî∫
G

|∇Sλ|2 dx =
1

ε2

∫
G

|∇sλ|2 dx

|sλ|2
≤ C

ε2

∫
G

|∇sλ|2 dx

=
4C

ε2

∫
G

∣∣∣∂sλ
∂z̄

∣∣∣2 dx =
4C

ε2

∫
G\(aξλ)−1(D1/4)

∣∣∣∂sλ
∂z̄

∣∣∣2 dx

≤ C1

ε2

∫
G

(∣∣∣∂θλ
∂z̄

∣∣∣2 +
∣∣∣∂ϑλ
∂z̄

∣∣∣2) dx ≤ C2,

äå âèêîðèñòàíî ïîñëiäîâíî ïîòî÷êîâó îöiíêó 1/|sλ|2 ≤ C, ôîðìóëó (C.1), âëà-

ñòèâiñòü (C.14), îöiíêó |γξλ| ≥ |aξλ| ≥ 1/4 â G \ (aξλ)
−1(D1/4), i (1.4.60) ðàçîì ç

ïåðøîþ îöiíêîþ â (C.13). Äiéñíà ÷àñòèíà Sλ1 ôóíêöi¨ Sλ çàäîâîëüíÿ¹ Sλ1 = 0 íà

∂Ω, çâiäêè, âiäíÿâøè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ 〈Sλ2 〉 ç óÿâíî¨ ÷àñòèíè, îòðèìó¹ìî

‖Sλ − i〈Sλ2 〉‖H1(G;C) ≤ C.

Òàêèì ÷èíîì, ç òî÷íiñòþ äî âèäiëåííÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi,

Sλ − i〈Sλ2 〉 → S ñëàáêî â H1(G;C),

äå ôóíêöiÿ S ∈ H1(G;C) , ¨¨ äiéñíà ÷àñòèíà S1 ¹ íóëüîâîþ íà ∂Ω i ïðèéìà¹ ïî-

ñòiéíå çíà÷åííÿ íà ∂ω ó òîé ÷àñ ÿê óÿâíà ÷àñòèíà ìà¹ íóëüîâå ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ

â G. Ç iíøîãî áîêó∫
G

∣∣∣∂Sλ
∂z̄

∣∣∣p dx ≤ C

εp

∫
G\(aξλ)−1(B1/4)

(∣∣∣∂θλ
∂z̄

∣∣∣p +
∣∣∣∂ϑλ
∂z̄

∣∣∣p) dx

|γξλ|p

≤ C

εp

∫
G

(∣∣∣∂θλ
∂z̄

∣∣∣p +
∣∣∣∂ϑλ
∂z̄

∣∣∣p) dx,

i äëÿ 1 ≤ p < 2 çãiäíî ç (1.4.64) i äðóãîþ îöiíêîþ â (C.13) ïðàâà ÷àñòèíà ïðÿìó¹

äî íóëÿ ïðè λ→ 1− 0. Òàêèì ÷èíîì

∂S

∂z̄
= 0 â G. (C.15)
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Âiäñiëÿ âèïëèâà¹, ùî exp(S) : G → C ¹ ãîëîìîðôíîþ ôóíêöi¹þ. Êðiì

òîãî | exp(S)| = 1 íà ∂Ω, | exp(S)| = const íà ∂ω i deg(exp(S), ∂Ω) =

deg(exp(S)/| exp(S)|, ∂ω) = 0 (îñêiëüêè óÿâíà ÷àñòèíà S ¹ îäíîçíà÷íîþ ôóí-

êöi¹þ). Òàêèì ÷èíîì

1

2

∫
G

|∇ exp(S)|2 dx = 2

∫
G

∣∣∣∂ exp(S)

∂z̄

∣∣∣2 dx = 0, (C.16)

äå âèêîðèñòàíî ôîðìóëó (C.1). Îñòàòî÷íî ìà¹ìî S ≡ 0 â G, îñêiëüêè ç (C.16)

âèïëèâà¹, ùî S ¹ ñòàëîþ ïðîòå äiéñíà ÷àñòèíà S ¹ íóëüîâîþ íà ∂Ω i ¨ ¨ óÿâíà

÷àñòèíà ìà¹ íóëüîâå ñåðåäí¹.

Ç Ëåìè C.4 âèïëèâà¹ çáiæíiñòü ñëiäiâ, |Sλ| → 0 íà ∂ω, òîáòî log |θλ| −
log |γξλ| = o(ε), òàêîæ, ç îãëÿäó íà òåîðåìó ïðî âêëàäåííÿ ñîáîë¹âñüêèõ ïðî-

ñòîðiâ, ìà¹ìî Sλ = 1
ε log(|θλ − ϑλ|/|γξλ|)→ 0 â Lq(G) äëÿ âñiõ q ≥ 1. Ëåìó 1.4.6

äîâåäåíî. �



Äîäàòîê D

Óòî÷íåíi ñïåêòðàëüíi àñèìòîòèêè ñèíãóëÿðíî çáóðåíî¨

çàäà÷i Äiðiõëå ó âèïàäêó, êîëè ïåðiîä îñöèëÿöié ¹ çíà÷íî

áiëüøèì ïàðàìåòðà çáóðåííÿ

Òâåðäæåííÿ Òåîðåìè 2.1.4 çàëèøàþòüñÿ ñïðàâåäëèâèìè i ó âèïàäêó, êîëè ïå-

ðiîä îñöèëÿöié êî¹ôiöi¹íòiâ îïåðàòîðó (2.1.1) ó øâèäêié çìiííié ¹ εα ç α > 1.

ßê i â Òåîðåìi 2.1.4 ïðèïóñêà¹ìî, ùî c(x, y) = 0. Ó öüîìó âèïàäêó åôåêòèâ-

íå ïîëå çíåñåííÿ ÿê i ðàíiøå çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2.1.20), ïðîòå ôóíêöiÿ θ∗

òåïåð âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê íîðìàëiçîâàíèé,
∫
Y θ
∗ dy = 1, Y -ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê

ðiâíÿííÿ
∂2

∂yi∂yj

(
aij(x, y)θ∗(x, y)

)
= 0.

Òðåáà çàçíà÷èòè, ùî äëÿ α > 1 áëèçüêèõ äî 1 ìíîæèíà êîíöåíòðàöi¨ âëàñíî¨

ôóíêö¨¨ uε ìîæå äîñèòü ñèëüíî óõèëÿòèñÿ âiä íóëiâ ξ âåêòîðíîãî ïîëÿ b (÷åðåç

ñèíãóëÿðíó çàëåæíiñòü îñòàííüîãî âiä ïàðàìåòðà α).

Äëÿ áiëüø òî÷íîãî âèçíà÷åííÿ ïîëîæåíü òî÷îê êîíöåíòðàöi¨ uε, ââåäåìî äî

ðîçãëÿäó íàáëèæåíèé ãàìiëüòîíiàí Hε(p, x) âèçíà÷åíèé ÿê (àäèòèâíå) âëàñíå

çíà÷åííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ Y -ïåðiîäè÷íié âëàñíié ôóíêöi¨ ðiâíÿííÿ

− aij(x, y)
∂2θε(p, x, y)

∂yi∂yj
+H(p+ εα−1∇yθε(p, x, y), x, y) = Hε(p, x), (D.1)

âèçíà÷èìî òâêîæ íàáëèæåíå åôåêòèâíå ïîëå çíåñåííÿ bε(x) ôîðìóëîþ

b
j

ε(x) = −∂Hε

∂pj
(0, x).

394
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Âëàñíå çíà÷åííÿ Hε ¹ ¹äèíèì i ôóíêöiÿ θε ¹ ¹äèíîþ ç òî÷íiñòþ äî àäè-

òèâíî¨ êîíñòàíòè, áiëüø òîãî θε ¹ ìàñøòàáîâàíå ëîãàðèôìi÷íå ïåðåòâîðåííÿ

θε = − 1
ε2(α−1) log ϑε äîäàòíî¨ Y -ïåðiîäè÷íî¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨ ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ

ε2(1−α)aij(x, y)
∂2ϑε
∂yi∂yj

+ε1−α(bj(x, y)−2aij(x, y)pi)
∂ϑε
∂yj

+H(p, x, y)ϑε = Hε(p, x)ϑε.

Àíàëîãi÷íî âèïàäêó α = 1, çíåñåííÿ bε(x) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

bε(x) =

∫
Y

b(x, y)θ∗ε(x, y) dy, (D.2)

÷åðåç Y -ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê θ∗ε ðiâíÿííÿ

∂2

∂yi∂yj

(
aij(x, y)θ∗ε

)
− εα−1 ∂

∂yj

(
bj(x, y)θ∗ε

)
= 0, (D.3)

íîðìàëiçîâàíèé ôîðìóëîþ
∫
Y θ
∗
ε dy = 1. Îñêiëüêè äðóãèé ÷ëåí ðiâíÿííÿ (D.3)

ìà¹ ìàëèé ìíîæíèê εα−1, òî íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî ‖bε − b‖C1(Ω) = O(εα−1).

Îòæå, ÿêùî ïîëå b ìà¹ ñêií÷åíå ÷èñëî íóëiâ Ω, i âîíè ¹ ãiïåðáîëi÷íèìè íåðó-

õîìèìè òî÷êàìè ðiâíÿííÿ ẋ = −b(x), òîäi, äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε > 0, ïîëå

bε ìà¹ òå ñàìå ÷èñëî íóëiâ, ÿêi ëåæàòü íà âiäñòàíi íå áiëüøié íiæ O(εα−1) âiä

âiäïîâiäíèõ íóëiâ b.

Òåîðåìà D.1. Íåõàé α > 1 i c(x, y) = 0. Òîäi, çà óìîâàìè (2.1.23), âñi òâåð-

äæåííÿ Òåîðåìè 2.1.4 çàëèøàþòüñÿ âiðíèìè, çà âèéíÿòêîì Òâåðäæåííÿ (ii),

äå ξ ìà¹ áóòè çàìiíåíî íà íåéáëèæ÷ié íóëü âåêòîðíîãî ïîëÿ bε(x).

Äîâåäåííÿ. Ïðèâåäåìî òiëüêè îñíîâíi çìiíåííÿ, ÿêi òðåáà âíåñòè äî ìiðêóâàíü

â Ïiäðîçäiëàõ 2.1.6 i 2.1.7 ùîá àäàïòóâàòè ¨õ äî âèïàäêà α > 1.

Äëÿ òîãî ùîá çíàéòè îöiíêó çíèçó äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü λε, äi¹ìî àíàëîãi-

÷íî Ïiäðîçäiëó 2.1.6. Ïðîòå, ìiðêóâàííÿ Ïiäðîçäiëó 2.1.6 ïîòðiáíî ìîäiôiêóòè

çàìiíîþ íóëiâ ξ ïîëÿ b íà íóëi ξε ïîëÿ bε, òàêîæ çàìiñòü ôóíêöié θ∗ ïîòðiáíî

âèêîðèñòîâóâàòè θ∗ε . Çàçíà÷èìî, ùî õî÷à ξε → ξ ïðè ε→ 0, âiäñòàíü ìiæ öèìè

äâîìà òî÷êàìè ìîæå áóòè ïîðÿäêó εα−1, òàê ùî â ëîêàëüíîìó ìàñøòàái
√
ε öÿ

âiäñòàíü ìîæå íåîáìåæåíî çðîñòàòè. Òèì íå ìåíø, ç òî÷íiñòþ äî çàìiíè ξ íà
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ξε ëîêàëüíèé àíàëiç ¹ òàêèì ñàìèì ÿê i â Ïiäðîçäiëi 2.1.6. Íàãîëîñèìî, ùî äëÿ

α ∈ (1, 3/2) òâåðäæåííÿ Ëåìè 2.1.14 ¹ âiðíèì òiëüêè ÿêùî ùîíàéìåíøå îäèí ç

íóëiâ b ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ Ω. ßñíî, ùî öþ óìîâó çàäîâiëüíåíî ÿêùî (2.1.23)

¹ âiðíèì.

Ìiðêóâàííÿ Ïiäðîçäiëó 2.1.7 òàêîæ ìîæíà àäàïòóâàòè äî âèïàäêó α > 1.

ßê i â äîâåäåííi îöiíêè çíèçó âèâîäèòüñÿ ðiâíÿííÿ (2.1.61) äëÿ ãðàíèöi ôóí-

êöié wε(z) = uε(ξε +
√
εz), ïðîòå ïîáóäîâó ôóíêöié Φν

µ i Ψε ïîòðiáíî ìîäi-

ôiêóâàòè. Âåêòîðíå ïîëå çíåñåííÿ bε ëiíåàðiçó¹òüñÿ â ξε i êâàäðàòè÷íi ôóí-

êöi¨ Φν
µ (ùî òåïåð çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðó ε) êîíñòðóþþòüñÿ ÿê â Ïiäðîçäi-

ëi 2.1.7 ç Bji
ε = ∂b

j

∂xi
(ξε) çàìiñòü Bji; òàêîæ, â ïîáóäîâi ôóíêöié Ψε âèêîðè-

ñòîâó¹òüñÿ âëàñíà ôóíêöiÿ θε (äèâ. (D.1)) i Ψε çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ Ψε(x) =

Φν
µ(x) + ε2α−1θε(∇Φν

µ(x), x, x/εα).

Íàñàìêiíåöü çàçíà÷èìî, ùî âèïàäîê α < 1 çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì, àäæå

ñòðàòåãiÿ çàñòîñîâàíà äëÿ α ≥ 1 íå ïðàöþ¹ äëÿ α < 1. Çîêðåìà, íå iñíó¹ ïðè-

ðîäíîãî ñïîñîáó âèçíà÷èòè åôåêòèâíå çíåñåííÿ îñêiëüêè âiäïîâiäíà ïåðiîäè÷íà

êîìiðêîâà çàäà÷à (D.3) ñòà¹ ñèíãóëÿðíîþ äëÿ α < 1.



Äîäàòîê E

�äèíiñòü àäèòèâíî¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨ i âàðiàöiéíå

âèçíà÷åííÿ ìíîæèíè Îáði

Íàñòóïíèé ïðîñòèé ðåçóëüòàò äà¹ êðèòåðié ¹äèíîñòiðîçâ'ÿçêó äëÿ çàäà÷i (2.1.4)-

(2.1.5).

Òâåðäæåííÿ E.1. Íåõàé λ = λH , òîáòî (2.1.4)�(2.1.5) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê W .

Òîäi W � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (ç òî÷íiñòþ äî àäèòèâíî¨ ñòàëî¨) òîäii òiëüêè

òîäi êîëè SH−λ(x, y) = 0 äëÿ âñèõ x, y ∈ AH−λ, äå SH−λ(x, y) = dH−λ(x, y) +

dH−λ(y, x).

Äîâåäåííÿ. ßêùî SH−λ(x, y) = 0, òîäi W (x) − W (y) = dH−λ(x, y); öå ¹ íà-

ñëiäêîì òîãî ôàêòà, ùî W (x) − W (y) ≤ dH−λ(x, y) äëÿ âñèõ x, y. Çîêðåìà,

ÿêùî SH−λ(x, y) = 0 äëÿ âñèõ x, y ∈ AH−λ, òîäi äëÿ ξ ∈ AH−λ, îòðèìó¹ìî
W (x) = dH−λ(x, ξ) +W (ξ) íà AH−λ. Òàêèì ÷èíîì, çãiäíî ç ôîðìóëîþ (2.1.18),

W (x) = dH−λ(x, ξ) + W (ξ) â Ω, òîáòî W � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (ç òî÷íiñòþ äî

àäèòèâíî¨ ñòàëî¨).

ßêùî ¹ äâi òî÷êè ξ, ξ′ ∈ AH−λ, òàêi ùî SH−λ(ξ, ξ
′) > 0, òîäi W0(x) =

dH−λ(x, ξ) and W1(x) = dH−λ(x, ξ
′) − dH−λ(ξ, ξ′) � äâà ðîçâ'ÿçêà (2.1.4)-(2.1.5) i

0 = W0(ξ) = W1(ξ), ïðîòå W0(ξ
′)−W1(ξ

′) = SH−λ(ξ, ξ
′) > 0.

Íàñòóïíå Òâåðäæåííÿ ïîêàçó¹, ùî ìíîæèíó Îáði ñïðàâäi ìîæíà âèçíà÷èòè

ôîðìóëîþ (2.1.17).

Òâåðäæåííÿ E.2. Íåõàé H(p, x) ∈ C(RN × Ω) � îïóêëèé âiäíîñíî p ãàìiëü-

òîíiàí, òàêèé ùî min{H(p, x)/|p|; x ∈ Ω} → +∞ êîëè |p| → ∞. Ïðèïóñòè-
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ìî, ùî λH � àäèòèâíå âëàñíå çíà÷åííÿ çàäà÷i (2.1.11)�(2.1.12). Òîäi ìíîæèíó

Îáði AH−λH âèçíà÷åíó â (2.1.15) ìîæíà ¹êâiâàëåíòíî âèçíà÷èòè íàñòóïíèì

÷èíîì:

y ∈ AH−λH ⇐⇒ sup
δ>0

inf
{∫ t

0

(L(η̇, η)+λH) dτ ; η(0) = η(t) = y, t > δ
}

= 0, (E.1)

äå iíôiìóì áåðåòüñÿ ñåðåä âñèõ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ η : [0, t]→ Ω.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé y ∈ AH−λH . Òîäi, îñêiëüêè ôóíêöiÿ u(t, x) := dH−λH(x, y)

¹ ðîçâ'ÿçêîì (2.1.11)�(2.1.12), òî âîíà ¹ òàêîæ ñòàöiîíàðíèì â'ÿçêiñíèì ñó-

áðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ ∂u
∂t +H(∇u, x)− λH = 0 â (0,+∞)×Ω i ñóïåððîçâ'ÿçêîì

â (0,+∞)×Ω. Çãiäíî ç [61, òâåðäæåííÿì (5) Òåîðåìè X.1], u(t, x) âèçíà÷à¹òüñÿ

ôîðìóëîþ Ëàêñà-Îëåéíèê

u(t, x) = inf
{∫ t

0

(L(η̇, η) + λH) dτ + dH−λH(z, y); η(0) = z, η(t) = x, z ∈ Ω
}
,

(E.2)

äå ÿê i ðàíiøå iíôiìóì áåðåòüñÿ ñåðåä âñèõ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ òðà¹êòîðié η

â Ω. Òîäi, êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ (2.1.16) äëÿ dH−λH(η, y) ìà¹ìî, äëÿ êîæíîãî

δ > 0,

0 = dH−λH(y, y) = u(δ, y)

= inf
{∫ δ

0

(L(η̇, η) + λH) dτ+∫ t′

0

(L(η̇′, η′) + λH) dτ ; η′(0) = η(t) = y, η′(t′) = η(0), t′ > 0
}

= inf
{∫ t

0

(L(η̇′′, η′′) + λH) dτ ; η′′(0) = η′′(t) = y, t > δ
}
.

Íàâïàêè, íåõàé {tn}∞n=1 � ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ äîäàòíèõ ÷èñåë, t
n →∞, i

∆n := inf
{∫ tn

0

(L(η̇, η) + λH) dτ ; η(0) = η(tn) = y
}
→ 0, ïðè n→∞.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ u(t, x), ùî çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (E.2). Ç îãëÿäó íà (2.1.16)

ìà¹ìî u(t, x) ≥ inf{dH−λH(x, z) + dH−λH(z, y); z ∈ Ω} ≥ dH−λH(x, y). Îñêiëüêè
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(2.1.11)�(2.1.12) ìà¹ ðîçâ'ÿçîêW , ïiñëÿ äîäàâàííÿ ñòàëî¨ äîW (ÿêùî íåîáõiäíî)

çíàõîäèìî u(t, x) ≤ W (x) + C ≤ C1 çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó ïîðiâíÿííÿ (äèâ.

[61, Section III]). Çãiäíî ç [61, òâåðäæåííÿì (5) Òåîðåìè X.1], ôóíêöi¨ vs(t, x) =

u(t + s, x) ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèìè çà Ëiïøèöåì íà [0,+∞) × Ω äëÿ s ≥ 1.

Îòæå,

w(x) = lim inf
τ→∞

u(τ, x) = lim
r→∞

inf
s≥r

u(s, x) = lim
r→∞

inf
s≥r

u(t+ s, x)

¹ íåïåðåðâíèì çà Ëiïøèöåì ñóïåððîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

∂w

∂t
+H(∇w, x)− λH = 0 â (0,+∞)× Ω.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ w íå çàëåæèòü âiä t, âîíà òàêîæ ¹ ñóïåððîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

H(∇w, x)− λH = 0 â Ω. Ç iíøîãî áîêó

w(x) ≤ lim sup
n→∞

inf
t>0

u(tn + t, x)

≤ inf
{∫ t

0

(L(η̇, η) + λH) dτ ; η(t) = x, η(0) = y, t > 0
}

+ lim sup
n→∞

∆n

= dH−λH(x, y).

Îòæå dH−λH(x, y) = w(x), i, òàêèì ÷èíîì, dH−λH(x, y) çàäîâîëüíÿ¹ (2.1.12).



Äîäàòîê F

Ìíîæèíà Îáði äëÿ ìàëèõ çáóðåíü ãðàäi¹íòíîãî ïîëÿ

Ïðèâåäåìî äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ, ùî ñôîðìóëüîâàíî â Çàóâàæåííi 2.1.5.

Ëåìà F.1. Íåõàé âåêòîðíå ïîëå b(x, y) ¹ ìàëèì C1-çáóðåííÿì ∇P (x) ãðàäi-

¹íòíîãî ïîëÿ ç C2-ïîòåíöiàëîì P (x), i ïðèïóñòèìî, ùî

- ìíîæèíà {x ∈ Ω; ∇P (x) = 0} óòâîðþ¹òüñÿ ñêií÷åííèì íàáîðîì òî÷îê

â Ω,

- ìàòðèöÿ Ãåññå
(

∂2

∂xi∂xj
P (x)

)
i,j=1,N

â êîæíié ç öèõ òî÷îê ¹ íåâèðîäæåíîþ.

Òîäi óìîâà (2.1.23) âèêîíó¹òüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âåêòîðíå ïîëå b(x, y) ÿêå ¹ ìàëèì C1-çáóðåííÿì∇P (x),

òîáòî ‖b(x, y) −∇P (x)‖C1(Ω×Y ) = δ, i δ ¹ ìàëèì. Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà Îáði

AH ãàìiëüòîíiàíà H(p, x), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ (2.1.9) (ç c(x, y) = 0) ¹ â òî÷íîñòi

ìíîæèíîþ íóëiâ b(x) â Ω, çà óìîâè, ùî δ ¹ äîñòàòíüî ìàëèì. Îñêiëüêè ìíî-

æèíà Îáði H(p, x) ñïiâïàäà¹ ç òàêîþ ãàìiëüòîíiàíà (2.1.9), ìîæíà ïðèïóñêàòè

áåç çìåíøåííÿ çàãàëüíîñòi, ùî H(p, x) =
∑
p2
i − b

i
(x)pi. Çíàéäåìî ñïî÷àòêó

ìåîæèíó Îáði AH0 ãàìiëüòîíiàíà

H0(p, x) =
∑

p2
i − pi

∂P (x)

∂xi
.

Îá÷èñëèìî âiäïîâiäíèé ëàãðàíæiàí L0(v, x) = 1
4 |v + ∇P (x)|2 i ñêîðèñòà¹ìîñü

êðèòåði¹ì (2.1.17). Íåõàé ξ ∈ AH0, òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü àáñîëþòíî íåïåðåðâ-
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íèõ òðà¹êòîðié ηn : [0, tn]→ Ω, ηn(0) = ηn(tn) = ξ, ç tn →∞ i

lim
n→∞

∫ tn

0

|η̇n +∇P (ηn)|2dτ = 0.

Âiäñiëÿ ìà¹ìî

0 = lim
n→∞

∫ tn

0

(|η̇n|2+2∇Pδ(ηn)·η̇n+|∇P (ηn)|2)dτ = lim
n→∞

∫ tn

0

(|η̇n|2+|∇P (ηn)|2)dτ.

Îòæå ηn(t) → ξ ðiâíîìiðíî íà êîæíîìó ôiêñîâàíîìó iíòåðâàëi [0, T ], i ξ íà-

ëåæèòü äî ìíîæèíè K = {x ∈ Ω; ∇P (x) = 0}. ßñíî òàêîæ, ùî K ⊂ AH0.

Çàçíà÷èìî òåïåð, ùî åôåêòèâíå çíåñåííÿ b(x), çàäàíå ôîðìóëîþ (2.1.20), ìî-

æíà çàïèñàòè ÿê b(x) = ∇P (x) + b̃δ(x) ç C1-ìàëèì b̃δ(x), ‖b̃δ‖C1 = O(δ) ïðè

δ → 0. Îñòàííÿ îöiíêà âèïëèâà¹ ç ðåãóëÿðíîñòi θ∗. Çàâäÿêè ïðèïóùåííþ ïðî

êðèòè÷íi òî÷êè P (x), íóëi b(x) ¹ içîëüîâàíèìè i áëèçüêèìè äî K êîëè δ ¹ äî-

ñòàòíüî ìàëèì. Áiëüø òîãî, â ìàëîìó îêîëi ω òî÷êè ξ ∈ K ïîëå b(x) ïðèéìà¹

íóëüîâå çíà÷åííÿ ó îäíié òî÷öi ξδ ∈ ω i |ξ − ξδ| = O(δ). Òîäi ìîæíà ïîáóäóâàòè

C2-ôóíêöiþ Pδ, òàêó ùî |∇Pδ(x)| > 0 â Ω \Kδ, äå Kδ ¹ ìíîæèíîþ íóëiâ b(x),

i |b(x) − ∇Pδ(x)| = gδ(x)|∇Pδ(x)| ç maxx∈Ω gδ(x) = O(δ) ïðè δ → 0. Âiäñiëÿ

âèïëèâà¹ íàñòóïíà îöiíêà (äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ δ)

|v + b(x)|2 ≥ 1

2
|v|2 + 2∇Pδ(x) · v + Vδ(x), ∀v ∈ RN , x ∈ Ω,

äå Vδ > 0 â Ω \ Kδ. Òîäi, àíàëîãi÷íî ìiðêóâàííÿì, ùî íàâåäåíî âèùå, ìîæíà

ïîêàçàòè, ùî AH = Kδ. Áiëüø òîãî, êîæíà òî÷êà ξ ∈ Kδ ¹ ãiïåðáîëi÷íîþ íåðó-

õîìîþ òî÷êîþ ðiâíÿííÿ ẋ = −b(x), ÿêùî δ ¹ äîñòàòíüî ìàëèì.



Äîäàòîê G

Âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Áåðíóëëi

Íèæ÷å ïðåäñòàâëåíî äåÿêi ðåçóëüòàòè ïðî ðîçâ'ÿçêè ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Áåð-

íóëëi (2.1.59), ÿêi âèêîðèñòàíî â Ïiäðîçäiëàõ 2.1.6 i 2.1.7. Íàãàäà¹ìî, ùî ìà-

òðèöÿ Q â (2.1.59) ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ, Πs i Πu ïîçíà÷àþòü ïðîåêòîðè íà

iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè ìàòðèöi B, ÿêi âiäïîâiäàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì ç äî-

äàòíèìè i âÿä'¹ìíèìè äiéñíèìè ÷àñòèíàìè.

Òâåðäæåííÿ G.1. Ìàêñèìàëüíèé äîäàòíî íàïiââèçíà÷åíèé ðîçâ'ÿçîê Γ ðiâ-

íÿííÿ (2.1.59) ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi: (i) Γ = Π∗sΓΠs, (ii) Γ ≥ γΠ∗sΠs (ó

ñåíñi êâàäðàòè÷íèõ ôîðì) äëÿ äåÿêîãî γ > 0, (iii) 2tr(QΓ) = tr(BΠs), òîáòî

2tr(QΓ) ¹ ñóìîþ äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷àñòèí âëàñíèõ çíà÷åíü B.

Äîâåäåííÿ. Ç ðiâíÿííÿ (2.1.59) âèïëèâà¹, ùî X = Π∗uΓΠu çàäîâîëüíÿ¹

4Π∗uΓQΓΠu −X(BΠu)− (BΠu)
∗X = 0. (G.1)

Ðîçãëÿíåìî ñèìåòðè÷íèé ðîçâ'ÿçîê (G.1), ÿêèé âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ

X̃ =

∫ ∞
0

Y (t) dt, (G.2)

äå Y (t) = −4e(BΠu)∗tΠ∗uΓQΓΠue
BΠut (çàçíà÷èìî, ùî Ẏ (t) = Y (t)(BΠu) +

(BΠu)
∗Y (t) i Y (t) → 0 êîëè t → +∞, îòæå iíòåãðóâàííÿì çíàõîäèìî

X̃(BΠu) + (BΠu)
∗X̃ = −Y (0) = 4Π∗uΓQΓΠu, òîáòî X̃ ñïðàâäi çàäîâîëüíÿ¹

(G.1)). Ïîêàæåìî, ùî X = X̃. Â ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó Z := X − X̃ ¹ íåíóëüî-

âèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Z(BΠu) + (BΠu)
∗Z = 0 i Z = Π∗uZΠu. Òîäi Z(t) = Z
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¹ ñòàöiîíàðíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Ż(t) = Z(t)(BΠu) + (BΠu)
∗Z(t). Îñòàíí¹

ðiâíÿííÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçîê Z̃(t) = e(BΠu)∗tΠ∗uZΠue
BΠut ÿêèé ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè

t → +∞ i çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó Z̃(0) = Z. Òàêèì ÷èíîì Z = 0, òîáòî

X = X̃. Ç iíøîãî áîêó, âíàñëiäîê (G.2) ìà¹ìî X̃ ≤ 0, ðàçîì ç öèì X ≥ 0, îòæå

X = X̃ = 0. Îñêiëüêè ìàòðèöÿ Γ ¹ äîäàòíî íàïiââèçíà÷åíîþ, ìà¹ìî òàêîæ

ΓΠu = Π∗uΓ = 0 i îá÷èñëåííÿ Γ = (Πu + Πs)
∗Γ(Πu + Πs) = Π∗sΓΠs çàâåðøó¹

äîâåäåííÿ (i). Ïðîòÿãîì äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (i) äîäàòêîâî çíàéäåíî, ùî Γ ¹

ìàêñèìàëüíèì äîäàòíî íàïiââèçíà÷åíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

4ΓQΓ− Γ(BΠs)− (BΠs)
∗Γ = 0. (G.3)

Äiéñíî, ïðèïóñòèìî, ùî Γ̃ ¹ iíøèì äîäàòíî íàïiââèçíà÷åíèì ðîçâ'ÿçêîì (G.3),

òîäi Π∗uΓ̃QΓ̃Πu = 0. Âiäñiëÿ âèïëèâà¹, ùî Γ̃Πu = 0 i òîäi Γ̃ = Π∗sΓ̃Πs. Îòæå

Γ̃B = Π∗sΓ̃(Πs)
2B = Γ̃(BΠs) i òàêèì ÷èíîì Γ̃ çàäîâîëüíÿ¹ (2.1.59).

Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåíü (ii) i (iii) ðîçãëÿíåìî ìàêñèìàëüíi äîäàòíî âèçíà-

÷åíi ðîçâ'ÿçêè Γ̃δ ðiâíÿííÿ

4Γ̃δQΓ̃δ − Γ̃δ(BΠs + δI)− (BΠs + δI)∗Γ̃δ = 0 (G.4)

ç δ > 0. Iñíóâàííÿ ¹äèíîãî äîäàòíî âèçíà÷åíîãî ðîçâ'ÿçêó âèïëèâà¹ ç òîãî

ôàêòó, ùî Γ̃−1
δ ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà

4Q− (BΠs + δI)Γ̃−1
δ − Γ̃−1

δ (BΠs + δI)∗ = 0, (G.5)

ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

Γ̃−1
δ = 4

∫ 0

−∞
e(BΠs+δI)tQe(BΠs+δI)∗t dt.

Âiäîìî (äèâ. [125, Òåîðåìà 11.2.1]), ùî Γ̃δ çáiãà¹òüñÿ äî (ìàêñèìàëüíîãî äîäà-

òíî íàïiââèçíà÷åíîãî) ðîçâ'ÿçîêó Γ ðiâíÿííÿ (G.3) êîëè δ → +0. Öå äîçâîëÿ¹

âñòàíîâèòè (iii):

2tr(QΓ) = 2 lim
δ→+0

2tr(QΓ̃δ) =
1

2
lim
δ→+0

tr
(

Γ̃−1
δ (BΠs + δI)∗Γ̃δ + (BΠs + δI)

)
= tr(BΠs).
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Íàñàìêiíåöü, ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî (ii) íå âèêîíó¹òüñÿ, òîäi iñíó¹ âåêòîð

η ∈ RN , òàêèé ùî Γη = 0 i ðàçîì ç òèì Πsη 6= 0. Ç iíøîãî áîêó,

Γ
(

limδ→+0 Γ̃−1
δ Π∗sΠsη

)
= Π∗sΠsη, äå ãðàíèöÿ limδ→+0 Γ̃−1

δ Π∗sΠsη iñíó¹ ç îãëÿäó

íà òå, ùî e(BΠs+δI)tQe(BΠs+δI)∗tΠ∗sΠsη ñïàäà¹ åêñïîíåíöiàëüíî ïðè t→ −∞, ðiâ-

íîìiðíî âiäíîñíî δ ≥ 0. Çãiäíî ç àëüòåðíàòèâîþ Ôðåäãîëüìà Π∗sΠsη i η ïîâèííi

áóòè îðòîãîíàëüíèìè, âiäêiëÿ çíàõîäèìî |Πsη| = 0. Çíàéäåíå ïðîòèði÷÷ÿ ïîêà-

çó¹, ùî òâåðäæåííÿ (ii) ñïðàâäi ¹ âiðíèì.



Äîäàòîê H

�äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêèõ ïàðàáîëi÷íèõ çàäà÷ íà âëàñíi

çíà÷åííÿ

Íàâåäåíèé íèæ÷å ðåçóëüòàò óçàãàëüíþ¹ òåîðåìó ç [167] ïðî iñíóâàííÿ i ¹äíiñòü

ïåðøîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ åëiïòè÷íèõ îïåðàòîðiâ ó RN íà âèïàäîê ïàðàáî-

ëi÷íèõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷. Êîíêðåòíiøå, íåõàé At � P -ïåðiîäè÷íà (âiäíîñíî

çìiííî¨ ÷àñó t) ñiì'ÿ åëiïòè÷íèõ îïåðàòîðiâ â RN âèãëÿäó

Atu = aij(t)
∂2u

∂xi∂xj
+ b(t, x) · ∇u+ c(t, x)u

Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî êîåôiöi¹íòè aij(t) çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ðiâíîìiðíî¨ åëi-

ïòè÷íîñòi i ìà¹ ìiñöå ñèìåòðiÿ aij = aji; |b(t, x)| ≤ c1 + c2|x|; c(t, x) ïðÿìó¹ äî

−∞ êîëè |x| → ∞ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî t; âñi êî¹ôiöi¹íòè ¹ C1-ôóíêöiÿìè, P -

ïåðiîäè÷íèìè âiäíîñíî t. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñïåêòðàëüíà çàäà÷à

− ∂tu+ Atu = λu â R× RN (H.1)

ç óìîâîþ P -ïåðiîäè÷íîñòi âiäíîñíî t i ñïàäàííÿ äî íóëÿ ïðè |x| → ∞. Òî÷íi-

øå, øóêàþòüñÿ âëàñíi ôóíêöi¨ ç êëàñó Ξ äîäàòíèõ P -ïåðiîäè÷íèõ âiäíîñíî t

ôóíêöié u(t, x), ùî ñïàäàþòü äî íóëÿ êîëè |x| → ∞ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî t.

Ëåìà H.1. Iñíó¹ ¹äèíå âëàñíå çíà÷åííÿ λ çàäà÷i (H.1) ç âiäïîâiäíîþ âëàñíîþ

ôóíêöi¹þ u ∈ Ξ. Öå âëàñíå çíà÷åííÿ ¹ äiéñíèì i ïðîñòèì. Ïðè÷îìó, äëÿ êî-

æíîãî s > 0 iñíó¹ ñòàëà Cs, òàêà ùî |u(t, z)| ≤ Cs(1 + |x|)−s.
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Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíi ñïåêòðàëüíi çàäà÷i

−∂uk
∂t +Atuk = λkuk, |x| < k, t ∈ R,

uk(t+ P, · ) = uk(t, · ) i uk = 0 êîëè |x| = k.
(H.2)

Ç òåîðåìè Êðåéíà-Ðóòìàíà äëÿ äîâiëüíèõ k > 0 ïåðøå âëàñíå çíà÷åííÿ λk

(âëàñíå çíà÷åííÿ ç ìàêñèìàëüíîþ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ) öi¹¨ çàäà÷i ¹ äiéñíèì i

ïðîñòèì, i âiäïîâiäíó âëàñíó ôóíêöiþ uk ìîæíà âèáðàòè äîäàòíîþ. Êîðèñòó-

þ÷èñü îöiíêàìè Àðîíñîíà íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî |λk| ≤ C ç C > 0, ùî íå

çàëåæèòü âiä k.

Íîðìàëiçó¹ìî âëàñíi ôóíêöi¨ uk çàäà÷i (H.2) ðiâíiñòþ maxuk = 1 i, ç îãëÿäó

íà ðiâíîìiðíó îáìåæåíiñòü |λk|, çà äîïîìîãîþ íåðiâíîñòi Ãàðíàêà çíàõîäèìî

sup{|uk(t, x)|; x ∈ BR0
, t ∈ R} ≤ c(R0),

äëÿ êîæíîãî R0 > 0, äå Bs � êóëÿ, {x ∈ RN−1 : |x| ≤ s}, i c(R0) íå çàëåæèòü

âiä k.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ôóíêöiþ vs(x) = c(R0)|x|−s ç s > 0. Îñêiëüêè c(t, x) ïðÿìó¹

äî −∞ êîëè |x| → ∞, íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî (At−λk)vs < 0 äëÿ x ∈ (Bk\BR0
)

ÿêùî R0 ¹ äîñòàòíüî âåëèêèì. Ðàçîì ç öèì uk ≤ vs êîëè x ∈ ∂(Bk \BR0
), îòæå

êîðèñòóþ÷èñü ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà çíàõîäèìî, ùî uk ≤ vs äëÿ x ∈ (Bk \BR0
)

(ïðèïóñêà¹ìî, ùî R0 ¹ òàêèì âåëèêèì, ùî c(t, x) − λk ≤ 0 äëÿ |x| > R0).

Ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi k → ∞, ìîæëèâî äëÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi, â ðåçóëüòàòi

îòðèìó¹ìî ãðàíè÷íó ôóíêöiþ u ÿêà ¹ äîäàòíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

−∂u
∂t

+Atu = λu, x ∈ RN , t ∈ R

ç u(0) = 1, i ∀ s > 0 iñíó¹ ñòàëà Cs, òàêà ùî |u(t, z)| ≤ Cs(1 + |x|)−s. Äîâåäåííÿ
ïðîñòîòè λ ¹ àíàëîãi÷íèì [167].

Äëÿ äîâåäåííÿ ¹äíîñòi λ ðîçãëÿíåìî ñiì'þ ñïðÿæåíèõ ðiâíÿíü

∂u∗k
∂t

+ A∗tu
∗
k = λku

∗
k, x ∈ Bk, t ∈ R,

ç óìîâîþ P -ïåðiîäè÷íîñòi âiäíîñíî t i óìîâîþ Äiðiõëå u∗ = 0 äëÿ x ∈ ∂Bk. Çãi-

äíî ç Òåîðåìîþ Êðåéíà-Ðóòìàíà ôóíêöiÿ u∗k ¹ äîäàòíîþ. Êðiì òîãî, îñêiëüêè
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âëàñíi çíà÷åííÿ λk ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíèìè, u∗k çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü Ãàð-

íàêà, ðiâíîìiðíó çà k. Ââåäåìî íîðìàëiçàöiþ u∗k(0) = 1. Âíàñëiäîê ðiâíîìiðíî¨

âiäíîñíî k íåïåðåðâíîñòi çà Ãåëüäåðîì ôóíêöié u∗k (äèâ. [124], Òåîðåìà III.10.1)

îòðèìó¹ìî, ùî ôóíêöi¨ u∗k çáiãàþòüñÿ, ïðè k → ∞ (äëÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi), ðiâ-

íîìiðíî íà êîìïàêòàõ â RN × [0, P ], äî ôóíêöi¨ u∗ ÿêà ¹ äîäàòíèì ðîçâ'ÿçêîì

ðiâíÿííÿ

∂tu
∗ + A∗tu

∗ = λu∗.

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ iíøå âëàñíå çíà÷åííÿ λ̂ 6= λ çàäà÷i (H.1), òàêå ùî

âiäïîâiäíà âëàñíà ôóíêöiÿ û ¹ äiéñíîþ i äîäàòíîþ. Äîäàâàííÿì êîíñòàíòè äî

c(x, t) (ÿêùî ïîòðiáíî) ìîæíà çðîáèòè âëàñíi çíà÷åííÿ λ i λ̂ äîäàòíèìè.

Âèáåðåìî R0(s), òàêå ùî At|x|−s < 0 äëÿ x ∈ RN \BR0
. Òîäi

λk

P∫
0

∫
Bk\BR0

|x|−su∗k dx dt =

P∫
0

∫
Bk\BR0

|x|−s(∂t + A∗t )u
∗
k dx dt

=

P∫
0

∫
BM\BR0

u∗kAt(|x|−s) dx dt+

P∫
0

∫
∂BR0

|x|−s∂u
∗
k

∂νa
dσ dt

−
P∫

0

∫
∂BR0

u∗k
∂|x|−s

∂νa
dσ dt+

P∫
0

∫
∂BR0

(b(x, t) ·ν)u∗k|x|−s dσ dt+

P∫
0

∫
∂Bk

|x|−s∂u
∗
k

∂νa
dσ dt;

äå ν ïîçíà÷à¹ îäèíè÷íó çîíiøíþ íîðìàëü, i νa � êîíîðìàëü íà ∂(Bk \ BR0
). Çà

äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíèõ ïàðàáîëi÷íèõ îöiíîê çíàõîäèìî, ùî äðóãèé, òðåòié i ÷å-

òâåðòèé ÷ëåíè â ïðàâié ÿàñòèíi ¹ îáìåæåíèìè ðiâíîìiðíî âiäíîñíî k. Îñêiëüêè

iíòåãðàë â ëiâié ÷àñòèíi ¹ äîäàòíèì à ïåðøèé i îñòàííÿé ÷ëåíè â ïðàâié ÷àñòèíi

¹ âiä'¹ìíèìè, ó ãðàíèöi k →∞ çíàõîäèìî

P∫
0

∫
RN

u∗(1 + |x|)−s dx dt < +∞.

Òàêîæ ìà¹ìî íàñòóïíó ïîòî÷êîâó îöiíêó äëÿ û ÷è¹ äîâåäåííÿ ¹ àíàëîãi÷íèì u:

∀s > 0 iñíó¹ ñòàëà Cs, òàêà ùî û(t, x) ≤ Cs(1 + |x|)−s.
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Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ âèáåðåìî R0 > 0, òàêå ùî c(t, x) − λ̂ ≤ 0 êîëè

|x| ≥ R0, i ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ v̂k ÿêà ñïiâïàäà¹ ç û â R×BR0
i ïðîäîâæó¹òüñÿ

â R×Bk \BR0
ÿê ¹äèíèé P -ïåðiîäè÷íèé âiäíîñíî t ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

−∂tv̂k + Atv̂k = λ̂v̂k, x ∈ Bk \BR0
,

v̂k = û íà ∂BR0
, ûk = 0 íà ∂Bk.

Çà äîïîìîãîþ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè îòðèìó¹ìî

λ̂

P∫
0

∫
Bk

v̂ku
∗
k dx dt =

P∫
0

∫
BR0

u∗k(−∂tû+ Atû) dx dt

+

P∫
0

∫
Bk\BR0

u∗k(−∂tv̂k + Atv̂k) dx dt =

P∫
0

∫
Bk

v̂k(∂tu
∗
k + A∗tu

∗
k) dx dt

+

P∫
0

∫
∂BR0

u∗k

[∂v̂k
∂νa

]
dσ dt = λk

P∫
0

∫
Bk

v̂ku
∗
k dx dt+

P∫
0

∫
∂BR0

u∗k

[∂v̂k
∂νa

]
dσ dt,

äå [∂v̂k∂νa
] ïîçíà÷à¹ ñòðèáîê ïîõiäíî¨ ïî êîíîðìàëi âiä v̂k ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç ∂BR0

.

Îñêiëüêè 0 ≤ v̂k ≤ û (çãiäíî ç ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà), ∀ s > 0 ìà¹ìî |v̂k(x, t)| ≤
Cs(1 + |x|)−s ðiâíîìiðíî âiäíîñíî k. Ñêîðèñòóâàâøèñü ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà

ùå ðàç, çíàõîäèìî, ùî ôóíêöi¨ v̂k çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî äî û ïðè k →∞. Òîäi,

âíàñëiäîê ñòàíäàðòíèõ ïàðàáîëi÷íèõ îöiíîê [∂v̂k∂νa
]→ 0 ðiâíîìiðíî íà R× ∂BR0

.

Òàêèì ÷èíîì ó ãðàíèöi k →∞ îòðèìó¹ìî

λ̂

P∫
0

∫
RN

ûu∗ dx dt = λ

P∫
0

∫
RN

ûu∗ dx dt,

çâiäêè λ̂ = λ.



Äîäàòîê I

Ñòðóêòóðà ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ ãðàíè÷íîãî

ôóíêöiîíàëà (3.1.35)

Çà äîïîìîãîþ îïóêëî¨ äóàëüíîñòi (äèâ., íàïðèêëàä, [79]) ïåðåéäåìî âiä çàäà÷i

Mσ = min
{1

2

∫
Ω

(
|∇(h− σ)|2 + (h− σ)2 + 2πγΦ((−∆h+ h)/(2π))

)
dx;

(h− σ) ∈ H1
0(Ω), −∆h+ h ∈ L2(Ω)

}
(I.1)

äî äóàëüíî¨:

−Mσ = min

{
1

2

∫
Ω

(|∇f |2 + f 2) dx+ F∗(−f); f ∈ H1
0(Ω)

}
, (I.2)

äå F∗(f) � ïåðåòâîðåííÿ Ëåæàíäðà ôóíêöiîíàëà

F(κ) = πγ

∫
Ω

Φ((−∆κ+ κ+ σ)/(2π)),

òîáòî

F∗(f) = sup

{∫
Ω

(∇f · ∇κ+ fκ) dx−F(κ); κ ∈ H1
0(Ω)

}
.

Çàâäÿêè òîìó, ùî F(κ) ¹ íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó, ìiíiìiçàíò (h̄−σ) çàäà÷i (I.1)

i ìiíiìiçàíò f̄ çàäà÷i (I.2) ñïiâïàäàþòü (áiëüø òîãî Mσ â (I.1) i (I.2) îäíàêîâi).

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî

2πD(x) = −∆h̄+ h̄ = −∆f̄ + f̄ + σ (I.3)

Îá÷èñëåííÿ ïðåòâîðåííÿ Ëåæàíäðà F∗(f) çâîäèòüÿ äî îá÷èñëåííÿ ïåðåòâî-

ðåííÿ Ëåæàíäðà Φ∗(f) ôóíêöi¨ πγΦ(z/(2π)). Äiéñíî, çà äîïîìîãîþ iíòåãðóâà-
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ííÿ ÷àñòèíàìè, çíàõîäèìî∫
Ω

(∇f · ∇κ+ fκ) dx−F(κ) =∫
Ω

(−∆κ+ κ+ σ)f dx−
∫

Ω

(
πγΦ

(
(−∆κ+ κ+ σ)/(2π)

)
− σf

)
dx,

îòæå

F∗(−f) =

∫
Ω

(Φ∗(−f) + σf)dx. (I.4)

Ïåðåòâîðåííÿ Ëåæàíäðà Φ∗(f) ôóíêöi¨ πγΦ(z/(2π)) ¹ Φ∗(f) = 0 äëÿ |f | ≤ γ/2

i Φ∗(f) = 2πk|f | − πγk2 äëÿ kγ − γ/2 ≤ |f | ≤ kγ + γ/2.

Òàêèì ÷èíîì çàäà÷à (I.1) ¹ åêâiâàëåíòíîþ çàäà÷i

min
{1

2

∫
Ω

(
|∇f |2 + f 2 + 2Φ∗(f) + 2σf

)
dx; f ∈ H1

0(Ω)
}
, (I.5)

i ãðàíè÷íèé ðîçïîäië D(x) âèçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç f̄ ôîðìóëîþ (I.3).

Â íàñòóïíié Ëåìi âñòàíîâëþ¹òüñÿ ìîíòîííó çàëåæíiñòü ìiíiìiçàíòiâ âiä σ.

Ëåìà I.1. Íåõàé f̄σ � ìiíiìiçàíò (I.5), òîäi f̄σ ≤ 0 â Ω äëÿ âñiõ σ > 0, i

f̄α ≤ f̄β â Ω ÿêùî α > β.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî

Φ̃∗δ(f) =
1

2δ

∫ f+δ

f−δ
Φ∗(z) dz,

i çàçíà÷èìî, ùî âíàñëiäîê íåïåðåðâíîñòi i îïóêëîñòi Φ̃∗ ôóíêöiÿ Φ̃∗δ ∈ C1(R) i ¹

îïóêëîþ. Íåõàé f̃σ � ìiíiìiçàíò ôóíêöiîíàëó (I.5) ç Φ̃∗δ çàìiñòü Φ∗. Î÷åâèäíî, âií

¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ f̃ = f̃β − f̃α ìà¹ âiä'¹ìíèé

ìiíiìóì, òîäi âiäíiìåìî ðiâíÿííÿ Åéëåðà-Ëàãðàíæà äëÿ f̃α âiä ðiâíÿííÿ Åéëåðà-

Ëàãðàíæà äëÿ f̃β:

−∆f̃ + f̃ + (β − α) + (Φ̃∗δ)
′(fβ)− (Φ̃∗δ)

′(fα) = 0

Ó òî÷öi ìiíiìóìà f̃ ìà¹ìî −∆f̃ ≤ 0, f̃ < 0, β−α < 0 i (Φ̃∗δ)
′(f̃β)− (Φ̃∗δ)

′(f̃α) ≤ 0.

Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷à çíõîäèìî f̃β ≥ f̃α. Çîêðåìà, äëÿ β = 0 ìà¹ìî f̃σ ≤ 0

êîëè σ > 0.

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ ïåðåõîäèìî äî ãðàíèöi δ → 0.
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Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ñëàáêîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ hεext = σ/ε2, êîëè σ > 0 ¹

ìàëèì. Ïðèðîäíî î÷èêóâàòè, ùî ó öüîìó âèïàäêó ìiíiìiçàíò f̄σ çàäà÷i (I.5)

çàäîâîëüíÿ¹ −γ/2 < fσ ≤ 0. Òîäi Φ∗(fσ + v) = 0 â Ω äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ

òåñòîâèõ ôóíêöié v ∈ C∞0 (Ω), çâiäêè âèïëèâà¹, ùî f̄σ ñïiâïàäà¹ ç ðîçâ'ÿçêîì

çàäà÷i ∆f = f + σ â Ω

f = 0 íà ∂Ω.
(I.6)

Òâåðäæåííÿ I.2. Íåõàé f1 � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (I.6) äëÿ σ = 1, i γ çàäà¹òüñÿ

(3.1.3). ßêùî

σ ≤ σcr1 :=
γ

2 max |f1|
(I.7)

òîäi ìiíiìiçàíò f̄σ çàäà÷i (I.5) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ f̄σ = σf1, i, çãiäíî ç

(I.3), D(x) = 0.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè

1

2

∫
Ω

(
|∇f |2 + f 2 + 2Φ∗(f) + 2σf

)
dx ≥ 1

2

∫
Ω

(
|∇f |2 + f 2 + 2σf

)
dx (I.8)

äëÿ âñiõ f , i (I.8) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà ðiâíiñòü ÿêùî f ìiíiìiçó¹ ïðàâó ÷àñòèíó

f = σf1, òî äiéñíî f̄σ = σf1.

ßêùî ïàðàìåòð σ ïåðåâèùó¹ σcr1, òîäi σf1 áiëüøå íå ¹ ìiíiìiçàíòîì (I.5), i

(I.5) çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i

min

{
1

2

∫
Ω

(
|∇f |2 + f 2 + 4π(|f | − γ/2)+ + 2σf

)
dx; f ∈ H1

0(Ω)

}
. (I.9)

Òâåðäæåííÿ I.3. Íåõàé gσ � ìiíiìiçàíò (I.9) i íåõàé

σcr2 := max{σ > 0; max |gσ| ≤ 3γ/2}. (I.10)

Òîäi äëÿ σ ∈ (σcr1, σcr2) ìiíiìiçàíò f̄σ of (I.5) ñïiâïàäà¹ ç ìiíiìiçàíòîì (I.9).

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòàâøèñü Ëåìîþ I.1, íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî ìiíiìiçàíò gσ çà-

äà÷i (I.9) çàäîâîëüíÿ¹ ïîòî÷êîâó íåðiâíiñòü gσ ≥ −3γ/2 â Ω êîëè σ ≤ σcr2. Äàëi

ïîòðiáíî ïîâòîðèòè ìiðêóâàííÿ ç Òâåðäæåííÿ I.2.



412

Äëÿ òîãî, ùîá îïèñàòè ñòðóêòóðó ôóíêöi¨ D(x) ïîòðiáíî áiëüø äåòàëüíî

âèâ÷èòè çàäà÷ó (I.9).

Òâåðäæåííÿ I.4. ßêùî σcr1 < σ ≤ 2π + γ/2, òîäi (I.9) çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i

min

{
1

2

∫
Ω

(
|∇f |2 + f 2 + 2σf

)
dx; f ∈ H1

0(Ω), |f | ≤ γ/2

}
. (I.11)

Ìiíiìiçàíò f̄σ ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ −γ/2 íà ìíîæèíi íåíóëüîâî¨ (äâîâèìiðíî¨)

ìiðè. Áiëüø òîãî, ôóíêöiÿ D(x) ¹ íóëüîâîþ â îáëàñòi äå f̄(x) > −γ/2 i D(x) =

(σ − γ/2)/(2π) ó ïðîòèâíîìó âèïàäêó.

ßêùî max{σcr1, 2π + γ/2} < σ ≤ σcr2, òîäi D(x) = 1 êîëè f̄σ(x) < −γ/2 i

D(x) = 0 êîëè f̄σ(x) ≥ −γ/2, äå f̄σ � ìiíiìiçàíò (I.9).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé σcr1 < σ ≤ 2π+ γ/2, òîäi f 2 + 4π(|f | − γ/2)+ + 2σf > γ2/4−
σγ êîëè f < −γ/2. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìiíiìiçàíòf̄σ çàäà÷i (I.9) çàäîâîëüíÿ¹

ïîòî÷êîâó íåðiâíiñòü f̄σ ≥ −γ/2. ßñíî òàêîæ, ùî f̄σ ≤ 0. Òàêèì ÷èíîì, f̄σ

ìiíiìiçó¹ (I.11). ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî f̄σ çàäîâîëüíÿ¹ ñòðîãó íåðiâíiñòü f̄σ(x) >

−γ/2 äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω, òîäi −∆f̄σ(x) + f̄σ(x) + σ = 0 â Ω, îòæå f̄σ

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (I.6). Îñêiëüêè σ > σcr1, ìà¹ìî ïðîòèði÷÷à ç ïîòî÷êîâîþ

îöiíêîþ f̄σ ≥ −γ/2.
Ó âèïàäêó max{σcr1, 2π + γ/2} < σ ≤ σcr2, ìà¹ìî −∆f̄σ(x) + f̄σ(x) + σ = 0

êîëè −γ/2 < f̄σ ≤ 0, i −∆f̄σ(x) + f̄σ(x) +σ = 2π êîëè f̄σ < −γ/2. Òàêèì ÷èíîì

íåîáõiäíî òiëüêè ïîêàçàòè ùî ìíîæèíà ðiâíÿ f̄σ = −γ/2 ìà¹ íóëüîâó ìiðó. Äëÿ
öüîãî ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó W = {x ∈ Ω; −γ/2 ≥ f̄σ > −γ/2 − δ}, äå δ > 0.

Äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ δ ìåæó W ìîæíà ðîçáèòè íà äâi íåïóñòi ÷àñòèíè S1 =

{x ∈ ∂W ; f̄σ = −γ/2} i S2 = {x ∈ ∂W ; f̄σ = −γ/2 − δ}. Îáèäâi ìíîæèíè S1 i

S2 ìàþòü íóëüîâó ìiðó. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ U , òàêó ùî ∆U = 0 ó âíóòðiøíiõ

òî÷êàõW , U = −γ/2 íà S1, i U = −γ/2−δ íà S2. Çãiäíî ç ïðèíöèïîì ìàêñèìóìó

U < −γ/2 ó âíóòðiøíiõ òî÷êàõ W . Ç iíøîãîã áîêó f̄σ ≤ U (iíàêøå min{f̄σ, U}
¹ ìiíiìiçàíòîì). Òàêèì ÷èíîì ìíîæèíà ðiâíÿ f̄σ = −γ/2 ñïiâïàäà¹ ç S1 i ìà¹

íóëüîâó ìiðó.
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Äëÿ σ > σcr2 ç'ÿâëÿþòüñÿ âèõîði ç êðàòíiñòþ áiëüøîþ îäèíèöi. ßê i ó âèïàä-

êó ïðîñòèõ âèõîðiâ, ¹ äâà ñöåíàðiÿ ó çàëåæíîñòi âiä òîãî ÷è σcr2 < γ/2 + 2π àáî

σcr2 ≥ γ/2 + 2π. Âèçíà÷èìî

σcr3 := max{σ > 0; max |gσ| ≤ 5γ/2}, (I.12)

äå gσ � ìiíiìiçàíò çàäà÷ii

min

{
1

2

∫
Ω

(
|∇f |2 + f 2 + 4π((|f | − γ/2)+ + (|f | − 3γ/2)+) + 2σf

)
dx;

f ∈ H1
0(Ω)

}
. (I.13)

Òâåðäæåííÿ I.5. ßêùî σcr2 < σ ≤ 4π+ 3γ/2, òîäi (I.13) çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i

min

{
1

2

∫
Ω

(
|∇f |2 + f 2 + 4π(|f | − γ/2)+ + 2σf

)
dx; f ∈ H1

0(Ω), |f | ≤ 3γ/2

}
.

(I.14)

Ìiíiìiçàíò f̄σ ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ −3γ/2 íà ìíîæèíi íåíóëüîâî¨ (äâîâèìiðíî¨)

ìiðè. Áiëüø òîãî, ôóíêöiÿ D(x) ¹ íóëüîâîþ â îáëàñòi äå f̄σ(x) > −γ/2, D(x) =

1 êîëè −3γ/2 < f̄σ(x) < −γ/2 i D(x) = (σ − 3γ/2)/(2π) êîëè f̄σ(x) = −3γ/2.

ßêùî max{σcr2, 4π + 3γ/2} < σ ≤ σcr3, òîäi D(x) = 0 êîëè f̄σ(x) > −γ/2,
D(x) = 1 ÿêùî −3γ/2 < f̄σ(x) < −γ/2 i D(x) = 2 êîëè fσ(x) < −3γ/2, äå f̄σ �

ìiíiìiçàíò (I.13).

Äîâåäåííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó ¹ àíàëîãi÷íèì ïîïåðåäíiì âèïàäêàì. Ïîäàëüøå

çáiëüøåííÿ ìàãíiòíîãî ïîëÿ ïðèçâîäèòü äî âèõîðiâ ç áiëüøèìè êðàòíîñòÿìè ó

âëîæåíèõ îáëàñòÿõ. ßêiñíî ñòðóêòóðó D(x) îïèñàíî â íàñòóïíié Òåîðåìi.

Òåîðåìà I.6. Iñíó¹ ñòðîãî çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü êðèòè÷íèõ çíà÷åíü

σcrj = σcrj(γ,Ω), j = 1, 2, . . . , òàêà ùî äëÿ σcrj < σ < σcr(j+1) ôóíêöiÿ

D(x) ïðèéìà¹ ïîñòiéíi çíà÷åííÿ íà ïiäìíîæèíàõ Ωk \ Ωk+1, äå Ωk = Ωk(σ),

k = 0, 1, . . . , j � ñòðîãî âêëàäåíi ïiäîáëàñòi i Ω0 = Ω. Áiëüø êîíêðåòíî,

D(x) = 0 â Ω0 \ Ω1 i D(x) = k â Ωk \ Ωk+1, k ≤ j − 1. Êîëè x ∈ Ωj ìî-

æëèâi òàêi äâà âèïàäêà: ÿêùî σ < 2πj + (j − 1/2)γ òîäi (j − 1) < D(x) < j,

ó ïðîòèâíîìó âèïàäêó D(x) = j.



Äîäàòîê J

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî óñåðåäíåííÿ äëÿ ïàðàáîëi÷íî¨

çàäà÷i (3.2.2)

Â òåðìiíàõ îïåðàòîðiâ Aε i Gε çàäà÷à (3.2.2) ìà¹ âèãëÿä∂tuε(t) +Aε(uε(t))− Gε(uε(t)) = f(t), t > 0

uε(0) = ũ.
(J.1)

Âèâ÷à¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ uε çàäà÷i (J.1) êîëè ε→ 0. Ïðè

öüîìó áóäåìî êîðèñòàòèñü îçíà÷åííÿì äâîõìàñøòàáíî¨ çáiæíîñòi ôóíêié, ùî

çàëåæàòü âiä çìiííî¨ ÷àñó t. Ñëiäóþ÷è [71], áóäåìî íàçèâàòè

ïîñëiäîâíiñòü vε = vε(x, t), ÿêà ¹ îáìåæåíîþ â L2(Ω× [0, T ]),

äâîõìàñøòàáíî çáiæíîþ äî V0(x, y, t) ÿêùî∫ T

0

∫
Ω

vεφ(x, x/ε, t) dxdt→
∫ T

0

∫
Y

∫
Ω

V0φ(x, y, t) dxdydt,

∀ Y �ïåðiîäè÷íî¨ âiäíîñíî y ôóíêöi¨ φ(x, y, t) ∈ C∞(Ω× Y × [0, T ]).

(J.2)

Îñíîâíi âëàñòèâîñòi çáiæíîñòi (J.2) ¹ àíàëîãi÷íèìè ñòàíäàðòíié äâîõìàñøòà-

áíié çáiæíîñòi. Çîêðåìà, äîâiëüíà îáìåæåíà â L2(Ω × [0, T ]) ïîñëiäîâíiñòü ìà¹

ïiäïîñëiäîâíiñòü, ùî çáiãà¹òüñÿ ó ñåíñi (J.2); ÿêùî ‖vε‖L2(0,T ;W 1,2(Ω)) ≤ C, òîäi, ç

òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, vε i Dvε çáiãàþòüñÿ ó ñåíñi (J.2) äî V0 i DV0(x, t)+

DyV1(x, y, t), âiäïîâiäíî, äå V0 ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω)), V1 ∈ L2([0, T ]×Ω;W 1,2
per(Y )).

Çàçíà÷èìî, ùî ç (J.2) âçàãàëi êàæó÷i íå âèïëèâà¹, ùî vε( · , t) çáiãà¹òüñÿ äâî-

õìàñøòàáíî äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ [0, T ], àëå∫ β

α

vεdt→
∫ β

α

V0dt äâîõìàñøòàáíî äëÿ âñiõ 0 ≤ α < β ≤ T.
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1 (Iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (J.1)). Äëÿ çàäàíîãî T > 0, ïîêàæåìî,

ùî çàäà÷à (J.1) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê íà iíòåðâàëi [0, T ]. Äëÿ öüîãî çàçíà÷èìî,

ùî îïåðàòîð Aε(u)−Gε(u) + λ̃u ñòà¹ ìîíîòîííèì äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ λ̃ > 0.

Äiéñíî, êîðèñòóþ÷èñü (3.2.8) îòðèìó¹ìî

〈Gε(u)− Gε(v), u− v〉ε ≤ C

∫
Sε

|u− v|2dσ

≤ κ/2‖D(u− v)‖2
L2(Ωε)

+ Γε‖u− v‖2
L2(Ωε)

, ∀u, v ∈ W 1,2(Ωε), (J.3)

äå κ � ñòàëà ç (3.2.5), i Γε íå çàëåæèòü âiä uε i vε (îñòàííÿ íåðiâíiñòü â (J.3)

âèïëèâà¹ ç êîìïàêòíîñòi îïåðàòîðà ñëiäó Tε : W 1,2(Ωε) → L2(Sε), Tεw =

ñëiä w íà Sε ). Ïîêëàäåìî λ̃ = Γε + 1, êîðèñòóþ÷èñü (3.2.5) i (J.3) òåïåð íå-

âàæêî ïåðåâiðèòè, ùî

îïåðàòîð u 7→ Aε(u)− Gε(u) + λ̃u ¹ ìîíîòîííèì. (J.4)

Çàìiíîþ íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ vε = e−λ̃tuε çàäà÷à (J.1) çâîäèòüñÿ äî åâîëþöiéíî¨

çàäà÷i ∂tvε(t) + Ãε(vε(t), t) − G̃ε(vε(t), t) + λ̃vε = e−λ̃tf(t), t > 0, ç ïî÷àòêîâîþ

óìîâîþ vε(0) = ũ, äå Ãε : v 7→ e−λ̃tAε(eλ̃tv) i G̃ε : v 7→ e−λ̃tGε(eλ̃tv). Äî íå¨

ìîæíà çàñòîñóâàòè âiäîìi àáñòðàêòíi ðåçóëüòàòè äëÿ ìîíîòîííèõ îïåðàòîðiâ

(äèâ., íàïðèêëàä, [186]), i ç (J.4), (3.2.5) i (J.3) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ¹äèíîãî

ðîçâ'ÿçêó íà [0, T ] äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié f ∈ L2([0, T ];X∗ε ) i ũ ∈ L2(Ω).

2 (Ðiâíîìiðíi àïðiîðíi îöiíêè). Ïîêàæåìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî T > 0 ðîçâ'ÿçîê

uε çàäà÷i (J.1) çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi îöiíêè äëÿ ìàëèõ ε,

‖∂tuε‖2
L2(0,T ;X∗ε ), ‖uε‖2

L2(0,T ;Xε)
≤ C(〈ũ, ũ〉ε + ‖f‖2

L2(0,T ;X∗ε ) + 1), (J.5)

çi ñòàëîþ C, ùî íå çàëåæèòü âiä ε. Íåõàé ε0, λ0 � ñòàëi ç Òåîðåìè 3.2.1. Ç (J.1)

ìà¹ìî, äëÿ ε ≤ ε0

〈uε(t), uε(t)〉ε + 2

∫ t

0

〈Aε(uε(τ)) + Gε(uε(τ)) + λ0uε(τ), uε(τ)〉εdτ

= 〈ũ, ũ〉ε + 2

∫ t

0

〈f(τ) + λ0uε(τ), uε(τ)〉εdτ. (J.6)
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Òîäi (J.6) â êîìáiíàöi¨ ç (3.2.53) äàþòü

〈uε(T ′), uε(T ′)〉ε + 2κ1‖uε‖2
L2(0,T ′;Xε)

≤ 〈ũ, ũ〉ε + ‖f‖L2(0,T ′;X∗ε )‖uε‖L2(0,T ′;Xε)

+ 2T ′κ2 + 2λ0

∫ T ′

0

〈uε(t), uε(t)〉εdt, ∀ 0 ≤ T ′ ≤ T. (J.7)

Îòæå

〈uε(T ′), uε(T ′)〉ε ≤ e2λ0T
′
(〈ũ, ũ〉ε +

1

κ1
‖f‖2

L2(0,T ′;X∗ε ) + 2T ′κ2), (J.8)

òàêèì ÷èíîì, ç îöiíêè (J.8) i (J.7) âèïëèâà¹ äðóãà îöiíêà â (J.5), à äëÿ äîâåäåííÿ

ïåøî¨ îöiíêè çàïèøåìî ‖∂tuε‖L2(0,T ;X∗ε ) ≤ ‖Aε(uε)‖L2(0,T ;X∗ε ) + ‖Gε(uε)‖L2(0,T ;X∗ε ) +

‖f‖L2(0,T ;X∗ε ) i ñêîðèñòà¹ìîñü äðóãîþ îöiíêîþ â (J.5) i (3.2.52).

3 (Óñåðåäíåííÿ çàäà÷i (J.1)). Ïðîäîâæèìî uε íà Ω çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà ïðî-

äîâæåííÿ Pε (äèâ. Ïiäðîçäië [?]), òîäi ðåçóëüòóþ÷à ôóíêöiÿ, ÿêó ïðîäîâæèìî

ïîçíà÷àòè uε, çàäîâîëüíÿ¹

‖uε(t)‖L2(Ω) ≤ C äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ], i ‖uε‖L2(0,T ;W 1,2(Ω)) ≤ C, (J.9)

çi ñòàëîþ C, ùî íå çàëåæèòü âiä ε. Âiäñiëÿ âèïëèâà¹, ùî, ç òî÷íiñòþ äî ïiäïî-

ñëiäîâíîñòi,

uε → U0(x, t) äâîõìàñøòàáíî (ó ñåíñi (J.2)) i ñëàáêî â L
2(0, T ;W 1,2(Ω)), (J.10)

Dxuε → DxU0(x, t) +DyU1(x, y, t) äâîõìàñøòàáíî (ó ñåíñi (J.2)), (J.11)

äå U0 ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω)), U1 ∈ L2(0, T ;L2(Ω;W 1,2
per(Y ))). Êðiì òîãî, ÿêùî ïî-

êëàñòè ûε = uε äëÿ x ∈ Ωε i ûε = 0 äëÿ x ∈ Ω \ Ωε, òîäi ç (J.10) âèïëèâà¹, ùî

ûε → |Y ∗|U0(x, t) ñëàáêî â L2(0, T ;L2(Ω)).

Íåõàé X = W 1,2(Ω) i íåõàé X∗ ïîçíà÷à¹ äóàëüíèé ïðîñòið âiäíîñíî ïàðóâà-

ííÿ

〈u, v〉 = |Y ∗|
∫

Ω

uvdx.

Ïîêàæåìî, ùî U0 ∈ W 1,2(0, T ;X∗), i ûε(t) → |Y ∗|U0(t) ñëàáêî â L2(Ω) äëÿ âñiõ

0 ≤ t ≤ T . Ç (J.10) âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ φ ∈ X i ϕ ∈ C∞0 ([0, T ]),∫ T

0

〈∂tuε, φ〉εϕ(t)dt = −
∫ T

0

〈uε, φ〉εϕ′(t)dt→ −
∫ T

0

〈U0, φ〉ϕ′(t)dt. (J.12)
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Ç iíøîãî áîêó, êîðèñòóþ÷èñü (J.5), îòðèìó¹ìî∣∣∣∣∫ T

0

〈∂tuε, φ〉εϕ(t)dt

∣∣∣∣2 ≤ C

∫ T

0

‖φ‖2
Xε
|ϕ(t)|2dt ≤ C‖ϕφ‖2

L2(0,T ;X). (J.13)

Òîäi ç (J.12), (J.13) âèïëèâà¹, ùî U0 ∈ W 1,2(0, T ;X∗). Çãiäíî ç (J.8) íîðìè

‖ûε(t)‖L2(Ω) ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíèìè âiäíîñíî 0 < ε ≤ ε0 i t ∈ [0, T ]. Òàêèì ÷è-

íîì, äëÿ äîâåäåííÿ ñëàáêî¨ çáiæíîñòi ûε(t)→ |Y ∗|U0(t) â L2(Ω) äëÿ äîâiëüíîãî

t ∈ [0, T ] äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî

〈uε(t), φ〉ε → 〈U0(t), φ〉 äëÿ âñiõ φ ∈ X. (J.14)

Ç ïåðøî¨ îöiíêè â (J.5) çíàõîäèìî |〈uε(t)−uε(t′), φ〉ε| ≤ C|t−t′|1/2‖φ‖X , ç iíøîãî
áîêó ìà¹ìî (J.14) ó ñåíñi ñëàáêî¨ ç çiðî÷êîþ çáiæíîñòi â L∞(0, T ), îñêiëüêè

ûε → |Y ∗|U0(x, t) ñëàáêî â L2(0, T ;L2(Ω)). Òàêèì ÷èíîì (J.14) ìà¹ ìiñöå äëÿ

âñiõ t ∈ [0, T ], òàê ùî ∀t ∈ [0, T ] ûε(t)→ |Y ∗|U0(t) ñëàáêî â L2(Ω), çîêðåìà,

lim inf
ε→0

〈uε(T ), uε(T )〉ε = lim inf
ε→0

∫
Ωε

((uε(T )− U0(T ))2 − U 2
0 (T )) dx

+ 2 lim
ε→0

∫
Ω

ûε(T )U0(T ) dx = lim inf
ε→0

∫
Ωε

(uε(T )− U0(T ))2 dx+ 〈U0(T ), U0(T )〉

≥ 〈U0(T ), U0(T )〉, (J.15)

i, î÷åâèäíî,

〈uε(T ), vε〉ε → 〈U0(T ), V0〉, äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (vε), òàêî¨ ùî

vε → V0 ñèëüíî â L
2(Ω). (J.16)

Ëåìà J.1. ßêùî (uε) ¹ (ïiä)ïîñëiäîâíiñòþ ðîçâ'ÿçêiâ (J.1), òàêîþ ùî âèêîíó-

¹òüñÿ (J.10), òîäi

‖uε − U0‖L2(Ω×[0,T ]) → 0 ïðè ε→ 0. (J.17)

Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê (J.10) äîñòàòíüî âñòàíîâèòè êîìïàêòíiñòü (uε) â L2(Ω×
[0, T ]). Äëÿ öüîãî áóäå ïîáóäîâàíî ïîñëiäîâíiñòü êîìïàêòiâ Kk (k = 1, 2, . . . ) â

L2(Ω× [0, T ]), òàêó ùî limk→∞ lim supε→0 distL2(Ω×[0,T ])(uε, Kk) = 0.
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Íåõàé 0 = ω
(0)
ε < ω

(1)
ε ≤ · · · ≤ ω

(j)
ε ≤ . . . � ñïåêòð çàäà÷i Íåéìàíà−∆φ = ωφ â Ωε

∂φ
∂ν = 0 íà ∂Ωε.

Âèáåðåìî âëàñíi ôóíêöi¨ φ(j)
ε òàê ùîá âîíè óòâîðþâàëè îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ

â L2(Ωε), òîäi

uε(t) =
∞∑
j=0

f (j)
ε (t)Pεφ

(j)
ε , where f

(j)
ε (t) = 〈uε(t), φ(j)

ε 〉ε.

ßñíî, ùî ôóíêöi¨ φ(j)
ε /(ω

(j)
ε +1)1/2 óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ âW 1,2(Ωε)

(çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì
∫

Ωε
(∇u · ∇v + uv)dx), îòæå

∞∑
j=0

(1 + ω(j)
ε )

∫ T

0

|f (j)
ε (t)|2dt = ‖uε‖2

L2(0,T ;Xε)
≤ ‖uε‖2

L2(0,T ;X) ≤ C. (J.18)

Äîáðå âiäîìî, ùî ω
(k)
ε → ω(k) ïðè ε → 0, äå 0 = ω(0) < ω(1) ≤ · · · ≤

ω(j) ≤ . . . � äèñêðåòíèé ñïåêòð óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i. Ç ïåðøî¨ îöiíêè â (J.5)

ìà¹ìî |f (j)
ε (t) − f

(j)
ε (t′)| ≤ C|t − t′|1/2‖φ(j)

ε ‖Xε
= C|t − t′|1/2(1 + ω

(j)
ε )1/2 äëÿ

âñiõ t, t′ ∈ [0, T ]. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî, äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî k, ïîñëi-

äîâíiñòü (u
(k)
ε :=

∑k
j=0 f

(j)
ε (t)Pεφ

(j)
ε ) ëåæèòü â îáìåæåíié çàìêíåíié ïiäìíîæèíi

Kk ìíîæèíè C1/2([0, T ];X). Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ìíîæèíó Kk ìîæíà âèáðàòè

êîìïàêòíîþ â L2(Ω × [0, T ]). Ç iíøîãî áîêó, çãiäíî ç âëàñòèâîñòÿìè îïåðàòîðà

ïðîäîâæåííÿ Pε,

‖uε − u(k)
ε ‖2

L2(Ω×[0,T ]) ≤ C

∫ T

0

‖uε − u(k)
ε ‖2

L2(Ωε)
dt = C

∞∑
j=k+1

∫ T

0

|f (j)
ε (t)|2dt,

îòæå, ç îãëÿäó íà (J.18), lim supε→0 distL2(Ω×[0,T ])(uε, Kk) ≤ lim supε→0 ‖uε −
u

(k)
ε ‖L2(Ω×[0,T ]) ≤ C/ω(k+1) → 0 êîëè k →∞.

Âèáåðåìî òåïåð äîâiëüíi V0(x, t) ∈ C∞(Ω × [0, T ]), V1(x, y, t) ∈ C∞(Ω ×
Y × [0, T ]), äå V1(x, y, t) ¹ Y -ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ âiäíîñíî y, ïîêëàäåìî
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vε = V0(x, t) + εV1(x, x/ε, t), i ñêîðèñòà¹ìîñü òåñòîâîþ ôóíêöi¹þ wε = uε − vε â
(J.1):

1

2
〈uε(T ), uε(T )〉ε −

1

2
〈ũ, ũ〉ε − 〈uε(T ), vε(T )〉ε + 〈ũ, vε(0)〉ε

+

∫ T

0

〈uε(t), ∂tvε(t)〉εdt+

∫ T

0

〈Aε(uε(t)), wε(t)〉εdt−
∫ T

0

〈Gε(uε(t)), wε(t)〉εdt

=

∫ T

0

〈f(t), wε(t)〉εdt. (J.19)

Ç îãëÿäó íà (J.10) i (J.15), (J.16), ìîæíà ïåðåéòè äî ãðàíèöi lim infε→0 ó (J.19),

â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî

lim inf
ε→0

(
1

2
〈uε(T ), uε(T )〉ε −

1

2
〈ũ, ũ〉ε − 〈uε(T ), vε(T )〉ε + 〈ũ, vε(0)〉ε

+

∫ T

0

(〈uε(t), ∂tvε(t)〉ε − 〈f(t), wε(t)〉ε)dt
)

≥ 1

2
〈U0(T ), U0(T )〉 − 1

2
〈ũ, ũ〉 − 〈U0(T ), V0(T )〉+ 〈ũ, V0(0)〉

+

∫ T

0

(〈U0(t), ∂tV0(t)〉 − 〈f(t), U0(t)− V0(t)〉)dt. (J.20)

Âíàñëiäîê (J.11) òàêîæ ìà¹ìî

lim
ε→0

∫ T

0

〈Aε(vε(t)), wε(t)〉εdt

=

∫ T

0

∫
Ω

∫
Y ∗
a(DxV0 +DyV1, y) · (DxU0 +DyU1 −DxV0 −DyV1)dydxdt. (J.21)

Ïîêàæåìî, ùî∫ T

0

〈Gε(uε), uε − vε〉εdt→
∫ T

0

M(U0, U1, V0, V1)dt ïðè ε→ 0, (J.22)

äå M(U0, U1, V0, V1) âèçíà÷åíî â (3.2.31) (àáî, åêâiâàëåíòíî, ïðàâîþ ÷àñòèíîþ

(3.2.26)). Äîâåäåííÿ (J.22) òiñíî ñëiäó¹ ìiðêóâàííÿì â êiíöi Ïiäðîçäiëó 3.2.3

(äîâåäåííÿ (3.2.26)), ïðîòå çàìiñòü Òâåðäæåííÿ 3.2.7 ñêîðèñòà¹ìîñü íàñòóïíèì

ðåçóëüòàòîì.
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Òâåðäæåííÿ J.2. Ïðèïóñòèìî, ùî q(t, x, y) ∈ C([0, T ]× Ω;L∞(S)) çàäîâîëü-

íÿ¹, (a) |q(t, x, y)−q(t′, x′, y)| ≤ C(|x−x′|+|t−t′|) ç C > 0, ùî íå çàëåæèòü âiä

x, x′ ∈ Ω, t, t′ ∈ [0, T ] i y ∈ S; (b) q(t, x, y) ¹ Y -ïåðiäîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ âiäíîñíî

y ∈ S;
(c)
∫
Y ∩S

q(t, x, y)dσy = 0 äëÿ âñiõ x ∈ Ω, t ∈ [0, T ].

Òîäi, äëÿ çàäàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi wε ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω)), òàêî¨ ùî wε → W0,

Dxwε(x, t) → DxW0(x, t) + DyW1(x, y, t) äâîõìàñøòàáíî (ó ñåíñi (J.2)) ïðè

ε→ 0, ìà¹ìî∫ T

0

∫
Sε

q(t, x, x/ε)(wε− w̄ε)dσdt→
∫ T

0

∫
Ω

∫
Y ∩S

q(t, x, y)(DxW0 ·y+W1)dσydxdt.

(J.23)

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî 0 = t
(n)
0 < · · · < t

(n)
j = Tj/n < · · · < t

(n)=T
n , ∆

(n)
j =

(t
(n)
j−1, t

(n)
j ), òîäi, êîðèñòóþ÷èñü (3.2.38) i íåïåðåðâíiñòþ çà Ëiïøèöåì ôóíêöi¨

q(t, x, y) âiäíîñíî t, çíàõîäèìî∫ T

0

∫
Sε

q(t, x, x/ε)(wε − w̄ε)dσdt =
n∑
j=1

∫
∆

(n)
j

∫
Sε

q(t, x, x/ε)(wε − w̄ε)dσdt

=
n∑
j=1

∫
Sε

q(t
(n)
j , x, x/ε)

∫
∆

(n)
j

(wε − w̄ε)dtdσ + r(n)
ε , (J.24)

ç

|r(n)
ε | ≤

C

n

∫ T

0

∫
Sε

|wε − w̄ε|dσdt ≤ C

n

∫ T

0

‖wε‖W 1,2(Ω)dt. (J.25)

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ Wε =
∫

∆
(n)
j
wεdt i çàñòîñó¹ìî Òâåðäæåííÿ 3.2.7, ìà¹ìî

lim
ε→0

∫
Sε

q(t
(n)
j , x, x/ε)(Wε−W̄ε)dtdσ =

∫
∆

(n)
j

∫
Ω

∫
Y ∩S

q(t
(n)
j , x, y)(DxW0·y+W1)dσydxdt.

(J.26)

Ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi (äëÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi) ïðè ε→ 0 â (J.24) i â îòðèìàíîìó

ñïiââiäíîøåííi ñïðÿìó¹ìî n äî∞, òîäi, êîðèñòóþ÷èñü (J.25) i (J.26) çíàõîäèìî

(J.23).
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Äîâåäåííÿ (J.22) (ïðîäîâæåííÿ). Âíàñëiäîê Ëåìè 3.2.9 i (J.9) ìà¹ìî∫ T

0

〈Gε(uε), uε − vε〉εdt =

∫ T

0

∫
Sε

g(ūε, x/ε)(uε − vε − ūε + v̄ε)dσdt

+

∫ T

0

∫
Sε

g′u(ūε, x/ε)(ūε − v̄ε)(uε − ūε)dσdt+O(ε2/(N+2)).

Íàáëèçèìî U0 ôóíêöiÿìè u(1)
δ ∈ C1(Ω × [0, T ]): ‖U0 − u

(1)
δ ‖L2(Ω×[0,T ]) ≤ δ,òîäi,

êîðèñòóþ÷èñü Ëåìîþ 3.2.10, Ëåìîþ J.1 (çáiæíiñòü uε äî U0 â L2(Ω × [0, T ])),

âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöié g(u, y) i g′u(u, y) (óìîâè (I)�(3.2.9)), (3.2.38) i äðóãîþ

îöiíêîþ â (J.9), îòðèìó¹ìî

lim
ε→0

∫ T

0

〈Gε(uε), uε − vε〉εdt = lim
ε→0

∫ T

0

∫
Sε

(
g(u

(1)
δ , x/ε)(uε − vε − ūε + v̄ε)

+g′u(u
(1)
δ , x/ε)(u

(1)
δ − V0)(uε − ūε)

)
dσdt+O(δ), (J.27)

çà óìîâè, ùî ãðàíèöi iñíóþòü. Çàñòîñó¹ìî Òâåðäæåííÿ J.2 äëÿ òîãî ùîá îá÷è-

ñëèòè ãðàíèöi â ïðàâié ÷àñòèíi (J.27), òîäi â ãðàíèöi δ → 0 çíàõîäèìî (J.22).

�

Òåïåð, çàâäÿêè ìîíîòîííîñòi Aε(u) ìîæíà ïðåéòè äî ãðàíèöi lim infε→0 â

(J.19), â ðåçóëüòàòi, âíàñëiäîê (J.20)�(J.22) ìà¹ìî∫ T

0

(〈∂tU0(t), U0(t)− V0(t)〉 − 〈f(t), U0(t)− V0(t)〉)dt

+

∫ T

0

∫
Ω

∫
Y ∗
a(DxV0 +DyV1, y) · (DxU0 +DyU1 −DxV0 −DyV1)dydxdt

−
∫ T

0

M(U0, U1, V0, V1)dt ≤ 0. (J.28)

Öþ íåðiâíiñòü îäåðæàíî äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöi¨ V0(x, t) ∈ C∞(Ω × [0, T ]) i

ôóíêöi¨ V1(x, y, t) ∈ C∞(Ω × Y × [0, T ]) (Y -ïåðiîäè÷íî¨ âiäíîñíî y), ç ìið-

êóâàíü ùiëüíîñòi íåðiâíiñòü çàëèøà¹òüñÿ ñïðàâåäëèâîþ äëÿ äîâiëüíèõ V0 ∈
L2(0, T ;W 1,2(Ω)), V1 ∈ L2(0, T ;L2(Ω;W 1,2

per(Y ))). Òàêèì ÷èíîì ìîæíà ïîêëàñòè



422

V0 = U0, V1 = U1 ± δφ(x, t)w(y), äå w ∈ W 1,2
per(Y ), φ ∈ C∞(Ω × [0, T ]) i δ > 0 ¹

äîâiëüíèìè, ïîäiëèòè (J.28) íà δ i ïåðåéòè äî ãðàíèöi δ → 0:∫ T

0

∫
Ω

(∫
Y ∗
a(DxU0 +DyU1, y) ·Dywdy −

∫
S∩Y

g(U0, y)wdσy

)
ϕ(x, t)dxdt = 0.

(J.29)

Òàêèì ÷èíîì, U1 çàäîâîëüíÿ¹ (3.2.17) ç u = U0 i ξ = DxU0 äëÿ ìàéæå âñiõ

(x, t) ∈ Ω × [0, T ]. Ïîêëàäåìî òåïåð V0 = U0 ± δΦ(x, t), V1 = U1 , äå Φ ∈
C∞(Ω× [0, T ]) i δ > 0 ¹ äîâiëüíèìè, ïîäiëèìî (J.28) íà δ i ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi

δ → 0. Â ðåçóëüòàòi îðèìó¹ìî

|Y ∗|
∫ T

0

∫
Ω

∂tU0(x, τ)Φ(x, τ)dxdτ

+

∫ T

0

∫
Ω

(a∗(DxU0, U0) ·DxΦ− b∗(DxU0, U0)Φ− divx(g
∗(U0)Φ))dxdτ

= |Y ∗|
∫ T

0

∫
Ω

f(x, t)Φ(x, τ)dxdτ, (J.30)

ùî ¹ ñëàáêèì ôîðìóëþâàííÿì (3.2.4). �



Äîäàòîê K

Âëàñòèâîñòi óñåðåäíåíèõ çàäà÷ (3.2.3) i (3.2.4)

Âèçíà÷èìî îïåðàòîðè A∗,B∗, T ∗ : X → X∗ by B∗(u) = b∗(Du, u),

〈A∗(u), v〉 =

∫
Ω

a∗(Du, u) ·Dvdx, ∀v ∈ X,

〈T ∗(u), v〉 =

∫
∂Ω

g∗(u) · ν vdσ =

∫
Ω

div(g∗(u)v)dx, ∀v ∈ X.

Òîäi, â òåðìiíàõ îïåðàòîðiâ F∗(u) = A∗(u)−B∗(u)−T ∗(u), çàäà÷i (3.2.3) i (3.2.4)

ìàþòü âèãëÿä

F∗(u) + λu = f, (K.1)∂tu+ F∗(u) = f, t > 0

u = ũ, êîëè t = 0.
(K.2)

Çãiäíî ç Òåîðåìîþ 3.2.2 iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê (çíàéäåíèé â ãðàíèöi ðîçâ'ÿçêiâ (M.1))

çàäà÷i (K.1) äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L2(Ω); àíàëîãi÷íî, âíàñëiäîê Òåîðåìè

3.2.6 çàäà÷à (K.2) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê íà iíòåðâàëi ÷àñó [0, T ] äëÿ f ∈ L2(Ω× [0, T ]) i

ũ ∈ L2(Ω). Ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷ (K.1) i (K.2) ìîæíà äîâåñòè äëÿ áiëüø çàãàëüíèõ

f , çîêðåìà, f ∈ X∗ i f ∈ L2(0, T ;X∗) â (K.1) i (K.2), âiäïîâiäíî. Ïðîòå áiëüø

ïðîáëåìàòè÷íîþ ¹ ¹äíiñòü ðîçâ'ÿçêó.

1(Âëàñòèâîñòi a∗ i b∗). Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò îïèñó¹ a∗ i b∗.

Ëåìà K.1. Ôóíêöi¨ a∗ i b∗ âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (3.2.14), (3.2.15) ¹ íåïåðåðâ-

íèìè, ïðè÷îìó, iñíóþòü ñòàëi γ, α, r > 0 i C, òàêi ùî

a∗(ξ, u) · ξ ≥ γ|ξ|2 − C(|u|2 + 1) i |a∗(ξ, u)| ≤ C(|ξ|+ |u|+ 1), (K.3)

423
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(a∗(ξ, u)− a∗(ζ, v)) · (ξ − ζ) ≥ α|ξ − ζ|2 − r(u− v)2, (K.4)

|b∗(ξ, u)| ≤ C(|ξ|+ |u|+ 1) i

(b∗(ξ, u)− b∗(ζ, v))(v − u) ≤ 1

4
(a∗(ξ, u)− a∗(ζ, v)) · (ξ − ζ))

+ C
(
|u− v|2 + |u− v|2(|ξ|+ |u|+ 1)/(1 + |u− v|)

)
. (K.5)

Äîâåäåííÿ öi¹¨ Ëåìè áàçó¹òüñÿ íà äîñëiäæåííi âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ

w(y; ξ, u) çàäà÷i (3.2.17). Áóäåìî êîðèñòóâàòèñü íàñòóïíèìè äîáðå âiäîìèì ðå-

çóëüòàòàìè, ∫
S∩Y

∣∣∣w − 1

|Y ∗|

∫
Y ∗
wdx

∣∣∣2 dσ ≤ C

∫
Y ∗
|Dw|2 dx, (K.6)∫

Y ∗
|Dyw + ξ|2 dy ≥ ρ|ξ|2, ρ > 0, (K.7)

äëÿ âñèõ ξ ∈ RN , w ∈ W 1,2
per(Y

∗), äå C i ρ íå çàëåæàòü âiä w i ξ.

Ëåìà K.2. Äëÿ äîâiëüíèõ ξ ∈ RN , u ∈ R iñíó¹ ¹äèíèé (ç òî÷íiñòþ äî àäè-

òèâíî¨ ñòàëî¨) ðîçâ'ÿçîê w(y; ξ, u) çàäà÷i (3.2.17) i

(a)
∫
Y ∗
|Dyw(y; ξ, u)|2dy ≤ C(|ξ|2 + |u|2 + 1),

(b) a∗(ξ, u) · ξ ≥ γ|ξ|2 − C(|u| |ξ|+ |u|2 + 1) (ç γ > 0),

(c) iñíóþòü α, β > 0 i r, òàêi ùî, äëÿ äîâiëüíèõ ξ, ζ ∈ RN i u, v ∈ R

(a∗(ξ, u)− a∗(ζ, v)) · (ξ − ζ) ≥ α|ξ − ζ|2 − r(u− v)2 + β

∫
Y ∗
|Dŵ|2dy,

äå ŵ = w(y; ξ, u)− w(y; ζ, v),

(d) w(y; ζ, v)→ w(y; ξ, u) ñèëüíî â W 1,2
per(Y

∗) \ R êîëè ζ → ξ, v → u.

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó (3.2.17) âW 1,2
per(Y

∗)\R âèïëèâà¹ ç ïðè-

ïóùåíü (i)-(iii) i (vi) íà ôóíêöi¨ a i g (äèâ. Ïiäðîçäië 3.2.1). Äëÿ äîâåäåííÿ (a)

ç (3.2.17) îòðèìó¹ìî, çà äîïîìîãîþ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè,∫
Y ∗
a(ξ +Dw, y) · (ξ +Dw)dy =

∫
S∩Y

g(u, y)wdσ+

∫
Y ∗
a(ξ +Dw, y) · ξdy (K.8)
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Çàñòîñó¹ìî íåðiâíiñòü Ïóàíêàðå (K.6) i âiçüìåìî äî óâàãè (3.2.10), (I), â ðåçóëü-

òàòi îòðèìó¹ìî, äëÿ âñèõ k > 0,∫
Y ∗
a(ξ +Dw, y) · (ξ +Dw)dy ≤ C(|u|+ 1)‖Dw‖L2(Y ∗) + C|ξ| ‖ξ +Dw‖L2(Y ∗)

≤ C(|u|+ 1)(‖ξ +Dw‖L2(Y ∗) + |ξ|) + C|ξ| ‖ξ +Dw‖L2(Y ∗)

≤ k((|u|+ 1)2 +
C

k
(|ξ|2 + ‖ξ +Dw‖2

L2(Y ∗)), (K.9)

äå C íå çàëåæèòü âiä k, u i ξ. Âèáåðåìî k â (K.9) äîñòàòíüî âåëèêèì i ñêîðè-

ñòà¹ìîñü (3.2.6): ∫
Y ∗
|ξ +Dw|2dy ≤ C(|u|2 + |ξ|2 + 1).

Ç öi¹¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹ (a) .

Òâåðäæåííÿ (b) íåâàæêî äîâåñòè çàñòîñóâàâøè (K.7) â ëiâé ÷àñòèíi (K.8) i

(K.6) â êîìáiíàöi¨ ç (I), (3.2.10) äëÿ ÷ëåíiâ â ïðàâié ÷àñòèíi.

Äëÿ äîâåäåííÿ (c), ç (3.2.17) çíàõîäèìî, çà äîïîìîãîþ iíòåãðóâàííÿì ÷àñòè-

íàìè,

(a∗(ξ, u)− a∗(ζ, v)) · (ξ − ζ) =

∫
S∩Y

(g(v, y)− g(u, y))ŵdσ

+

∫
Y ∗

(a(ξ +Dyw(y; ξ, u))− a(ζ +Dyw(y; ζ, v))) · (ξ − ζ +Dyŵ)dy. (K.10)

Áåðó÷i äî óâàãè (3.2.8), (3.2.10) i êîðèñòóþ÷èñü (K.6) ìîæíà îöiíèòè ïåðøèé

÷ëåí I1 â ïðàâié ÷àñòèíi (K.10):

|I1| ≤ k|u− v|2 +
C

k

∫
Y ∗
|Dŵ|2dy, for any k > 0, (K.11)

äå C íå çàëåæèòü âiä k, ξ, ζ, u, v. Ç îãëÿäó íà (3.2.5) i (K.7) ìà¹ìî íàñòóïíó

îöiíêó çíèçó äëÿ äðóãîãî ÷ëåíó I2 â ïðàâié ÷àñòèíi (K.10)

I2 ≥ (1− δ)κρ|ξ − ζ|2 + δκ

∫
Y ∗
|ξ − ζ +Dyŵ|2dy

ç 0 < δ < 1, ùî áóäå âèáðàíî íèæ÷å. Ç iíøîãî áîêó, êîðèñòóþ÷èñü åëåìåíòàðíîþ

íåðiâíiñòþ a2 ≤ 2(a+ b)2 + 2b2, çíàõîäèìî∫
Y ∗
|Dyŵ|2dy ≤ 2

∫
Y ∗
|ξ − ζ +Dyŵ|2dy + 2|ξ − ζ|2,
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òàêèì ÷èíîì

I2 ≥ κ(ρ− δ(ρ+ 1))|ξ − ζ|2 +
δκ

2

∫
Y ∗
|Dyŵ|2dy.

Âèáåðåìî òåïåð 0 < δ < 1, òàêå ùî ρ−δ(æ+1) > 0, i ïîêëàäåìî k = 4C/(δκ) (äå

C � ñòàëà ç (K.11)), òîäi îòðèìó¹ìî (b) ç α = κ(ρ−δ(ρ+1)) > 0, β = (δκ)/4 > 0.

Íàñàìêiíåöü, òâåðäæåííÿ (d) ¹ ïðÿìèì íàñëiäêîì (a) i (c).

Äîâåäåííÿ Ëåìè K.1. Çãiäíî ç Ëåìîþ K.2 äîñòàòíüî òiëüêè ïåðåâiðèòè (K.5).

Ïîêëàäåìîŵ = w(y; ξ, u)−w(y; ζ, v), çàñòîñó¹ìî (K.6) i âèêîðèñòà¹ìî óìîâè (i),

(iii), (iv) äëÿ g:

(b∗(ξ, u)− b∗(ζ, v))(v − u) = (v − u)

∫
S∩Y

g′u(v, y)ŵdσy

+ (v − u)

∫
S∩Y

(g′u(u, y)− g′u(v, y))w(y; ξ, u)dσy

≤ C|u− v|‖Dŵ‖L2(Y ∗) + C|u− v|2‖Dw( · ; ξ, u)‖L2(Y ∗)/(1 + |u|+ |v|). (K.12)

Òîäi òâåðäæåííÿ (a) i (c) Ëåìè K.2 âåäóòü äî (K.5). �

Çàóâàæåííÿ K.3. Ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöiÿ g(u, y) ¹ ëiíiéíîþ âiäíîñíî u, îöií-

êó (K.5) ìîæíà ñïðîñòèòè äî íàñòóïíî¨:

(b∗(ξ, u)− b∗(ζ, v))(v − u) ≤ 1

4
(a∗(ξ, u)− a∗(ζ, v)) · (ξ − ζ)) + C|u− v|2.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð îêðåìèé âèïàäîê êîëè ôóíêöiÿ a(ξ, y) ¹ ëiíiéíîþ âiäíî-

ñíî ξ, òîáòî a(ξ, y) = A(y)ξ ç A ∈ L∞(Y ;RN×N), A(y)ξ · ξ ≥ κ|ξ|2 (κ > 0),

∀ξ ∈ RN , y ∈ Y . Òîäi ðîçâ'ÿçîê (3.2.17) ìîæíà çàïèñàòè ÿê ñóìó w(y; ξ, u) =

w(1)(y; ξ) + w̃(y;u), äå w(1) � ðîçâ'ÿçîê (3.2.18), i w̃ � ¹äèíèé (ç òî÷íiñòþ äî

àäèòèâíî¨ ñòàëî¨) ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
div (A(y)Dyw̃) = 0 â Y ∗

A(y)Dyw̃ · ν = g(u, y) íà S ∩ Y

w̃ ¹ Y -ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ.

(K.13)
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Çàçíà÷èìî, ùî w(1)(y; ξ) ëiíiéíî çàëåæèòü âiä ξ, òàêîæ ìà¹ìî

‖w̃(y;u)‖W 1,2(Y ∗)\DR ≤ C(|u|+ 1), ‖w̃(y;u)− w̃(y; v‖W 1,2(Y ∗)\R ≤ C|u− v|,
‖w̃′u(y;u)− w̃′u(y; v)‖W 1,2)(Y ∗)\R ≤ C|u− v|/(1 + |u|+ |v|),

äå C íå çàëåæèòü âiä u, v. Äîâåäåííÿ öèõ îöiíîê ¹ àíàëîãi÷íèì äîâåäåííþ

(3.2.33)�(3.2.35). Òàêèì ÷èíîì ìà¹ìî

b∗(ξ, u) =
∂

∂u

∫
Y ∗
A(y)Dyw̃(y;u) ·Dyw

(1)(y; ξ)dy

+

∫
Y ∗
A(y)Dyw̃

′
u(y;u) ·Dyw̃(y;u)dy = H ′(u) · ξ + h(u) (K.14)

ç H, h, òàêèìè ùî |H(u)−H(v)| ≤ C|u− v|, |h(u)− h(v)| ≤ C|u− v|.

2(�äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (K.1)). Ó îêðåìèõ âèïàäêàõ âèïàäêàõ êîëè âèìið-

íiñòü ïðîñòîðó N ≤ 3, àáî ôóíêöiÿ a(ξ, y) ¹ ëiíiéíîþ âiäíîñíî ξ, àáî g(u, y) ¹

ëiíiéíîþ âiäíîñíî u áóäå äîâåäåíî, ùî (K.1) íå ìîæå ìàòè äâîõ ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ λ.

Íàñòóïíó íåðiâíiñòü áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ îöiíêè ñëiäiâ ôóíêöié íà

∂Ω. Äëÿ êîæíîãî δ > 0 iñíó¹ ñòàëà Λδ, òàêà ùî∫
∂Ω

|w|2dσ ≤ δ‖Dw‖2
L2(Ω) + Λδ‖w‖L2(Ω), ∀w ∈ W 1,2(Ω). (K.15)

Öÿ íåðiâíiñòü ¹ íàñëiäêîì êîìïàêòíîñòi îïåðàòîðà ñëiäó T∂Ω : W 1,2(Ω) →
L2(∂Ω), T∂Ωu = ñëiä u íà ∂Ω. Çàâäÿêè ëiïøåöåâîñòi g(u, y) âiäíîñíî u, ç íå-

ðiâíîñòi (K.15) âèïëèâà¹

|〈T ∗(u)− T ∗(v), u− v〉| ≤ α

4
‖u− v‖2

X + C‖u− v‖2
L2(Ω), (K.16)

äå ñòàëà α > 0 ¹ òi¹þ ñàìîþ, ùî i â (K.4).

Íåõàé u, v � ðîçâ'ÿçêè (K.1).

Âèïàäîê I (g(u, y) ¹ ëiíiéíîþ âiäíîñíî u). Êîðèñòóþ÷èñü Ëåìîþ K.1, Çàóâà-

æåííÿì K.3 i (K.16) îòðèìó¹ìî

〈F∗(u)−F∗(v) + λ(u− v), u− v〉 ≥ α

4
‖u− v‖2

X + (λ− λ̂0)‖u− v‖2
L2(Ω), (K.17)
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ç λ̂0, ùî íå çàëåæèòü âiä λ. Òîäi u = v ÿêùî λ ≥ λ̂0.

Âèïàäîê II (a(ξ, y) ¹ ëiíiéíîþ âiäíîñíî ξ). Ìà¹ìî, çãiäíî ç (K.14),

〈B∗(u)− B∗(v)), v − u〉 = |Y ∗|
∫

Ω

(u− v)(div(H(u)−H(v)) + h(u)− h(v))dx

= |Y ∗|
∫

Ω

(∇(v − u) · (H(u)−H(v)) + (u− v)(h(u)− h(v)))dx

+ |Y ∗|
∫
∂Ω

(u− v)(H(u)−H(v)) · ν dσ

≤ α

4
‖u− v‖2

X + C‖u− v‖2
L2(Ω),

äå âèêîðèñòàíî (K.15). Öÿ íåðiâíiñòü i Ëåìà K.1 âåäóòü äî (K.17) (ìîæëèâî ç

iíøîþ ñòàëîþ λ̂0).

Âèïàäîê III (Âèìiðíiñòü ïðîñòîðó N = 2, 3). Äîáðå âiäîìî, ùî äëÿ òàêèõ

âèìiðíîñòåéX(= W 1,2(Ω)) ¹ êîìïàêòíî âêëàäåíèì â L4(Ω), ïðè÷îìó ‖w‖2
L4(Ω) ≤

Cδ‖w‖2
X + Cδ−N/(4−N)‖w‖2

L2(Ω) äëÿ âñèõ w ∈ X i δ > 0, äå C íå çàëåæèòü âiä

δ > 0 i w (äèâ., íàïðèêëàä, [130]). Êîðèñòóþ÷èñü îñòàííüîþ íåðiâíiñòþ, Ëåìîþ

K.1 i (K.16) íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî

〈F∗(u)−F∗(v), u− v〉 ≥ α

4
‖u− v‖2

X

− C(δ‖u− v‖2
X + δ−N/(4−N)‖u− v‖2

L2(Ω))(‖u‖X + 1), ∀δ > 0. (K.18)

Ç iíøîãî áîêó, âíàñëiäîê Ëåìè K.1 i âèçíà÷åííÿ T ∗(u), äëÿ âñiõ w ∈ X

〈A∗(w), w〉 ≥ γ‖w‖2
X − C(‖w‖2

L2(Ω) + 1), |〈B∗(w), w〉| ≤ C(‖w‖X + ‖w‖L2(Ω) +

1)‖w‖L2(Ω) and |〈T ∗(w), w〉| ≤ C‖w‖X‖w‖L2(Ω). Òàêèì ÷èíîì iñíó¹ λ̃0, òàêå

ùî 〈F∗(u), u〉 ≥ γ
2‖u‖

2
X − λ̃0〈u, u〉, îòæå, äëÿ λ ≥ λ̃0 ìà¹ìî àïðiîðíó îöiíêó

‖u‖X ≤ C(‖f‖X∗+1) ç C, ùî íå çàëåæèòü âiä u, f i λ ≥ λ̃0. Òîäi, äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ

u, v çàäà÷i (K.1), ç (K.18) îòðèìó¹ìî

α

4
‖u− v‖2

X + λ‖u− v‖2
L2(Ω) ≤ C(‖f‖X∗ + 1)(δ‖u− v‖2

X + δ−N/(4−N)‖u− v‖2
L2(Ω)),

i, ïîêëàâøè δ = α/(8C((‖f‖X∗ + 2)), çíàõîäèìî, ùî u = v äëÿ λ ≥ λ̂0(=

max{λ̃0, C(‖f‖X∗ + 1)δ−N/(4−N)}). Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ N = 2 ìîæíà âèáðàòè

ñòàëó λ̂0, ùî íå çàëåæèòü âiä f .
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2(�äèíiñòü äëÿ çàäà÷i (K.2)). Äëÿ çàäàíîãî T > 0, ïîêàæåìî, ùî çàäà÷à (K.2)

íå ìîæå ìàòè äâà ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêè u, v íà iíòåðâàëi ÷àñó [0, T ] ÿêùî ôóíêöiÿ

a(ξ, y) ¹ ëiíiéíîþ âiäíîñíî ξ àáî g(u, y) ¹ ëiíiéíîþ âiäíîñíî u. Äiéñíî, w = u−v
çàäîâîëüíÿ¹ ∂t〈w(t), w(t)〉 + 2〈F∗(u(t)) − F∗(v(t)), u(t) − v(t)〉 = 0, 0 < t < T ,

i w(0) = 0, ðàçîì ç öèì âíàñëiäîê (K.17) ìà¹ìî −2〈F∗(u(t)) − F∗(v(t)), u(t) −
v(t)〉 ≤ C〈w(t), w(t)〉, 0 < t < T , îòæå e−Ct‖w(t)‖2

L2(Ω) ≤ 0 çâiäêè w ≡ 0.

Äëÿ âèìiðíîñòåé N = 2, 3 äîâåäåííÿ ¹äèíîñòi ¹ òàêèì. Íåõàé u, v � äâà

ðîçâ'ÿçêè, ïîêëàäåìî w := u− v, R(t) := 〈w(t), w(t)〉, i, êîðèñòóþ÷èñü (K.18) ç
δ = α/(8C((‖u‖X + 1)), îöiíèìî

R′(t)− CR(t)(‖u(t)‖X + 1)2 ≤ 0, 0 < t < T.

Îñêiëüêè R(0) = 0, òî R(t)exp{−C
∫ t

0 (‖u(τ)‖X + 1)2 dτ} ≤ 0 îòæå R ≡ 0, òîáòî

u = v.



Äîäàòîê L

Ïåðøi ÷ëåíè àñèìòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ áiæíèõ õâèëü

áiëÿ òî÷êè áiôóðêàöi¨ i âèíèêíåííÿ àñèìåòðè÷íèõ ôîðì

Ðîçãëÿíåìî îêðåìèé âèïàäîê, êîëè íåîáõiäíà óìîâà áiôóðêàöi¨ áiæíèõ õâèëü

(4.1.30)(äèâ. Ïiäðîçäië 4.1.2) çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ íà ïàði (Λ0,Φ0), äå Φ0 � ìiíiìàëü-

íèé ðîçâ'ÿçîê (4.1.12)�(4.1.13). Òîäi ìîæíà (ôîðìàëüíî) âèïèñàòè ïåðøi ÷ëåíè

àñèìòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ ðîçâ'ÿçêó çà ñòåïåíÿìè ìàëîãî ïàðàìåòðà ε := V .

Öå ðîçâèíåííÿ ìîæíà îãðóíòóâàòè çà äîïîìîãîþ ðåäóêöi¨ Ëÿïóíîâà-Øìiäòà.

Íàáëèæåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ââåäåíî â Ïiäðîçäiëi 4.1.2, îá÷èñëèìî òåïåð òðè

ïåðøi ÷ëåíè àñèìòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ i ïîêàæåìî, ùî ó ïåðøîìó ïîðÿäêó

êîðåêöiÿ Λ0 ¹ íóëüîâîþ. Çàçíà÷èìî, ùî êîðåêöiÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ôîðìè îáëà-

ñòi ¹ íóëüîâîþ, êîðåêöiÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ¹ ñèìåòðè÷íîþ âiäíîñíî y-âiñi, à ó

òðåòüîìó ïîðÿäêó âèíèêà¹ àñèìåòðiÿ (âiäíîñíî y-âiñi).

Íåâiäîìó îáëàñòü Ω øóêà¹ìî ó âèãëÿäi Ω = {(r cosϕ, r sinϕ) | ϕ ∈
[−π, π), 0 ≤ r < R + ρ(ϕ)}. Ââåäåìî ðîçêëàäåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ (4.0.9)�(4.0.11)

çà ñòåïåíÿìè ε:

ρ = ερ1 + ε2ρ2 + ε3ρ3 +O(ε4), S = Φ0(r) + εS1 + ε2S2 + ε3S3 +O(ε4),

Λ = Λ0 + εΛ1 + ε2Λ2 + ε3Λ3 +O(ε4), and λ = λ0 + ελ1 + ε2λ2 + ε3λ3 +O(ε4),

äå λ0 = β/R−Φ′0(R). Ïiäñòàâèìî öi ðîçâèíåííÿ â (4.0.9)�(4.0.11), i ãðóïóâàííÿì

÷ëåíiâ ïîðÿäêó ε, ε2, ε3 çíàõîäèìî íàñòóïíi ðiâíÿííÿ

−∆S1 + S1 = Λ0e
Φ0(r)(S1 − x) + Λ1e

Φ0(r), (L.1)
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−∆S2 + S2 = Λ0e
Φ0(r)S2 +

Λ0

2
eΦ0(r)(S1− x)2 + Λ1e

Φ0(r)(S1− x) + Λ2e
Φ0(r), (L.2)

−∆S3+S3 − Λ0e
Φ0(r)S3 = Λ0e

Φ0(r)
(
(S1 − x)S2 + (S1 − x)3/6

)
+ Λ1e

Φ0(r)
(
S2 + (S1 − x)2/2

)
+ Λ2e

Φ0(r)(S1 − x) + Λ3e
Φ0(r)

(L.3)

â BR ç êðàéîâèìè óìîâàìè

S1(R,ϕ) + Φ′0(R)ρ1(ϕ) = 0 (L.4)

S2(R,ϕ) + Φ′0(R)ρ2(ϕ) = T1(ϕ) (L.5)

S3(R,ϕ) + Φ′0(R)ρ3(ϕ) = −∂rS1(R,ϕ)ρ2 + T2(ϕ) (L.6)

i

cosϕ = ∂rS1(R,ϕ) + Φ′′0(R)ρ1(ϕ) +
β

R2
(ρ′′1(ϕ) + ρ1(ϕ)) + λ1, (L.7)

0 = ∂rS2(R,ϕ) + Φ′′0(R)ρ2(ϕ) +
β

R2
(ρ′′2(ϕ) + ρ2(ϕ)) + T3(ϕ) + λ2 (L.8)

1

R
ρ′2(ϕ) sinϕ = ∂rS3(R,ϕ) + Φ′′0(R)ρ3(ϕ) (L.9)

+ ∂2
rS1(R,ϕ)ρ2(ϕ)− ∂ϕS1(R,ϕ)

ρ′2(ϕ)

R2
+

β

R2
(ρ′′3(ϕ) + ρ3(ϕ)) + T4(ϕ) + λ3,

äå Ti, i = 1, . . . 4 ïîçíà÷àþòü ÷ëåíè, ùî ìiñòÿòü ìíîæíèêè ρ1(ϕ) àáî ρ′1(ϕ), ÿêi,

ÿê áóäå ïîêàçàíî äàëi, ¹ íóëüîâèìè.

ßê çàçíà÷åíî â Ïiäðîçäiëi 4.1.5, ç îãëÿäó íà ñèìåòðiþ çàäà÷i ðîçãëÿäàþòüñÿ

òiëüêè ïàðíi ôóíêöi¨ ρ. Áiëüø òîãî, íàêëàäàþòüñÿ óìîâè, ùî ïëîùà Ω ïîâèííà

ñïiâïàäàòè ç ïëîùåþ äèñêà BR i öåíòð ìàñ çíàõîäèòüñÿ ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Ó ïîðÿäêó ε öi óìîâè âåäóòü äî∫ π

−π
ρ1 dϕ = 0,

∫ π

−π
ρ1 cosϕdϕ = 0. (L.10)

Îñêiëüêè Φ0 � ìiíiìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (4.1.12)�(4.1.13) ìîæíà ëîêàëüíî ïàðàìå-

òðèçóâàòè ðîçâ'ÿçêè (Λ,Φ(r,Λ)) çàäà÷i (4.1.12)�(4.1.13) ïàðàìåòðîì Λ, òàê ùî

Φ0(r) = Φ(r,Λ0). Ðîçêëàäåìî ρ1 â ðÿä Ôóð'¹ ρ1 =
∑
cl cos lϕ, òîäi ç (L.1),(L.4)

çíàõîäèìî

S1 = φ̃(r,Λ0) cosϕ+ Λ1∂ΛΦ(r,Λ0) +
∑

clhl(r) cos lϕ,
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äå φ̃(r,Λ) � ðîçâ'ÿçêè (4.1.28)�(4.1.29) i hl � ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ (4.1.91) ç Λ =

Λ0 i Φ = Φ0 (îñêiëüêè Φ0 � ìiíiìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (4.1.12)-(4.1.13), ðîçâ'ÿçêè

hl çàäà÷ (4.1.91) ¹ îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíèìè). ç (L.10) âèïëèâà¹, ùî ïåðøi äâà

êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ¹ íóëüîâèìè, c0 = c1 = 0. Áiëüø òîãî, çà óìîâè (4.1.92)

çíàõîäèìî âíàñëiäîê (L.7), ùî âñi iíøi êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ cl òàêîæ ¹ íóëüîâèìè,

òîáòî ρ1 = 0. Òàêèì ÷èíîì

S1 = φ̃(r,Λ0) cosϕ+ Λ1∂ΛΦ(r,Λ0) (L.11)

(íèæ÷å áóäå ïîêàçàíî, ùî íàñïðàâäi Λ1 = 0).

Àíàëîãi÷íî íàâåäåíèì âèùå ìiðêóâàííÿì, çàñòîñóâàâøè Ôóð'¹ àíàëiç äî çà-

äà÷i (L.2),(L.5), (L.8) çíàõîäèìî

S2 = Λ1∂Λφ̃(r,Λ0) cosϕ+ S̃2(r) cos 2ϕ+G(r), ρ2 = − S̃2(R)

Φ′0(R)
cos 2ϕ, (L.12)

äå S̃2 çàäîâîëüíÿ¹

− S̃ ′′2 −
1

r
S̃ ′2 + (1 + 4/r2)S̃2 − Λ0e

Φ0(r)S̃2 =
Λ0

4
eΦ0(r)(φ̃(r,Λ0)− r)2 (L.13)

íà (0, R) ç

S̃2(0) = 0, S̃ ′2(R) =
Φ′′0(R)− 3β/R2

Φ′0(R)
S̃2(R), (L.14)

i G(r) � äåÿêà ôóíêöiÿ ÷èé òî÷íèé âèãëÿä ¹ íåâàæëèâèì. Çàçíà÷èìî, ùî çà

óìîâè (4.1.92) çàäà÷à (L.13)�(L.14) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð Ôóð'¹ êîìïîíåíòó, ùî âiäïîâiäà¹ cosϕ â (L.8), â ðåçóëüòàòi

ìà¹ìî Λ1 = 0, çà óìîâè, ùî ∂Λφ̃
′(R,Λ0) 6= 0. Îñòàííþ íåðiâíiñòü äîâîäèìî

íàñòóïíèì ÷èíîì. Ïîìíîæèìî (4.1.28) íà Φ′(r,Λ)r i ïðîiíòåãðó¹ìî âiä 0 äî R:

that

φ̃′(R,Λ) =
Λ

RΦ′(R,Λ)

∫ R

0

eΦ(r,Λ)Φ′(r,Λ)r2 dr

= 1 +
ΛR2 −

∫ R
0 Φ(r,Λ)r dr − Λ

∫ R
0 eΦ(r,Λ)r dr∫ R

0 Φ(r,Λ)r dr − Λ
∫ R

0 eΦ(r,Λ)r dr
.

(L.15)
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Òîäi

∂Λφ̃
′(R,Λ0) >

R2 −
∫ R

0 ∂ΛΦ(r,Λ0)r dr −
∫ R

0 eΦ(r,Λ0)r dr∫ R
0 Φ(r,Λ0)r dr − Λ0

∫ R
0 eΦ(r,Λ0)r dr

, (L.16)

äå âèêîðèñòàíî òîé ôàêò, ùî ìiíiìàëüíi ðîçâ'ÿçêè Φ(r,Λ) çðîñòàþòü âiäíîñíî Λ,

i çíàìåííèê â (L.15) ¹ âiä'¹ìíèì. Îñêiëüêè ïàðà (Λ,Φ) = (Λ0,Φ0) çàäîâîëüíÿ¹

(4.1.31) ìà¹ìî

∂Λφ̃
′(R,Λ0) > −

∫ R
0 (∂ΛΦ(r,Λ0)− Φ(r,Λ0)/Λ0)r dr∫ R

0 Φ(r,Λ0)r dr − Λ0

∫ R
0 eΦ(r,Λ0)r dr

. (L.17)

Ôóíêöiÿ w = ∂ΛΦ(r,Λ0) − Φ(r,Λ0)/Λ0 ¹ äîäàòíîþ, âíàñëiäîê ïðèíöèïó ìàêñè-

ìóìó çàñòîñîâàíîãî äî ðiâíÿííÿ −∆w + w = Λ0e
Φ0(r)∂ΛΦ(r,Λ0) > 0. Òàêèì

÷èíîì, ∂Λφ̃
′(R,Λ0) > 0.

Íàñàìêiíåöü, ùîá âèçíà÷èòè S3 i ρ3 çàñòîñó¹ìî àíàëiç Ôóð'¹ äî (L.3),(L.6),

(L.9). Â ðåçóëüòàòi äëÿ ρ3 îòðèìó¹ìî ôîðìóëó

ρ3 = − S̃3(R)

Φ′0(R)
cos 3ϕ, (L.18)

äå S̃3 � ðîçâ'ÿçîê

−S̃ ′′3−
1

r
S̃ ′3+(1+9/r2)S̃3−Λ0e

Φ0(r)S̃3 =
Λ0

2
eΦ0(r)(φ̃(r)−r)S̃2(r)+

Λ0

24
eΦ0(r)(φ̃(r)−r)3

(L.19)

íà (0, R) ç êðàéîâèìè óìîâàìè

S̃3(0) = 0, S̃ ′3(R) =
Φ′′0(R)− 8β/R2

Φ′0(R)
S̃3(R) +

φ̃′′(R)− 2/R

2Φ′0(R)
S̃2(R). (L.20)

Òàêèì ÷èíîì, ïåðøi ÷ëåíè àñèìòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ρ, ÿêi âèçíà÷à-

þòü ôîðìó îáëàñòi ¹

ρ = −ε2 S̃2(R)

Φ′0(R)
cos 2ϕ− ε3 S̃3(R)

Φ′0(R)
cos 3ϕ+ . . . (L.21)

äå S̃2 � ðîçâ'ÿçîê (L.13)�(L.14), S̃3 � ðîçâ'ÿçîê (L.19)-(L.20), i φ̃ � ðîçâ'ÿçîê

(4.1.28)�(4.1.29) ç Λ = Λ0 i Φ = Φ0.



Äîäàòîê M

Ìîäåëü ôàçîâîãî ïîëÿ äëÿ îïèñàííÿ ìîáiëüíîñòi æèâèõ

êëiòèí i ¨¨ êîíòðàñòíà ãðàíèöÿ

Â [206] [205] çàïðîïîíîâàíî ìîäåëü ôàçîâîãî ïîëÿ äëÿ îïèñàííÿ ìîáiëüíîñòi åó-

êàðiîòè÷íèõ êëiòèí íà ñóáñòðàòi. Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñïðîùåíà

âåðñiÿ ìîäåëi (γ = 0 â [206]), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ïîâ'ÿçàíèõ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

∂ρε
∂t

= ∆ρε −
1

ε2
W ′(ρε)− Pε · ∇ρε + λε(t), x ∈ Ω, t > 0, (M.1)

∂Pε
∂t

= ε∆Pε −
1

ε
Pε − β∇ρε (M.2)

ó îáìåæåíié îáëàñòi Ω ⊂ R2, äå íåâiäîìèìè ¹ ôàçîâå ïîëå ρε i âåêòîð Pε,

ùî îïèñó¹ îñåðåäíåíó îði¹íòàöiþ ñiòêè ìiêðîôiëàìåíò (íèòîê àêòiíó). Ñèñòå-

ìó (M.1)�(M.2) çíàéäåíî çà äîïîìîãîþ äèôóçiéíîãî ìàñøòàáóâàííÿ ðiâíÿíü â

[206]. Âèâ÷à¹òüÿ àñèìòîòè÷íà ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ çàäà÷i â ãðàíèöi êîíòðà-

ñòíî¨ ôàçîâî¨ ôóíêöi¨ çà ñïåöiàëüíèìè ìàñøòàáíèìè ïðèïóùåííÿìè íà ïàðà-

ìåòðè çàäà÷i. Òàêîæ çàäà÷à (M.1)�(M.2) âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä îðèãiíàëüíî¨ ìîäåëi

[206] ðåàëiçàöi¹þ ìåõàíiçìó çáåðåæåííÿ ïëîùi, à ñàìå, â (M.1)�(M.2) ââåäåíî

äiíàìi÷íèé ìíîæíèê Ëàãðàíæà

λε(t) =
1

|Ω|

∫
Ω

(
1

ε2
W ′(ρε) + Pε · ∇ρε

)
dx (M.3)

çàìiñòü êîíòðîëþ ïëîùèíè ÷åðåç ïàðàìåòð â ïîòåíöiàëi, ùî çàñòîñîâàíî â îði-

ãiíàëüíié ìîäåëi [206]. Ôóíêöiÿ W ′(ρ) â (M.1) ¹ ïîõiäíîþ ïîòåíöiàëó ç äâîìà

ðiâíèìè ÿìàìè (íàïðèêëàä, W (ρ) = 1
4ρ

2(1− ρ)2).
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Ñêàëÿðíà ôàçîâà ôóíêöiÿ ρε ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ áëèçüêi äî ìiíiìàëüíèõ çíà-

÷åíü ïîòåíöiàëó, 1 i 0, äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε > 0 âñþäè â Ω çà âèêëþ÷åííÿì

òîíêîãî ïåðåõiäíîãî øàðó. Âiäïîâiäíi ïiäîáëàñòi iíòåðïðåòóþòüñÿ ÿê âíóòðiøíi

i çîâíiøíi âiäíîñíî êëiòèíè, ïåðåõiäíèé øàð ìîäåëþ¹ ïðîöåñè áiëÿ ìåìáðàíè

êëiòèíè. Â ðiâíÿííi (M.2), β > 0 ¹ ôiêñîâàíèì ïàðàìåòðîì ÿêèé îïèñó¹ iíòåí-

ñèâíiñòü ñòâîðåííÿ ïîëÿ Pε áiëÿ iíòåðôåéñó. Íà ìåæi îáëàñòi ∂Ω íàêëàäàþòüñÿ

êðàéîâi óìîâè ∂νρε = 0 i Pε = 0.

Âèâ÷à¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ (M.1)�(M.2) ó ãðàíèöi ε→ 0

(ãðàíèöÿ êîíòðàñòíîãî ôàçîâîãî ïîëÿ). Äîáðå âiäîìi ìåòîäè äëÿ âèâ÷åííÿ àñèì-

ïòîòè÷íîãî¨ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ â ìîäåëÿõ ôàçîâîãî ïîëÿ, òàêi ÿê òåõíiêà

â'ÿçêiñíèñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ i ìåòîä Γ-çáiæíîñòi, äèâ., íàïðèêëàä, [129, 97, 185], íå

ìîæíà çàñòîñóâàòè äî (M.1)-(M.2) ÷åðåç ïåðåâ'çêó ðiâíÿíü ÷ëåíàìè Pε·∇ρε i∇ρε
(òàê çâàíèìè àêòèâíèìè ÷ëåíàìè). Ìåòîäè ïîòî÷êîâîãî ïîðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿêiâ,

íåîáõiäíi äëÿ çàñòîñóâàííÿ òåõíiêè â'ÿçêiñíèñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, íå ïðàöþþòü äëÿ

(M.1)-(M.2) ñàìå ÷åðåç íàÿâíiñòü àêòèâíèõ ÷ëåíiâ. ×åðåç öi ÷ëåíè ñèñòåìà òà-

êîæ íå ìà¹ ñòðóêòóðè ãðàäi¹íòíîãî ïîòîêó, ùî óíåìîæëèâëþ¹ çàñòîñóâàííÿ

ìåòîäiâ îñíîâàíèõ íà Γ-çáiæíîñòi [185], [181]. Ïðîòå äëÿ (M.1)-(M.2) çàñòîñîâó-

¹òüñÿ ïðÿìèé ïiäõiä, ùî áàçó¹òüñÿ íà ôîðìàëüíèõ àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâèíåííÿõ

[66], [149], [67].

Íà ïåðøîìó åòàïi äîñëiäæåííÿ çàäà÷i (M.1)-(M.2) áóäå ïîêàçàíî iñíóâàííÿ

ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε øëÿõîì âñòàíîâëåííÿ åíåðãåòè÷íèõ i ïîòî-

÷êîâèõ îöiíîê. Äàëi áóäå ôîðìàëüíî âèâîäåíî ãðàíè÷íèé çàêîí ðóõó çà äîïî-

ìîãîãþ äâîõìàñøòàíîãî àíçàöó ó äóñi [149]. Ó íàñòóïíîìó êðîöi áóäå ñòðîãî

äîâåäåíî iñíóâàííÿ íåòðiâiàëüíèõ ðîçâ¹ÿçêiâ òèïó áiæó÷î¨ õâèëi â îäíîìiðíié

âåðñi¨ (M.1)-(M.2) ó âèïàäêó êîëè ïîòåíöiàëW ìà¹ ïåâíó àñèìåòðiþ. Ïðè öüîìó

âèêîðèñòîâó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íå çâåäåííÿ äî äâîâèìiðíî¨ çàäà÷i äëÿ øâèäêîñòi

âîëíè V i êîíñòàíòè λ, ç ïîäàëüøèì çàñòîñóâàííÿì Òåîðåìè Øàóäåðà ïðî íå-

ðóõîìó òî÷êó. Íàñàìêiíåöü, äëÿ îäíîâèìiðíîãî àíàëîãó çàäà÷i (M.1)-(M.2) áóäå

ñòðîãî îáãðóíòîâàíî íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ äëÿ øâèäêîñòi iíòåðôåéñó i ïîêàçàíî
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iñíóâàííÿ ïåòëi ãiñòåðåçèñó çà äîïîìîãîþ ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ.

1.Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ i ãðàíèöÿ êîíòðàñòíîãî ôàçîâîãî ïîëÿ ó äâîâèìiðíié

ìîäåëi. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε > 0 ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

ρε, Pε çàäà÷i (M.1)�(M.2) iñíó¹ i ρε ìà¹ ñòðóêòóðó êîíòðàñòíîãî iíòåðôåéñó ìiæ

äâîìà ôàçàìè 0 i 1, çà óìîâè, ùî íà÷àëüíi äàíi ¹ äîáðå ïiäãîòîâëåíèìè. Äëÿ

ôîðìóëþâàííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó ââåäåìî äîïîìiæíi ôóíêöiîíàëè (åíåðãåòè÷íî-

ãî òèïó):

Eε(t) := ε
2

∫
Ω |∇ρε(x, t)|

2dx+ 1
ε

∫
ΩW (ρε(x, t))dx,

Fε(t) :=
∫

Ω

(
|Pε(x, t)|2 + |Pε(x, t)|4

)
dx.

(M.4)

Òåîðåìà M.1. Ïðèïóñòèìî, ùî ïî÷àòêîâi äàíi äëÿ ñèñòåìè (M.1)�(M.2) çà-

äîâîëüíÿþòü −ε1/4 < ρε(x, 0) < 1 + ε1/4, i

Eε(0) + Fε(0) ≤ C1. (M.5)

Òîäi äëÿ êîæíîãî T > 0 iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê ρε, Pε çàäà÷i (M.1)�(M.2) íà ií-

òåðâàëi ÷àñó (0, T ) äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε > 0, ε < ε0(T ). Êðiì òîãî,

−ε1/4 ≤ ρε(x, t) ≤ 1 + ε1/4 i

ε

∫ T

0

∫
Ω

(∂ρε
∂t

)2

dxdt ≤ C2, Eε(t) + Fε(t) ≤ C2 ∀t ∈ (0, T ), (M.6)

äå C2 íå çàëåæèòü âiä t i ε.

Êðiì iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó Òåîðåìà M.1 ïîêàçó¹, ùî ÿêùî ïî÷àòêîâi äàíi ìà-

þòü ñòðóêòóðó êîíòðàñòíîãî iíòåðôåéñó ìiæ ôàçàìè, öÿ ñòðóêòóðà çáåðiãà¹òüñÿ

ç ÷àñîì, íà âñüîìó iíòåðâàëi (0, T ). Òâåðäæåííÿ Òåîðåìè M.1 ¹ íåòðèâiàëüíèì

÷åðåç êâàäðàòè÷íèé ÷ëåí Pε · ∇ρε â (M.1), ùî, âçàãàëi êàæó÷è, ìîæå ïðèâåñòè

äî íåñêií÷åííîãî ðîñòó ðîçâ'ÿçêó çà ñêií÷åííèé iíòàðâàë ÷àñó. Îñíîâíà iäåÿ

äîâåäåííÿ � çíàéòè i âèêîðèñòàòè îöiíêó äëÿ ρε â L∞((0, T ) × Ω), öå çðîáëåíî

øëÿõîì êîìáiíóâàííÿ ïðèíöèïó ìàêñèìóìó i åíåðãåòè÷íèõ îöiíîê.

Íàñòóïíèì êðîêîì âèâ÷à¹òüñÿ ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ε→ 0 äëÿ ñèñòåìè (M.1)�

(M.2). Ðîçâ'ÿçîê ùóêà¹ìî ó âèãëÿäi àíçàöó (ëîêàëüíî, â îêîëi iíòåðôåéñó)

ρε = θ0(d/ε) + εθ1(d/ε, S) + . . . , Pε = νΨ0(d/ε, S) + . . . , (M.7)
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äå d = d(x, t) � âiäñòàíü (çi çíàêîì) äî íåâiäîìî¨ êðèâî¨ iíòåðôåéñó Γ(t),

S = s(p(x, t), t), p(x, t) � ïðîåêöiÿ x íà Γ(t) i s(ξ, t) � ïðàìåòðiçàöiÿ Γ(t),

ν = ν(p(x, t), t) � âíóòðiøíüî íàïðàâëåíà íîðìàëü äî Γ(t) â p(x, t) ∈ Γ(t). Ïiä-

ñòàâèìî àíçàö â (M.1), i, ãðóïóþ÷è ÷ëåíè (ôîðìàëüíî) ïîðÿäêó ε−2, çíàõîäèìî,

ùî θ0 çàäîâîëüíÿ¹ θ′′0 = W ′(θ0). Äîáðå âiäîìî, ùî iñíó¹ ¹äèíèé (ç òî÷íiñòþ äî

ññóâó) ðîçâ'ÿçîê (ñòîÿ÷à õâèëÿ) θ0(z) ÿêèé ïðÿìó¹ äî 0 àáî 1 êîëè z → −∞ àáî

z → +∞. Äëÿ ïîòåíöiàëóW (ρ) = 1
4ρ

2(ρ−1)2 ôóíêöiÿ θ0 ÿâíî çàäà¹òüñÿ ôîðìó-

ëîþ θ0(z) = 1
2

(
1 + tanh z

2
√

2

)
. Ïiäñòàâèìî (M.7) â (M.2) i ðîçëëÿíåìî ãîëîâíèé

(ïîðÿäêó ε−1) ÷ëåí. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç V (x, t) øâèäêiñòü Γ(t) ó íàïðÿìêó íîìàëi

â òî÷öi x ∈ Γ(t), òîäi çíàõîäèìî, ùî ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ Ψ0(z) çàäîâîëüíÿ¹

− ∂2Ψ0

∂z2
− V ∂Ψ0

∂z
+ Ψ0 + βθ′0(z) = 0. (M.8)

Íàñàìêiíåöü, ïðèïóñòèìî ùî ãîëîâíèé ÷ëåí â ðîçâèíåííi λε ìàæ ïîðÿäîê ε−1,

λε = λ(t)/ε+ . . . , i çãðóïó¹ìî âñi ÷ëåíè ïîðÿäêó ε−1 â (M.2), òîäi

−∂
2θ1

∂z2
+W ′′(θ0)θ1 = (V − κ)

∂θ0

∂z
−Ψ0

∂θ0

∂z
+ λ(t),

äå κ ïîçíà÷à¹ êðèâèçíó Γ(t). Óìîâà ðîçâ'ÿçíîñòi öüîãî ðiâíÿííÿ (îðòîãîíàëü-

íiñòü âëàñíié ôóíêöi¨ θ′0 ëiíåàðiçîâàíîãî ðiâíÿííÿ Àëëåíà-Êàíà) äà¹ øóêàíå

ðiâíÿííÿ äëÿ êîíòðàñòíîãî iíòåðôåéñà

V (x, t) = κ(x, t) +
1

c0
Φβ(V (x, t))− λ(t), x ∈ Γ(t), (M.9)

äå c0 =

∫
(θ′0)

2
dz, i Φβ(V ) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

Φβ(V ) =

∫
R

Ψ0 (θ′0(z))
2
dz. (M.10)

Ç óìîâè çáåðåæåííÿ ïëîùi
∫

Γ(t) V ds = 0 âèïëèâà¹, ùî λ(t) = 1
c0|Γ(t)|

∫
Γ(t)(c0κ +

Φβ(V ))ds.

Íàâåäåíå âèùå ôîðìàëüíå âèâåäåííÿ ãðàíèöi ñòðîãî îáãðóíòîâàíå â îäíîâè-

ìiðíîìó âèïàäêó (äèâ. Òåîðåì M.6, íèæ÷å) ÷åðåç çíà÷íi òåõíi÷íè ñêäàäíîùi â
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äâîâèìiðíîìó âèïàäêó. Ðîçâ'ÿçíiñòü (M.9) äîâåäåíî â [40] äëÿ β ìåíøèõ ïåâ-

íîãî êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ, êðiì òîãî ïîêàçàíî, øî (M.9) ìà¹ âëàñòèâiñòü ïàðà-

áîëi÷íî¨ ðåãóëÿðiçàöi¨. Ïðîòå äëÿ âåëèêèõ β, ðiâíÿííÿ (M.9) ìîæå ìàòè êiëüêà

ðîçâ'ÿçêiâ. Äëÿ òîãî ùîá çíàéòè êðèòåðié ñåëåêöi¨ i âèñâiòèòè ðîëü ïàðàìåòðà

β â ðóñi iíòåðôåéñó íèæ÷å ðîçãëÿíóòî îäíîâèìiðíó ìîäåëü.

2.Ðîçâ'ÿçêè òèïó áiæíèõ õâèëü â îäíîìiðíîìó âèïàäêó. Ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè

(M.1)�(M.2) çàçíàþòü çíà÷íèõ ÿêiñíèõ çìií êîëè çáiëüøó¹òüñÿ ïàðàìåòð β i ïî-

òåíöiàë ìà¹ W (ρ) ìà¹ ïåâíó àñèìåòðiþ, íàïðèêëàä, W (ρ) = 1
4ρ

2(ρ− 1)2(1 + ρ2).

Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òèïó áiæó÷èõ õâèëü â îäíîâèìiðíî-

ìó âèïàäêó ñèñòåìè (M.1)�(M.2) ç Ω = R1. Øóêà¹ìî ïðîñòîðîâî ëîêàëiçîâàíi

ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (M.1)-(M.2) âèãëÿäó ρε = ρε(x−V t), Pε = Pε(x−V t). Öå âåäå
äî ñòàöiîíàðíèõ ðiâíÿíü ç íåâiäîìîþ (ïîñòiéíîþ) øâèäêiñòþ V i êîíñòàíòîþ λ:

0 = ∂2
xρε + V ∂xρε −

W ′(ρε)

ε2
− Pε∂xρε +

λ

ε
, (M.11)

0 = ε∂2
xPε + V ∂xPε −

1

ε
Pε − β∂xρε. (M.12)

Ðîçâ'ÿçêè (M.11)�(M.12) ëîêàëiçîâàíi íà iíòåðâàëi (−a, a), äëÿ çàäàíîãî a > 0,

øóêà¹ìî ïîñòóëóþ÷è àíçàö äëÿ ôàçîâî¨ ôóíêöi¨ ρε:

ρε = θ0((x+ a)/ε)θ0((a− x)/ε) + εψε + εuε, (M.13)

äå êîíñòàíòà ψε � íàéìåíøèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ W ′(εψ) = ελ, i uε � íîâà

íåâiäîìà ôóíêöiÿ, ùî ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè x → ±∞. Çàçíà÷èìî, ùî ïåðøèé

÷ëåí θ0((x+a)/ε)θ0((a−x)/ε) ìà¹ "Π ïîäiáíèé ïðîôiëü i ñòà¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ

ôóíêöi¹þ iíòåðâàëà (−a, a) ó ãðàíèöi ε→ 0.

Òâåðäæåííÿ M.2. Äëÿ äîâiëüíîãî β ≥ 0 i äîñòàòíüî ìàëèõ ε iñíó¹ ëîêàëi-

çîâàíèé ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê (ç V = 0) çàäà÷i (M.11)�(M.12). Âií ¹ ëîêàëi-

çîâàíèì ó òîìó ñåíñi, ùî â ïðåäñòàâëåííi (M.13) ôóíêöiÿ uε ∈ L2(R)∩L∞(R)

çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó ‖uε‖L∞ ≤ C.

Òâåðäæåííÿ M.2 îáãðóíòîâó¹ î÷iêóâàíå iñíóâàííÿ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ â

êëàñi ôóíêöié ç ñèìåòði¹þ ρ(−x) = ρ(x) i P (−x) = −P (x). Ïðîòå âèÿâëÿ¹-
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òüñÿ, ùî íå âñi ëîêàëiçîâàíi ðîçâ'ÿçêè (M.11)�(M.12) ¹ ñòàöiîíàðíèìè. Äiéñíî,

ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü ðîçâ'ÿçêè âèãëÿäó áiæíî¨ õâèëi ç íåíóëüîâîþ øâèäêi-

ñòþ, äëÿ âèçí÷åíîñòi V > 0, i ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ε → 0 â (M.11)�(M.12).

Òîäi ó ïåðåäíüîìó i çàäíüîìó ïåðåõiäíèõ øàðàõ (x = ±a â (M.13)) ôîðìàëüíî

çíàõîäèìî äâà ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ øâèäêîñòi V i êîíñòàíòè λ:

c0V = Φβ(V )− λ, i − c0V = Φβ(−V )− λ. (M.14)

Âèêëþ÷èìî λ ç öèõ ðiâíÿíü, â ðåçóëüòàòi çíàõîäèìî ðiâíÿííÿ äëÿ øâèäêîñòi

V :

2c0V = Φβ(V )− Φβ(−V ). (M.15)

Öå ðiâíÿííÿ çàâæäè ìà¹ êîðiíü V = 0 ÿêèé âiäïîâiäà¹ ñòàöiîíàðíîìó ðîçâ'ÿçêó

(M.11)�(M.12) îïèñàíîìó â Òâåðäæåííi M.2. Äâà iíøi ðîçâ'ÿçêè, ñêàæiìî V0 i

−V0, âèíèêàþòü äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ β > 0 ó âèïàäêó êîëè Φβ(V ) > Φβ(−V )

äëÿ V > 0 (çàçíà÷èìî, ùî äëÿ W (ρ) = 1
4ρ

2(ρ− 1)2 ôóíêöiÿ Φβ ¹ ïàðíîþ, îòæå

ïðàâà ÷àñòèíà (M.15) ¹ íóëüîâîþ äëÿ âñiõ β i ç íåîáiäíiñòþ V = 0). Öi åâðiñòè÷íi

ìiðêóâàííÿ ìîæíà çðîáèòè ñòðîãèìè, ùî âåäå äî íàñòóïíîãî ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà M.3. Íåõàé W (ρ) i β ¹ òàêèìè, ùî (M.15) ìà¹ êîðiíü V = V0 > 0 i

Φ′β(V0) + Φ′β(−V0) 6= 2c0 (íåâèðîäæåíiñòü êîðåíÿ). Òîäi äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ

l ε > 0 iñíó¹ ëîêàëiçîâàíèé ðîçâ'ÿçîê (M.11)�(M.12) ç V = Vε 6= 0, ïðè÷îìó

Vε → V0 6= 0 ïðè ε→ 0.

Çàóâàæåííÿ M.4. Â Òåîðåìi M.3 âàæëèâèì ¹ iñíóâàííÿ íåíóëüîâîãî êîðåíÿ

(M.15), ùî ¹ íåìîæëèâèì äëÿ ñèìåòðè÷íîãî ïîòåíöiàëó W (ρ) = 1
4ρ

2(ρ − 1)2,

ïðîòå ìà¹ ìiñöå äëÿ àñèìåòðè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ, íàïðèêëàä, W (ρ) = 1
4ρ

2(ρ −
1)2(1 + ρ2).

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè M.3 ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ êðîêiâ. Ó ïåðøîìó êðîöi (M.13)

âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ òîãî ùîá ïåðåïèñàòè (M.11)�(M.12) ÿê îäíå ðiâíÿííÿ âè-

ãëÿäó Aεuε + εBε(V, λ) + ε2Cε(uε, V, λ) = 0, äå Aεu := ε2∂2
xu − W ′′(θ0((x +
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a)/ε)θ0((a− x)/ε))u � ëiíåàðèçîâàíèé îïåðàòîð Àëëåíà-Êàíà. Îñòåíí¹ ðiâíÿí-

íÿ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê çàäà÷ó ïðî íåðóõîìó òî÷êó, uε = −εA−1
ε (Bε(V, λ) +

εCε(uε, V, λ)). Îïåðàòîð Aε ìà¹ íóëüîâå âëàñíå çíà÷åííÿ êðàòíîñòi äâà. Öå âåäå
äî óìîâ ðîçâ'ÿçíîñòi (îðòîãîíàëüíiñòü âëàñíèì ôóíêöiÿì) ÿêi â ãîëîâíîìó ïî-

ðÿäêó ñïiâïàäàþòü ç (M.14). Ó äðóãîìó êðîöi çàñòîñîâó¹òüñÿ Òåîðåìà Øàóäåðà

ïðî íåðóõîìó òî÷êó äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ (M.11)�(M.12).

3.Ãðàíèöÿ êîíòðàñòíî¨ ôàçîâî¨ ôóíêöi¨ â îäíîâèìiðíié ìîäåëi i ãiñòåðåçèñ.

Âèâ÷èìî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïðè ε→ 0 ðîçâ'ÿçêiâ íàñòóïíî¨ îäíîâèìiðíî¨

çàäà÷i

∂ρε
∂t

= ∂2
xρε −

W ′(ρε)

ε2
− Pε∂xρε +

F (t)

ε
, (M.16)

∂Pε
∂t

= ε∂2
xPε −

1

ε
Pε − β∂xρε, (M.17)

x ∈ R1, t > 0, ç çàäàíîþ ôóíêöi¹þ F : (0,+∞)→ R1. Öå ¹ ìîäåëüíîþ çàäà÷åþ

äëÿ (M.1)�(M.2), âîíà îïèñó¹ ïåðåõiäíèé øàð ìiæ íóëüîâîþ i îäèíè÷íîþ ôàçà-

ìè íà iíòåðôåéñi. Çìiííà x ∈ R âiäïîâiäà¹ ìàñøòàáîâàíié âiäñòàíi äî iíòåðôåé-

ñó, F (t) ìîäåëþ¹ ñèëè ñïðè÷èíåíi êðèâèçíîþ iíòåðôåéñó i óìîâîþ çáåðåæåííÿ

ïëîùi (êîíñòàíòà λε), äëÿ ïðîñòîòè ïðèïóñêà¹ìî, ùî F (t) íå çàëåæèòü âiä x.

Ðîçâ'ÿçêè (M.16)�(M.17) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi

ρε(x, t) = θ0(y) + εψε(y, t) + εuε(y, t), y =
x− xε(t)

ε
, (M.18)

äå θ0 i ψε � âiäîìi ôóíêöi¨, uε � íîâà íåâiäîìà ôóíêöiÿ. Ïîëîæåííÿ iíòåðôåéñó

xε(t) âèçíà÷åíî íåÿâíî ÷åðåç äîäàòêîâó óìîâó îðòîãîíàëüíîñòi uε(y, t) äî θ′0(y)

â L2(R): ∫
R

θ′0(y)uε(y, t)dy = 0. (M.19)

Öÿ óìîâà äîçâîëÿ¹ ñêîðèñòàòèñü íåðiâíîñòÿìè Ïóàíêàðå äëÿ çíàõîäæåííÿ àïði-

îðíèõ îöiíîê äëÿ uε. Ôóíêöiþ ψε(y, t) âèçíà÷åíî ðiâíiñòþ

ψε(y, t) = ψ−ε (t) + θ0(y)(ψ+
ε (t)− ψ−ε (t)),
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äå ∂t(εψ±ε ) = −W ′((1±1)/2+εψ±ε )
ε2 + F (t)

ε , ψ±ε (0) = 0. Iñíóâàííÿ xε(t) à òàêîæ îöiíêè

äëÿ uε îòðèìàíî â íàñòóïíîìó ðåçóëüòàòi.

Òåîðåìà M.5. Íåõàé ρε, Pε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (M.16)-(M.17) ç ïî÷àòêîâîþ

óìîâîþ äëÿ ρε i Pε :

ρε(x, 0) = θ0 (x/ε) + εvε (x/ε) , (M.20)

äå ‖vε‖L2(R) < C, ‖vε‖L∞(R) ≤ C/ε, i ôóíêöiÿ Pε(x, 0) = pε(
x
ε ) çàäîâîëüíÿ¹

‖pε‖L2(R) + ‖∂ypε‖L2(R) < C. (M.21)

Òîäi iñíó¹ òðà¹êòîðiÿ xε(t), òàêà ùî ìà¹ ìiñöå ðîçâèíåííÿ (M.18) ç

‖uε(·, t)‖L2(R) < C äëÿ t ∈ [0, T ] i
∫
R uεθ

′
0dy = 0. Ïðè÷îìó, çà óìîâè∫

R vεθ
′
0dy = 0 øâèäêiñòü iíòåðôåéñó Vε = ẋε(t) âèçíà÷à¹òüñÿ ñèñòåìîþ:

(c0 + εÕε(t))Vε(t) =

∫
(θ′0)

2Ψεdy − F (t) + εOε(t), (M.22)

ε
∂Ψε

∂t
=
∂2Ψε

∂y2
+ Vε(t)

∂Ψε

∂y
−Ψε − βθ′0(y), (M.23)

äå Õε(t) i Oε(t) ¹ îáìåæåíèìè â L∞(0, T ).

Çâåäåíó ñèñòåìó (M.22)�(M.23) ìîæíà äàëi ñïðîñòèòè â ãðàíèöi ε → 0.

Ôîðìàëüíèé ïåðåõiä äî ãðàíèöi â (M.23) âåäå äî ðiâíÿííÿ (M.8), ÷èé ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà V . Ïiäñòàâèìî öåé ðîçâ'ÿçîê â (M.22), â ðå-

çóëüòàòi îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ

c0V0(t) = Φβ(V0(t))− F (t) (M.24)

äëÿ ãðàíè÷íî¨ øâèäêîñòi V0 = limε→0 Vε. Ïðîòå ðiâíÿííÿ (M.24) íå ¹, âçà-

ãàëi êàæó÷i, îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíèì. Ãðàôiê ôóíêöi¨ c0V − Φβ(V ) äëÿ äî-

ñòàòíüî âåëèêèõ β íàâåäåíî â Ðèñ. M.1, äå ìîæíà ïîáà÷èòè, ùî (M.24) ìà¹

òðè êîðåíÿ êîëè F ∈ [Fmin, Fmax]. Äëÿ îáãðóíòóâàííÿ (M.24) i ñåëåêöi¨¨ êî-

ðåêòíîãî ðîçâ'ÿçêó çâåäåìî ñèñòåìó (M.22)-(M.23) äî îäíîãî íåëiíiéíîãî ðiâ-

íÿííÿ ïiäñòàíîâêîþ ôîðìóëè äëÿ Vε ç (M.22) â (M.23). Òîäi, ìàñøòàáóâàí-

íÿì ÷àñó (i îïóñêàþ÷è ÷ëåíè ïîðÿäêó ε) çíàõîäèìî ðiâíÿííÿ ∂tU = ∂2
yU +
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1
c0

(
∫

(θ′0)
2Udy − F )∂yU − U − βθ′0, äîñëiäæåííÿ ÿêîãî çà âåëèêèì ÷àñîì äî-

ïîìîæå çíàéòè ãðàíèöþ (M.22)�(M.23) ïðè ε → 0. Ëiíåàðèçó¹ìî îïåðàòîð

AVU = ∂2
yU + V ∂yU − U − 1

c0
∂yΨ0

∫
(θ′0(z))2U(z)dz íàâêîëî ñòàöiîíàðâíîãî

ðîçâ'ÿçêó Ψ0 íàâåäåíîãî âèùå íåëiíiéíîãî îïåðàòîðà, äå ôóíêöiÿ Ψ0 çíàõîäè-

òüñÿ ïiäñòàíîâêîþ êîðåíiâ V ðiâíÿííÿ c0V = Φβ(V )− F â ðiâíÿííÿ (M.8) (ùî

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâÿçîê).

Âèçíà÷èìî ìíîæèíó ñòiéêèõ øâèäêîñòåé S ôîðìóëîþ S = {V ∈ R; σ(AV ) ⊂
{λ ∈ C; Reλ < 0}}, äå σ(AV ) ïîçíà÷à¹ ñïåêòð îïåðàòîðà AV (çàçíà÷èìî, ùî S
� âiäêðèòà ìíîæèíà).

Òåîðåìà M.6. Íåõàé F (t) � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, i ïðèïóñòèìî, ùî V0 ∈ S
çàäîâîëüíÿ¹ c0V0 = Φβ(V0)−F (0). Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî ‖pε−Ψ0‖L2 ≤ δ, äå

Ψ0 � ðîçâ'ÿçîê (M.8) ç V = V0 i δ > 0 � äåÿêå ìàëå ÷èñëî, ùî çàëåæèòü âiä V0

ïðîòå íå çàëåæèòü âiä ε. Òîäi øâèäêiñòü Vε(t) = ẋε(t), ùî âèçíà÷åíî â Òåîðå-

ìi M.5, çáiãà¹òüñÿ äî íåïåðåðâíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ c0V (t) = Φβ(V (t))−F (t)

ç V (0) = V0 íà êîæíîìó ñêií÷åííîìó iíòåðâàëi [0, T ] äå òàêèé ðîçâ'ÿçîê iñíó¹

i V (t) ∈ S ∀t ∈ [0, T ].

Ìîæíà âèñóíóòè ãiïîòåçó, ùî ñòiéêiñòü øâèäêîñòi ïîâ'ÿçàíà ç ìîíîòîííiñòþ

c0V − Φβ(V ). Ïðèíàéìíi ¹ âiðíèì íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òâåðäæåííÿ M.7. ßêùî c0 ≤ Φ′β(V ), òîäi V íå ¹ ñòiéêîþ øâèêiñòþ.

Âçàãàëi êàæó÷è ïîõiäíà Φ′β(0) ¹ íåíóëüîâîþ ÿêùî ïîòåíöiàë W (ρ) ¹ àñè-

ìåòðè÷íèì. Çîêðåìà äëÿ W (ρ) = 1
4ρ

2(1 − ρ)2(1 + ρ2) ìà¹ìî c0 < Φ′β(0) êîëè

β > βcritical > 0, òîáòî íóëüîâà øâèäêiñòü íå ¹ ñòiéêîþ. Äëÿ äâîâèìiðíî¨ çàäà÷i

öå îçíà÷à¹ íåñòiéêiñòü êðóãëî¨ ôîðìè êëiòèíè, ùî âåäå äî ñïîíòàííîãî ïîðóøå-

ííÿ ñèìåòði¨ ÿêå íàáëþäàþòü â åêñïåðèìåíòàõ.

Òåîðåìà M.6 îïèñó¹ ëîêàëüíó çà ÷àñîì åâîëþöiþ iíòåðôåéñó çãiäíî ç çàêîíîì

c0V = Φβ(V ) − F (t) äîêè V íå çàëèøèòü ìíîæèíó ñòiéêèõ øâèäêîñòåé S.
Ìîæíà âèñóíóòè ãiïîòåçó, ùî öåé çàêîí çàëèøà¹òüñÿ âiðíèì òàêîæ ïiñëÿ òîãî,

ÿê V äîñÿãíå ìåæó çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè S. Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä ç β = 150,
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Vmax Vmin

Fmax

Fmin

c0V-Φβ(V)

V

F

Ðèñ. M.1: Ïåòëÿ ãiñòåðåçèñó â çàäà÷i ïðî ìîáiëüíiñòü êëiòèíè. (Ïðàâîðó÷) Ãðàôiê c0V−Φβ(V );

(â öåíòði, ïðàâîðó÷) V = V (F ), (â öåíòði): ðîçâ'ÿçîê (M.9), (ïðàâîðó÷): ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè

(M.16)-(M.17). Ñòðiëêè ïîêàçóþòü íàïðÿìîê åâîëþöi¨ ïàðè (V (t), F (t)) ç ÷àñîì t; ñèíÿ êðèâà

âiäïîâiäà¹ F↓(t), ÷åðâîíà êðèâà âiäïîâiäà¹ F↑(t).

âiäïîâiäíèé ãðàôiê c0V − Φβ(V ) ïðåäñòàâëåíî íà Ðèñ. M.1. Âèáåðåìî F (t) =

F↑(t) := −2.25 + 1.25t äëÿ t ∈ [0, 1] i F (t) = F↓(t) := F↑(2− t) äëÿ t ∈ (1, 2]. Äëÿ

äîáðå ïiäãîòîâëåíèõ íà÷àëüíèõ äàíèõ øâèäêiñòü iíòåðôåéñó V çðîñòà¹ ç F (t) äî

Vmax ïîòiì âîíà ñòðèáà¹ äî iíøî¨ ãiëêè i ïðîäîâæó¹ çìiíþâàòèñÿ â (Vmin,+∞) äî

ìîìåíòó êîëè ñïàäå äî Vmin i çàçíà¹ ùå îäèí ñòèðèáîê, ïîòiì âîíà çìiíþ¹òüñÿ â

(−∞, Vmax) i ïîâåðòà¹òüñÿ äî âèõiäíî¨ øâèäêîñòi â ìîìåíò t = 2, äèâ. Ðèñ. M.1.

Òàêèì ÷èíîì â ñèñòåìi ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ïåòëÿ ãiñòåðåçèñó, öå ïiäòâåðäæó¹òüñÿ

÷èñåëüíèìè îáðàõóíêàìè äëÿ ãðàíè÷íîãî ðiâíÿííÿ (M.24) i âèõiäíî¨ ñèñòåìè

(M.16)-(M.17) äëÿ ìàëèõ ε. Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü äëÿ ε = 0.01 íàâåäåíî ñïðàâà

íà Ðèñ. M.1.

Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ ìîäåëi ôàçîâîãî ïîëÿ ç ïîâíèìè äîâåäåííÿìè îïó-

áëiêîâàíî â [42] i [40].



Äîäàòîê N

Äîâåäåííÿ òåõíi÷íèõ ðåçóëüòàòiâ ç Ïiäðîçäiëó 1.6.2

Äîâåäåííÿ Ëåìè 1.6.10. Ïî÷íåìî ç ïðîñòiøîãî âèïàäêó êîëè îáëàñòü Ω ¹

îäíîçâ'ÿçíîþ. Òàê ÿê h ∈ H, iñíó¹ ôóíêöiÿ h∗ ãàðìîíi÷íî ñïðÿæåíà äî h, i

íîðìàëiçîâàíà ðiâíiñòþ
∫
ψΩ

h∗dx = 0. Íàãàäà¹ìî òîòîæíiñòü

Jac (g, h) := −∇g · ∇⊥h.1 (N.1)

Êîðèñòóþ÷èñü (N.1) i òèì ôàêòîì, ùî ∇h∗ = ∇⊥h, âèâîäèìî
∫

Ω

f∇g ·∇hdx =

−
∫

Ω

f Jac (g, h∗)dx. Ñêîðèñòàâøèñü òåïåð (1.6.18) îòðèìó¹ìî (1.6.20) ç C(Ω) =
√

2.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê áàãàòîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi i ïîçíà÷èìî ÷åðåç ωj, j =

1, . . . k, îáìåæåíi îäíîçâ'ÿçíi êîìïîíåíòè R2 \Ω. Âèáåðåìî äîâiëüíi òî÷êè aj ∈
ωj i ââåäåìî âåêòîðíi ïîëÿ Xj(x) :=

1

2π
(∇ log(x− aj))⊥, êîæíå ç ïîëåé Xj

¹ ïîòåíöiàëüíèì. Âèçíà÷èìî X := (∇h)⊥. ßñíî, ùî çíàéäóòüñÿ ãëàäêi êðèâi

Γj ⊂ Ω, j = 1, . . . k, òàêi ùî:

1. Γj ¹ ãîìîòîïíîþ ∂ωj â Ω.

2.

∣∣∣∣∣
∫

Γj

X · τds

∣∣∣∣∣ ≤ C‖∇h‖L2.

Ïîêëàäåìî cj :=

∫
Γj

X · τds, Y := X −
∑

j cjXj. Âåêòîðíå ïîëå Y ¹ ïîòåí-

1Íàãàäà¹ìî, ùî (a, b)⊥ = (−b, a).
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öiàëüíèì, êðiì òîãî ‖Y ‖L2 ≤ C‖∇h‖L2 i
∫

Γj

Y · τds = 0, ∀j.2 Òàêèì ÷èíîì∫
Γ

Y · τds = 0 äëÿ êîæíî¨ ðåãóëÿðíî¨ çàìêíåíî¨ êðèâî¨ Γ ⊂ Ω. Çâiäñè Y = ∇u

äëÿ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ u, i ëåãêî áà÷èòè, ùî ‖∇u‖L2 ≤ C‖∇h‖L2. Äëÿ çàâåðøåííÿ

äîâåäåííÿ çàëèøà¹òüñÿ ñêîðèñòàòèñü (1.6.18):∣∣∣∣∫
Ω

f∇g · ∇hdx
∣∣∣∣ dx =

∣∣∣∣∣
∫

Ω

fJac (g, u)dx+
∑
j

cj

∫
Ω

f∇g ·X⊥j dx

∣∣∣∣∣
≤ C(Ω)‖∇f‖L2‖∇g‖L2‖∇h‖L2. �

Äîâåäåííÿ Ëåìè 1.6.11.Äîñòàòíüî âñòàíîâèòè îöiíêè (1.6.22) i (1.6.23) äëÿ ãëàä-

êèõ f i g. Ó öüîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ u ¹ ãëàäêîþ i 3−∆u = 2∇u(f) · ∇u(g) â Ω

u = 0 íà ∂Ω.
(N.2)

Ïîìíîæèìî (N.2) íà u i ñêîðèñà¹ìîñü (1.6.20), â ðåçóëüòàòi çíàõîäèìî∫
Ω

|∇u|2dx ≤ C(Ω)‖∇u‖L2‖∇u(f)‖L2‖∇u(g)‖L2 ≤ C(Ω)‖∇u‖L2|f |H1/2|g|H1/2,

çâiäêè âèïëèâà¹ (1.6.23).

Äëÿ äîâåäåííÿ (1.6.22) çàïèøåìî, ÿê â Ëåìi 1.6.10, ∇u(g) = −∇v − cjX⊥j , ç
‖∇v‖L2 ≤ C|g|H1/2 i |cj| ≤ C|g|H1/2. Òîäi ìà¹ìî

∆u = 2Jac (u(f), v)− 2
∑

cj(∇u(f))×Xj. (N.3)

Òåïåð, êîðèñòóþ÷èñü Ëåìîþ 1.6.9, îäåðæó¹ìî

‖u‖L∞ ≤ C(Ω)
(
‖∇u(f)‖L2‖∇v‖L2 +

∑
|cj|‖∇u(f)‖L2‖Xj‖L∞

)
≤ C(Ω)|f |H1/2|g|H1/2 �.

2Îñòàííÿ âëàñòèâiñòü ¹ íàñëiäêîì ðiâíîñòi

∫
Γj

Xlds =

1, ÿêùî j = l

0, ÿêùî j 6= l
.

3íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî (N.2) ¹ âiðíèì äëÿ äîâiëüíèõ f, g ∈ H1/2(∂Ω).
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Äîâåäåííÿ Ëåìè 1.6.12. Ïîêëàäåìî un := u(fgn)−u(f)u(gn)−u(fg)+u(f)u(g).

Âíàñëiäîê Ëåìè 1.6.11 ìà¹ìî, |un| ≤ C i un ⇀ 0 ñëàáêî â H1(Ω). Òàêèì ÷èíîì

un∇u(f)→ 0 ñèëüíî â L2(Ω). Îñêiëüêè −∆un = 2∇u(f) ·
(
∇u(gn)−∇u(g)

)
, òî∫

Ω

|∇un|2dx = 2

∫
Ω

(
un∇u(f)

)
·
(
∇u(gn)−∇u(g)

)
→ 0 êîëè n→∞. �

Äîâåäåííÿ Ëåìè 1.6.14. Ïîêëàäåìî u := u(f) i vn := u(gn). Ç îãëÿäó íà Ëåìó

1.6.12, (1.6.24) ¹ åêâiâàëåíòèì∫
Ω

|u∇vn + vn∇u|2dx =

∫
Ω

|∇u|2dx+

∫
Ω

|∇vn|2dx+ o(1). (N.4)

Âíàñëiäîê ïðèíöèïó ìàêñèìóìó |u| ≤ 1, |vn| ≤ 1. Êîðèñòóþ÷èñü öèì ôàêòîì

ðàçîì ç òèì, ùî vn → 1 ìàéæå âñþäó â Ω i ∇vn ⇀ 0 ñëàáêî â L2(Ω), çíàõîäèìî,∫
Ω

(u∇vn) · (vn∇u)dx =

∫
Ω

∇vn · (vnu∇u)dx→ 0.

Òîäi (N.4) çâîäèòüñÿ äî∫
Ω

|u|2|∇vn|2dx+

∫
ω

|vn|2|∇u|2dx =

∫
ω

|∇vn|2dx+

∫
Ω

|∇u|2dx+ o(1), (N.5)

(N.5) ùî, â ñâîþ ÷åðãó, íåâàæêî äîâåñòè êîìáiíóþ÷è íàñòóïíi ôàêòè:

1. |u(z)| → 1 ðiâíîìiðíî, êîëè dist(z, ∂Ω)→ 0 (äèâ. [56], Òåîðåìà A3.2).

2.
∫
K

|∇vn|2dx→ 0 äëÿ êîæíîãî êîìïàêòó K ⊂ Ω.

3. |vn| ≤ 1.

4. vn → 1 ðiâíîìiðíî íà êîìïàêòàõ â Ω. �

Çàóâàæåííÿ N.1. Ó âèïàäêó êîëè Ω ¹ îäíîçâ'ÿçíîþ îáëàñòþ äîâåäåííÿ

(1.6.24) ìîæíà çíà÷íî ñïðîñòèòè. À ñàìå, âíàñëiäîê êîíôîðìíî¨ iíâàðiàíòíîñòi

òèõ îá'¹êòiâ, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ, ìîæíà ââàæàòè, ùî Ω = D. Òîäi, ðîçêëàäàþ÷è
f â ðÿä Ôóð'¹ f =

∑
ane

inθ, îòðèìó¹ìî∫
S1

∫
S1

|f(x)− f(y)|2

|x− y|2
dsxdsy = 4π2

∑
|n||an|2 = 4π|f |2H1/2. (N.6)
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Òàêèì ÷èíîì (1.6.24) çâîäèòüñÿ äî∫
S1

∫
S1

|f(x)gn(x)− f(y)gn(y)|2

|x− y|2
dsxdsy =

∫
S1

∫
S1

|f(x)− f(y)|2

|x− y|2
dsxdsy

+

∫
S1

∫
S1

|gn(x)− gn(y)|2

|x− y|2
dsxdsy + o(1).

(N.7)

Ñêîðèñòà¹ìîñü òèì ôàêòîì, ùî |f | = |gn| = 1:

|f(x)gn(x)− f(y)gn(y)|2

|x− y|2
=
|f(x)(gn(x)− gn(y)) + (f(x)− f(y))gn(y)|2

|x− y|2

=
|gn(x)− gn(y)|2

|x− y|2
+
|f(x)− f(y)|2

|x− y|2
+ 2Fn ·Gn,

äå Fn(x, y) = f(x)gn(y)
f(x)− f(y)

|x− y|
i Gn(x, y) =

gn(x)− gn(y)

|x− y|
. Îòæå äëÿ äîâå-

äåííÿ (N.7) íåîáõiäíî ïîêàçàòè, ùî∫
S1

∫
S1

Fn ·Gndsxdsy → 0, (N.8)

äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñü òèì, ùî Fn → F (x, y) = f(x)
f(x)− f(y)

|x− y|
ñèëüíî â L2(S1×

S1) i Gn ⇀ 0 ñëàáêî â L2(S1 × S1).4

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 1.6.15. Êðîê I (u ìà¹ ùîíàéìåíøå îäèí íóëü â D). Äiéñíî,
â ïðîòèâíîìó âèïàäêó u ∈ C(D;C\{0}) i ∂ lim|z|→1 |u(z)| = 1, òîáòî |u| ≥ α > 0

äëÿ äåÿêîãî α. Òîäi ìîæíà çàïèñàòè u = |u|eıϕ, ç ϕ ∈ H1(Ω;R), ùî âåäå äî

íàñòóïíîãî ïðîòèði÷÷ÿ,

1 = deg (eıϕ,S1) =
1

π

∫
D

Jac (eıϕ)dx = 0.

Âèáåðåìî îäèí ç (ìîæëèâî äåêiëüêîõ) íóëiâ a ∈ D ôóíêöi¨ u. Ïîêëàäåìî v =

u ◦M−a = u ◦M−1
a . Òîäi ôóíêöiÿ v ¹ ãàðìîíi÷íîþ, v(0) = 0, i v|S1 = h, ç h =

g ◦N−a. Êðiì òîãî, ìà¹ìî |h|H1/2 = |g|H1/2, âíàñëiäîê êîíôîðìíî¨ iíâàðiàíòíîñòi

H1/2-íàïiâíîðìè.
4Ïåðøó çáiæíiñòü îòðèìó¹ìî êîðèñòóþ÷èñü òèì, ùî fn → f ñèëüíî â H1/2 ðàçîì ç Òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî

ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü. Äðóãà çáiæíiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî gn − 1 ⇀ 0 ñëàáêî â H1/2.
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Êðîê II (Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 4.). Ìiðêó¹ìî âiä ñóïðîòèâíîãî: ïðèïóñòèìî,

ùî iñíóþòü µ > 0, r ∈ (0, 1), òàêi ùî

inf
α∈S1
‖αvn − Id‖C2(Dr) ≥ µ

äëÿ äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi (vn) ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié, òàêèõ ùî
vn(0) = 0

hn := vn|S1 ìà¹ ìîäóëü 1 i ñòåïiíü 1.

|hn|2H1/2 ≤ π +
1

n

Òîäi, ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, vn → v â C∞loc(D), i hn ⇀ h ∈ H1/2(S1;S1).

Êðiì òîãî v = u(h) i v çàäîâîëüíÿ¹
‖αv − Id‖C2(Dr) ≥ µ, ∀α ∈ S1

v(0) = 0 .

|h|2
H1/2 ≤ π

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè deg (h,S1) = 1. Îñêiëüêè |h|2
H1/2 ≤ π,

ç Íàñëiäêó 1.6.5 âèâîäèìî (âðàõîâóþ÷è òîé ôàêò, ùî v(0) = 0), ùî ∂v = γ Id

äëÿ γ ∈ S1 i öå ¹ ïðîòèði÷÷ÿì. Òàêèì ÷èíîì deg (h,S1) 6= 1. Òîäi çà äîïîìîãîþ

Ëåìè 1.6.2 âèâîäèìî:

π = lim
1

2

∫
D
|∇vn|2dx ≥

1

2

∫
D
|∇v|2dx+ π| deg (hn,S1)− deg (h,S1)|

=
1

2

∫
D
|∇v|2dx+ π|1− deg (h,S1)|.

(N.9)

Öå îçíà÷à¹, ùî v ¹ ñòàëîþ ç ìîäóëåì 1, òîáòî v(0) 6= 0.

Â íàñòóïíié ÷àñòèíi äîâåäåííÿ áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî |g|2
H1/2 ≤ π + δ, äå

δ < δ0 i δ0 áóäå âèáðàíî ïiçíiøå.

Êðîê III. Äëÿ 0 < s < r < 1 i äîñòàòíüî ìàëèõ δ0 (ùî çàëåæàòü âiä s i r),

ìà¹ìî ∂|v| ≥ s íà D \ Dr.
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Äiéñíî, çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå µ > 0 i âiçüìåìî R ∈ (r, 1), ÿêå áóäå óòî÷íåíî

ïiçíiøå. Âíàñëiäîê äîêàçàíîãî â Êðîöi II ìà¹ìî

1

2

∫
DR
|∇v|2dx ≥ πR2 − µ i |v(x)| ≥ |x| − µ in DR, (N.10)

ÿêùî δ0 ¹ äîñòàòíüî ìàëèì. Çîêðåìà,

1

2

∫
D\DR

|∇v|2dx ≤ π − πR2 + µ+ δ0 i |v| ≥ R− µ íà ∂(D \ DR). (N.11)

Ñêîðèñòà¹ìîñü äàëi íàñòóïíèì ñïåöiàëüíèì âèïàäêîì ðåçóëüòàòó [85, Òåîðåìà

3.6] ñêîìáiíîâàíîãî ç [85, Ïðèêëàä 3.5 c)].

Ëåìà N.2. 1. Íåõàé 0 < R < 1 i ïîêëàäåìî ω := D \ DR. Íåõàé v ∈ H1(D)

� äîâiëüíà êîìïëåêñíîçíà÷íà ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî t ≤
|v| ≤ 1 íà ψω, äëÿ äåÿêîãî t ≥ 0, i âèçíà÷èìî s = ∂ infω |v|. Òîäi∫

ω

|∇v|2dx ≥ 4As,t,

äå As,t � ïëîùà îáëàñòi {z ∈ D; |z| < t,Re z > s}.

2. Òàêèé ñàìèé âèñíîâîê ¹ ñïðàâåäëèâèì ÿêùî ω = D.

3. Òàêèé ñàìèé âèñíîâîê ¹ ñïðàâåäëèâèì ÿêùî ω = D àáî D\DR i v ìiíiìiçó¹

Eβ â D çi ñâî¨ìè êðàéîâèìè äàíèìè íà ìåæi.

4. Ñïåöiàëüíèé âèïàäîê: ÿêùî ôóíêöiÿ v ¹ ãàðìîíi÷íîþ i äîäàòêîâî |v| = 1

íà S1, êðiì òîãî
∫
D |∇v|

2dx ≤ c < 2π, òîäi iñíó¹ λ = λ(c) > 0, òàêå ùî

|v| ≥ λ â D.

Êðîê III (ïðîäîâæåííÿ). Òàê ÿê As,t íå çàëåæèòü âiä R, êîðèñòóþ÷èñü òâåð-
äæåííÿì 1. Ëåìè N.2 i (N.11), îòðèìó¹ìî íàñòóïíå: ÿêùî R ¹ äîñòàòíüî áëèçü-

êèì äî 1 i µ, δ0 ¹ äîñòàòíüî ìàëèìè, òîäi |v| ≥ s â D \DR. Çàëèøà¹òüñÿ ñêîìái-

íóâàòè öåé ôàêò ç äðóãèì òâåðäæåííÿì â (N.10).

Êðîê IV (ôóíêöiÿ u ìà¹ òî÷íî îäèí íóëü). Äiéñíî, êîìáiíóþ÷è äîêàçàíå ó

Êðîöi III i Êðîöi II , äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî v ìà¹ òî÷íî îäèí íóëü äëÿ ìàëèõ

δ0 (i öåé íóëü ëåæèòü â îêîëi öåíòðà). Òå ñàìå ¹ ñïðàâåäëèâèì i äëÿ u.
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Êðîê V (íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ g 7→ a). Öå òâåðäæåííÿ ¹ íàñëiäêîì

¹äèíîñòi íóëÿ. Äiéñíî, íåõàé gn → g â H1/2(S1;S1). Òîäi iñíó¹ ÷èñëî r > 0, ùî

íå çàëåæèòü âiä n, òàêå ùî

|u(gn)| ≥
1

2
â D \ Dr,∀n. (N.12)

Öåé ðåçóëüòàò äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî Òåîðåìi A3.2 â [56]. Òåïåð íåâàæêî äîâå-

ñòè çáiæíiñòü íóëiâ u(gn) äî íóëÿ u(g) êîðèñòóþ÷èñü ðiâíîìiðíîþ çáiæíîñòþ

u(gn) äî u(g) íà êîìïàêòàõ â D.
Êðîê VI (äîâåäåííÿ 2.). Îñêiëüêè íîðìà | · |H1/2 ¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî êîì-

ïîçèöi¨ ç çâóæåííÿìè íà S1 êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü Ìåáióñà i ïîìíîæåííÿ íà

ñòàëi ç îäèíè÷íèì ìîäóëåì, ìîæíà ââàæàòèòè, ùî u(0) = 0, i ùî òâåðäæåííÿ 4.

âèêîíó¹òüñÿ ç a = 0 i α = 1. Íåõàé θ ïîçíà÷à¹ ïîëÿðíèé êóò i íåõàé r ∈ (1/2, 1).

Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 4., äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ δ ôóíêöiþ u ìîæíà çàïèñàòè íà-

ñòóïíèì ÷èíîì u = Id ηeıϕ = |u|eı(θ+ϕ) â D \Dr, ç η, ϕ ∈ H1(D \Dr;R). Ç îãëÿäó

íà ðåçóëüòàò Êðîêó III i ïðèíöèï ìàêñèìóìó ìîæíà ââàæàòè, ùî 1/2 ≤ |u| ≤ 1.

Äîìîâèìîñü ïîçíà÷àòè ÷åðåç o(1) âåëè÷èíó, ùî çáiãà¹òüñÿ äî 0 ðiâíîìiðíî

(âiäíîñíî g, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ïàðàìåòð) êîëè δ → 0. Äàëi áóäå äîâåäåíî

îöiíêó

‖∇ϕ‖L2(D\Dr) = o(1), (N.13)

ÿêà, î÷åâèäíî, òÿãíå çà ñîáîþ òâåðäæåííÿ 2.

Äëÿ äîâåäåííÿ (N.13), ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî ‖u − Id‖H1 = o(1). Äiéñíî,

ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü (un), un = u(gn), òàêó ùî δn := |gn|2H1/2 − π → 0 ïðè

n → ∞ i òâåðäæåííÿ 4. âèêîíó¹òüñÿ ç a = 0 i α = 1. Òîäi un ⇀ Id ñëàáêî â

H1(D), i

1

2

∫
D
|∇un|2dx = |gn|H1/2 → π =

1

2

∫
D
|∇ Id|2dx as n→∞.

Îòæå ‖un − Id‖H1 → 0. Äàëi, çàïèøåìî

|∇ϕ| =
∣∣∣∣∇ |Id|u|u| Id

∣∣∣∣ â D \ Dr.
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Òîäi (N.13) âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî ‖u − Id‖H1 = o(1) i ïîòî÷êîâèõ îöiíîê

1/2 ≤ |u| ≤ 1, 1/2 ≤ |Id| ≤ 1 â D \ Dr. �

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 1.6.16. ßê i â äîâåäåííi Òåîðåìè 1.6.15, Êðîê VI, äîñòàòíüî

âñòàíîâèòè òâåðäæåííÿ 2. ó ñïåöiàëüíîìó âèïàäêó êîëè u(g)(0) = 0. Ìiðêó¹ìî

âiä ñóïðîòèâíîãî: ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié (gn) ⊂ H1 i

òî÷îê (zn) ⊂ D, òàêi ùî

|gn|2H1/2 ≤ 2π − δ, |zn| → 1, un := u(gn) çàäîâîëüíÿ¹ un(0) = 0 i |un(zn)| → 0.

(N.14)

Òîäi iñíóþòü D ∈ Z, g ∈ HD i u = u(g), òàêi ùî

un → u â C∞loc(D), u(0) = 0 (N.15)

(ç òî÷íiñòþ äî âèäiëåííÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi). Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî D = 1.

Äiéñíî, òi ñàìi ìiðêóâàííÿ, ùî âåäóòü äî (N.9) äàþòü íàñòóïíó íåðiâíiñòü

2π > 2π − δ ≥ 1

2

∫
D
|∇u|2dx+ π|1−D|. (N.16)

Ñêîìáiíó¹ìî òåïåð (N.16) ç Íàñëiäêîì 1.6.5, ìà¹ìî D = 0 àáî D = 1. ßêùî

D = 0, òîäi ∂
∫
D |∇u|

2dx ≤ 2(π − δ). Ç öi¹¨ íåðiâíîñòi i Ëåìè N.2, òâåðäæåííÿ

4. âèïëèâà¹, ùî |u| ≥ λ â D äëÿ äåÿêîãî λ > 0. Ïðîòå öå ïðîòèði÷èòü (N.15).

Òàêèì ÷èíîì D = 1.

Äëÿ çàäàíîãî s ∈ (0, 1), ùî áóäå âèáðàíî íèæ÷å, iñíó¹ R ∈ (0, 1), òà-

êå ùî |u(z)| > ∂s íà ∂DR ([56], Òåîðåìà A3.2). Òîäi, çàâäÿêè (N.15), íåðiâ-

íiñòü |uj| ≥ s âèêîíó¹òüñÿ íà ∂DR êîëè j ¹ äîñòàòíüî âåëèêèì. Ç iíøîãî áîêó

deg (u, ∂DR) = 1 äëÿ R äîñòàòíüî áëèçüêèõ äî 1, êîìáiíóþ÷è öå ç (N.15) çíàõî-

äèìî deg (un, ∂DR) = 1 äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ n. Òåïåð, êîðèñòóþ÷èñü (1.6.7),

îòðèìó¹ìî îöiíêó
1

2

∫
DR
|∇un|2dx ≥ πs2. (N.17)

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè |un(zn)| → 0 i |un| ≥ s íà ψ(D \ DR), âíàñëiäîê Ëåìè
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N.2, òâåðäæåííÿ 1., ìà¹ìî

lim inf
n→∞

1

2

∫
D\DR

|∇un|2dx ≥ πs2. (N.18)

Äëÿ s äîñòàòíüî áëèçüêèõ äî 1, äiñòà¹ìî ïðîòèði÷÷à êîìáiíóþ÷è (N.17) ç (N.18).

Ïiñëÿ òîãîã ÿê âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ R i µ ïðî ÿêi éäåòüñÿ â òâåðäæåííi

2., òâåðäæåíÿ 1. äîâîäèòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Ñêîðèñòàâøèñü êîíôîðìíîþ

iíâàðiàíòíiñòþ, ìîæíà ââàæàòè, ùî u(0) = 0. Òàê ÿê |u| ≥ µ > 0 â D \ DR,

ìà¹ìî deg (u, ∂DR) = 1. Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî ïî÷àòêó Êðîêó 6. â äîâåäåííi

Òåîðåìè1.6.15, ìîæíà çàïèñàòè

u = |u|eı(θ+ϕ) â D \ DR. (N.19)

Òîäi îöiíêà
∫
D |∇u|

2dx ≤ 4π äà¹∫
D\DR

|∇ϕ|2dx ≤ C. (N.20)

Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 1. i çàãàëîì Òåîðåìè 1.6.16 . �

Äîâåäåííÿ Ëåìè 1.6.18. ßêùî c(β, a) ≥ 2π, òîäi íåìà¹ ùî äîâîäèòè. Â ïðîòèâ-

íîìó âèïàäêó, âèêîðèñòà¹ìî Íàñëiäîê 1.6.17 i îäåðæèìî, ùî iíôiìóì â (1.6.27)

äîñÿãà¹òüñÿ. Áóäåìî ìiðêóâàòè âiä ñóïðîòèâíîãî i ïðèíóñòèìî, ùî c(β, a0) = π.

ßêùî v ¹ ìiíiìiçàíòîì (1.6.27) òîäi, çãiäíî ç Íàñëiäêîì 1.6.5, v = Mα,a i∫
D
β(1− |v|2)2dx = 0. (N.21)

Ç iíøîãî áîêó

lim
r→0

1

πr2

∫
B(a,r)

β(1− |v|2)2dx = b(1− |v|2)2(a), (N.22)

ùî ïðîòèði÷èòü (N.21). �
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