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ÀÍÎÒÀÖIß

Õiëüêîâà Ë.Î. Óñåðåäíåíi ìîäåëi äèôóçi¨ â ïîðèñòîìó ñåðåäîâè-

ùi ç íåëiíiéíîþ àäñîðáöi¹þ íà ìåæi. � Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà ïðàöÿ íà
ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà ôiçèêî-
ìàòåìàòè÷íèõ íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.03 � ìàòåìàòè÷íà ôiçèêà. �
Ôiçèêî-òåõíi÷íèé iíñòèòóò íèçüêèõ òåìïåðàòóð iìåíi Á.I. Â¹ðêiíà Íàöiîíàëü-
íî¨ àêàäåìi¨ íàóê Óêðà¨íè, Õàðêiâ, 2018.

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ ïèòàííÿ óñåðåäíåííÿ êðàéîâèõ çàäà÷
äëÿ ðiâíÿíü ñòàöiîíàðíî¨ é íåñòàöiîíàðíî¨ äèôóçi¨ â ñèëüíî ïåðôîðîâàíèõ îáëà-
ñòÿõ Ωε = Ω\F ε (òóò Ω ⊂ Rn (n > 2) � îáìåæåíà îáëàñòü, â ÿêié ðîçãëÿäà¹òüñÿ
ïðîöåñ, F ε � ïåðôîðóþ÷à ìíîæèíà) ç íåëiíiéíîþ àäñîðáöi¹þ íà ìåæi F ε, ÿêà
çàäà¹òüñÿ íåëiíiéíîþ êðàéîâîþ óìîâîþ òèïó Ðîáåíà. Îáëàñòü äèôóçi¨ Ωε çàëå-
æèòü âiä ìàëîãî ïàðàìåòðó ε > 0 òàê, ùî ïðè ε→ 0 ïåðôîðóþ÷à ìíîæèíà F ε

ñòà¹ âñå áiëüø ïîðiçàíîþ é ðîçòàøîâó¹òüñÿ â ôiêñîâàíié îáëàñòi Ω âñå áiëüø
ùiëüíî. Ìàëèé ïàðàìåòð ε çàäà¹ ìàñøòàá ïåðôîðàöi¨.

Äèôóçiéíi ïðîöåñè ðîçãëÿäàþòüñÿ â îáëàñòÿõ Ωε äâîõ òèïiâ: ñèëüíî çâ'ÿ-
çíèõ ïåðôîðîâàíèõ îáëàñòÿõ é îáëàñòÿõ iç äðiáíîçåðíèñòîþ ìåæåþ. Òàêèì ÷è-
íîì, äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí. Ïåðøà ÷àñòèíà ìiñòèòü ðîçäiëè 2-4
òà ïðèñâÿ÷åíà óñåðåäíåííþ â ñèëüíî çâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ, äðóãà ìiñòèòü ðîçäië 5
i ðîçãëÿäà¹ óñåðåäíåííÿ â îáëàñòÿõ ç äðiáíîçåðíèñòîþ ìåæåþ.

Ïåðøèé òèï îáëàñòåé Ωε � ñèëüíî çâ'ÿçíi ïåðôîðîâàíi îáëàñòi. Ïîíÿòòÿ
ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi âiäíîñèòüñÿ íå äî îäíi¹¨ îáëàñòi, à äî ïîñëiäîâíîñòi îáëà-
ñòåé {Ωε}ε � ïiäîáëàñòåé ôiêñîâàíî¨ îáëàñòi Ω. Îáëàñòi Ωε ¹ ñèëüíî çâ'ÿçíi,
ÿêùî áóäü-ÿêà ðiâíîìiðíî îáìåæåíà ïî ε ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié {uε(x)}ε, âè-
çíà÷åíèõ â îáëàñòÿõ Ωε, êîìïàêòíà. Ñèëüíî çâ'ÿçíi îáëàñòi � öå øèðîêèé êëàñ
ïåðôîðîâàíèõ îáëàñòåé, ïðèêëàäàìè ÿêèõ ìîæóòü áóòè ÿê îáëàñòi, äîâiëüíî
ïåðôîðîâàíi îêðåìèìè ÷àñòêàìè, òàê é îáëàñòi, ïåðôîðóþ÷à ìíîæèíà F ε ÿêèõ
òàêîæ ¹ çâ'ÿçíîþ.

Äðóãèé òèï îáëàñòåé äèôóçi¨ � îáëàñòi iç äðiáíîçåðíèñòîþ ìåæåþ. Ðîç-
ãëÿäàþòüñÿ îáëàñòi, ïåðôîðóþ÷à ìíîæèíà ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ ç ìàëèõ (iñòîòíî
ìåíøèõ ìàñøòàáó ïåðôîðàöi¨ ε) âêëþ÷åíü-êóëü äîâiëüíî àáî âèïàäêîâî ðîçïî-
äiëåíèõ ïî îáëàñòi Ω.

Äëÿ îáîõ òèïiâ ïåðôîðîâàíèõ ñòðóêòóð òåîðiÿ óñåðåäíåííÿ òðåòüî¨ êðàéî-
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âî¨ çàäà÷i ç íåëiíiéíîþ êðàéîâîþ óìîâîþ ñòàíîâèòü âåëèêèé iíòåðåñ i ðàíiøå
íå áóëà ïîáóäîâàíà. Ðîçãëÿäó öi¹¨ ïðîáëåìè i ïðèñâÿ÷åíà äàíà äèñåðòàöiÿ.

Îñíîâíèé çìiñò äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó òà ï'ÿòè ðîç-
äiëiâ, ðîçáèòèõ íà ïiäðîçäiëè.

Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöi¨, ñôîðìóëüîâàíî ìå-
òó äîñëiäæåííÿ, âèñâiòëåíî íàóêîâó íîâèçíó i ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ
ðåçóëüòàòiâ, íàâåäåíî âiäîìîñòi ïðî ïóáëiêàöi¨, îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à i
ñòóïiíü àïðîáàöi¨ ðîáîòè.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi íàâîäÿòüñÿ äîïîìiæíi âiäîìîñòi: âèçíà÷àþòüñÿ ñèëüíî
çâ'ÿçíi îáëàñòi, íàâîäèòüñÿ óçàãàëüíåíà òåîðåìà Ñîáîë¹âà i áóäó¹òüñÿ ¾ðîçáèò-
òÿ îäèíèöi¿ ç ïîòðiáíèìè âëàñòèâîñòÿìè.

Äðóãèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî ðîçãëÿäó êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ ñòàöiî-
íàðíî¨ äèôóçi¨ â ïåðôîðîâàíèõ ñèëüíî çâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ Ωε ⊂ Rn (n > 2) ç
íåëiíiéíîþ àäñîðáöi¹þ íà ìåæi ïåðôîðóþ÷î¨ ìíîæèíè F ε. Ïðè êîæíîìó ôi-
êñîâàíîìó ε äîâåäåíî iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó uε(x) òàêî¨ çàäà÷i. Äîñëi-
äæåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó òà óñòàíîâëåíî óìîâè çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi
ðîçâ'ÿçêiâ {uε(x)}ε, ïðè ïðÿìóâàííi ìàñøòàáó ïåðôîðàöi¨ ε äî 0, äî ðîçâ'ÿçêó
u(x) óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i, âèä ÿêî¨ âèçíà÷åíî. Äëÿ âèçíà÷åííÿ åôåêòèâíèõ õà-
ðàêòåðèñòèê ñåðåäîâèùà, ÿêi ¹ êîåôiöi¹íòàìè óñåðåäíåíîãî ðiâíÿííÿ, óâåäåìî
¾ìåçîñêîïi÷íi¿ õàðàêòåðèñòèêè îáëàñòåé Ωε. Öå ëîêàëüíi åíåðãåòè÷íi õàðàêòå-
ðèñòèêè ìiêðîñòðóêòóðè, ðîçãëÿíóòi â îêîëi êîæíî¨ òî÷êè x ∈ Ω � ¾ìåçîêóái¿
Kx
h iç öåíòðîì ó òî÷öi x i ðåáðàìè äîâæèíîþ h. Ïðåôiêñ ¾ìåçî¿ îçíà÷à¹, ùî

ðîçìið êóáà iñòîòíî áiëüøå ðîçìiðó ìiêðîñòðóêòóðè ε, àëå iñòîòíî ìåíøå ðîç-
ìiðó îáëàñòi Ω (ε≪ h≪ 1). Â äàíîìó ðîçäiëi íàâåäåíî äâi òåîðåìè çáiæíîñòi.
Ó ïåðøié, äîâåäåíà çáiæíiñòü çà óìîâè iñíóâàííÿ ùiëüíîñòi ëîêàëüíèõ åíåð-
ãåòè÷íèõ (¾ìåçîñêîïi÷íèõ¿) õàðàêòåðèñòèê ðiâíîìiðíî ïî x ∈ Ω. Ó äðóãié,
îòðèìàíî àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò, àëå ïðè áiëüø ñëàáêèõ iíòåãðàëüíèõ óìîâàõ.
Ïðè äîâåäåííi òåîðåì çáiæíîñòi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ âàðiàöiéíèé ìåòîä ¾ìåçî-
ñêîïi÷íèõ¿ õàðàêòåðèñòèê, ðîçðîáëåíèé �.ß. Õðóñëîâèì. Öåé ìåòîä çàñíîâàíî
íà ïîáóäîâi íèæíüî¨ òà âåðõíüî¨ îöiíîê äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i, ÿêà
âiäïîâiäà¹ ïî÷àòêîâié êðàéîâié çàäà÷i.

Òåîðåìè çáiæíîñòi, äîâåäåíi ó äðóãîìó ðîçäiëi, ìàþòü óìîâè, âèêîíàííÿ
ÿêèõ äëÿ îáëàñòåé äîâiëüíîãî âèãëÿäó ïîêàçàòè äóæå âàæêî. ßê ïðèêëàä ñèëü-
íî çâ'ÿçíèõ îáëàñòåé äëÿ ÿêèõ öi óìîâè âèêîíàíi, ó òðåòüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿ-
äàþòüñÿ îáëàñòi ëîêàëüíî-ïåðiîäè÷íî¨ ñòðóêòóðè, ïåðôîðóþ÷à ìíîæèíà ÿêèõ
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ñêëàäà¹òüñÿ ç îêðåìèõ çåðåí, ùî ïîâiëüíî çìiíþþòüñÿ çàëåæíî âiä òî÷êè ðîçìi-
ùåííÿ. Äëÿ öèõ îáëàñòåé äîñëiäæåíî óìîâè çáiæíîñòi òà îòðèìàíî ÿâíi ôîðìó-
ëè äëÿ åôåêòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê ñåðåäîâèùà � òåíçîðà ïðîâiäíîñòi é ôóíêöi¨
ïîãëèíàííÿ, ÿêi ¹ êîåôiöi¹íòàìè óñåðåäíåíîãî ðiâíÿííÿ.

×åòâåðòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî ðîçãëÿäó ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâ-
íÿííÿ íåñòàöiîíàðíî¨ äèôóçi¨ çi çíåñåííÿì ÷àñòîê äèôóíäóþ÷î¨ ðå÷îâèíè ði-
äèíîþ â ïåðôîðîâàíèõ ñèëüíî çâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ äîâiëüíîãî âèäó ç íåëiíiéíîþ
êðàéîâîþ óìîâîþ òèïó Ðîáåíà íà ìåæi ïåðôîðàöi¨. Îïåðàòîðíèì ìåòîäîì äî-
âåäåíî, ùî ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó ε iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê òàêî¨ çàäà÷i. Âè-
â÷åíà àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ïîñëiäîâíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ {uε(t, x)}ε ïðè ε→ 0 òà
âèçíà÷åíi óìîâè çáiæíîñòi, ïðè ÿêèõ uε(x, t) çáiãàþòüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó óñåðåäíå-
íî¨ çàäà÷i. Ïðè äîâåäåííi òåîðåìè çáiæíîñòi âèêîðèñòîâó¹ìî íàñòóïíèé ïiäõiä:
äëÿ ïîõiäíî¨ ðîçâ'ÿçêó çà ÷àñîì òà äîäàíêó, ÿêèé îïèñó¹ çíåñåííÿ, îäåðæó¹ìî
îöiíêè, ÿêi äîçâîëÿþòü çâåñòè ïàðàáîëi÷íó çàäà÷ó äî åëiïòè÷íî¨ ç êîìïàêòíèì
ïðè ìàéæå óñiõ t ∈ (0, T ) âiëüíèì ÷ëåíîì. Äî îòðèìàíî¨ åëiïòè÷íî¨ êðàéîâî¨
çàäà÷i çàñòîñîâó¹ìî òåîðåìè çáiæíîñòi, äîâåäåíi ó äðóãîìó ðîçäiëi.

Ï'ÿòèé ðîçäië ñêëàäà¹ äðóãó ÷àñòèíó äèñåðòàöi¨ é ïðèñâÿ÷åíèé óñåðåäíåí-
íþ çàäà÷i Ðîáåíà â îáëàñòÿõ ç äðiáíîçåðíèñòîþ ìåæåþ. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ êðàéîâà
çàäà÷à äëÿ ðiâíÿííÿ ñòàöiîíàðíî¨ äèôóçi¨ â îáëàñòi Ωε = Ω \ ∪Nε

i=1B
ε
i , äîäà-

òêîâî¨ âåëèêîìó ÷èñëó äðiáíèõ ÷àñòîê-êóëü Bε
i (i = 1, ..., N ε), ñåðåäíÿ âiäñòàíü

ìiæ ÿêèìè ìà¹ ïîðÿäîê O(ε), à ñåðåäíié ðàäióñ ïîðÿäîê O(εα) (α > 1). Äëÿ
òîãî, ùîá ãðàíè÷íà ïîãëèíàþ÷à çäàòíiñòü òàêî¨ ñèñòåìè ÷àñòîê íå çíèêàëà ïðè
ε → 0, ââàæàþòü, ùî ÷àñòêè ìàþòü ñèëüíå ïîãëèíàííÿ, òîáòî ôóíêöiÿ ïî-
ãëèíàííÿ íà ¨õ ïîâåðõíi ìà¹ ïîðÿäîê O(εβ) (β = β(α)). Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à
çàëåæèòü âiä äâîõ ïàðàìåòðiâ: ïàðàìåòðà α, ùî âèçíà÷à¹ íàñêiëüêè ìàëèìè
¹ ÷àñòêè, i ïàðàìåòðà β, ùî õàðàêòåðèçó¹ iíòåíñèâíiñòü ïîãëèíàííÿ íà ¨õíié
ïîâåðõíi. Îáëàñòþ çìiíè ïàðàìåòðiâ α, β ¹ îáëàñòü Λ = {1 < α < 3, 2α + β >
3} ∪ {α > 3, −∞ < β <∞}. Äîñëiäæåíî âïëèâ ïàðàìåòðiâ α, β íà àñèìïòîòè-
÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ. Çîêðåìà âñòàíîâëåíî, ùî ïðè çíà÷åííi ïàðàìåòðà α
áiëüøå êðèòè÷íîãî (α > 3) ñèñòåìà ÷àñòîê ïðè ε→ 0 íå ìà¹ çàãàëüíîãî ïîãëè-
íàþ÷îãî åôåêòó íåçàëåæíî âiä iíòåíñèâíîñòi ïîãëèíàííÿ íà ¨õíié ïîâåðõíi.

Öåé ðîçäië ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ãëàâ. Ó ïåðøié, ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî êóëi
ðîçïîäiëåíi â îáëàñòi Ω ∈ R3 âèçíà÷åíèì ÷èíîì òà ìàþòü çàäàíi ðàäióñè. Âè-
â÷åíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i, îòðèìàíî óìîâè çáiæíîñòi òà
âèçíà÷åíî âèä óñåðåäíåíîãî ðiâíÿííÿ, ùî îïèñó¹ ãîëîâíèé ÷ëåí àñèìïòîòèêè.



5

Ïðè äîâåäåíi òåîðåìè çáiæíîñòi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ âàðiàöiéíèé ìåòîä ¾êâàçiðî-
çâ'ÿçêiâ¿, áëèçüêèé äî ìåòîäó ¾ìåçîñêîïi÷íèõ¿ õàðàêòåðèñòèê.

Ó äðóãié ãëàâi ðîçãëÿäàþòüñÿ îáëàñòi iç äðiáíîçåðíèñòîþ âèïàäêîâîþ ìå-
æåþ, ó ÿêèõ öåíòðè êóëü òà ¨õ ðàäióñè âèïàäêîâi i îïèñóþòüñÿ ñóêóïíiñòþ
êiíöåâîìiðíèõ ôóíêöié ðîçïîäiëó. Ïðè ∀ ε > 0 ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ïîðîäæó-
þòü iìîâiðíiñíó ìiðó Pε â iìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði Pε. Òî÷êè ωε öüîãî ïðîñòî-
ðó ïåðåáóâàþòü ó âçà¹ìî-îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi ç âèïàäêîâèìè ìíîæèíàìè
F (ωε) = ∪iBε

i â Ω. Îòðèìàíî óìîâè íà ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó, ïðè ÿêèõ óñi óìîâè
çáiæíîñòi, âèçíà÷åíi ó ïåðøié ãëàâi, âèêîíàíî. Ïðè çíà÷åííi ïàðàìåòðà α > 2

äîâåäåíî, ùî ïðè ε → 0 ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i uε(x) = u(x, ωε), ÿêèé ¹
âèïàäêîâîþ ôóíêöi¹þ, ùî çàëåæèòü âiä ωε ∈ Pε, çáiãà¹òüñÿ ïî éìîâiðíîñòi äî
íåâèïàäêîâî¨ ôóíêöi¨ u(x) � ðîçâ'ÿçêó óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i. Îòðèìàíî ÿâíi ôîð-
ìóëè äëÿ êîåôiöi¹íòiâ óñåðåäíåíîãî ðiâíÿííÿ, ÿêi çàëåæàòü âiä çíà÷åíü ïàðàìå-
òðiâ α, β. Ïðè çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà 1 < α 6 2 ïèòàííÿ àñèìïòîòèòè ðîçâ'ÿçêiâ
çàäà÷i Ðîáåíà ó îáëàñòÿõ iç âèïàäêîâîþ äðiáíîçåðíèñòîþ ìåæåþ çàëèøà¹òüñÿ
âiäêðèòèì.

Óñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè íàâåäåíî ç ïîâíèìè äîâåäåííÿìè. Îòðèìàíi
ðåçóëüòàòè ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð òà ¹ âêëàäîì â òåîðiþ óñåðåäíåííÿ
òðåòüî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i â ñèëüíî ïåðôîðîâàíèõ îáëàñòÿõ äîâiëüíîãî âèäó.

Êëþ÷îâi ñëîâà: Óñåðåäíåííÿ, ïåðôîðîâàíi îáëàñòi, ñèëüíî çâ'ÿçíi îáëàñòi,
îáëàñòi iç äðiáíîçåðíèñòîþ ìåæåþ, ñòàöiîíàðíà äèôóçiÿ, íåñòàöiîíàðíà äèôó-
çiÿ, àäñîðáöiÿ, íåëiíiéíà êðàéîâà óìîâà Ðîáåíà, ìåçîñêîïi÷íi õàðàêòåðèñòèêè,
âàðiàöiéíèé ìåòîä, åíåðãåòè÷íèé ôóíêöiîíàë, ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó, óñåðåäíåíå
ðiâíÿííÿ.



6

ABSTRACT

Khilkova L.O. Homogenized models of di�usion in a porous medium

with nonlinear adsorption at the boundary. � Quali�cation scienti�c paper,
manuscript.

The thesis for a Candidate's degree in Physics and Mathematics: Speciali-
ty 01.01.03 � Mathematical Physics. � B.I. Verkin Institute for Low Temperature
Physics and Engineering, National Academy of Sciences of Ukraine, Kharkiv, 2018.

In the thesis we study the questions of homogenization of boundary-value
problems for equations of stationary and non-stationary di�usion in strongly
perforated domains Ωε = Ω \ F ε (here Ω ⊂ Rn (n > 2) be a �xed bounded domain
in which the process is considered, F ε be a perforating set) with a non-linear Robi-
n's boundary condition on the boundary of F ε. The domain Ωε depends on the
small parameter ε > 0 such that the set F ε becomes more and more loosened and
distributes more densely in the domain Ω as ε→ 0. The small parameter ε de�nes
a perforation scale.

Di�usion processes are considered in the domains Ωε of two types: in strongly
connected perforated domains and in domains with �ne-grained boundary. Thus,
the thesis consists of two parts. The �rst part includes chapters 2-4 and is devoted
to homogenizing of Robin's problem in strongly connected domains, the second part
includes chapter 5 and considers to homogenizing the same problem in domains with
the �ne-grained boundaries.

The �rst type of domains Ωε is strongly connected domains. First of all, we
emphasize that the notion of strongly connected refer to sequences of domains
{Ωε}ε ∈ Ω and not to a �xed domains. The domains Ωε are strongly connected if
any sequence of functions {uε(x)}ε, which are uniformly bounded on ε, is compact.
Strongly connected domains are a wide class of perforated domains, examples of
which can be as domains arbitrarily perforated by separate particles, and domains
whose perforating set F ε is also connected.

The second type of the di�usion domains is domains with the �ne-grains
boundary. We consider the domains which perforating set consists of small
(substantially smaller the scale ε) inclusions-balls arbitrarily or randomly distri-
buted over the domain Ω.

For both types of perforated structures, the theory of homogenization of the
third boundary value problem with a non-linear boundary condition is of great
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interest and has not yet been constructed. The thesis is devoted to the consideration
of this problem.

The main content of the thesis consists of the introduction and �ve sections
divided into subsections.

The introduction substantiates the relevance of the topic of the thesis,
formulates the purpose of the study, highlights the scienti�c novelty and the practi-
cal signi�cance of the obtained results, provides a information about the publicati-
ons, the personal contribution of the applicant and the level of approbation of the
work.

In the �rst section the auxiliary information is given: the strongly connected
domains are de�ned, Sobolev's generalized theorem is represented and a partition
of unity with the necessary properties is constructed.

The second section is devoted to the consideration of the boundary value
problem for the equation of stationary di�usion in the perforated strongly connected
domains Ωε ⊂ Rn (n > 2) with a non-linear adsorption on the boundary of the
perforating set F ε. For each �xed ε we prove the existence of the unique solution
uε(x) for this problem. We study the asymptotic behavior and establish conditions
of convergence of a sequence of solutions {uε(x)}ε of the problem, as ε → 0, to a
solution u(x) of a homogenized problem, the type of which is de�ned. To determine
the e�ective characteristics of the porous medium, which are the coe�cients of the
homogenized equation, we introduce ¾mesoscopic¿ characteristics of the domains
Ωε. These are local energy characteristics of the microstructure constructed in the
¾mesocube¿ Kx

h centered at point x ∈ Ω of size h. The pre�x ¾meso¿ means that
the size of the cube is substantially larger than the size of microstructure ε, but is
substantially smaller than the size of the domain Ω (ε≪ h≪ 1). In the section we
give two theorem. In the �rst theorem we prove the convergence In the �rst theorem,
we prove the convergence, provided that densities of local ¾mesoscopic¿ characteri-
stics exist uniformly by x ∈ Ω. In the second, we get a similar result, but with weaker
integral conditions. In the proof of the convergence theorems, we use the variati-
onal method of the ¾mesoscopic¿ characteristics, developed by E.Ya. Khruslov. This
method is developed by E.Ya. Khruslov, it is based on the extension of solutions
and the construction of upper and lower estimates for variational functionals.

The convergence theorems, proved in the second section, have the conditions
that it is very di�cult to show for domains of arbitrary form. As an example of
the strongly connected domains for which these conditions are ful�lled, in the third
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section we consider the domains of locally-periodic structure. For these domains,
we investigate the conditions of the convergence and obtain explicit formulas for
the e�ective characteristics of the medium that are coe�cients of the homogenized
equation.

In the fourth section we consider an initial boundary-value problem for a
parabolic equation describing non-stationary di�usion in porous media with non-
linear absorption on the boundary and the transfer of the di�using substance by
�uid. For each �xed ε by the operator method we prove the existence of the unique
solution for this problem. We study the asymptotic behavior of a sequence of soluti-
ons {uε(t, x)}ε when the scale of microstructure ε tends to zero, de�ne the conditions
of convergence and obtain the homogenized model of the di�usion process. In the
proof of the convergence theorem, we use the following approach: for the derivative
of the solution by time and a drift term we obtain estimates that allow us to reduce
the parabolic problem to an elliptic problem with a compact free term for almost
all t ∈ (0, T ). We use the convergence theorems, proved in the second section, to
the obtained elliptic problem.

The �fth section is the second part of the thesis, it is devoted to the homogeni-
zation of Robin's problem in the domains with a �ne-grained boundary. We
consider the boundary-value problem for the stationary di�usion equation in the
domain Ωε = Ω \ ∪Nε

i=1B
ε
i , which is additional of �ne grain-balls large number

Bε
i (i = 1, ..., N ε). A mean distance between the nearest centers is O(ε), and

the mean radius is O(εα) (α > 1). In order that the limiting absorption power
of such system of particles does not disappear as ε→ 0, we assume that the parti-
cles have a strong absorption, that is, the absorption function on their surfaces by
the order O(εβ) (β = β(α)). Thus, the problem depends on two parameters: the
parameter α, which determines how small the particles are, and the parameter β,
which characterizes the absorption intensity of their surface. The domain of changi-
ng the parameters α, β is Λ = {1 < α < 3, 2α+β > 3}∪{α > 3, −∞ < β <∞}.
We investigate the in�uence of the parameters α, β on the asymptotic behavior of
the solutions. In particular, it was found that, for the parameter α more of a critical
value (α > 3) system of the particles, as ε → 0, does not have a general absorbing
e�ect, independent of the absorption intensity on their surface.

This section consists of two subsections. In the �rst, we assume that the balls
are de�nitely distributed in the �xed domain Ω ∈ R3 and have the given radii. We
study the asymptotic behavior of the solution of the problem, obtain the convergence
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conditions and derive the homogenized equation describing the principal term of
the asymptotic. In the proof of the convergence theorems, we use the variational
method of the ¾quasi-solutions¿, which is close to the method of ¾mesoscopic¿
characteristics. This method is based on the construct of upper and lower estimates
for solutions of the variational problem that corresponds to Robin's problem.

In the second subsection, we consider the domains with a �ne-grained
boundary. The locations and radii of the inclusions are randomly distributed and
described by a set of �nite dimensional distribution functions. For ∀ ε > 0 the distri-
bution functions generate the probability measure Pε in the probability space Pε.
The points ωε of this space are in one-to-one correspondence with the random sets
F (ωε) = ∪iBε

i in Ω. We de�ne conditions on the distribution functions, by which all
convergence conditions, de�ned in the �rst subsection, are ful�lled. For α > 2 it is
proved that as ε→ 0 the solution uε(x) = u(x, ωε) of the boundary value problem,
which is a random function, depending on ωε ∈ Pε, converges in probability to a
non-random function u(x) be a solution of the homogenized problem. We obtain
explicit formulas for the coe�cients of the homogenized equation, which depend on
the values of the parameters α, β. For values of the parameter 1 < α 6 2, a questi-
on of the asymptotic of solutions to Robin's problem in domains with a random
�ne-grained boundary remains open.

All basic results are given with complete proofs. Obtained results are of
theoretical character and are a contribution to the theory of homogenization of the
third boundary value problem in strongly perforated domains.

Key words: Homogenization, perforated domains, strongly connected domains,
domains with �ne-grains boundary, stationary di�usion, non-stationary di�usion,
adsorption, non-linear Robin's boundary condition, variational method, energy
functional, distribution functions, homogenized equation.
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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè

Äèñåðòàöiÿ ïðèñâÿ÷åíà ïèòàííÿì óñåðåäíåííÿ êðàéîâî¨ òà ïî÷àòêîâî-
êðàéîâî¨ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü ñòàöiîíàðíî¨ é íåñòàöiîíàðíî¨ äèôóçi¨ â ñèëüíî
ïåðôîðîâàíèõ îáëàñòÿõ ç íåëiíiéíîþ êðàéîâîþ óìîâîþ òèïó Ðîáåíà.

Òåîðiÿ óñåðåäíåííÿ � öå íàïðÿìîê ó òåîði¨ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíè-
ìè, ÿêèé iíòåíñèâíî ðîçâèâà¹òüñÿ òà çíàõîäèòü øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ó ôiçèöi,
õiìi¨, ðåîëîãi¨ òà iíøèõ îáëàñòÿõ ïðèðîäîçíàâñòâà. Öåé íàïðÿìîê ïîâ'ÿçàíèé iç
âèâ÷åííÿì ïðîöåñiâ ó ñèëüíî íåîäíîðiäíèõ ñåðåäîâèùàõ, òîáòî ñåðåäîâèùàõ ç
âåëèêèì ÷èñëîì íåîäíîðiäíèõ âêëþ÷åíü àáî ïîðîæíèí, òèïîâèìè ïðèêëàäàìè
ÿêèõ ¹ êîìïîçèòíi ìàòåðiàëè é ïîðèñòi ñåðåäîâèùà. Òàêi ïðîöåñè îïèñóþòüñÿ
äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè çi øâèäêî îñöèëþþ÷èìè ïî ïðîñòîðîâèì çìií-
íèì êîåôiöi¹íòàìè àáî ðîçãëÿíóòèìè â ñèëüíî ïåðôîðîâàíèõ îáëàñòÿõ ç âiäïî-
âiäíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè. Áåçïîñåðåäí¹ ðîçâ'ÿçàííÿ âiäïîâiäíèõ êðàéîâèõ
àáî ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ ïðàêòè÷íî íåìîæëèâî íi àíàëiòè÷íèìè, íi ÷è-
ñåëüíèìè ìåòîäàìè. Ïðîòå ÷àñòî òàêi ñåðåäîâèùà ìàþòü ñòiéêi ìàêðîñêîïi÷íi
õàðàêòåðèñòèêè: ïðîâiäíiñòü, ïîãëèíàííÿ, äiåëåêòðè÷íó ïðîíèêíiñòü òà iíøi.
Ïðèðîäíèé ïiäõiä ó öié ñèòóàöi¨ ïîëÿãà¹ â ïåðåõîäi äî ìàêðîñêîïi÷íèõ ìîäåëåé
ïðîöåñiâ, òîáòî ïîáóäîâi óñåðåäíåíèõ ðiâíÿíü, êîåôiöi¹íòè ÿêèõ ¹ åôåêòèâíèìè
õàðàêòåðèñòèêàìè ñåðåäîâèùà.

Òåðìií ¾óñåðåäíåííÿ¿ âïåðøå ç'ÿâèâñÿ â ìîíîãðàôi¨ À. Ïóàêàðå ¾Íîâi ìå-
òîäè íåáåñíî¨ ìåõàíiêè¿ (1892-1897 ðð.) i ñïî÷àòêó çâ'ÿçóâàâñÿ ç ìåòîäàìè íå-
ëiíiéíî¨ ìåõàíiêè i çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ðîçâèíåíèìè â ïðàöÿõ
Ì.Ì. Áîãîëþáîâà, Ì.Ì. Êðèëîâà, Þ.Î. Ìèòðîïîëüñüêîãî [8, 25, 32].

Çàäà÷i óñåðåäíåííÿ äëÿ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ äàâíî ïðèâåðòàëè
óâàãó ôiçèêiâ i ìåõàíiêiâ, àëå äîâãèé ÷àñ çàëèøàëèñÿ ïîçà iíòåðåñàìè ìàòå-
ìàòèêiâ. Ïèòàííÿ ïðî îá÷èñëåííÿ åôåêòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê ìiêðîíåîäíîði-
äíèõ ñåðåäîâèù ñòàâèëîñÿ ùå â êëàñè÷íèõ ïðàöÿõ Ïóàññîíà i Ìàêñâåëëà. Ó
1964 ð. âèéøëà ïåðøà ìàòåìàòè÷íà ðîáîòà Â.Î. Ìàð÷åíêà, �.ß. Õðóñëîâà [29]
ç òåîði¨ óñåðåäíåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, ùî ñòà-
ëà ïî÷àòêîì iíòåíñèâíîãî ðîçâèòêó ìàòåìàòè÷íî¨ òåîði¨ óñåðåäíåííÿ. Öå áóëî
âèêëèêàíî íå òiëüêè ÷èñëåííèìè çàñòîñóâàííÿìè, ó ïåðøó ÷åðãó ó çâ'ÿçêó çi
ñòâîðåííÿì êîìïîçèòíèõ ìàòåðiàëiâ, àëå é ïîÿâîþ íîâèõ ãëèáîêèõ iäåé, ìåòîäiâ
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i ïîíÿòü, âàæëèâèõ äëÿ ìàòåìàòèêè.
Äëÿ ïîáóäîâè óñåðåäíåíèõ ðiâíÿíü áóëè ðîçðîáëåíi ðiçíi ìåòîäè. Âèêîðè-

ñòîâóþ÷è ìåòîäèêó Ì.Ì. Áîãîëþáîâà, Þ.Î. Ìèòðîïîëüñüêîãî [8, 32], Ì.Ñ. Áà-
õâàëîâ ó ïðàöÿõ [1, 2] çàïðîïîíóâàâ ìåòîä äâîìàñøòàáíèõ ðîçâèíåíü äëÿ ðiâ-
íÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ iç ñèëüíî îñöèëþþ÷èìè ïåðiîäè÷íèìè êîåôiöi¹íòà-
ìè. Ó öüîìó ìåòîäi iñòîòíî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïîíÿòòÿ ¾êîìïåíñîâàíà êîìïà-

êòíiñòü¿, óâåäåíå òà äåòàëüíî ðîçãëÿíóòå ó ïðàöÿõ F. Murat [109] i L. Tartar
[117]. Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä äâîìàñøòàáíèõ ðîçâèíåíü, J. Lions ó [104] ïîáóäóâàâ
ïîâíå àñèìïòîòè÷íå ðîçêëàäàííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà â ïåðôîðî-
âàíèõ ïåðiîäè÷íèõ îáëàñòÿõ ç îäíîðiäíèìè óìîâàìè Äiðiõëå íà ìåæi. I.Â. Ñêðè-
ïíiê ó ðîáîòi [36] ïîáóäóâàâ àñèìïòîòè÷íå ðîçêëàäàííÿ òà îòðèìàâ óñåðåäíåíó
çàäà÷ó äëÿ êâàçiëiíiéíèõ åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ç íåîäíîðiäíèìè
óìîâàìè Äiðiõëå íà ìåæi ïðè òàêèõ çàãàëüíèõ ïðèïóùåííÿõ, ùî îõîïëþâàëè
ëiíiéíi äiâåðãåíòíi ðiâíÿííÿ ç âèìiðíèìè îáìåæåíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ó ñòàòòi
[37] íèì áóëà çàïðîïîíóâàíà ìåòîäèêà ïîáóäîâè àñèìïòîòè÷íîãî ðîçêëàäåí-
íÿ äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ çàäà÷, ïîâ'ÿçàíà ç ëîêàëüíèìè ðîçãëÿäàìè íå òiëüêè ïî
ïðîñòîðîâèì, à é ïî ÷àñîâî¨ êîîðäèíàòàì.

Äëÿ àíàëiçó çáiæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ïî÷àòêîâî¨ é óñåðåäíåíî¨ çàäà÷ ó ïðà-
öÿõ E. De Giorgi, S. Spagnolo [80, 116] áóëî ââåäåíå òà äîñëiäæåíå ïîíÿòòÿ G-

çáiæíîñòi îïåðàòîðiâ. Äîòðèìóþ÷èñü ¨õ, Â.Â. Æèêîâ, Ñ.Ì. Êîçëîâ, Î.À. Îëié-
íèê ó [15, 16, 18] ïîáóäóâàëè òåîðiþ G-çáiæíîñòi åëiïòè÷íèõ îïåðàòîðiâ 2-ãî ïî-
ðÿäêó äèâåðãåíòíîãî òèïó òà çàñòîñóâàëè ¨¨ äî óñåðåäíåííÿ òàêèõ îïåðàòîðiâ çi
øâèäêî îñöèëþþ÷èìè ïåðiîäè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè. Çíà÷íèé âíåñîê ó ðîçâè-
òîê òåîði¨ G-çáiæíîñòi çðîáèëè Î.À. Êîâàëåâñüêèé [21�23] i Î.À. Ïàíêîâ [114].
Ó çâ'ÿçêó ç âèâ÷åííÿì çàäà÷ âàðiàöiéíîãî îá÷èñëåííÿ E. De Giorgi, T. Franzoni
[81] áóëî ââåäåíå ïîíÿòòÿ Γ -çáiæíîñòi, ùî óñïiøíî çàñòîñîâóâàëîñÿ äî óñå-
ðåäíåííÿ âàðiàöiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ [17]. Óñåái÷íîìó ðîçãëÿäó öüîãî ïîíÿòòÿ
ïðèñâÿ÷åíi ìîíîãðàôi¨ G. Dal Maso [79] é A. Braides [57].

Äëÿ óñåðåäíåííÿ çàäà÷ iç íåïåðiîäè÷íîþ ìiêðîñòðóêòóðîþ �.ß. Õðóñëîâ
ðîçðîáèâ ìåòîä ¾ìåçîñêîïi÷íèõ¿ õàðàêòåðèñòèê, çàñíîâàíèé íà ïîáóäîâi íè-
æíüî¨ òà âåðõíüî¨ îöiíîê äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ âàðiàöiéíèõ çàäà÷ i áëèçüêèé äî ìåòîäó
Γ -çáiæíîñòi. Óïåðøå öåé ìåòîä çàñòîñîâàíî äî óñåðåäíåííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i
Íåéìàíà äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà â ñòàòòi [45], ó ÿêié áóëî ââåäåíå ôóíäàìåí-
òàëüíå ïîíÿòòÿ ñèëüíî çâ'ÿçíèõ îáëàñòåé, ùî  ðóíòóâàëîñÿ íà ìîæëèâîñòi ïðî-
äîâæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ. Ðîçâèíåíèé â îñòàííié ïðàöi çàãàëüíèé âàðiàöiéíèé ïiäõiä
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âèÿâèâñÿ óíiâåðñàëüíèì, ÷èñëåííi çàñòîñóâàííÿ öüîãî ìåòîäó äëÿ ðiçíèõ êëàñiâ
çàäà÷ ðîçãëÿäàëèñÿ â ìîíîãðàôi¨ Â.Î. Ìàð÷åíêà, �.ß. Õðóñëîâà [31] i ðîáîòàõ
iíøèõ àâòîðiâ [4�6, 11, 40, 51, 55, 64].

Ó 1989 ð. G. Nguetseng çàïðîâàäèâ íîâèé äëÿ ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó
òèï çáiæíîñòi � äâîìàñøòàáíó çáiæíiñòü i çàïðîïîíóâàâ ìåòîä óñåðåäíåííÿ
ïåðiîäè÷íèõ çàäà÷, çàñíîâàíèé íà öüîìó ïîíÿòòi [110]. Ïîäàëüøèé ðîçâèòîê
çàçíà÷åíèé ìåòîä îäåðæàâ ó ïðàöÿõ G. Allaire [52], Â.Â.Æèêîâà, Ã.À. Iîñèô'ÿíà
[19]. Ó ðîáîòi À.Ë. Ï'ÿòíèöüêîãî, Â.Î. Ðèáàëêà [113] çà äîïîìîãîþ öüîãî ìåòîäó
áóëà îòðèìàíà óñåðåäíåíà ìîäåëü äëÿ íåëiíiéíèõ åëiïòè÷íîãî é ïàðàáîëi÷íîãî
ðiâíÿíü çi øâèäêî îñöèëþþ÷èìè êîåôiöi¹íòàìè ç íåëiíiéíèìè óìîâàìè 3-ãî
ðîäó íà ìåæi ïåðôîðàöi¨.

Îäíi¹þ ç îñòàííiõ ðîçðîáîê äëÿ óñåðåäíåííÿ ïåðiîäè÷íèõ ìiêðîñòðóêòóð ¹
Periodic Unfolding ìåòîä, çàïðîïîíîâàíèé D. Cioranescu, A. Damlamian, G. Gri-
so ó ñòàòòi [70], ÿêèé îòðèìàâ ïîäàëüøèé ðîçâèòîê ó ïðàöÿõ [71�74, 78].

Íà ñüîãîäíi iñíó¹ íèçêà ìîíîãðàôié, ïðèñâÿ÷åíèõ ìàòåìàòè÷íié òåîði¨ óñå-
ðåäíåííÿ é ïîâ'ÿçàíèì ç íåþ ïèòàííÿì àñèìïòîòè÷íîãî àíàëiçó, G-çáiæíîñòi
òà Γ-çáiæíîñòi ôóíêöiîíàëiâ. Öå ðîáîòè Â.Î. Ìàð÷åíêà, �.ß. Õðóñëîâà [30, 31],
A. Bensoussan, J. Lions, G. Papanicolaou [54], Ì.Ñ. Áàõâàëîâà, Ã.Ï. Ïàíàñåíêà
[2], E. Sanchez-Palencia [38], Î.À. Îëiéíèê, Ã.À. Iîñèô'ÿíà, Î.Ñ. Øàìà¹âà [34],
I.Â. Ñêðèïíiêà [36], G. Dal Maso [79], Â.Â. Æèêîâà, Ñ.Ì. Êîçëîâà, Î.À. Îëié-
íèê [18], U. Hornung [93], D. Cioranescu, J. Saint Jean Paulin [69], Î.À. Ïàíêîâà
[114], À.Ë. Ï'ÿòíèöüêîãî, Ã.Î. ×å÷êiíà, Î.Ñ. Øàìà¹âà [35], L. Tartar [118, 119].

Ç êiíöÿ ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ îñîáëèâó óâàãó ôiçèêiâ i ìàòåìàòèêiâ ïðèâåð-
íåíî äî ðîçãëÿäó äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ ó ìiêðîíåîäíîðiäíèõ ñåðåäîâèùàõ ç ðå-
àêöi¹þ íà ìåæi ìiêðîñêîïi÷íèõ ÷àñòîê àáî ïîðîæíèí (àäñîðáöi¹þ, ÿêùî ìiêðî-
ñêîïi÷íi ðåàêöi¨ çàäàíi ìîíîòîííèìè íåñïàäíèìè ôóíêöiÿìè). Äëÿ ñòàöiîíàð-
íèõ äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ, ùiëüíiñòü äèôóíäóþ÷î¨ ðå÷îâèíè uε(x) îïèñó¹òüñÿ
êðàéîâîþ çàäà÷åþ ç êðàéîâèìè óìîâàìè òèïó Ðîáåíà: −D∆uε = f ε(x), x ∈ Ωε = Ω \ F ε,

∂uε

∂ν
+ εσ(uε) = 0, x ∈ ∂F ε.

(0.0.1)

Òóò Ω � îáìåæåíà îáëàñòü ó ïðîñòîði Rn (n > 2), ó ÿêié ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïðîöåñ,
F ε � ñèëüíî ¾ïîðiçàíà¿ ìíîæèíà â Ω, ε � ìàëèé ïàðàìåòð, ùî õàðàêòåðèçó¹
ìàñøòàá ìiêðîñòðóêòóðè; ôóíêöiÿ σ(u) õàðàêòåðèçó¹ ïîâåäiíêó ðå÷îâèíè íà
ìåæi ìiêðîñêîïi÷íèõ ÷àñòîê ∂F ε. Íàâåäåìî äåÿêi ïðàêòè÷íî âàæëèâi ïðèêëàäè
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ôóíêöi¨ ïîãëèíàííÿ σ(u), ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â õiìi÷íèõ òåõíîëîãiÿõ:

1. σ(u) = αu
1+βu , α, β > 0 (êiíåòèêà Ëàíãìþðà);

2. σ(u) = |u|p−1u, 0 < p < 1 (êiíåòèêà Ôðåíäëiõà).

Ñêëàäíà ñòðóêòóðà îáëàñòi Ωε íå óñêëàäíþ¹ äîâåäåííÿ ìîæëèâîñòi ðîçâ'ÿ-
çàííÿ çàäà÷i (0.0.1): äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî ε ïðè ðiçíèõ ïðèïóùåííÿõ ìîæíà
äîâåñòè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó (äèâ. íàïðèêëàä [59, 66, 86, 105, 106]), îäíàê ïðè
ìàëèõ ε ïðàêòè÷íî íåìîæëèâî çíàéòè öi ðîçâ'ÿçêè. Àëå çà äîïîìîãîþ ìåòî-
äiâ òåîði¨ óñåðåäíåííÿ, ìîæíà äîñëiäèòè àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïîñëiäîâíî-
ñòi ðîçâ'ÿçêiâ {uε(x)}ε ïðè ε → 0. Ïðè öüîìó âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ãîëîâíèé ÷ëåí
àñèìïòîòèêè u(x) îïèñó¹òüñÿ óñåðåäíåíèì ðiâíÿííÿì ðåàêöi¨-äèôóçi¨

−
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u

∂xj

)
+ c(x, u) = f(x), (0.0.2)

ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó âñié îáëàñòi Ω òà åôåêòèâíî âðàõîâó¹ ïðîâiäíiñòü îáëàñòi
Ωε i ðåàêöiþ, àáî àäñîðáöiþ, íà ìåæi ìíîæèíè ∂F ε.

Ïåðøi ðåçóëüòàòè ç óñåðåäíåííÿ 3-î¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i áóëè îòðèìàíi â 90 ðî-
êàõ XX ñò. i ïðåäñòàâëåíi ó ïðàöÿõ Î.À. Îëiéíèê, Ò.À. Øàïîøíèêîâî¨ [111],
W. J�ager, Î.À. Îëiéíèê, Î.Ñ. Øàìà¹âà [94], D. Cioranescu, P. Donato [66], â
ÿêèõ äîñëiäæóâàëèñÿ ðiâíÿííÿ ñòàöiîíàðíî¨ äèôóçi¨ â ïåðiîäè÷íî ïåðôîðîâà-
íèõ îáëàñòÿõ ç ëiíiéíîþ àäñîðáöi¹þ, à òàêîæ ó ñòàòòi Ë.Â. Áåðëÿíäà, Ì.Â. Ãîí-
÷àðåíêî [6], äå âèâ÷àëàñÿ íåñòàöiîíàðíà äèôóçiÿ â íåïåðiîäè÷íèõ ñèëüíî çâ'ÿ-
çíèõ îáëàñòÿõ ç ëiíiéíîþ àäñîðáöi¹þ íà ìåæi ïåðôîðóþ÷î¨ ìíîæèíè.

Ó ïðàöÿõ U. Hornung, W. J�ager [92, 93] íà ïðèêëàäi ëiíiéíî¨ ìîäåëi áóëà
çàïðîïîíîâàíà ñòðàòåãiÿ óñåðåäíåííÿ äëÿ äåÿêèõ õiìi÷íèõ ïðîöåñiâ, ïîâ'ÿçà-
íèõ ç äèôóçi¹þ, àäñîðáöi¹þ é õiìi÷íèìè ðåàêöiÿìè, ùî âèíèêàþòü ó ïîðèñòèõ
ñåðåäîâèùàõ. Íåëiíiéíi ìîäåëi õiìi÷íèõ ðåàêöiéíèõ ïîòîêiâ çà ó÷àñòþ äèôóçi¨,
àäñîðáöi¨ é õiìi÷íèõ ðåàêöié, ùî âiäáóâàþòüñÿ íà ìåæi àáî âñåðåäèíi ïåðiîäè-
÷íî¨ ïåðôîðàöi¨, ðîçãëÿíóòi â ðîáîòàõ J. Diaz [83], C. Conca, J. Diaz, A. Linan,
C. Timofte [75�77], B. Calmuschi, C. Timofte [61], C. Timofte [120], C. Timofte,
N. Cotfas, G. Pavel [121], G. Allaire, H. Hutridurga [53].

Ìåòîäîì àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâèíåíü ó ñòàòòi À.Ã. Á¹ëÿ¹âà, À.Ë. Ï'ÿòíè-
öüêîãî, Ã.Î. ×å÷êiíà [3] áóëè ïîáóäîâàíi ãîëîâíi ÷ëåíè àñèìïòîòèêè, à â ïðà-
öÿõ Ò.À. Ìåëüíèêà, Î.À. Ñiâàê [107, 108] � ïîâíå àñèìïòîòè÷íå ðîçêëàäàííÿ
äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ åëiïòè÷íîãî [3, 108] i ïàðàáîëi÷íîãî
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[107] äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà äðóãîãî ïîðÿäêó çi øâèäêî îñöèëþþ÷èìè êî-
åôiöi¹íòàìè â ïåðiîäè÷íî ïåðôîðîâàíèõ îáëàñòÿõ ç ëiíiéíîþ ([3]) i íåëiíiéíîþ
([107, 108]) òðåòüîþ êðàéîâîþ óìîâîþ íà ìåæi ïåðôîðàöi¨.

Periodic Unfolding ìåòîä, çàïðîïîíîâàíèé ó [70] äëÿ óñåðåäíåííÿ ïåði-
îäè÷íèõ ìiêðîñòðóêòóð, áóâ óñïiøíî çàñòîñîâàíèé â ðîáîòàõ D. Cioranescu,
P. Donato, R. Zaki [71, 72], B. Cabarrubias, P. Donato [60] ïðè äîñëiäæåííi àñèì-
ïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíî¨ çàäà÷i Ðîáåíà.

Ïåðôîðîâàíi ñåðåäîâèùà ç ëîêàëüíî-ïåðiîäè÷íîþ ìiêðîñòðóêòóðîþ çà íà-
ÿâíîñòi íåâåëèêî¨ äèñèïàöi¨ íà ìåæi ïîðîæíèí äîñëiäæóâàëèñÿ ó ñòàòòi Ã.Î. ×å-
÷êiíà, À.Ë. Ï'ÿòíèöüêîãî [62]. Âiäïîâiäíèé ìàòåìàòè÷íèé îïèñ âêëþ÷à¹ êðà-
éîâó óìîâó òðåòüîãî ðîäó ç ìàëèì ïàðàìåòðîì εβ, ùî õàðàêòåðèçó¹ äèñèïàöiþ.
Áóëî ïîêàçàíî, ùî åôåêòèâíi õàðàêòåðèñòèêè ñåðåäîâèùà iñòîòíî çàëåæàòü âiä
çíà÷åííÿ β. Ó ðîáîòi [63] ðîçãëÿäàëîñÿ óñåðåäíåííÿ îäíîãî êëàñó íåëiíiéíèõ
åëiïòè÷íèõ çàäà÷ iç êâàäðàòè÷íèì çðîñòàííÿì íà ìåæi ïåðiîäè÷íî ïåðôîðîâà-
íî¨ îáëàñòi. Àâòîðè çàäàþòü óìîâó Äiðiõëå íà çîâíiøíié ìåæi é íåîäíîðiäíó
íåëiíiéíó óìîâó Ðîáåíà ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ε2 íà ìåæi ïîðîæíèí.

Â îñòàííi ðîêè àêòóàëüíèìè ñòàëè çàäà÷i ç ðiçíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè
íà îêðåìèõ äiëÿíêàõ ìåæi. Ó ðîáîòi U. De Maio, T. Durante, Ò.À. Ìåëüíèêà [82]
âèâ÷àëàñÿ åëiïòè÷íà êðàéîâà çàäà÷à â îáëàñòi, óòâîðåíié îá'¹äíàííÿì äåÿêî¨
îáëàñòi Ω0 i âåëèêî¨ êiëüêîñòi òîíêèõ ñòðèæíiâ äâîõ òèïiâ ç ðiçíèìè ëiíiéíè-
ìè óìîâàìè Ðîáåíà íà ái÷íié ïîâåðõíi. Ó ðîáîòàõ Ò.À. Ìåëüíèêà, Î.À. Ñiâàê
êðàéîâi çàäà÷i äëÿ åëiïòè÷íîãî [105, 108] i ïàðàáîëi÷íîãî [106, 107] äèôåðåí-
öiàëüíèõ îïåðàòîðiâ äðóãîãî ïîðÿäêó çi øâèäêî îñöèëþþ÷èìè êîåôiöi¹íòàìè
äîñëiäæóâàëèñÿ â îáëàñòÿõ, ïåðiîäè÷íî ïåðôîðîâàíèõ ïîðîæíèíàìè äåêiëüêîõ
òèïiâ ç ðiçíèìè íåëiíiéíèìè óìîâàìè Ðîáåíà â [105, 106] i Äiðiõëå, Íåéìàíà,
Ðîáåíà [107, 108] íà ïîâåðõíi ïîðîæíèí êîæíîãî òèïó.

Âàðòî ïiäêðåñëèòè, ùî â óñiõ çàçíà÷åíèõ ïðàöÿõ (êðiì [6]) ðîçãëÿäàëèñÿ
ïåðôîðîâàíi îáëàñòi Ωε = Ω \ ∪iF ε

i , äå F
ε
i � äðiáíi íåïåðåñi÷íi òiëà (÷àñòêè àáî

êàâåðíè), ïåðiîäè÷íî ðîçïîäiëåíi â Ω ç ïåðiîäîì ε, ÿêi ìàþòü äiàìåòð dε = O(ε).
Òàêà ñòðóêòóðà îáëàñòi äèôóçi¨ ¹ ìîäåëüíîþ, âîíà âëîâëþ¹ îñíîâíi õàðàêòåðíi
ðèñè ïðîöåñó äèôóçi¨ â ïîðèñòîìó ñåðåäîâèùi ç ïîãëèíàííÿì íà ìåæi é ÷àñòî
ïðèðîäíî îá ðóíòîâàíà. Ïðîòå ðåàëüíi ïîðèñòi ñåðåäîâèùà ìîæóòü ìàòè é ií-
øó ñòðóêòóðó, íàïðèêëàä, òâåðäà ïîãëèíàþ÷à ôðàêöiÿ ñåðåäîâèùà ìîæå áóòè
çâ'ÿçíîþ àáî ðîçïîäië îêðåìèõ ïåðôîðóþ÷èõ ÷àñòîê ìîæå áóòè äàëåêî íå ïå-
ðiîäè÷íèì. Äëÿ òàêèõ ñòðóêòóð òåîðiÿ óñåðåäíåííÿ òðåòüî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i ç
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íåëiíiéíîþ êðàéîâîþ óìîâîþ íå áóëà ïîáóäîâàíà. Ðîçâ'ÿçàííþ öi¹¨ ïðîáëåìè
ïðèñâÿ÷åíà ïåðøà ÷àñòèíà äèñåðòàöi¨ (ðîçäiëè 2-4). Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïîãëèíàþ-
÷à ìíîæèíà F ε äîâiëüíîãî âèäó, àëå òàêà, ùîá îáëàñòü äèôóçi¨ çàäîâîëüíÿëà
óìîâó ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi (�1.1). Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ïîëÿãà¹ â îäåðæàííi óìîâ
çáiæíîñòi ðîçâ'ÿçêó uε(x) çàäà÷i (0.0.1) äî ðîçâ'ÿçêó u(x) óñåðåäíåíîãî ðiâíÿí-
íÿ (0.0.2).

Â îñòàííi ðîêè, ó çâ'ÿçêó ç ðîçâèòêîì íàíîòåõíîëîãié, óâàãó ìàòåìàòè-
êiâ ñòàëè ïðèâåðòàòè çàäà÷i óñåðåäíåííÿ ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ â îáëàñòÿõ ¾ìàëî¨¿
ïåðôîðàöi¨, òîáòî îáëàñòÿõ Ωε = Ω \ ∪iF ε

i , äå F
ε
i � ðîçïîäiëåíi â Ω ÷àñòêè ç

äiàìåòðîì ïîðÿäêó O(εα) (α > 1) çíà÷íî ìåíøèõ âiäñòàíåé ìiæ íàéáëèæ÷è-
ìè ÷àñòêàìè, ùî ìàþòü ïîðÿäîê O(ε). Äëÿ òîãî ùîá ãðàíè÷íà ïîãëèíàþ÷à
çäàòíiñòü òàêî¨ ñèñòåìè ÷àñòîê íå çíèêàëà ïðè ε → 0, ââàæàþòü, ùî ÷àñòêè
ìàþòü ñèëüíå ïîãëèíàííÿ. Õàðàêòåð ïîâåäiíêè ãëîáàëüíîãî ðåàêöiéíîãî ÷ëåíà
ïðè çìåíøåííi äiàìåòðà ÷àñòîê ìîæå iñòîòíî ìiíÿòèñÿ. Ðîçìið ïåðôîðàöi¨, ïðè
ÿêîìó âiäáóâà¹òüñÿ ÿêiñíà çìiíà ïîâåäiíêè, íàçèâà¹òüñÿ êðèòè÷íèì.

Ïåðøèé ðåçóëüòàò óñåðåäíåííÿ â îáëàñòÿõ ¾ìàëî¨¿ ïåðôîðàöi¨ áóâ îòðè-
ìàíèé ó ïðàöi Â.Î. Ìàð÷åíêà, �.ß. Õðóñëîâà [29], â ÿêié äîñëiäæóâàëàñÿ çàäà-
÷à Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà. Âiäçíà÷èìî, ùî, ïî÷èíàþ÷è ç öi¹¨ ïðà-
öi, îáëàñòi, ïåðôîðîâàíi ÷àñòêàìè ¾ìàëîãî¿ àáî êðèòè÷íîãî ðîçìiðó, íàçèâà-
þòü îáëàñòÿìè iç äðiáíîçåðíèñòîþ ìåæåþ. D. Cioranescu, F. Murat ó ñòàòòÿõ
[67, 68] âèâ÷àëè çàäà÷ó Äiðiõëå â ïåðiîäè÷íî ïåðôîðîâàíèõ îáëàñòÿõ i âèçíà-
÷èëè, ùî ðîçìið ïåðôîðàöi¨ ε

n
n−2 , äå n � ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó, äëÿ òàêî¨ çàäà÷i

¹ êðèòè÷íèì. Âîíè ïîêàçàëè, ùî â óñåðåäíåíîìó ðiâíÿííi ç'ÿâëÿ¹òüñÿ äîäàòêî-
âèé ÷ëåí íóëüîâîãî ïîðÿäêó, ÿêèé áóâ íàçâàíèé ¾äèâíèì¿ ÷ëåíîì.

Ïåðøi ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ òðåòüî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i â ïåðiîäè÷íèõ îáëà-
ñòÿõ ¾ìàëî¨¿ ïåðôîðàöi¨ áóëè îòðèìàíi â ðîáîòàõ S. Kaizu [96] (1989 ð.) äëÿ
íàïiâëiíiéíèõ êðàéîâèõ óìîâ i Ì.Â. Ãîí÷àðåíêî [90] (1997 ð.) äëÿ íåëiíiéíèõ.
Ó ïðàöi [90] ðîçãëÿäàëèñÿ îáëàñòi â ïðîñòîði R3, ïåðôîðîâàíi ïåðiîäè÷íî ðîç-
ïîäiëåíèìè ìàëèìè êóëÿìè ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ α i β, ùî âè-
çíà÷àþòü ðîçìiðè êóëü i ñèëó ïîãëèíàííÿ íà ¨õíié ïîâåðõíi. Îòðèìàíî ðiâ-
íÿííÿ âèäó (0.0.2), ó ÿêîìó aij(x) = δij i âèâåäåíà ôîðìóëà äëÿ âèçíà÷åííÿ
åôåêòèâíîãî ïîãëèíàííÿ c(x, u) ïðè 2 < α 6 3, β = 2α − 3. Îñòàííiì ÷à-
ñîì ïèòàííÿ óñåðåäíåííÿ òðåòüî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i â îáëàñòÿõ ç ¾ìàëîþ¿ ïåðiî-
äè÷íîþ ïåðôîðàöi¹þ ñòàëî îñîáëèâî àêòóàëüíèì i äîñëiäæóâàëîñü áàãàòüìà
àâòîðàìè: A. Brillard, M. Lobo, E. P�erez, J. Diaz, D. G�omez-Castro, C. Ti-
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mofte, W. J�ager, M. Neuss-Radu, Ì.Í. Çóáîâîþ, Ò.À. Øàïîøíèêîâîþ â ïðàöÿõ
[58, 84, 85, 89, 95, 112, 122, 123] çà ðiçíèõ òåõíi÷íèõ ïðèïóùåíü.

Ïðåäñòàâëÿ¹ âåëèêèé iíòåðåñ äîñëiäæåííÿ òàêèõ çàäà÷ i òîäi, êîëè ïåð-
ôîðóþ÷à ìíîæèíà F ε ðîçïîäiëÿ¹òüñÿ â îáëàñòi Ω íå ïåðiîäè÷íî, à äîâiëüíî,
ó òîìó ÷èñëi âèïàäêîâî. Ðîçãëÿäó öüîãî ïèòàííÿ ïðèñâÿ÷åíà äðóãà ÷àñòèíà
äèñåðòàöi¨ (ðîçäië 5).

Çâ'ÿçîê ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè

Äîñëiäæåííÿ, ÿêi ñêëàëè çìiñò äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè, ïðîâåäåíi ó âiäïîâiä-
íîñòi ç òåìàòè÷íèì ïëàíîì Ôiçèêî-òåõíi÷íîãî iíñòèòóòó íèçüêèõ òåìïåðàòóð
iì. Á.I. Â¹ðêiíà ÍÀÍ Óêðà¨íè ç âiäîì÷î¨ òåìàòèêè çà òåìîþ "Äîñëiäæåííÿ áà-
ãàòîôàçíèõ òå÷ié ñóìiøåé ðiäèí i ãàçiâ ó ïîðèñòèõ ñåðåäîâèùàõ òà âèõðîâèõ
ñòðóêòóð ó íàäïëèííèõ ðiäèíàõ"(êåðiâíèê: àêàäåìiê ÍÀÍ Óêðà¨íè, ïðîôåñîð
�.ß. Õðóñëîâ, íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0110U007897).

Ìåòà i çàâäàííÿ äèñåðòàöi¨

Ìåòîþ ðîáîòè ¹ ïîáóäîâà óñåðåäíåíèõ ìîäåëåé ïðîöåñiâ äèôóçi¨ â ïîðè-
ñòèõ ñåðåäîâèùàõ ç ïîãëèíàííÿì íà ìåæi.

Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ:
1. Äîñëiäèòè àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ îïå-

ðàòîðà Ëàïëàñà ç íåëiíiéíîþ êðàéîâîþ óìîâîþ òèïó Ðîáåíà â ïåðôîðîâàíèõ
ñèëüíî çâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ.

2. Ïîáóäóâàòè àñèìïòîòè÷íå íàáëèæåííÿ ëîêàëüíèõ åíåðãåòè÷íèõ õàðà-
êòåðèñòèê ëîêàëüíî-ïåðiîäè÷íîãî ïîðèñòîãî ñåðåäîâèùà òà âèâåñòè ÿâíi ôîð-
ìóëè äëÿ åôåêòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê ñåðåäîâèùà � òåíçîðà ïðîâiäíîñòi òà ôóí-
êöi¨ ïîãëèíàííÿ.

3. Äîñëiäèòè àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà-
÷i äëÿ ðiâíÿííÿ íåñòàöiîíàðíî¨ äèôóçi¨ çi çíåñåííÿì ÷àñòîê äèôóíäóþ÷î¨ ðå-
÷îâèíè ðiäèíîþ ç íåëiíiéíîþ êðàéîâîþ óìîâîþ òèïó Ðîáåíà â ïåðôîðîâàíèõ
ñèëüíî çâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ.

4. Äîñëiäèòè àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ îïå-
ðàòîðà Ëàïëàñà ç íåëiíiéíîþ êðàéîâîþ óìîâîþ òèïó Ðîáåíà â ïåðôîðîâàíèõ
îáëàñòÿõ iç äðiáíîçåðíèñòîþ ìåæåþ ïðè äîâiëüíîìó ðîçïîäiëi ïåðôîðóþ÷î¨
ìíîæèíè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç ÷àñòîê-êóëü.

5. Äîñëiäèòè àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ îïå-
ðàòîðà Ëàïëàñà ç íåëiíiéíîþ êðàéîâîþ óìîâîþ òèïó Ðîáåíà â ïåðôîðîâàíèõ
îáëàñòÿõ iç äðiáíîçåðíèñòîþ âèïàäêîâîþ ìåæåþ.
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Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ � åëiïòè÷íi òà ïàðàáîëi÷íi êðàéîâi çàäà÷i äëÿ îïåðà-
òîðà Ëàïëàñà â ñèëüíî ïåðôîðîâàíèõ îáëàñòÿõ ç íåëiíiéíîþ êðàéîâîþ óìîâîþ
òèïó Ðîáåíà íà ìåæi ïåðôîðàöi¨.

Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ � àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ åëiïòè÷íèõ i
ïàðàáîëi÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ñèëüíî ïåðôîðîâàíèõ
îáëàñòÿõ ç íåëiíiéíîþ êðàéîâîþ óìîâîþ òèïó Ðîáåíà íà ìåæi çà ïðÿìóâàííÿ
ìàñøòàáó ïåðôîðàöi¨ ε→ 0.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïîñòàâëåíèõ çàäà÷ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ðåçóëüòàòè òà ìå-
òîäè òåîði¨ óñåðåäíåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, àñèì-
ïòîòè÷íîãî é ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó. Ïðè äîâåäåíi òåîðåì çáiæíîñòi çàñòî-
ñîâóþòüñÿ âàðiàöiéíi ìåòîäè: ìåòîä ¾ìåçîñêîïi÷íèõ¿ õàðàêòåðèñòèê i ìåòîä
¾êâàçiðîçâ'ÿçêiâ¿, çàñíîâàíi íà ïðîäîâæåííi ðîçâ'ÿçêiâ i ïîáóäîâi íèæíüî¨ òà
âåðõíüî¨ îöiíîê äëÿ âàðiàöiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ÿêi âèçíà÷àþòü íàóêîâó íîâèçíó é âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò:
1. Äîñëiäæåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ îïå-

ðàòîðà Ëàïëàñà â ïåðôîðîâàíèõ ñèëüíî çâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ äîâiëüíîãî âèäó ç
íåëiíiéíîþ êðàéîâîþ óìîâîþ òèïó Ðîáåíà íà ìåæi ïåðôîðóþ÷î¨ ìíîæèíè.
Óñòàíîâëåíî ðiâíîìiðíi òà iíòåãðàëüíi óìîâè çáiæíîñòi, îòðèìàíî óñåðåäíåíå
ðiâíÿííÿ, äî ðîçâ'ÿçêó ÿêîãî çáiãàþòüñÿ ðîçâ'ÿçêè ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i.

2. Äëÿ îáëàñòåé ëîêàëüíî-ïåðiîäè÷íî¨ ñòðóêòóðè îòðèìàíî ÿâíi ôîðìóëè
äëÿ åôåêòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê ñåðåäîâèùà � òåíçîðà ïðîâiäíîñòi é ôóíêöi¨
ïîãëèíàííÿ, ÿêi ¹ êîåôiöi¹íòàìè óñåðåäíåíîãî ðiâíÿííÿ.

3. Äîñëiäæåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çà-
äà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ íåñòàöiîíàðíî¨ äèôóçi¨ çi çíåñåííÿì ÷àñòîê äèôóíäóþ÷î¨
ðå÷îâèíè ðiäèíîþ â ïåðôîðîâàíèõ ñèëüíî çâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ äîâiëüíîãî âèäó ç
íåëiíiéíîþ êðàéîâîþ óìîâîþ òèïó Ðîáåíà íà ïîâåðõíi ïåðôîðóþ÷î¨ ìíîæèíè;
îòðèìàíî óñåðåäíåíå ðiâíÿííÿ.

4. Äîñëiäæåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ
îïåðàòîðà Ëàïëàñà ç íåëiíiéíîþ êðàéîâîþ óìîâîþ òèïó Ðîáåíà â îáëàñòÿõ ç
äðiáíîçåðíèñòîþ ìåæåþ ïðè äîâiëüíîìó ðîçïîäiëi ïåðôîðóþ÷î¨ ìíîæèíè, ùî
ñêëàäà¹òüñÿ iç ÷àñòîê-êóëü. Óñòàíîâëåíî óìîâè çáiæíîñòi òà âèâåäåíî óñåðåäíå-
íå ðiâíÿííÿ.

5. Äîñëiäæåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ îïå-
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ðàòîðà Ëàïëàñà ç íåëiíiéíîþ êðàéîâîþ óìîâîþ òèïó Ðîáåíà â îáëàñòÿõ ç äði-
áíîçåðíèñòîþ âèïàäêîâîþ ìåæåþ. Âèâåäåíî óñåðåäíåíå ðiâíÿííÿ é îòðèìàíî
ÿâíi ôîðìóëè äëÿ éîãî êîåôiöi¹íòiâ, ÿêi âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ôóíêöiþ ðîçïîäiëó
öåíòðiâ i ðàäióñiâ ÷àñòîê.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ

Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi, ìàþòü òåîðåòè÷íå ñïðÿìó-
âàííÿ òà ¹ âíåñêîì ó òåîðiþ óñåðåäíåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèí-
íèìè ïîõiäíèìè â ïåðôîðîâàíèõ îáëàñòÿõ. Çíàéäåíi óñåðåäíåíi ðiâíÿííÿ ìî-
æóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè ÷èñåëüíîìó ðîçâ'ÿçêó åëiïòè÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ â
ëîêàëüíî-ïåðôîðîâàíèõ îáëàñòÿõ i ïåðôîðîâàíèõ îáëàñòÿõ ç äðiáíîçåðíèñòîþ
ìåæåþ. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi â Ôiçèêî-òåõíi÷íîìó
iíñòèòóòi íèçüêèõ òåìïåðàòóð iì. Á. I. Â¹ðêiíà ÍÀÍ Óêðà¨íè, Iíñòèòóòi ìà-
òåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Iíñòèòóòi ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè òà ìåõàíiêè ÍÀÍ
Óêðà¨íè, Êè¨âñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iì. Òàðàñà Øåâ÷åíêà, Iíñòè-
òóòi ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè iì. ß.Ñ. Ïiäñòðèãà÷à.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à

Îñíîâíi äîñëiäæåííÿ ïðîâåäåíi àâòîðîì ñàìîñòiéíî. Íàóêîâîìó êåðiâíè-
êó �.ß. Õðóñëîâó íàëåæàòü ïîñòàíîâêè çàäà÷. Â ñïiëüíèõ ðîáîòàõ [47, 103]
�.ß. Õðóñëîâó íàëåæàòü çàãàëüíi ñõåìè äîñëiäæåííÿ. Ñïiâàâòîðó Ì.Â. Ãîí÷à-
ðåíêî â ðîáîòi [12] íàëåæàòü Ëåìè 1, 2, â ðîáîòi [13] çàãàëüíà ñõåìà äîâåäåííÿ,
â ðîáîòi [91] Ëåìà 1, â ðîáîòi [103] Ëåìè 1,6.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨

Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè äîïîâiäàëèñü òà îáãîâîðþâàëèñü íà íà-
ñòóïíèõ ìiæíàðîäíèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ i ñåìiíàðàõ:

1. Íàóêîâèé ñåìiíàð âiääiëó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i ãåîìåòði¨ Ôiçèêî-
òåõíi÷íîãî iíñòèòóòó íèçüêèõ òåìïåðàòóð iì. Á.I. Â¹ðêiíà ÍÀÍ Óêðà¨íè (êå-
ðiâíèê: àêàäåìiê ÍÀÍ Óêðà¨íè, ä.ô.-ì.í., ïðîôåñîð �.ß. Õðóñëîâ), 15 êâiòíÿ
2015 ð., Õàðêiâ, Óêðà¨íà.

2. Íàóêîâèé ñåìiíàð êàôåäðè ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ìåõàíiêî-
ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi
Òàðàñà Øåâ÷åíêî ¾Àñèìïòîòè÷íi òà àíàëiòè÷íi ìåòîäè äëÿ çàäà÷ ìàòåìà-
òè÷íî¨ ôiçèêè¿ (êåðiâíèêè: ä.ô.-ì.í., ïðîôåñîð Ò.À. Ìåëüíèê, ä.ô.-ì.í.,
ïðîôåñîð Â.Ã. Ñàìîéëåíêî), 14 ãðóäíÿ 2017 ð., Êè¨â, Óêðà¨íà.

3. Íàóêîâèé ñåìiíàð âiääiëó íåëiíiéíîãî àíàëiçó i ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨
ôiçèêè Iíñòèòóòó ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè i ìåõàíiêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, (êåðiâíèê:
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ä.ô.-ì.í., I.I. Ñêðèïíiê), 22 ñi÷íÿ 2018 ð., Ñëîâ'ÿíñüê, Óêðà¨íà.
4. Íàóêîâèé ñåìiíàð âiääiëó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i ãåîìåòði¨ Ôiçèêî-

òåõíi÷íîãî iíñòèòóòó íèçüêèõ òåìïåðàòóð iì. Á.I. Â¹ðêiíà ÍÀÍ Óêðà¨íè (êå-
ðiâíèê: àêàäåìiê ÍÀÍ Óêðà¨íè, ä.ô.-ì.í., ïðîôåñîð �.ß. Õðóñëîâ), 7 ëþòîãî
2018 ð., Õàðêiâ, Óêðà¨íà.

5. II International Conference ¾Analysis and mathematical physics¿, 16-20
÷åðâíÿ 2014 ð., Õàðêiâ, Óêðà¨íà.

6. International Conference of Young Mathematicians, 3-6 ÷åðâíÿ 2015 ð.,
Êè¨â, Óêðà¨íà.

7. III International Conference ¾Analysis and mathematical physics¿, 15-19
÷åðâíÿ 2015 ð., Õàðêiâ, Óêðà¨íà.

8. IV International Conference ¾Analysis and mathematical physics¿, 13-17
÷åðâíÿ 2016 ð., Õàðêiâ, Óêðà¨íà.

9. 5th International Conference on Di�erential Equations and Applications
dedicated to Ya. B. Lopatynsky, 9-11 ëèñòîïàäà 2016 ð., Êè¨â, Óêðà¨íà.

10. International Conference of Young Mathematicians dedicated to the 100th
Anniversary of Academician of National Academy of Sciences of Ukraine, Professor
Yu. O. Mitropolskiy, 7-10 ÷åðâíÿ 2017 ð., Êè¨â, Óêðà¨íà.

11. V International Conference ¾Analysis and mathematical physics¿ dedicated
to Vladimir A. Marchenko's 95th birthday and the centennial anniversary of the
National Academy of Sciences of Ukraine, 19-24 ÷åðâíÿ 2017 ð., Õàðêiâ, Óêðà¨íà.

12. International Conference Di�erential Equations, Mathematical Physics and
Applications, 17-19 æîâòíÿ 2017 ð., ×åðêàñè, Óêðà¨íà.

Ïóáëiêàöi¨

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíi ó ôàõîâèõ âèäàííÿõ ó ñåìè
ñòàòòÿõ [12, 13, 41, 42, 47, 91, 103], à òàêîæ ó òåçàõ, óìiùåíèõ ó ìàòåðiàëàõ
êîíôåðåíöié [43, 44, 97�102].

Ñòðóêòóðà äèñåðòàöi¨.

Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç àíîòàöi¨, âñòóïó, ï'ÿòè ðîçäiëiâ, ðîçáèòèõ íà ïiä-
ðîçäiëè, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë. Îáñÿã äèñåðòàöi¨ ñòàíîâèòü
154 ñòîðiíêè. Ñïèñîê âèêîðèñòàíèõ äæåðåë ìiñòèòü 123 íàéìåíóâàííÿ.

Àâòîð âèñëîâëþ¹ ãëèáîêó ïîäÿêó íàóêîâîìó êåðiâíèêó àêàäåìiêó ÍÀÍ
Óêðà¨íè �âãåíó ßêîâè÷ó Õðóñëîâó çà ïîñòiéíó óâàãó äî ðîáîòè, êîðèñíi ðå-
êîìåíäàöi¨ òà ïiäòðèìêó é ñïiâàâòîðó Ìàði¨ Âiòàëi¨âíi Ãîí÷àðåíêî çà ïëiäíó
ñïiâïðàöþ.
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ÐÎÇÄIË 1

ÄÎÏÎÌIÆÍI ÂIÄÎÌÎÑÒI

1.1 Ñèëüíî çâ'ÿçíi îáëàñòi

Ïîíÿòòÿ ¾ñèëüíà çâ'ÿçíiñòü¿ âiäíîñèòüñÿ íå äî ôiêñîâàíî¨ îáëàñòi, à äî ïî-
ñëiäîâíîñòi îáëàñòåé. Óïåðøå öå ïîíÿòòÿ áóëî ââåäåíî â ðîáîòi [45], ïiçíiøå ó
ïðàöÿõ ([51, 64, 65]) âèêîðèñòîâóâàâñÿ òàêîæ òåðìií ¾óìîâà ïðîäîâæåííÿ¿. Äå-
òàëüíèé ðîçãëÿä öüîãî ïîíÿòòÿ íàâåäåíî â [31, ãë. 3], ìîæëèâiñòü ïðîäîâæåííÿ
äëÿ ïåðiîäè÷íèõ ñòðóêòóð äîâiëüíîãî âèäó âèâ÷àëàñÿ â ðîáîòi [51].

Íåõàé Ω � îáìåæåíà îáëàñòü ó Rn (n > 2), à Ωε � ïîñëiäîâíiñòü ¨¨ ïiäî-
áëàñòåé òàêèõ, ùî ïðè ε → 0 ïiäîáëàñòi Ωε òà ¨õ äîïîâíåííÿ F ε = Ω \ Ωε

ðîçòàøîâóþòüñÿ àñèìïòîòè÷íî ùiëüíî â Ω, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêî¨ êóëi B ⊂ Ω

ïðè äîñèòü ìàëîìó ε
B ∩ Ωε ̸= ∅, B ∩ F ε ̸= ∅,

i ëåáåãîâà ìiðà îáëàñòåé Ωε íå ïðÿìó¹ äî íóëÿ, òîáòî ïðè áóäü-ÿêîìó ε > 0

mes{Ωε ∩B} > C1mes{B} > 0, (1.1.1)

äå êîíñòàíòà C1 íå çàëåæàòü âiä ε.
Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié {uε(x) ∈ H1(Ωε)}ε, ùî çàäîâîëüíÿþòü

óìîâi
∥uε∥H1(Ωε) 6 C2, (1.1.2)

äå êîíñòàíòà C2 íå çàëåæèòü âiä ε.
Îäíå ç ïåðøèõ ïèòàíü, ùî âèíèêà¹ â òåîði¨ óñåðåäíåííÿ êðàéîâèõ çàäà÷, �

öå ïèòàííÿ ïðî êîìïàêòíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {uε(x)}ε, à ñàìå: ÷è ìîæíà ç ïîñëi-
äîâíîñòi ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (1.1.2), âèäiëèòè ïiäïîñëiäîâíiñòü
{uεk(x)}k, ùî çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ u(x), âèçíà÷åíî¨ â óñié îáëàñòi Ω.
Çáiæíiñòü ïðè öüîìó ðîçóìi¹òüñÿ â íàñòóïíîìó ñåíñi.

Âèçíà÷åííÿ 1.1. Áóäåìî êàçàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié {uε(x) ∈ Lp(Ωε)}ε
çáiãà¹òüñÿ â Lp(Ωε,Ω), ÿêùî iñíó¹ ôóíêöiÿ u(x) ∈ Lp(Ω) òàêà, ùî

lim
ε→0

∥uε − u∥Lp(Ωε) = 0. (1.1.3)

Òåïåð âèçíà÷èìî ïîíÿòòÿ ¾ñèëüíà çâ'ÿçíiñòü¿ ([31, ãë. 3]).
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Âèçíà÷åííÿ 1.2. Áóäåìî êàçàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü îáëàñòåé {Ωε}ε çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâi ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi (àáî êîðîòøå îáëàñòi Ωε ¹ ñèëüíî çâ'ÿçíèìè), ÿêùî
áóäü-ÿêà ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié {uε(x)}ε, ùî âèçíà÷åíà â Ωε i çàäîâîëüíÿ¹ íå-
ðiâíîñòi (1.1.2), êîìïàêòíà â ñåíñi çáiæíîñòi Âèçíà÷åííÿ 1.1.

Óìîâà ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi äëÿ îáëàñòåé Ωε, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi
(1.1.1), ìîæå áóòè çàìiíåíà áiëüø ¾ïðîñòîþ¿ óìîâîþ � óìîâîþ ïðîäîâæåííÿ.

Âèçíà÷åííÿ 1.3. Áóäåìî êàçàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü îáëàñòåé {Ωε}ε çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâi ïðîäîâæåííÿ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ uε(x) ∈ H1(Ωε) iñíó¹ ôóí-
êöiÿ ũε(x) ∈ H1(Ω) òàêà, ùî ũε(x) = uε(x) ïðè x ∈ Ωε, i ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

∥∇ũε∥L2(Ω) 6 C ∥∇uε∥L2(Ωε) , (1.1.4)

äå êîíñòàíòà C íå çàëåæèòü âiä ε.

Òâåðäæåííÿ 1.1. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü îáëàñòåé {Ωε}ε çàäîâîëüíÿ¹ (1.1.1),
òîäi íåðiâíiñòü (1.1.4) åêâiâàëåíòíà íåðiâíîñòi

∥ũε∥H1(Ω) 6 C ∥uε∥H1(Ωε) (1.1.5)

i îáëàñòi Ωε ¹ ñèëüíî çâ'ÿçíèìè.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ íàâåäåíî â [31, ãë. 3]. Ç òâåðäæåííÿ 1.1 âèïëèâà¹,
ùî îáëàñòi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (1.1.1) òà (1.1.4), ¹ ñèëüíî çâ'ÿçíèìè.

Ðîçãëÿíåìî êiëüêà ïðèêëàäiâ ñèëüíî çâ'ÿçíèõ îáëàñòåé.

W
e

F
e

Ðèñóíîê 1.1 � Ñèëüíî çâ'ÿçíà îáëàñòü
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Ïðèêëàä 1.1. Íåõàé ìíîæèíà F ε ∈ R3 ñêëàäà¹òüñÿ ç îêðåìèõ ÷àñòîê F ε
i (i =

1, ..., N ε = O(ε−3)), óòâîðåíèõ ãîìîòåòè÷íèì ñòèñíåííÿì ó ε ðàç îäíîãî ç M
ôiêñîâàíèõ òië F j (j = 1, ...,M, M ∈ N) ç ëiïøèöåâîþ ìåæåþ. ×àñòêè F ε

i

ðîçìiùóþòüñÿ â îáëàñòi Ω òàê, ùî ìiíiìàëüíà âiäñòàíü ρεi âiä i-î¨ ÷àñòêè äî
iíøèõ ÷àñòîê i äî ìåæi îáëàñòi

ρεi > αdεi ,

äå dεi � äiàìåòð ÷àñòêè, à êîíñòàíòà α íå çàëåæèòü âiä ε. Ïðèêëàäîì òàêî¨
îáëàñòi ¹ îáëàñòü, çîáðàæåíà íà ðèñóíêó 1.1, âèêîíàííÿ óìîâè ïðîäîâæåííÿ
äëÿ öi¹¨ îáëàñòi ïîêàçàíî â [31].

Íàâåäåìî ïðèêëàä ñèëüíî çâ'ÿçíî¨ îáëàñòi, ùî ìà¹ çâ'ÿçíå äîïîâíåííÿ.

eh

eH

B
e

kij P
e

i

D
e

i

Ðèñóíîê 1.2 � Ñèëüíî çâ'ÿçíà îáëàñòü çi çâ'ÿçíèì äîïîâíåííÿì

Ïðèêëàä 1.2. Ðîçãëÿíåìî â ïðîñòîði R3 íåñêií÷åííó ïåðiîäè÷íó ñèñòåìó ïå-
ðåñi÷íèõ áðóñiâ Bε

kij (k = 1, 2, 3; i, j = 0,±1,±2, ...), îñi ÿêèõ óòâîðþþòü ïå-
ðiîäè÷íó ñèñòåìó ïðÿìèõ ç ïåðiîäîì εH, à îñíîâàìè ¹ êâàäðàòè çi ñòîðîíîþ
εh. ×àñòèíà öi¹¨ ñèñòåìè, ðîçòàøîâàíî¨ â êóái P ε

i çi ñòîðîíîþ εH, ïîêàçàíà íà
ðèñóíêó 1.2.
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Ïîçíà÷èìî Ωε = ∪3
k=1∪±∞

i,j=0B
ε
kij. Äîïîâíåííÿ R3 \Ωε äî îáëàñòi Ωε çâ'ÿçíå

i ìà¹ òàêèé ñàìèé âèãëÿä, ùî é ñàìà îáëàñòü. Âèêîíàííÿ óìîâè ïðîäîâæåííÿ
äëÿ îáëàñòåé R3 \ Ωε i Ωε ïîêàçàíî â [31].

1.2 Óçàãàëüíåíà òåîðåìà Ñîáîë¹âà

Ó ðîáîòi ïðè îöiíöi ïîâåðõíåâèõ iíòåãðàëiâ íåîäíîðàçîâî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
óçàãàëüíåíà òåîðåìà Ñîáîë¹âà ([28, ñòîð. 58]), ùî äëÿ çðó÷íîñòi íàâåäåíà â
öüîìó ïàðàãðàôi áåç äîâåäåííÿ.

Íåõàé Ω � îáìåæåíà îáëàñòü ïðîñòîðó Rn iç ãëàäêîþ ìåæåþ, µ � ìiðà â
Ω. Ââåäåìî ôóíêöiîíàëüíi ïðîñòîðè:
W ℓ

p(Ω) � ïðîñòið Ñîáîë¹âà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ åëåìåíòiâ Lp(Ω), ÿêi ìàþòü
óçàãàëüíåíi ïîõiäíi äî ℓ-ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî ç Lp(Ω), ç íîðìîþ

∥u∥W ℓ
p(Ω)

=

 ℓ∑
k=0

∫
Ω

|Dku|p dx

1/p

;

Lq(Ω, µ) � ïðîñòið ôóíêöié, âèìiðíèõ ùîäî ìiðè µ i ñóìîâàíèõ ïî µ çi ñòóïåíåì
q, ç íîðìîþ

∥u∥Lq(Ω,µ) =

(∫
|u|q dµ

)1/q

.

Òåîðåìà 1.1 (óçàãàëüíåíà òåîðåìà Ñîáîë¹âà). Íåõàé Ω � îáìåæåíà îáëàñòü

ïðîñòîðó Rn iç ãëàäêîþ ìåæåþ, µ � ìiðà â Ω, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi

m = sup
x∈Ω, ρ>0

ρ−sµ(Ω ∩B(x, ρ)) <∞, (1.2.1)

äå s > 0, B(x, ρ) � êóëÿ iç öåíòðîì ó òî÷öi x ðàäióñà ρ.

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ u(x) ∈ C∞(Ω) ∩W ℓ
p(Ω) ñïðàâåäëèâà îöiíêà

k∑
j=0

∥Dju∥Lq(Ω,µ) 6 C(m)∥u∥W l
p(Ω)

, (1.2.2)

äå C(m) � ïîñòiéíà, ùî íå çàëåæèòü âiä ôóíêöi¨ u(x) (çàëåæèòü òiëüêè âiä

m), à ïàðàìåòðè q, s, p, ℓ çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòÿì

a) p > 1, 0 < n− p(ℓ− k) < s 6 n, q 6 sp(n− p(ℓ− k))−1;

b) p = 1, 0 < n− ℓ+ k 6 s 6 n, q 6 s(n− ℓ+ k)−1;

c) p > 1, n = p(ℓ− k), s 6 n, q � áóäü-ÿêå äîäàòíå ÷èñëî.
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Çàóâàæåííÿ 1.1. Ó ðîáîòi öÿ òåîðåìà çàñòîñîâó¹òüñÿ ïðè äîâåäåííi âêëàäåííÿ
ïðîñòîðó H1(Ω) := W 1

2 (Ω) ó ïðîñòið L
q(Ω, µ) ç ìiðîþ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíî-

ñòi (1.2.1) ïðè s = n − 1. Òàêèì ÷èíîì, p = 2, ℓ = 1, s = n − 1. Âiäïîâiäíî äî
öi¹¨ òåîðåìè íåðiâíiñòü (1.2.2) ïðè k = 0 äëÿ n = 2 ñïðàâåäëèâà ïðè áóäü-ÿêîìó
äîäàòíîìó q, äëÿ n > 2 ïðè 0 < q 6 2(n−1)

(n−2) .

1.3 Ñïåöiàëüíå ðîçáèòòÿ îäèíèöi

Ïîáóäó¹ìî ¾ðîçáèòòÿ îäèíèöi¿ � íàáið ãëàäêèõ ôóíêöié, ÿêèé áóäåìî âè-
êîðèñòîâóâàòè ïðè ïîáóäîâi ôóíêöié, ùî àïðîêñèìóþòü ðîçâ'ÿçêè ïî÷àòêîâèõ
êðàéîâèõ çàäà÷. Ïîáóäîâà ñèñòåìè ¾ðîçáèòòÿ îäèíèöi¿ íåîäíîðàçîâî ðîçãëÿ-
äàëàñÿ ðàíiøå (äèâ. íàïðèêëàä [14, ãë. 2]), àëå çàçâè÷àé íå ðîáëÿòüñÿ îöiíêè
ïîõiäíèõ, ÿêi áóäóòü ïîòðiáíi íàì íàäàëi. Òîìó äëÿ çðó÷íîñòi ïðèâîäèìî äîâå-
äåííÿ ïîâíiñòþ.

Ïîáóäó¹ìî ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó Rn ïåðåñi÷íèìè êóáàìè {Kα
h = K(xα, h)}α,

iç öåíòðàìè â òî÷êàõ xα i ñòîðîíàìè h ≪ 1, îði¹íòîâàíèìè ïî êîîðäèíàòíèõ
îñÿõ, ùî óòâîðþþòü ïåðiîäè÷íó ðåøiòêó ïåðiîäîì h − r, äå r ≪ h � òîâùèíà
ïåðåêðèòòÿ (ðèñ. 1.3).

x
a1

K
a1

x
a2

K
a2

K
a4

K
a3

x
a4

x
a3

Ðèñóíîê 1.3 � Ïîêðèòòÿ R2 ïåðåñi÷íèìè êóáàìè

Ëåìà 1.1. Ïî ïîêðèòòþ {Kα
h = K(xα, h)}α ìîæíà ïîáóäóâàòè ¾ðîçáèòòÿ

îäèíèöi¿ {φα(x)}α � íàáið ãëàäêèõ ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

1. φα(x) ∈ C∞(Rn);
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2. 0 6 φα(x) 6 1 ïðè x ∈ Rn;

3. φα(x) = 1 ïðè x ∈ Kα
h−2r;

4. φα(x) = 0 ïðè x /∈ Kα
h ;

5. |Dλφα(x)| < C
rλ
, λ = 1, 2, äå êîíñòàíòà C íå çàëåæèòü âiä çíà÷åíü h, r;

6.
∑
α
φα(x) = 1 ïðè x ∈ Rn.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî íà äiéñíié îñi x ∈ R ôóíêöiþ

f(x) :=

 exp

(
1

x2 − 1

)
ïðè − 1 < x < 1,

0 ïðè iíøèõ x,

ôóíêöiÿ f(x) ∈ C∞(R).
Íåõàé 0 < r ≪ h

2 ≪ 1
2 � äiéñíi ÷èñëà. Äàëi ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ, îòðèìàíó

ñòèñíåííÿì ó r
2 ðàç ôóíêöi¨ f(x) (ðèñ. 1.4 a):

fr(x) := f

(
2x

r

)
,

ôóíêöiÿ fr(x) òàêîæ íàëåæèòü ïðîñòîðó C∞(R). Ïî ôóíêöi¨ fr(x) ïîáóäó¹ìî
ôóíêöiþ F (x) (ðèñ. 1.4 á), âèçíà÷åíó ðiâíiñòþ

F (x) :=



∫ x+h−r
2

−∞ fr(t) dt∫ +∞
−∞ fr(t) dt

ïðè x 6 0,∫ +∞
x−h−r

2
fr(t) dt∫ +∞

−∞ fr(t) dt
ïðè x > 0.

Ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî F (x) ∈ C∞(R) i F (x) = 1 ïðè −h
2 +r 6 x 6 h

2 −r, F (x) = 0

ïðè x 6 −h
2 àáî x > h

2 , F (x) çðîñòà¹ âiä 0 äî 1 ïðè −h
2 < x < −h

2 + r òà ñïàäà¹
âiä 1 äî 0 ïðè h

2 − r < x < h
2 .

Îöiíèìî ïåðøó òà äðóãó ïîõiäíi ôóíêöi¨ F (x):

|F ′(x)| 6 max fr(x)
+∞∫
−∞

fr(t) dt

=
exp(−1)

r
2

+1∫
−1

f(t) dt

=
C1

r
,
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|F ′′(x)| = max |f ′r(x)|
+∞∫
−∞

fr(t) dt

=
2
r max |f ′(x)|

r
2

+1∫
−1

f(t) dt

=
C2

r2
,

äå êîíñòàíòè C1, C2 íå çàëåæàòü âiä h, r.

-r/2 0 x

y

y=f (x)r

1/e

r/2

à) ôóíêöiÿ fr(x)

-h/2 0 x

y

y=F(x)1

h/2-r-h/2+r h/2

á) ôóíêöiÿ F (x)

Ðèñóíîê 1.4 � Ãðàôiêè ôóíêöié

Ïîêðè¹ìî äiéñíó âiñü R òî÷êàìè xαi = i(h− r) (i = −∞, ...,+∞) i âèçíà-
÷èìî ôóíêöi¨, îòðèìàíi çà äîïîìîãîþ çñóâó ôóíêöi¨ F (x) (ðèñ. 1.5)

F αi(x) := F (x− xαi).

Î÷åâèäíî, ùî ÷åðåç âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ F (x), ôóíêöi¨ F αi(x) ìàþòü íàñòóïíi
âëàñòèâîñòi: F αi(x) ∈ C∞(R) i F αi(x) = 1 ïðè xαi − h

2 + r 6 x 6 xαi + h
2 − r,

F αi(x) = 0 ïðè x 6 xαi − h
2 àáî x > xαi + h

2 , F
αi(x) çðîñòà¹ âiä 0 äî 1 ïðè

xαi − h
2 < x < xαi − h

2 + r òà ñïàäà¹ âiä 1 äî 0 ïðè xαi + h
2 − r < x < xαi + h

2 , ¨õíi
ïîõiäíi çàäîâîëüíÿþòü îöiíêàì

| (F αi(x))′ | 6 C1

r
, | (F αi(x))′′ | 6 C2

r2
,

äå êîíñòàíòè C1, C2 íå çàëåæàòü âiä h, r.

xx
a1

+h/2x
a1

y=F (x)
a1

x
a1

+h/2-rx -
a1

h/2+rx -
a1

h/2 x
a2

y=F (x)
a2

Ðèñóíîê 1.5 � Ãðàôiêè ôóíêöié F α1(x), F α2(x)

Äîâåäåìî ñïðàâåäëèâiñòü ðiâíîñòi
+∞∑
i=−∞

F αi(x) = 1. (1.3.1)
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Íåõàé òî÷êà x ∈ [xαj − h/2 + r, xαj + h/2− r], òîäi öÿ ðiâíiñòü î÷åâèäíà:
+∞∑
i=−∞

F αi(x) = F αj(x) = 1.

Íåõàé òî÷êà x ∈ [xαj+h/2−r, xαj+h/2] = [xαj+1−h/2, xαj+1−h/2+r] íàëåæèòü
äâîì ñóìiæíèì âiäðiçêàì ðîçáèòòÿ, òîáòî ëåæèòü ó ¨õ ïåðåòèíi, òîäi

+∞∑
i=−∞

F αi(x) = F αj(x) + F αj+1(x) =

+∞∫
x−(xαj+h−r

2 )
fr(t)dt

+∞∫
−∞

fr(t) dt

+

x−(xαj+1−h−r
2 )∫

−∞
fr(t)dt

+∞∫
−∞

fr(t) dt

=

=

+∞∫
x−(xαj+h−r

2 )
fr(t)dt+

x−(xαj+h−r
2 )∫

−∞
fr(t)dt

+∞∫
−∞

fr(t) dt

= 1.

Ðiâíiñòü (1.3.1) äîâåäåíî.
Ðîçãëÿíåìî òåïåð ôóíêöiþ φα(x) (α = {α1, α2, ..., αn} � ìóëüòèiíäåêñ),

âèçíà÷åíó ïðè x = {x1, x2, ..., xn} ∈ Rn ôîðìóëîþ

φα(x) :=
n∏
i=1

F αi

(xi).

Ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî φα(x) ∈ C∞(Rn) i φα(x) = 1 ïðè x ∈ Kα
h−2r, φ

α(x) = 0 ïðè
x /∈ Kα

h , 0 6 φα(x) 6 1 ïðè x ∈ Kα
h \Kα

h−2r. Îêðiì òîãî,

|Dφα(x)| 6 C̃1

r
, |D2φα(x)| 6 C̃2

r2
, ∀x ∈ Rn.

äå êîíñòàíòè C̃1, C̃2 íå çàëåæàòü âiä h, r. Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ φα(x) çàäî-
âîëüíÿ¹ âëàñòèâîñòÿì 1)-5). Äîâåäåìî ñïðàâåäëèâiñòü âëàñòèâîñòi 6). Âíàñëiäîê
(1.3.1) ìà¹ìî∑

α

φα(x) =
+∞∑

i1=−∞
...

+∞∑
in=−∞

n∏
j=1

F
αj
ij (xj) =

+∞∑
i1=−∞

F α1
i1(x1)

(
+∞∑

i2=−∞
F α2

i2(x2) ×

×

(
...

(
+∞∑

in=−∞
F αn

in(xn)

)))
= 1.

Âëàñòèâiñòü 6) äîâåäåíî, ñèñòåìà ôóíêöié, ÿêó øóêàëè, ïîáóäîâàíà.
Ëåìà 1.1 äîâåäåíà.
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ÐÎÇÄIË 2

ÓÑÅÐÅÄÍÅÍÍß ÐIÂÍßÍÍß ÑÒÀÖIÎÍÀÐÍÎ� ÄÈÔÓÇI� Â

ÑÈËÜÍÎ ÇÂ'ßÇÍÈÕ ÏÎÐÈÑÒÈÕ ÑÅÐÅÄÎÂÈÙÀÕ

Äðóãèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ
ñòàöiîíàðíî¨ äèôóçi¨ â ñèëüíî çâ'ÿçíèõ ïåðôîðîâàíèõ îáëàñòÿõ Ωε = Ω \F ε, äå
Ω � îáìåæåíà îáëàñòü, à F ε � çàìêíóòà ìíîæèíà òèïó ïîðèñòîãî òiëà, ïîâåðõíÿ
ÿêîãî ìà¹ ïîãëèíàþ÷ó âëàñòèâiñòü, ùî îïèñó¹òüñÿ íåëiíiéíîþ êðàéîâîþ óìî-
âîþ Ðîáåíà, ε õàðàêòåðèçó¹ ìàñøòàá ïåðôîðàöi¨. Äîâåäåíî, ùî ïðè êîæíîìó
ôiêñîâàíîìó ε iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê uε(x) êðàéîâî¨ çàäà÷i. Äîñëiäæåíà àñèì-
ïòîòè÷íà ïîâåäiíêà {uε(x)}ε ïðè ε → 0. Àñèìïòîòè÷íèé àíàëiç ñêëàäà¹òüñÿ iç
äâîõ ÷àñòèí. Ó ïåðøié òåîðåìà çáiæíîñòi äîâîäèòüñÿ çà óìîâè iñíóâàííÿ ùiëü-
íîñòi ëîêàëüíèõ åíåðãåòè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê ñåðåäîâèùà ðiâíîìiðíî ïî x ∈ Ω,
ó äðóãié � çà áiëüø ñëàáêèõ iíòåãðàëüíèõ óìîâ. Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó áóëè
îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ [12, 103] i ìàòåðiàëàõ ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöié [44, 97].

2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Íåõàé Ω � îáìåæåíà îáëàñòü ó Rn (n > 2), F ε � çàìêíóòà ìíîæèíà â
Ω iç ãëàäêîþ ìåæåþ. Áóäåìî ââàæàòè, ùî îáëàñòi Ωε = Ω \ F ε çàäîâîëüíÿþòü
óìîâè (1.1.1), (1.1.4), à òîäi âíàñëiäîê Òâåðäæåííÿ 1.1 é óìîâi ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi
(1.1.5).

Â îáëàñòi Ωε = Ω \ F ε ðîçãëÿíåìî êðàéîâó çàäà÷ó
−∆uε = f ε(x), x ∈ Ωε,

∂uε

∂ν
+ σε(x, uε) = 0, x ∈ ∂F ε,

uε = 0 íà ∂Ω,

(2.1.1)

äå ôóíêöi¨ f ε(x) ∈ L2(Ωε) òà σε(x, u) ∈ C(Ω× R) çàäàíi. Ïðèïóñòèìî, ùî ïðè
áóäü-ÿêîìó ε ôóíêöiÿ σε(x, u) çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

a1: ∀u1, u2 ∈ R : (σε(x, u1)− σε(x, u2)) · (u1 − u2) > 0;

a2: σε(x, 0) = 0;

a3: ∀u ∈ R : |σε(x, u)| 6 σ̂ε(x) ·
(
1 + |u|Θ

)
,
(
Θ < n

n−2

)
, äå ôóíêöiÿ σ̂ε(x) ∈

C(Ω), σ̂ε(x) > 0 i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi: äëÿ áóäü-ÿêî¨ êóëi B(ρ, z) ðàäióñà
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ρ (0 < ρ < 1) iç öåíòðîì ó òî÷öi z ∈ Ω∫
∂F ε∩B(ρ,z)

σ̂ε(x)dΓ < C1ρ
n + C2(ε)ρ

n−1,

äå ïîñòiéíi C1, C2 íå çàëåæàòü âiä z, ρ, ïîñòiéíà C1 íå çàëåæèòü âiä ε, à
C2(ε) → 0 ïðè ε→ 0.

Çàäà÷à (2.1.1) îïèñó¹ ïðîöåñ ñòàöiîíàðíî¨ äèôóçi¨ â ïîðèñòîìó ñåðåäîâèùi
Ωε, äå uε(x) � êîíöåíòðàöiÿ ðå÷îâèíè, ùî äèôóíäó¹.

Ïîçíà÷èìî

H1(Ωε, ∂Ω) = {u(x) ∈ H1(Ωε) : u|∂Ω = 0}.

Âèçíà÷åííÿ 2.1. Óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.1.1) áóäåìî íàçèâàòè
ôóíêöiþ uε(x) iç ïðîñòîðó H1(Ωε, ∂Ω), ùî çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíîñòi∫
Ωε

(∇uε,∇φ) dx+
∫
∂F ε

σε(x, uε)φdΓ =

∫
Ωε

f εφdx, ∀φ(x) ∈ H1(Ωε, ∂Ω). (2.1.2)

Ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó ε iñíó¹ ¹äèíèé óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
(2.1.1) (Òåîðåìà 2.1). Îñíîâíîþ ìåòîþ öüîãî ðîçäiëó ¹ âèâ÷åííÿ àñèìïòîòè÷íî¨
ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (2.1.1) ïðè ε → 0. Ó §§2.4, 2.5 ìè äîâåäåìî, ùî çà
ïåâíèõ óìîâ ðîçâ'ÿçêè uε(x) çàäà÷i (2.1.1) â Lp(Ωε,Ω)

(
p < 2n

n−2

)
ïðÿìóþòü äî

ðîçâ'ÿçêó u(x) íàñòóïíî¨ óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i â îáëàñòi Ω:
−

n∑
i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u

∂xj

)
+

1

2
cu(x, u) = f(x), x ∈ Ω,

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω.

(2.1.3)

Òóò {aij}ni,j=1 � êîìïîíåíòè äîäàòíüî âèçíà÷åíîãî ñèìåòðè÷íîãî òåíçîðó, ùî õà-
ðàêòåðèçó¹ åôåêòèâíó ïðîâiäíiñòü ïîðèñòîãî ñåðåäîâèùà, cu(x, u) = ∂

∂uc(x, u)

i ôóíêöiÿ c(x, u) õàðàêòåðèçó¹ åôåêòèâíi ïîãëèíàþ÷i âëàñòèâîñòi ñåðåäîâèùà.
Êîåôiöi¹íòè óñåðåäíåíîãî ðiâíÿííÿ âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç ëîêàëüíi åíåðãåòè÷íi
õàðàêòåðèñòèêè îáëàñòåé Ωε, ðîçãëÿäó ÿêèõ ïðèñâÿ÷åíî §2.3. Öi õàðàêòåðèñòè-
êè îïèñóþòü âëàñòèâîñòi ñåðåäîâèùà â ìàëîìó îêîëó êîæíî¨ òî÷êè x ∈ Ω.

Âèçíà÷åííÿ 2.2. Óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i (2.1.3) áóäåìî
íàçèâàòè ôóíêöiþ u(x) ∈ H̊1(Ω), ùî çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíîñòi∫

Ω

n∑
i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂φ

∂xj
dx+

1

2

∫
Ω

cu(x, u)φdx =

∫
Ω

fφdx, ∀φ(x) ∈ H̊1(Ω). (2.1.4)
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Ó öüîìó ðîçäiëi íàâåäåíî äâi òåîðåìè çáiæíîñòi. Ó ïåðøié äîâåäåíà çái-
æíiñòü çà óìîâè iñíóâàííÿ ùiëüíîñòi ëîêàëüíèõ åíåðãåòè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê
ðiâíîìiðíî ïî x ∈ Ω. Ó äðóãié îòðèìàíî àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò, àëå ïðè áiëüø
ñëàáêèõ iíòåãðàëüíèõ óìîâàõ. Äîâåäåíî, ùî iíòåãðàëüíi óìîâè ¹ äîñòàòíiìè,
àëå äóæå ïðàâäîïîäiáíî, ùî âîíè ¹ é íåîáõiäíèìè äëÿ çáiæíîñòi uε(x) äî u(x).

2.2 Iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.1.1)

Ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó ε äîâåäåìî iñíóâàííÿ ¹äèíîãî óçàãàëüíåíîãî
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.1.1). Ïðè äîâåäåííi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïiäõiä, ðîçâè-
íåíèé ó ðîáîòi [88].

Òåîðåìà 2.1. Ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó ε çàäà÷à (2.1.1) ìà¹ ¹äèíèé óçàãàëü-
íåíèé ðîçâ'ÿçîê uε(x) ∈ H1(Ωε, ∂Ω).

Äîâåäåííÿ. Ðàçîì iç çàäà÷åþ (2.1.1) áóäåìî ðîçãëÿäàòè åíåðãåòè÷íèé ôóíêöiî-
íàë

Φε[uε] =

∫
Ωε

|∇uε|2 dx+
∫
∂F ε

gε(x, uε) dΓ− 2

∫
Ωε

f εuε dx (2.2.1)

ó êëàñi ôóíêöié uε(x) ∈ H1(Ωε, ∂Ω), äå gε(x, uε) âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (2.3.7).
Çãiäíî ç [88, ãë. 8] iñíóâàííÿ ôóíêöi¨, ùî ìiíiìiçó¹ ôóíêöiîíàë (2.2.1),

âèïëèâà¹ ç éîãî êîåðöèòèâíîñòi òà ñëàáêî¨ íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó. Ìiíiìiçàíò
ôóíêöiîíàëà (2.2.1) òàêîæ ¹ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.1.1).

Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiîíàë Φε[·] êîåðöèòèâíèé. Óíàñëiäîê óìîâè ïðîäîâ-
æåííÿ (1.1.4) i íåðiâíîñòi Ôðiäðiõñà ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi

∥uε∥L2(Ωε) 6 ∥ũε∥L2(Ω) 6 C1 ∥∇ũε∥L2(Ω) 6 C2 ∥∇uε∥L2(Ωε) ,

äå ïîñòiéíi C1, C2 íå çàëåæàòü âiä ε, òóò ôóíêöiÿ ũε(x) � ïðîäîâæåííÿ ôóí-
êöi¨ uε(x) íà âñþ îáëàñòü Ω. Çâiäñè, êîðèñòóþ÷èñü íåðiâíîñòÿìè Þíãà, Êîøi-
Áóíÿêîâñüêîãî òà gε(x, u) > 0, îäåðæó¹ìî

Φε[uε] =

∫
Ωε

|∇uε|2 dx+
∫
∂F ε

gε(x, uε) dΓ− 2

∫
Ωε

f εuε dx >
∫
Ωε

|∇uε|2 dx−

− 2

∣∣∣∣∣∣
∫
Ωε

f εuε dx

∣∣∣∣∣∣ > 1

2

∫
Ωε

|∇uε|2 dx+ 1

2

∫
Ωε

|∇uε|2 dx− 1

2δ

∫
Ωε

|uε|2 dx−
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−2δ

∫
Ωε

|f ε|2 dx > 1

2

∫
Ωε

|∇uε|2 dx+
(

1

2C
− 1

2δ

)∫
Ωε

|uε|2 dx− 2δ∥f ε∥2L2(Ωε).

Ïîêëàâøè δ = 2C, C1 = min
(
1
2 ,

1
4C

)
òà C2 = 4C∥f ε∥2L2(Ωε), îäåðæó¹ìî, ùî äëÿ

áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ u ∈ H1(Ωε, ∂Ω) ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

Φε[u] > C1∥u∥2H1(Ωε) − C2,

ùî îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiîíàë Φε[·] êîåðöèòèâíèé ó ïðîñòîði H1(Ωε, ∂Ω).
Òåïåð äîâåäåìî ñëàáêó íàïiâíåïåðåðâíiñòü çíèçó ôóíêöiîíàëà Φε[·]. Äëÿ

öüîãî âèêîðèñòîâó¹ìî ïiäõiä, àíàëîãi÷íèé ðîçâèíåíîìó ó ðîáîòi [105].
Ïðåäñòàâèìî ôóíêöiîíàë Φε[·] ó âèãëÿäi

Φε[uε] =

∫
Ωε

L(∇uε, uε, x) dx,

äå L(p, u, x) � Ëàãðàíæiàí ôóíêöiîíàëà. Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ íàñòóïíîþ
ëåìîþ.

Ëåìà 2.1. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ H1(Ωε, ∂Ω) ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü∫
∂F ε

φdΓ =

∫
Ωε

(∇ψ0,∇φ) dx−
|∂F ε|
|Ωε|

∫
Ωε

φdx, (2.2.2)

äå |∂F ε|, |Ωε| � ïîâåðõíåâà é îá'¹ìíà ìiðè âiäïîâiäíèõ ìíîæèí, à ôóíêöiÿ

ψ0(x) ¹ ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî¨ çàäà÷i
−∆ψ0 =

|∂F ε|
|Ωε|

, x ∈ Rn \ F ε,

∂ψ0

∂ν
= 1, x ∈ ∂F ε,

ψ0(x) → 0 ïðè |x| → ∞.

(2.2.3)

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è ãëàäêiñòü ìåæi ∂F ε, iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó
ψ0(x) çàäà÷i (2.2.3) ìîæíà äîâåñòè ñòàíäàðòíèì ñïîñîáîì ìåòîäàìè òåîði¨ ïî-
òåíöiàëiâ ([39, ãë.4]).

Ïîìíîæèìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ çàäà÷i íà äîâiëüíó ôóíêöiþ φ ∈
H1(Ωε, ∂Ω) òà ïðîiíòåãðó¹ìî ïî îáëàñòi Ωε. Âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåãðóâàííÿ ÷à-
ñòèíàìè i êðàéîâi óìîâè, îäåðæó¹ìî íåîáõiäíó ðiâíiñòü (2.2.2).

Ëåìà 2.1 äîâåäåíà.
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Çàïèøåìî ôóíêöiîíàë Φε[·] çà äîïîìîãîþ Ëåìè 2.1 ó âèãëÿäi:

Φε[uε] =

∫
Ωε

|∇uε|2 dx+
∫
Ωε

(∇ψ0,∇xg
ε(x, uε)) dx− |∂F ε|

|Ωε|

∫
Ωε

gε(x, uε) dx−

− 2

∫
Ωε

f εuε dx =

∫
Ωε

|∇uε|2 dx+ 2

∫
Ωε

uε∫
0

(∇ψ0,∇xσ
ε(x, s)) ds dx+

+

∫
Ωε

(∇ψ0,∇uε) · σε(x, uε) dx−
|∂F ε|
|Ωε|

∫
Ωε

gε(x, uε) dx− 2

∫
Ωε

f εuε dx =:

=:

∫
Ωε

L(∇uε, uε, x) dx.

Ïîçíà÷èìî p = (p1, ..., pn) := ∇uε, òîäi

L(p, u, x) =
n∑
i=1

p2i + 2

u∫
0

(∇ψ0,∇xσ
ε(x, s)) ds+ σε(x, u)

n∑
i=1

∂ψ0

∂xi
· pi−

− |∂F ε|
|Ωε|

gε(x, u)− 2f εu.

Äëÿ äîâåäåííÿ ñëàáêî¨ íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó ôóíêöiîíàëà Φε[·] äîñèòü
äîâåñòè ðiâíîìiðíó îïóêëiñòü ïî çìiííié p éîãî Ëàãðàíæiàíà. Ç âèçíà÷åííÿ
L(p, u, x) ìà¹ìî

n∑
i,j=1

∂2L

∂pi∂pj
ηiηj = 2

n∑
i=1

η2i = 2|η|2 ∀ p, η ∈ Rn, x ∈ Ωε,

òîáòî Ëàãðàíæiàí ðiâíîìiðíî îïóêëèé ïî çìiííié p äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ Ωε.
Îòæå, ôóíêöiîíàë Φε[·] ñëàáêî íàïiâíåïåðåðâíèé çíèçó.

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiîíàë Φε[·] êîåðöèòèâíèé i ñëàáêî íàïiâíåïåðåðâíèé
çíèçó, òîáòî ìà¹ ïðèíàéìíi îäèí ìiíiìiçàíò ([88, ãë. 8]). Îòæå, çàäà÷à (2.1.1)
ìà¹ ïðèíàéìíi îäèí óçàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê. Äàëi äîâåäåìî, ùî ðîçâ'ÿçîê ¹äèíèé.

Ïðèïóñòèìî, ùî çàäà÷à (2.1.1) ìà¹ äâà óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè uε1(x), u
ε
2(x).

Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ H1(Ωε, ∂Ω) âíàñëiäîê (2.1.2) áóäóòü ñïðàâåäëèâi
íàñòóïíi ðiâíîñòi∫

Ωε

(∇uε1,∇φ) dx+
∫
∂F ε

σε(x, uε1)φdΓ =

∫
Ωε

f εφdx, (2.2.4)
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∫
Ωε

(∇uε2,∇φ) dx+
∫
∂F ε

σε(x, uε2)φdΓ =

∫
Ωε

f εφdx. (2.2.5)

Âiäíÿâøè âiä ðiâíîñòi (2.2.4) ðiâíiñòü (2.2.5) i ïîêëàâøè φ(x) = uε1(x)− uε2(x),
îäåðæó¹ìî∫

Ωε

|∇uε1 −∇uε2|2 dx+
∫
∂F ε

(σε(x, uε1)− σε(x, uε2)) · (uε1 − uε2) dΓ = 0.

Çâiäñè, óíàñëiäîê ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨ σε(x, u) (âëàñòèâiñòü a1) âèïëèâà¹, ùî

uε1 = uε2 ì.â. â Ωε.

Òàêèì ÷èíîì, óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (2.1.1) ¹äèíèé.
Òåîðåìà 2.1 äîâåäåíà.

2.3 Ìåçîñêîïi÷íi õàðàêòåðèñòèêè îáëàñòåé Ωε

Äëÿ âèçíà÷åííÿ åôåêòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê ñåðåäîâèùà (òåíçîðà ïðîâiä-
íîñòi {aij}ni,j=1 i ôóíêöi¨ ïîãëèíàííÿ c(x, u), ÿêi ¹ êîåôiöi¹íòàìè óñåðåäíåíîãî
ðiâíÿííÿ) óâåäåìî ìåçîñêîïi÷íi õàðàêòåðèñòèêè îáëàñòåé Ωε. Öå ëîêàëüíi åíåð-
ãåòè÷íi õàðàêòåðèñòèêè ìiêðîñòðóêòóðè, ðîçãëÿíóòi â ¾ìåçîêóái¿Kz

h = K(z, h)

(ðèñóíîê 2.1) iç öåíòðîì ó òî÷öi z i ðåáðàìè äîâæèíîþ h, îði¹íòîâàíèìè ïî
êîîðäèíàòíèõ îñÿõ. Ïðåôiêñ ¾ìåçî¿ îçíà÷à¹, ùî ðîçìið êóáà iñòîòíî áiëü-
øèé çà ðîçìið ìiêðîñòðóêòóðè ε, àëå iñòîòíî ìåíøèé çà ðîçìið îáëàñòi Ωε

(0 < ε≪ h≪ 1).
Êiëüêiñíó õàðàêòåðèñòèêó ïðîâiäíîñòi çàäàìî çà äîïîìîãîþ ôóíêöiîíàëà

ùîäî äîâiëüíîãî âåêòîðà ℓ ∈ Rn

T εh,z(ℓ) = inf
vε

∫
Kz

h∩Ωε

{
|∇vε|2 + h−2−τ |vε − (x− z, ℓ)|2

}
dx, (2.3.1)

äå íèæíÿ ãðàíü áåðåòüñÿ â êëàñi ôóíêöié vε(x) ∈ H1(Kz
h ∩ Ωε), τ ∈ (0, 2) �

ïàðàìåòð øòðàôó.

Òâåðäæåííÿ 2.1. Ôóíêöiîíàë T εh,z(ℓ) ¹ îäíîðiäíî êâàäðàòè÷íèì âiäíîñíî ℓ i

ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèì ó âèãëÿäi

T εh,z(ℓ) =
n∑

i,j=1

aij(z, ε, h)ℓiℓj, (2.3.2)
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Ðèñóíîê 2.1 � Ïåðôîðîâàíà îáëàñòü Ωε i ìåçîêóá Kz
h

äå

aij(z, ε, h) =

=

∫
Kz

h∩Ωε

{(
∇vεi ,∇vεj

)
+ h−2−τ [vεi − (xi − zi)][v

ε
j − (xj − zj)]

}
dx, (2.3.3)

vεi � ìiíiìiçàíò ôóíêöiîíàëà T εh,z(ℓ) ïðè ℓ = ei � îðòó îñi xi, ùî çàäîâîëüíÿ¹

îöiíöi

max
x∈Kz

h∩Ωε
|vεi (x)| 6

1

2
h. (2.3.4)

Äîâåäåííÿ. Ôóíêöiÿ vε, íà ÿêié äîñÿãà¹òüñÿ íèæíÿ ãðàíü ôóíêöiîíàëà â (2.3.1),
¹ ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî¨ çàäà÷i−∆vε + h−2−τvε = h−2−τ(x− z, ℓ), x ∈ (Kz

h ∩ Ωε),

∂vε

∂ν
= 0, x ∈ ∂(Kz

h ∩ Ωε).

Ïðè áóäü-ÿêîìó ℓ ∈ Rn iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê vε(x) öi¹¨ çàäà÷i. Óíàñëiäîê ëi-
íiéíîñòi çàäà÷i, vε(x) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ôóíêöié
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vεi (x), ùî íàäàþòü ìiíiìóì ôóíêöiîíàëîâi T εh,z(ℓ) ïðè ℓ = ei

vε =
n∑
i=1

vεi ℓ
i. (2.3.5)

Ç (2.3.1) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ vεi (x) çàäîâîëüíÿ¹ îöiíöi (2.3.4).
Ïiäñòàâèâøè ôóíêöiþ (2.3.5) ó ôóíêöiîíàë (2.3.1) òà ïåðåòâîðèâøè éîãî,

îäåðæó¹ìî

T εh,z(ℓ) =
n∑

i,j=1

∫
Kz

h∩Ωε

{
(∇vεi ,∇vεj) + h−2−τ [vεi − (xi − zi)][v

ε
j − (xj − zj)]

}
dx ℓiℓj.

Âií îäíîðiäíî êâàäðàòè÷íèé âiäíîñíî ℓ.
Òâåðäæåííÿ 2.1 äîâåäåíî.

Êiëüêiñíó õàðàêòåðèñòèêó ïîãëèíàííÿ íà ìåæi ∂F ε çàäàìî çà äîïîìîãîþ
ôóíêöiîíàëà ùîäî äîâiëüíîãî s ∈ R:

c(z, s; ε, h) =

= inf
wε

 ∫
Kz

h∩Ωε

{
|∇wε|2 + h−2−τ |wε − s|2

}
dx+

∫
Kz

h∩∂F ε

gε(x,wε)dΓ

 , (2.3.6)

äå iíôiíóì áåðåòüñÿ â êëàñi ôóíêöié wε ∈ H1(Kz
h ∩ Ωε), τ ∈ (0, 2) � ïàðàìåòð

øòðàôó, à ôóíêöiÿ gε(x, u) âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ

gε(x, u) := 2

u∫
0

σε(x, s) ds. (2.3.7)

Ñïðàâåäëèâî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.2. Ïðè êîæíîìó s = ŝ iñíó¹ ¹äèíèé ìiíiìiçàíò wε ôóíêöiî-

íàëà (2.3.6) â îáëàñòi Kz
h ∩ Ωε, i âií çàäîâîëüíÿ¹ îöiíöi

|wε(x)| 6 |ŝ|.

Äîâåäåííÿ. Çà äîïîìîãîþ âàðiàöiéíèõ ìåòîäiâ (äèâ. íàïðèêëàä äîâåäåííÿ Òå-
îðåìè 2.1) ìîæíà ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ wε ∈ H1(Kz

h ∩ Ωε), ÿêà
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ìiíiìiçó¹ ôóíêöiîíàë (2.3.6) â îáëàñòi Kz
h ∩ Ωε i ¹ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì

êðàéîâî¨ çàäà÷i 
−∆wε + h−2−τwε = h−2−τ ŝ, x ∈ Kz

h ∩ Ωε,

∂wε

∂ν
+ σε(x,wε) = 0, x ∈ Kz

h ∩ ∂F ε,

∂wε

∂ν
= 0, x ∈ ∂Kz

h ∩ Ωε.

Äîâåäåìî îöiíêó ìiíiìiçàíòà. Äëÿ ïðîñòîòè ïîêëàäåìî ŝ > 0 i ïðèïóñòèìî, ùî
îöiíêà 1) íå âèêîíó¹òüñÿ. Òîäi â îáëàñòi Kz

h∩Ωε iñíó¹ ìíîæèíà E, íà ÿêié wε >

ŝ. Ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ-çðiçêó ŵε òàêó, ùî ŵε = ŝ ïðè x ∈ E òà ŵε = wε ïðè
x ∈ (Kz

h ∩ Ωε) \ E. Ôóíêöiÿ ŵε íàäàñòü ôóíêöiîíàëîâi (2.3.6) ìåíøå çíà÷åííÿ,
íiæ ôóíêöiÿ wε, à öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî wε � ìiíiìiçàíò öüîãî ôóíêöiîíàëà.

Òâåðäæåííÿ 2.2 äîâåäåíî.

Âèçíà÷åííÿ 2.3. Ìåçîñêîïi÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè îáëàñòåé Ωε áóäåìî íà-
çèâàòè òåíçîð ïðîâiäíîñòi {aij(z, ε, h)}ni,j=1 � äîäàòíüî âèçíà÷åíèé, ñèìåòðè-
÷íèé ó Rn òåíçîð, i ôóíêöiþ ïîãëèíàííÿ c(z, s; ε, h), çàäàíi ôîðìóëàìè (2.3.3),
(2.3.6).

Äàìî íåñòðîãå ïîÿñíåííÿ äî öüîãî âèçíà÷åííÿ. ×åðåç ïðèïóùåííÿ ïðî
ñèëüíó çâ'ÿçíiñòü îáëàñòåé Ωε, iñíóþòü ïðîäîâæåííÿ ũε(x) íà óñþ îáëàñòü Ω,
ùî ìàþòü ðiâíîìiðíî îáìåæåíi ïî ε íîðìè â H1(Ω). Íå îáìåæóþ÷è ñïiëüíî-
ñòi, ìîæíà ââàæàòè, ùî ôóíêöi¨ ũε(x) ïðè ε → 0 çáiãàþòüñÿ â L2(Ω) äî äåÿêî¨
äîñèòü ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ u(x), ÿêà â ìàëîìó êóái Kz

h ìàéæå ëiíiéíà, òîáòî

u(x) = u(z) + (x− z,∇u(z)) +O(h2).

Òîäi, ïðè äîñèòü ìàëèõ ε äëÿ ôóíêöi¨ vε(x) = uε(x)− u(z) ñïðàâåäëèâà îöiíêà∫
Kz

h∩Ωε

|vε − (x− z,∇u(z))|2 dx = O(hn+4),

i, çíà÷èòü, ïðè áóäü-ÿêîìó τ < 2∫
Kz

h∩Ωε

{
|∇vε|2 + h−2−τ |vε − (x− z,∇u(z))|2

}
dx =

∫
Kz

h∩Ωε

|∇uε|2 dx+ o(hn).

(2.3.8)
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À äëÿ ôóíêöi¨ wε(x) = u(z), ìà¹ìî∫
Kz

h∩Ωε

{
|∇wε|2 + h−2−τ |wε − u(z)|2

}
dx+

∫
Kz

h∩∂F ε

gε(x,wε)dΓ =

=

∫
Kz

h∩∂F ε

gε(x, uε)dΓ +O(hn+1).
(2.3.9)

ßê âiäîìî, ðîçâ'ÿçîê uε(x) çàäà÷i (2.1.1) ìiíiìiçó¹ åíåðãåòè÷íèé ôóíêöiî-
íàë (2.2.1) ó êëàñi ôóíêöié H1(Ωε, ∂Ω). Ìîæåìî ââàæàòè, ùî ôóíêöiÿ uε(x)
òàêîæ ìiíiìiçó¹ i ôóíêöiîíàë

Φε
h[u

ε] =

∫
Kz

h∩Ωε

|∇uε|2 dx+
∫

Kz
h∩∂F ε

gε(x, uε) dΓ− 2

∫
Kz

h∩Ωε

f εuε dx (2.3.10)

ó êëàñi ôóíêöié uε(x) ∈ H1(Kz
h ∩ Ωε), òîáòî çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëà Φε

h[u
ε] ¹

åíåðãi¹þ ïðîöåñiâ â ìåçîêóái Kz
h. Òîäi, çâàæàþ÷è íà îöiíêè (2.3.8), (2.3.9), äëÿ

ôóíêöié vε(x) = uε(x)− u(z) é wε(x) = u(z) ìà¹ìî:

Φε
h[u

ε] =

∫
Kz

h∩Ωε

{
|∇vε|2 + h−2−τ |vε − (x− z,∇u(z))|2

}
dx+

+

∫
Kz

h∩Ωε

{
|∇wε|2 + h−2−τ |wε − u(z)|2

}
dx+

∫
Kz

h∩∂F ε

gε(x,wε)dΓ−

− 2u(z)

∫
Kz

h∩Ωε

f ε dx+ o(hn).

I, çíà÷èòü, ôóíêöiÿ vε(x) ìiíiìiçó¹ ôóíêöiîíàë (2.3.1) ïðè ℓ = ∇u(z) i âèçíà-
÷à¹ çíà÷åííÿ T εh,z(∇u(z)), à ôóíêöiÿ wε(x) ìiíiìiçó¹ ôóíêöiîíàë (2.3.6) ïðè s =
u(z) i âèçíà÷à¹ çíà÷åííÿ c(z, u(z); ε, h). Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiîíàëè T εh,z(∇u(z))
òà c(z, u(z); ε, h) ïðè îáðàíèõ ìiíiìiçóþ÷èõ ôóíêöiÿõ òàêîæ ¹ ëîêàëüíèìè åíåð-
ãåòè÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè îáëàñòåé Ωε, ïðè öüîìó T εh,z(∇u(z)) õàðàêòåðèçó¹
ïðîâiäíiñòü ñåðåäîâèùà, à c(z, u(z); ε, h) � ïîãëèíàííÿ.
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2.4 Ðiâíîìiðíi óìîâè çáiæíîñòi

2.4.1 Òåîðåìà çáiæíîñòi

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé îáëàñòi Ωε ¹ ñèëüíî çâ'ÿçíi é ∃ τ ∈ (0, 2) ïðè ÿêîìó

ðiâíîìiðíî ïî x ∈ Ω âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1. lim
h→0

lim
ε→0

aij(x,ε,h)
hn = lim

h→0
lim
ε→0

aij(x,ε,h)
hn = aij(x),

äå aij(x) � êóñêîâî-íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ âiä x òà {aij(x)}ni,j=1 � äîäàòíüî

âèçíà÷åíèé, ñèìåòðè÷íèé òåíçîð ó Ω;

2. lim
h→0

lim
ε→0

c(x,s;ε,h)
hn = lim

h→0
lim
ε→0

c(x,s;ε,h)
hn = c(x, s), ∀s ∈ R,

äå ôóíêöiÿ c(x, s) îáìåæåíà ïî x, äèôåðåíöiéîâàíà ïî s òà ¨¨ ïîõiäíà

cs(x, s) ≡ ∂
∂sc(x, s) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

∀ s1, s2 ∈ R : (cs(x, s1)− cs(x, s2))(s1 − s2) > 0, (2.4.1)

∀ s ∈ R : cs(x, s) 6 C(1 + |s|θ), äå θ < n+ 2

n− 2
. (2.4.2)

3. Ôóíêöi¨ f ε(x), ïðîäîâæåíi íóëåì íà F ε, çáiãàþòüñÿ ñëàáêî â L2(Ω) äî

ôóíêöi¨ f(x).

Òîäi ïîñëiäîâíiñòü óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ {uε(x)}ε çàäà÷i (2.1.1) çáiãà¹-
òüñÿ â Lp(Ωε,Ω)

(
p < 2n

n−2

)
ó ñåíñi (1.1.3) äî ôóíêöi¨ u(x), ùî ¹ óçàãàëüíåíèì

ðîçâ'ÿçêîì óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i (2.1.3).

Çàóâàæåííÿ 2.1. Îñêiëüêè ìåçîñêîïi÷íi õàðàêòåðèñòèêè aij(x, ε, h) òà
c(x, s; ε, h) çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðà øòðàôó τ , òî ãðàíè÷íi ôóíêöi¨ aij(x) òà
c(x, s) ôîðìàëüíî òàêîæ ïîâèííi çàëåæàòè âiä τ . Îäíàê ó òâåðäæåííi Òåîðå-
ìè 2.2 ãîâîðèòüñÿ, ùî ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1), 2) ïðè äåÿêîìó τ ∈ (0, 2),
òî ðîçâ'ÿçêè uε(x) çàäà÷i (2.1.1) çáiãàþòüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó u(x) ãðàíè÷íî¨ çàäà-
÷i (2.1.3) ïðè áóäü-ÿêié ïðàâié ÷àñòèíi f(x). I òîäi, u(x) íå çàëåæèòü âiä τ ÿê
ãðàíèöÿ ôóíêöié uε(x), ÿêi íå çàëåæàòü âiä τ .
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2.4.2 Äîïîìiæíi ëåìè

Äîâåäåííÿ Òåîðåì çáiæíîñòi 2.2, 2.3 ïðîâîäèòüñÿ âàðiàöiéíèì ìåòîäîì
¾ìåçîñêîïi÷íèõ¿ õàðàêòåðèñòèê, ó ÿêîìó çà äîïîìîãîþ ôóíêöié, ïîáóäîâàíèõ
ç âèêîðèñòàííÿì ìiíiìiçàíòiâ ôóíêöiîíàëiâ (2.3.1) òà (2.3.6), êîíñòðóþþòüñÿ
àïðîêñèìàöi¨ óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ uε(x) çàäà÷i (2.1.1). Äëÿ öüîãî íàñàìïå-
ðåä íåîáõiäíî äîâåñòè íèçêó äîïîìiæíèõ ëåì, ùî õàðàêòåðèçóþòü ñàìi ìiíiìi-
çàíòè, à òàêîæ ïîáóäîâàíi ç ¨õíüîþ äîïîìîãîþ ôóíêöi¨.

Ñôîðìóëþ¹ìî ëåìè, âèêîðèñòîâóâàíi ïðè äîâåäåííi Òåîðåìè çáiæíîñòi 2.2.
Ó öèõ ëåìàõ ðîçãëÿäà¹òüñÿ ¾ìåçîêóá¿ Kz

h iç öåíòðîì ó òî÷öi z i ñòîðîíàìè
äîâæèíîþ h, ïàðàëåëüíèìè êîîðäèíàòíèì îñÿì, i êîíöåíòðè÷íèé ç íèì êóá
Kz
h1
çi ñòîðîíàìè äîâæèíîþ h1 = h− 2r

(
r = h1+τ/2

)
.

Ëåìà 2.2. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 2) Òåîðåìè 2.2. Òîäi ïðè áóäü-ÿêîìó

s = ŝ ïîñëiäîâíiñòü {wzε
h }ε ìiíiìiçàíòiâ ôóíêöiîíàëà (2.3.6) i ìiðà ìíîæèíè

Bzε
hδ = {x ∈ Kz

h ∩ Ωε : |wzε
h − ŝ| > δ} çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíèì îöiíêàì:

1. ∀ δ > 0 : lim
ε→0

mes{Bzε
hδ} < Chn+2+τ

δ2 ;

2. lim
ε→0

∫
(Kz

h\Kz
h1
)∩Ωε

|∇wzε
h |2 dx = o(hn);

3. lim
ε→0

∫
(Kz

h\Kz
h1
)∩Ωε

|wzε
h − ŝ|2 dx = o(hn+2+τ);

4. lim
ε→0

∫
(Kz

h\Kz
h1
)∩∂F ε

gε(x,wzε
h ) dΓ = o(hn);

5. lim
ε→0

{ ∫
Kz

h∩Ωε

|∇wzε
h |2 dx+

∫
Kz

h∩∂F ε

gε(x,wzε
h ) dΓ

}
6 hnc(x, ŝ) + o(hn).

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç (2.3.6) òà óìîâîþ 2) Òåîðåìè 2.2 ïðè äîñèòü ìàëèõ ε (0 <
ε 6 ε0(h)) ìà¹ìî∫

Kz
h∩Ωε

{
|∇wzε

h |2 + h−2−τ |wzε
h − ŝ|2

}
dx+

∫
Kz

h∩∂F ε

gε(x,wzε
h )dΓ =

= hnc(x, ŝ) + o(hn) 6 Chn.
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Îòæå, ∫
Kz

h∩Ωε

|∇wzε
h |2 dx+

∫
Kz

h∩∂F ε

gε(x,wzε
h )dΓ 6 hnc(x, ŝ) + o(hn), (2.4.3)

∫
Kz

h∩Ωε

|wzε
h − ŝ|2 dx 6 Chn+2+τ , (2.4.4)

êðiì òîãî, äëÿ áóäü-ÿêîãî δ > 0

mes{Bzε
hδ} <

Chn+2+τ

δ2
.

Ïåðøå òâåðäæåííÿ ëåìè äîâåäåíî.
Âðàõîâóþ÷è îöiíêó (2.4.4), ïðè 0 < ε 6 ε0(h) îäåðæèìî∫

(Kz
h\Kz

h1
)∩Ωε

{
|∇wzε

h |2 + h−2−τ |wzε
h − ŝ|2

}
dx+

∫
(Kz

h\Kz
h1
)∩∂F ε

gε(x,wzε
h )dΓ =

=

∫
Kz

h∩Ωε

{
|∇wzε

h |2 + h−2−τ |wzε
h − ŝ|2

}
dx+

∫
Kz

h∩∂F ε

gε(x,wzε
h )dΓ−

−
∫

Kz
h1
∩Ωε

{
|∇wzε

h |2 + h−2−τ
1 |wzε

h − ŝ|2
}
dx−

∫
Kz

h1
∩∂F ε

gε(x,wzε
h )dΓ +O(rhn−1).

Çâiäêè, âiäïîâiäíî äî âèçíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëà c(x, s; ε, h),∫
(Kz

h\Kz
h1
)∩Ωε

{
|∇wzε

h |2 + h−2−τ |wzε
h − ŝ|2

}
dx+

∫
(Kz

h\Kz
h1
)∩∂F ε

gε(x,wzε
h )dΓ 6

6 c(x, s;h, ε)− c(x, s;h1, ε) +O(rhn−1).

Òîäi, âðàõîâóþ÷è, ùî r = h1+τ/2 = o(h), óíàñëiäîê óìîâè 2) Òåîðåìè 2.2 îäåð-
æèìî ∫

(Kz
h\Kz

h1
)∩Ωε

|∇wzε
h |2 dx = o(hn), 0 < ε 6 ε0(h), (2.4.5)

∫
(Kz

h\Kz
h1
)∩Ωε

|wzε
h − ŝ|2 dx = o(hn+2+τ), 0 < ε 6 ε0(h), (2.4.6)

∫
(Kz

h\Kz
h1
)∩∂F ε

gε(x,wzε
h )dΓ = o(hn), 0 < ε 6 ε0(h). (2.4.7)



45

Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè ε → 0 â (2.4.3), (2.4.5)-(2.4.7), îäåðæèìî 2)-5)
òâåðäæåííÿ ëåìè.

Ëåìà 2.2 äîâåäåíà.

Ëåìà 2.3. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 2) Òåîðåìè 2.2 i ôóíêöiÿ wzε
h ìiíiìiçó¹

ôóíêöiîíàë (2.3.6) ïðè s = ŝ ó êóái Kz
h.

Òîäi ìíîæèíà

Bzε
h = {x ∈ Kz

h ∩ Ωε : |wzε
h − ŝ| > h1+τ/3} (2.4.8)

i ôóíêöiÿ

ŵzε
h =


wzε
h , x ∈ Bzε

h ,

ŝ− h1+τ/3, ŝ > 0, x ∈ (Kz
h ∩ Ωε) \Bzε

h ,

ŝ+ h1+τ/3, ŝ 6 0, x ∈ (Kz
h ∩ Ωε) \Bzε

h .

(2.4.9)

çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíèì îöiíêàì

1. lim
ε→0

mesBzε
h = o(hn);

2. ∀x ∈ Kz
h ∩ Ωε : |ŵzε

h | 6 |ŝ|;

3. lim
ε→0

∫
(Kz

h\Kz
h1
)∩Ωε

|∇ŵzε
h |2 dx = o(hn);

4. lim
ε→0

∫
(Kz

h\Kz
h1
)∩Ωε

|ŵzε
h − ŝ|2 dx = o(hn+2+τ);

5. lim
ε→0

∫
(Kz

h\Kz
h1
)∩∂F ε

gε(x, ŵzε
h ) dΓ = o(hn);

6. lim
ε→0

{ ∫
Kz

h∩Ωε

|∇ŵzε
h |2 dx+

∫
Kz

h∩∂F ε

gε(x, ŵzε
h ) dΓ

}
6 hnc(x, ŝ) + o(hn).

Äîâåäåííÿ. Ìiðà ìíîæèíè Bzε
h ÷åðåç âèçíà÷åííÿ (2.4.8) é îöiíêó 1) Ëåìè 2.2

çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøîìó òâåðäæåííþ ëåìè.
Áåç îáìåæåííÿ ñïiëüíîñòi, âðàõîâóþ÷è, ùî h ìàëî, áóäåìî ââàæàòè, ùî

ŝ > h1+τ/3 > 0. Ôóíêöi¨ ŵzε
h (x), gε(x, ŵzε

h ) óíàñëiäîê âèçíà÷åíü (2.4.9), (2.3.7) i
âëàñòèâîñòåé a1, a2 ôóíêöi¨ σε(x, u) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòÿì

∀x ∈ Kz
h ∩ Ωε : |ŵzε

h (x)| 6 |wzε
h (x)|,

|∇ŵzε
h (x)| 6 |∇wzε

h (x)|,
|ŵzε

h (x)− ŝ| 6 |wzε
h (x)− ŝ|,
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∀x ∈ Kz
h ∩ ∂F ε : 0 6 gε(x, ŵzε

h ) 6 gε(x,wzε
h ).

Iç öèõ íåðiâíîñòåé i òâåðäæåíü Ëåìè 2.2 ñëiäóþòü îöiíêè 2)-6) ôóíêöi¨ ŵzε
h .

Àíàëîãi÷íî ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê, êîëè ŝ < 0.
Ëåìà 2.3 äîâåäåíà.

Ëåìà 2.4. Íåõàé â îáëàñòÿõ Ωε âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 1) Òåîðåìè 2.2. Òîäi ïî-

ñëiäîâíiñòü {vzεhi}ε ìiíiìiçàíòiâ ôóíêöiîíàëà (2.3.1) â ìåçîêóái Kz
h ïðè ℓ = ei �

îðòó îñi xi (i = 1, n), çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì îöiíêàì:

1. lim
ε→0

∫
(Kz

h\Kz
h1
)∩Ωε

|∇vzεhi |2 dx = O(hn+τ/2);

2. lim
ε→0

∫
(Kz

h\Kz
h1
)∩Ωε

|vzεhi − (xi − zi)|2 dx = O(hn+2+3τ/2);

3. lim
ε→0

∫
Kz

h∩Ωε

n∑
i,j=1

(∇vzεhi ,∇vzεhj)ℓiℓj dx 6 hn
n∑

i,j=1

aij(z)ℓiℓj + o(hn).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé vzεhi � ôóíêöiÿ, ùî ìiíiìiçó¹ ôóíêöiîíàë (2.3.1) â îáëàñòiK
z
h∩

Ωε ïðè ℓ = ei. Âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëà (2.3.1), äëÿ îáëàñòi
Kz
h \Kz

h1
ïðè äîñèòü ìàëèõ 0 < ε 6 ε0(h) çàïèøåìî∫

(Kz
h\Kz

h1
)∩Ωε

(
|∇vzεhi |2 + h−2−τ |vzεhi − (xi − zi)|2

)
6 T εh,z(e

i)− T εh1,z(e
i) =

= aii(z, ε, h)− aii(z, ε, h1) = O(rhn−1) = O(hn+τ/2),

çâiäêè îòðèìó¹ìî îöiíêè∫
(Kz

h\Kz
h1
)∩Ωε

|∇vzεhi |2 dx = O(hn+τ/2), 0 < ε 6 ε0(h), (2.4.10)

∫
(Kz

h\Kz
h1
)∩Ωε

|vzεhi − (xi − zi)|2 dx = O(hn+2+3τ/2), 0 < ε 6 ε0(h). (2.4.11)

Äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà ℓ ∈ Rn ç óìîâè 1) Òåîðåìè 2.2 i âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ
aij(z, ε, h) (2.3.3) ìà¹ìî∫
Kz

h∩Ωε

n∑
i,j=1

(∇vzεhi ,∇vzεhj)ℓiℓj dx 6 hn
n∑

i,j=1

aij(z)ℓiℓj+o(h
n), 0 < ε 6 ε0(h). (2.4.12)
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Îöiíêè (2.4.11)-(2.4.12) ðiâíîìiðíi ïî z, ùî íàëåæèòü áóäü-ÿêîìó êîìïàêòó â Ω.
Ïåðåéøîâøè â (2.4.10)-(2.4.12) äî ãðàíèöi ïðè ε → 0, îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ
ëåìè.

Ëåìà 2.3 äîâåäåíà.

Ëåìà 2.5. Íåõàé â îáëàñòÿõ Ωε ïðè áóäü-ÿêîìó h > 0 çàäàíi ìíîæèíè Bε
h

òàêi, ùî

lim
ε→0

mesBε
h = o(1), h→ 0.

ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 1) Òåîðåìè 2.2, òîäi iñíóþòü ìíîæèíè B̂ε
h ⊂ Ωε i

ôóíêöi¨ v̂εhi ∈ H1(Ωε) (i = 1, n), ùî çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíèì îöiíêàì:

1. Bε
h ⊂ B̂ε

h; limε→0
mesB̂ε

h = o(1), h→ 0;

2. max
x∈Ωε

|v̂εhi − xi| 6 Ch;

3. lim
ε→0

∫̂
Bε

h

|∇v̂εhi|2 dx = o(1), h→ 0;

4. äëÿ áóäü-ÿêî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨ ℓ(x) = (ℓ1(x), ..., ℓn(x)) ∈ (C(Ω))n

lim
ε→0

∫
Ωε

n∑
i,j=1

(
∇v̂εhi,∇v̂εhj

)
ℓi(x)ℓj(x) dx 6

6
∫
Ω

n∑
i,j=1

aij(x)ℓi(x)ℓj(x) dx+ o(1), h→ 0.

Äîâåäåííÿ. Ïîêðè¹ìî îáëàñòü Ω ïåðåñi÷íèìè êóáàìè Kα
h = K(xα, h), iç öåí-

òðàìè â òî÷êàõ xα i ñòîðîíàìè äîâæèíîþ h, îði¹íòîâàíèìè ïî êîîðäèíàòíèõ
îñÿõ, ùî óòâîðþþòü ïåðiîäè÷íó ðåøiòêó ïåðiîäîì h − r (0 < r = h1+τ/2). Iç
öèì ïîêðèòòÿì çâ'ÿæåìî ðîçáèòòÿ îäèíèöi {φαh(x)}α � íàáið äâi÷i íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (Ëåìà 1.1)

φαh(x) = 0, ïðè x /∈ Kα
h ;φ

α
h(x) = 1, ïðè x ∈ Kα

h \ ∪
β ̸=α

Kβ
h ;

∀x ∈ Ω : 0 6 φαh(x) 6 1,
∑
α

φαh(x) = 1, |Dφαh(x)| < Cr−1.
(2.4.13)

Íåõàé ôóíêöi¨ vαεhi ìiíiìiçóþòü ôóíêöiîíàë (2.3.1) ïðè ℓ = ei (i = 1, n) ó
êóáàõ Kα

h . Ðîçãëÿíåìî â îáëàñòi Ω
ε ôóíêöi¨

vεhi(x) = xi +
∑
α

[vαεhi (x)− (xi − xαi )]φ
α
h(x), (i = 1, n), (2.4.14)
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äå ïîêëàäåìî vαεhi (x) = xi − xαi , ÿêùî êóá K
α
h íå íàëåæèòü ïîâíiñòþ Ω.

Íåõàé ℓ(x) = {ℓ1(x), ℓ2(x), ..., ℓn(x)} � äîâiëüíà íåïåðåðâíà â Ω âåêòîð-
ôóíêöiÿ. Âðàõîâóþ÷è, ùî

∂vεhi(x)

∂xj
=
∑
α

∂vαεhi (x)

∂xj
φαh(x) +

∑
α

[vαεhi (x)− (xi − xαi )]
∂φαh(x)

∂xj
,

ç îöiíîê Ëåìè 2.4 ïðè äîñèòü ìàëèõ ε (0 < ε 6 ε0(h)) òà h→ 0 îòðèìó¹ìî∫
Ωε

n∑
i,j=1

(∇vεhi,∇vεhj)ℓi(x)ℓj(x) dx 6
∫
Ω

n∑
i,j=1

aij(x)ℓi(x)ℓj(x) + o(1). (2.4.15)

Êðiì òîãî, âiäïîâiäíî äî îöiíêè (2.3.4) òà âèçíà÷åííÿ (2.4.14), ìà¹ìî

max
x∈Ωε

|vεhi − xi| 6
1

2
h. (2.4.16)

Ïîêëàäåìî uεhi = vεhi − xi. Òîäi ç (2.4.15), (2.4.16) âèïëèâà¹, ùî

max
x∈Ωε

|uεhi| 6
1

2
h i ∥uεhi∥H1(Ωε) 6 C, (2.4.17)

äå C íå çàëåæèòü âiä ε i h.
Îñêiëüêè îáëàñòi Ωε çàäîâîëüíÿþòü óìîâi ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi (1.1.5), òî

iñíó¹ ôóíêöiÿ ūεhi(x) ∈ H1(Ω), ðiâíà uεhi(x) ïðè x ∈ Ωε, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâ-
íîñòÿì (2.4.17).

Äàëi ïðîäîâæèìî ôóíêöiþ ūεhi(x) çi çáåðåæåííÿì íåðiâíîñòåé (2.4.17) ó
ïàðàëåëåïiïåä Π ⊃ Ω òà àïðîêñèìó¹ìî ¨¨ äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíîþ
â Π ôóíêöi¹þ ũεhi(x) òàêîþ, ùî

∥ũεhi − ūεhi∥H1(Π) 6 ε, max
x∈Π

|ũεhi| 6 C1h, ∥ũεhi∥H1(Π) 6 C2, (2.4.18)

äå C1, C2 íå çàëåæàòü âiä ε i h.
Çàñòîñó¹ìî äî ôóíêöi¨ ũεhi(x) i ìíîæèíè B

ε
h Ëåìó 1.3 [30, ãë. 3]. Âiäïîâiäíî

äî öi¹¨ ëåìè iñíó¹ ôóíêöiÿ ûεhi(x) ∈ H1(Π) i ìíîæèíà B̂ε
h ⊂ Π, ùî çàäîâîëüíÿ-

þòü óìîâè

Bε
h ⊂ B̂ε

h, mes B̂
ε
h 6 Am| lnm|−1/3

(m| lnm|−2/3

+ | lnm|−1/6), (2.4.19)

ûεhi(x) = ũεhi(x), x ∈ Π \ B̂ε
h,

max
x∈Π

|ûεhi(x)| 6 C1h, ∥ûεhi∥H1(B̂ε
h)
6 C2A(m

| lnm|−2/3

+ | lnm|−1/6),
(2.4.20)
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äå m = mesBε
h, A = ∥ũεhi∥H1(Π), êîíñòàíòè C1, C2 íå çàëåæàòü âiä ε.

Ââàæàþ÷è v̂εhi = ûεhi + xi i áåðó÷è îáìåæåííÿ ìíîæèíè B̂ε
h ∈ Π i ôóíêöi¨

v̂εhi(x) ∈ H1(Π) íà îáëàñòü Ωε (çáåðiãà¹ìî äëÿ íèõ ïîçíà÷åííÿ), îäåðæó¹ìî
ìíîæèíó B̂ε

h ∈ Ωε i ôóíêöiþ v̂εhi(x) ∈ H1(Ωε), ÿêi çãiäíî ç (2.4.18)-(2.4.20)
çàäîâîëüíÿþòü îöiíêàì 1)-3) ëåìè.

Ïåðåâiðèìî îöiíêó 4) ëåìè. Ïîçíà÷èìî ṽεhi(x) = ũεhi(x) + xi. Çãiäíî ç
(2.4.15), (2.4.18), (2.4.20), äîäàòíiñòþ ïiäiíòåãðàëüíîãî âèðàçó òà äîâåäåíîþ
îöåíêîþ 3) ëåìè, äëÿ áóäü-ÿêî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨ ℓ(x) ∈ (C(Ω))n ñïðàâåäëèâî∫

Ωε

n∑
i,j=1

(∇v̂εhi,∇v̂εhj)ℓi(x)ℓj(x) dx =

∫
Ωε\B̂ε

h

n∑
i,j=1

(∇ṽεhi,∇ṽεhi)ℓi(x)ℓj(x) dx+

+

∫
B̂ε

h

n∑
i,j=1

(∇v̂εhi,∇v̂εhi)ℓi(x)ℓj(x) dx 6
∫
Ωε

n∑
i,j=1

(∇ṽεhi,∇ṽεhi)ℓi(x)ℓj(x) dx+ o(1) =

=

∫
Ωε

n∑
i,j=1

(∇vεhi,∇vεhi)ℓi(x)ℓj(x) dx+O(ε1/2) + o(1) 6

6
∫
Ω

n∑
i,j=1

aij(x)ℓi(x)ℓj(x) +O(ε1/2) + o(1), h→ 0.

Ïåðåõîäèìî äî ãðàíèöi ïðè ε→ 0. Îöiíêà 4) ëåìè äîâåäåíà.
Ëåìà 2.4 äîâåäåíà.

2.4.3 Äîâåäåííÿ Òåîðåìè çáiæíîñòi 2.2

Ñïî÷àòêó íàìiòèìî çàãàëüíó ñõåìó äîâåäåííÿ äëÿ Òåîðåì 2.2, 2.3.
Ðàíiøå, ïðè äîâåäåííi Òåîðåìè 2.1 ìè âèçíà÷èëè åíåðãåòè÷íèé ôóíêöiîíàë

Φε[·] (2.2.1) çàäà÷i (2.1.1). Óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê uε(x) çàäà÷i (2.1.1) ìiíiìiçó¹
öåé ôóíêöiîíàë ó êëàñi ôóíêöié uε(x) ∈ H1(Ωε,Ω).

Âèçíà÷èìî òàêîæ åíåðãåòè÷íèé ôóíêöiîíàë óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i (2.1.3)

Φ[u] =

∫
Ω

n∑
i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂u

∂xj
dx+

∫
Ω

c(x, u) dx− 2

∫
Ω

fu dx. (2.4.21)

Óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.1.3) ìiíiìiçó¹ öåé ôóíêöiîíàë ó êëàñi ôóíêöié
u(x) ∈ H̊1(Ω).



50

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ðîçiá'¹ìî íà êiëüêà êðîêiâ.
Ó ïóíêòi 1) ìè ïîêàæåìî, ùî óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè uε(x) çàäà÷i (2.1.1)

ìîæíà ïðîäîâæèòè íà ìíîæèíó F ε òàê, ùî ïðîäîâæåíi ôóíêöi¨ ũε(x) áóäóòü
ðiâíîìiðíî îáìåæåíi ïî ε ó ïðîñòîði H̊1(Ω), îòæå, ç ïîñëiäîâíîñòi {ũε(x)}ε
ìîæíà âèäiëèòè ñëàáêî çáiæíó â H̊1(Ω) ïiäïîñëiäîâíiñòü {ε = εm, m = 1, ..,∞},
ÿêà âíàñëiäîê òåîðåì âêëàäåííÿ çáiãà¹òüñÿ ñèëüíî â Lp(Ω)

(
p < 2n

n−2

)
äî äåÿêî¨

ôóíêöi¨ u(x) ∈ H̊1(Ω).
Ó ïóíêòàõ 2)-3) ìè ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ u(x) ¹ ìiíiìiçàíòîì ôóíêöiî-

íàëà (2.4.21). Öå ðîáèòüñÿ â òàêèé ñïîñiá. Ó ïóíêòi 2) ìè ââîäèìî ñïåöiàëüíi
òåñòîâi ôóíêöi¨ wε(x), ùî àïðîêñèìóþòü ìiíiìiçàíò ôóíêöiîíàëà (2.2.1), ÿêi
áóäó¹ìî ïî äîâiëüíié ôóíêöi¨ w(x) ∈ C2

0(Ω). Îñêiëüêè ðîçâ'ÿçîê uε(x) çàäà÷i
(2.1.1) ìiíiìiçó¹ ôóíêöiîíàë (2.2.1) ó H1(Ωε, ∂Ω), òî ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

Φε[uε] 6 Φε[wε]. (2.4.22)

Äàëi ìè ïîêàçó¹ìî, ùî ïðè âèêîíàííi óìîâ Òåîðåìè 2.2

lim
ε→0

Φε[wε] = Φ[w], (2.4.23)

äå Φ[·] � åíåðãåòè÷íèé ôóíêöiîíàë (2.4.21) óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i (2.1.3). Ç (2.4.22),
(2.4.23), óíàñëiäîê ùiëüíîñòi C2

0(Ω) ó ïðîñòîði H̊
1(Ω), âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

lim
ε→0

Φε[uε] 6 Φ[w], ∀w ∈ H̊1(Ω). (2.4.24)

Ó ïóíêòi 3) ìè ïîêàæåìî, ùî ÿêùî {uε(x)}ε çáiãà¹òüñÿ ñëàáêî â H̊1(Ω) äî
ôóíêöi¨ u(x) ïî äåÿêié ïiäïîñëiäîâíîñòi ε = εm → 0, òî ñïðàâåäëèâà çâîðîòíà
íåðiâíiñòü

lim
ε=εm→0

Φε[uε] > Φ[u]. (2.4.25)

Ç (2.4.24), (2.4.25) âèïëèâà¹, ùî ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ u(x) çàäîâîëüíÿ¹ íå-
ðiâíîñòi Φ[u] 6 Φ[w] äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ w(x) ∈ H̊1(Ω). Îòæå, u(x) ìiíiìiçó¹
ôóíêöiîíàë Φ[w] ó êëàñi H̊1(Ω) i, çíà÷èòü, ¹ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì óñåðå-
äíåíî¨ çàäà÷i (2.1.3).

Ó ïóíêòi 4) ìè ïîêàæåìî, ùî óñåðåäíåíà çàäà÷à (2.1.3) ìà¹ ¹äèíèé óçàãàëü-
íåíèé ðîçâ'ÿçîê u(x) i òîäi âñÿ ïîñëiäîâíiñòü ïðîäîâæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ {ũε(x)}ε
çáiãà¹òüñÿ â Lp(Ω) äî ôóíêöi¨ u(x). Îòæå ïîñëiäîâíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ {uε(x)}ε ïî-
÷àòêîâî¨ çàäà÷i (2.1.1) çáiãà¹òüñÿ â Lp(Ωε,Ω) äî ðîçâ'ÿçêó u(x) óñåðåäíåíî¨ çà-
äà÷i (2.1.3).
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1. Êîìïàêòíiñòü óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (2.1.1). Îñêiëüêè
Φε[uε] 6 Φε[0] = 0, òî ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

0 6
∫
Ωε

|∇uε|2 dx+
∫
∂F ε

gε(x, uε) dΓ 6 2

∫
Ωε

f εuε dx.

×åðåç âëàñòèâîñòi a1, a2 ôóíêöi¨ σε(x, u) ìà¹ìî gε(x, uε) > 0.
Çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî i âðàõîâóþ÷è íåâiä'¹ìíiñòü

ôóíêöi¨ gε(x, uε), îäåðæó¹ìî

∥∇uε∥2L2(Ωε) 6 2 ∥f ε∥L2(Ωε) ∥u
ε∥L2(Ωε) . (2.4.26)

Âíàñëiäîê óìîâè ïðîäîâæåííÿ (1.1.4) äëÿ îáëàñòåé Ωε i íåðiâíîñòi Ôðiäðiõñà,
iñíó¹ ôóíêöiÿ ũε(x) ∈ H̊1(Ω) òàêà, ùî ũε(x) = uε(x) ïðè x ∈ Ωε òà

∥uε∥L2(Ωε) 6 ∥ũε∥L2(Ω) 6 C1 ∥∇ũε∥L2(Ω) 6 C2 ∥∇uε∥L2(Ωε) , (2.4.27)

äå ïîñòiéíi C1, C2 íå çàëåæàòü âiä ε.
Ç (2.4.26), (2.4.27) i ðiâíîìiðíî¨ ïî ε îáìåæåíîñòi íîðì ∥f ε∥L2(Ωε) âèïëè-

âà¹ ðiâíîìiðíà îáìåæåíiñòü ïî ε i ñëàáêà êîìïàêòíiñòü ó H̊1(Ω) ïîñëiäîâíîñòi
ôóíêöié {ũε(x)}ε. Çíà÷èòü, iç öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi ìîæíà âèäiëèòè ïiäïîñëiäîâ-
íiñòü {ε = εm, m = 1, ...,∞} ñëàáêî çáiæíó â H̊1(Ω), à âíàñëiäîê êîìïàêòíî-
ñòi âêëàäåííÿ H̊1(Ω) ⊂ Lp(Ω)

(
p < 2n

n−2

)
ñèëüíî â Lp(Ω), äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨

u(x) ∈ H̊1(Ω). Òàêèì ÷èíîì, ïiäïîñëiäîâíiñòü {uεm(x)}m çáiãà¹òüñÿ â Lp(Ωε,Ω)

äî ôóíêöi¨ u(x) ∈ H̊1(Ω). Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ u(x) ìiíiìiçó¹ ôóíêöiîíàë
(2.4.21).

2. Äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi (2.4.24). Äîâåäåìî ñïî÷àòêó âèêîíàííÿ íåðiâ-
íîñòi (2.4.24) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ w(x) ∈ C2

0(Ω).
Ïîêðè¹ìî îáëàñòü Ω ïåðåñi÷íèìè êóáàìè Kα

h = K(xα, h) iç öåíòðàìè â
òî÷êàõ xα i ñòîðîíàìè h, îði¹íòîâàíèìè ïî êîîðäèíàòíèõ îñÿõ, ùî óòâîðþþòü
ïåðiîäè÷íó ðåøiòêó ïåðiîäîì h − r (0 < r = h1+τ/2). Iç öèì ïîêðèòòÿì çâ'ÿ-
æåìî ðîçáèòòÿ îäèíèöi {φαh(x)}α � íàáið äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíèõ
ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (2.4.13).

Íåõàé ŵαε
h i Bαε

h � ôóíêöi¨ òà ìíîæèíè, ïîáóäîâàíi â Ëåìi 2.3 ïðè ŝ =

w(xα), v̂εhi i B̂
ε
h � ôóíêöi¨ òà ìíîæèíè, ïîáóäîâàíi â Ëåìi 2.5 äëÿ B

ε
h = ∪

α
Bαε
h .

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

wε
h(x) = w(x) +

n∑
i=1

∂w(x)

∂xi
[v̂εhi(x)− xi] +

∑
α

[ŵαε
h (x)− w(xα)]φαh(x). (2.4.28)
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Ïðè äîñèòü ìàëèõ h ôóíêöiÿ wε
h(x) ∈ H̊1(Ωε), i îñêiëüêè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.1.1)

uε(x) ìiíiìiçó¹ ôóíêöiîíàë Φε[u] (2.2.1) ó êëàñi H̊1(Ωε), òî

Φε[uε] 6 Φε[wε
h]. (2.4.29)

Îöiíèìî Φε[wε
h] çâåðõó. Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî ôóíêöiþ wε

h(x)

∂wε
h

∂xj
=
∑
α

∂ŵαε
h

∂xj
φαh(x) +

n∑
i=1

∂w

∂xi

∂v̂εhi
∂xj

+
2∑

k=1

Ak(x), (2.4.30)

äå

A1(x) =
∑
α

[ŵαε
h (x)− w(xα)]

∂φαh(x)

∂xj
, A2(x) =

n∑
i=1

∂2w

∂xi∂xj
[v̂εhi(x)− xi].

Âèäiëåíi â (2.4.30) äîäàíêè äàþòü êiíöåâèé âíåñîê ó ôóíêöiîíàë Φε[wε
h], âíåñêè

æ âiä A1(x), A2(x) ìàëi ÷åðåç îöiíêè, îòðèìàíi ó Ëåìàõ 2.3, 2.5.
Äiéñíî, äëÿ ïåðøîãî äîäàíêó ôóíêöiîíàëà Φε[wε

h] ñïðàâåäëèâà îöiíêà∫
Ωε

|∇wε
h|2 dx 6

∑
α

∫
Kα

h∩Ωε

|∇ŵαε
h |2 dx+

+
n∑

i,j=1

∫
Ωε

∂w

∂xi

∂w

∂xj
(∇v̂εhi,∇v̂εhj) dx+

∑
α

Eα(ε, h, r).

(2.4.31)

×åðåç Eα(ε, h, r) ïîçíà÷åíà ñóìà iíòåãðàëiâ ïî ìíîæèíàõ (Kα
h \Kα

h1)∩Ωε òàKα
h∩

Bαε
h âiä êâàäðàòè÷íèõ i ëiíiéíèõ êîìáiíàöié ôóíêöié [ŵαε

h (x)− w(xα)]
∂φα

h(x)
∂xj

,
[v̂εhi(x)−xi] ç îáìåæåíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi çàëåæàòü âiä w(x) ó êâàäðàòè÷íèõ
äîäàíêàõ i âiä ∂ŵαε

h

∂xj
φαh òà ∂v̂εhi

∂xj
ó ëiíiéíèõ. Ïðè îöiíöi Eα(ε, h, r) ñêîðèñòà¹ìîñÿ

âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöié φαh(x) òà îöiíêàìè, îòðèìàíèìè â Ëåìàõ 2.3, 2.5. Ó
ðåçóëüòàòi îäåðæó¹ìî

lim
ε→0

∑
α

Eα(ε, h, r) =
∑
α

o(hn). (2.4.32)

Îöiíèìî ïîâåðõíåâèé iíòåãðàë ó Φε[wε
h]. Äëÿ öüîãî ïåðåïèøåìî w

ε
h(x) ó âèãëÿäi

wε
h(x) =

∑
α

[ŵαε
h (x) + (w(x)− w(xα))]φαh(x) +

n∑
i=1

∂w(x)

∂xi
[v̂εhi(x)− xi].
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Âíàñëiäîê âëàñòèâîñòåé a1 − a3 ôóíêöi¨ σε(x, u) i âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ gε(x, u)
(2.3.7), îäåðæó¹ìî

∫
∂F ε

gε(x,wε
h) dΓ 6

∑
α

∫
Kα

h∩∂F ε

gε(x,wε
h) dΓ 6

∑
α

 ∫
Kα

h∩∂F ε

gε(x, ŵαε
h ) dΓ+

+O(h)

∫
Kα

h∩∂F ε

σ̂ε(x) dΓ

 =
∑
α

 ∫
Kα

h∩∂F ε

gε(x, ŵαε
h ) dΓ +O(hn+1) +O(h)C(ε)

 =

=
∑
α

∫
Kα

h∩∂F ε

gε(x, ŵαε
h ) dΓ +O(h) + C(ε),

äå C(ε) → 0 ïðè ε→ 0. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äðóãîãî äîäàíêà ñïðàâåäëèâà îöiíêà∫
∂F ε

gε(x,wε
h) dΓ 6

∑
α

∫
Kα∩∂F ε

gε(x, ŵαε
h ) dΓ +O(h) + o(1), ε→ 0. (2.4.33)

Äëÿ òðåòüîãî äîäàíêà ÷åðåç óìîâó 3) Òåîðåìè 2.2 i îöiíêè, îòðèìàíi ó Ëåìàõ
2.3, 2.5 ñïðàâåäëèâà îöiíêà∫

Ωε

f εwε
h dx =

∫
Ωε

f εw dx+O(h). (2.4.34)

Ç îöiíîê (2.4.31)-(2.4.34) îäåðæó¹ìî çàãàëüíó îöiíêó ôóíêöiîíàëà Φε[wε
h]

Φε[wε
h] 6

∑
α

 ∫
Kα∩Ωε

|∇ŵαε
h |2 dx+

∫
Kα∩∂F ε

gε(x, ŵαε
h ) dΓ + Eα(ε, h, r)

+

+
n∑

i,j=1

∫
Ωε

∂w

∂xi

∂w

∂xj
(∇v̂εhi,∇v̂εhj) dx− 2

∫
Ωε

f εw dx+O(h) + o(1), ε→ 0.

Ïåðåõîäèìî äî ãðàíèöi ïðè ε → 0. Âðàõîâóþ÷è óìîâè Òåîðåìè 2.2 òà îöiíêè,
îòðèìàíi â Ëåìàõ 2.3, 2.5, à òàêîæ (2.4.32), îäåðæó¹ìî

lim
ε→0

Φε[wε
h] 6

∫
Ω

n∑
i,j=1

aij(x)
∂w

∂xi

∂w

∂xj
dx+

∑
α

[c(x,w(xα))hn + o(hn)]−

−2

∫
Ω

f(x)w(x) dx+O(h).
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Òåïåð ïåðåõîäèìî äî ãðàíèöi ïðè h → 0. Âðàõîâóþ÷è, ùî α = 1,M , äå M =

O(h−n), ìà¹ìî

lim
h→0

lim
ε→0

Φε[wε
h] 6

∫
Ω

n∑
i,j=1

aij(x)
∂w

∂xi

∂w

∂xj
dx−

∫
Ω

c(x,w(x)) dx−

− 2

∫
Ω

f(x)w(x) dx.

(2.4.35)

Ïî¹äíóþ÷è (2.4.29) òà (2.4.35), îäåðæó¹ìî

lim
ε→0

Φε[uε] 6 lim
h→0

lim
ε→0

Φε[wε
h] 6 Φ[w],

äå Φ[w] � åíåðãåòè÷íèé ôóíêöiîíàë çàäà÷i (2.1.3), âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ
(2.4.21). Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ∀w(x) ∈ C2

0(Ω) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (2.4.24), àëå
÷åðåç ùiëüíîñòü C2

0(Ω) ó H̊
1(Ω), íåðiâíiñòü (2.4.24) ñïðàâåäëèâà äëÿ ∀w(x) ∈

H̊1(Ω).
3. Äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi (2.4.25). Ðîçãëÿíåìî òåïåð ôóíêöiþ u(x) �

ñëàáêó ãðàíèöþ â H1(Ω) ïðîäîâæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ũε(x) çàäà÷i (2.1.1) ïî äåÿêié
ïiäïîñëiäîâíîñòi {ε = εm, m = 1, ...,∞}. ßê âèïëèâà¹ ç òåîðåì âêëàäåííÿ ñëiäè
ũεm(x) òà u(x) íà ∂Ω çáåðiãàþòüñÿ òà äîðiâíþþòü 0. Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ
u(x) ∈ H̊1(Ω).

Íåõàé uδ(x) ∈ C2
0(Ω) � äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíà â Ω ôóíêöiÿ,

ÿêà àïðîêñèìó¹ ôóíêöiþ u(x) òà òàêà, ùî

∥uδ − u∥H1(Ω) < δ. (2.4.36)

Ðîçãëÿíåìî â îáëàñòÿõ Ωε ôóíêöi¨

ũεδ(x) = ũε(x) + uδ(x)− u(x) ∈ H̊1(Ω),

uεδ(x) = ũεδ(x)|Ωε = uε(x) + uδ(x)− u(x) ∈ H1(Ωε, ∂Ω),

âíàñëiäîê (2.4.36) ìà¹ìî

∥ũεδ − ũε∥H1(Ω) < δ, ∥uεδ − uε∥H1(Ωε) < δ, (2.4.37)

êðiì òîãî, ïðè ε = εm → 0

ũεδ(x) → uδ(x) â L2(Ω), uεδ(x) → uδ(x) â L2(Ωε,Ω). (2.4.38)
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Âèçíà÷èìî ôóíêöi¨
vεδ(x) = ũεδ(x)− uδ(x) ∈ H̊1(Ω),

îñêiëüêè ïðè ε = εm → 0 ôóíêöi¨ vεδ çáiãàþòüñÿ äî íóëÿ ñèëüíî â L
2(Ω) i ñëàáêî

â H1(Ω), çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ∥vεδ∥H1(Ω) 6 C i ôóíêöi¨ vεδ çáiãàþòüñÿ äî íóëÿ ïî
ìiði, òîáòî iñíóþòü ìíîæèíè Gε ⊂ Ω i ÷èñëà β(ε) òàêi, ùî

∀ x ∈ Ω \Gε : |vεδ(x)| < β(ε), lim
ε=εm→0

β(ε) = 0,

lim
ε=εm→0

mes{Gε} = 0.

Âíàñëiäîê Ëåìè 1.4 [30, ðîçäië 3] ïî ôóíêöiÿõ vεδ i ìíîæèíàì Gε, ìîæíà ïîáó-
äóâàòè ôóíêöi¨ v̂εδ ∈ H̊1(Ω) i ìíîæèíè Ĝε ⊂ Ω, òàêi ùî Ĝε ⊃ Gε, v̂εδ = vεδ ïðè
x ∈ Ω \ Ĝε,

lim
ε=εm→0

mes{Ĝε} = 0, max
Ω

|v̂εδ(x)| 6 Cmax
Ω\Gε

|vεδ(x)| < Cβ(ε),

lim
ε=εm→0

∥v̂εδ∥H1(Ĝε) = 0.
(2.4.39)

Çà äîïîìîãîþ öèõ ôóíêöié âèçíà÷èìî ôóíêöi¨

ûεδ(x) = uδ(x) + v̂εδ(x) ∈ H̊1(Ω). (2.4.40)

Ðîçiá'¹ìî ïðîñòið Rn íà íåïåðåñi÷íi (ó âíóòðiøíiõ òî÷êàõ) êóáè Kα
h =

K(xα, h) iç öåíòðàìè â òî÷êàõ xα òà ñòîðîíàìè äîâæèíîþ h, îði¹íòîâàíèìè
ïî êîîðäèíàòíèõ îñÿõ. Áóäåìî ðîçãëÿäàòè òi êóáè Kα

h (α = 1, N,N = O(hn)),
ÿêi ïîâíiñòþ ëåæàòü â îáëàñòi Ω, i íà ïåðåòèíi êîæíîãî ç íèõ ç îáëàñòþ Ωε

ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ
wεα
δ1 (x) = ûεδ(x)− uδ(x

α). (2.4.41)

Âðàõîâóþ÷è, ùî uδ(x) ∈ C2
0(Ω) òà (2.4.41), äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà ℓ ∈ Rn i äëÿ

áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî ÷èñëà δ > 0 ìà¹ìî∫
Kα

h∩Ωε

|wεα
δ1 (x)− (x− xα, ℓ)|2 dx 6 3

∫
Kα

h∩Ωε

|ûεδ(x)− uδ(x)|2 dx+

+ 3

∫
Kα

h∩Ωε

[(∇uδ(xα), x− xα)− (x− xα, ℓ)]2 dx+O(hn+4).

Ïîêëàäåìî ℓ = ℓα = ∇uδ(xα), òîäi, âðàõîâóþ÷è (2.4.39), (2.4.40), îäåðæó¹ìî

lim
ε=εm→0

∫
Kα

h∩Ωε

|wεα
δ1 (x)− (x− xα, ℓα)|2 dx = O(hn+4). (2.4.42)
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Çãiäíî ç âèçíà÷åííÿì ôóíêöiîíàëà T εh,z(ℓ) (2.3.1) òà éîãî ïðåäñòàâëåííÿì
(2.3.2), ïðè ℓ = ℓα = ∇uδ(xα) ìà¹ìî∫

Kα
h∩Ωε

|∇wεα
δ1 (x)|2 + h−2−τ |wεα

1δ (x)− (x− xα, ℓα)|2 dx >

>
n∑

i,j=1

aij(x
α, ε, h)

∂uδ
∂xi

(xα)
∂uδ
∂xj

(xα).

(2.4.43)

Ç (2.4.39), (2.4.42), (2.4.43), âðàõîâóþ÷è, ùî uεδ(x) = ûεδ(x) ïðè x ∈ Ωε \ Gε,
∇wεα

δ1 (x) = ∇ûεδ(x) ïðè x ∈ Ωε, ïðè ε = εm → 0, îäåðæó¹ìî∫
Ωε\Gε

|∇uεδ(x)|2 dx >
∑
α

∫
Kα

h∩Ωε\Gε

|∇uεδ(x)|2 dx =
∑
α

∫
Kα

h∩Ωε

|∇wεα
δ1 (x)|2 dx−

−
∫

Ωε∩Gε

|∇ûεδ(x)|2 dx >
∑
α

n∑
i,j=1

aij(x
α, ε, h)

∂uδ
∂xi

(xα)
∂uδ
∂xj

(xα)−O(h2−τ)− o(1).

Òàêèì ÷èíîì, ïðè ε = εm → 0∫
Ωε\Gε

|∇uεδ(x)|2 dx >

>
∑
α

n∑
i,j=1

aij(x
α, ε, h)

∂uδ
∂xi

(xα)
∂uδ
∂xj

(xα)−O(h2−τ)− o(1).

(2.4.44)

Òåïåð íà ïåðåòèíi êóáà Kα
h òà îáëàñòi Ωε ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

wεα
δ2 (x) = uδ(x

α) + uεδ(x)− ûεδ(x). (2.4.45)

Çãiäíî ç âèçíà÷åííÿì ôóíêöiîíàëà c(x, s; ε, h) (2.3.6)∑
α

c(xα, uδ(x
α); ε, h) 6

∑
α

∫
Kα

h∩Ωε

|∇wεα
δ2 (x)|2 dx+

+h−τ−2
∑
α

∫
Kα

h∩Ωε

|wεα
δ2 − uδ(x

α)|2 dx+
∑
α

∫
Kα

h∩∂F ε

gε(x,wεα
δ2 ) dΓ.

(2.4.46)

Îöiíèìî êîæåí äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè. Âíàñëiäîê âèçíà÷åííÿ ôóíêöié wεα
δ2
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(2.4.45), ûεδ(x) (2.4.40) i (2.4.39) äëÿ ïåðøîãî i äðóãîãî äîäàíêiâ îäåðæó¹ìî∑
α

∫
Kα

h∩Ωε

|∇wεα
δ2 (x)|2 dx =

∫
Ωε∩Ĝε

|∇(uεδ(x)− ûεδ(x))|2 dx =

=

∫
Ωε∩Ĝε

|∇uεδ(x)|2 dx+ o(1), (ε = εm → 0),

(2.4.47)

∑
α

∫
Kα

h∩Ωε

|wεα
δ2 − uδ(x

α)|2 dx =
∑
α

∫
Ωε∩Ĝε

|uεδ(x)− ûεδ(x)|2 dx =

=o(1), (ε = εm → 0).

(2.4.48)

Îöiíèìî ïîâåðõíåâèé iíòåãðàë. Îñêiëüêè âíàñëiäîê ãëàäêîñòi ôóíêöi¨ uδ(x) i
(2.4.39) wεα

δ2 = uεδ(x)− (uδ(x)− uδ(x
α))− v̂εδ(x) = uεδ(x) +O(h) ïðè x ∈ Ωε ∩Kα

h ,
òîäi, âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi a1 − a3 ôóíêöi¨ σε(x, u), îäåðæó¹ìî∑

α

∫
Kα

h∩∂F ε

gε(x,wεα
δ2 ) dΓ =

∫
∂F ε

gε(x, uεδ) dΓ +O(h)

∫
∂F ε

|uεδ|Θσ̂ε(x) dΓ+

+O(h) =

∫
∂F ε

gε(x, uεδ) dΓ +O(h)∥uεδ∥ΘLΘ(Ω,µε) +O(h).

Òóò LΘ(Ω, µε) ïðîñòið ç ìiðîþ dµε = σ̂ε(x) dΓ,Θ < n
n−2 . Ç îãëÿäó íà âëàñòèâîñòü

a3 ôóíêöi¨ σε(x, u) ìiðà dµε çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi∫
∂F ε∩B(ρ,z)

dµε < C1ρ
n + C2(ε)ρ

n−1,

äå C2(ε) → 0 ïðè ε→ 0. Òîäi ç óçàãàëüíåíî¨ òåîðåìè Ñîáîë¹âà âèïëèâà¹ âêëà-
äåííÿ ïðîñòîðó H1(Ω) ó ïðîñòið LΘ(Ω, µε). ×åðåç âêëàäåííÿ, (2.4.37), à òàêîæ
ðiâíîìiðíó îáìåæåíîñòü ïîñëiäîâíîñòi ïðîäîâæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (2.1.1) ó
ïðîñòîði H1(Ω) äëÿ ôóíêöi¨ uεδ òà ¨¨ ïðîäîâæåííÿ ũ

ε
δ ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi

∥uεδ∥LΘ(Ω,µε) = ∥ũεδ∥LΘ(Ω,µε) 6 C1∥ũεδ∥H1(Ω) 6
6C1

(
∥ũε∥H1(Ω) + δ

)
6 C2.

(2.4.49)

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ïîâåðõíåâîãî iíòåãðàëà ñïðàâåäëèâà îöiíêà∑
α

∫
Kα

h∩∂F ε

gε(x,wεα
δ2 ) dΓ =

∫
∂F ε

gε(x, uεδ) dΓ +O(h). (2.4.50)
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Âíàñëiäîê (2.4.47), (2.4.48), (2.4.50) ç (2.4.46) âèïëèâà¹∑
α

c(xα, uδ(x
α); ε, h) 6

6
∫

Ωε∩Ĝε

|∇uεδ(x)|2 dx+
∫
∂F ε

gε(x, uεδ) dΓ +O(h) + o(1), (ε = εm → 0).
(2.4.51)

Òàêèì ÷èíîì, çãiäíî ç (2.4.44), (2.4.51)

Φε[uεδ] =

∫
Ωε

|∇uεδ|2 dx+
∫
∂F ε

gε(x, uεδ) dΓ− 2

∫
Ωε

f εuεδ dx =

∫
Ωε\Ĝε

|∇uεδ|2 dx+

+

∫
Ωε∩Ĝε

|∇uεδ|2 dx+
∫
∂F ε

gε(x, uεδ) dΓ− 2

∫
Ωε

f εuεδ dx >
∑
α

c(xα, uδ(x
α); ε, h)+

+
∑
α

n∑
i,j=1

aij(x
α, ε, h)

∂uδ
∂xi

(xα)
∂uδ
∂xj

(xα)− 2

∫
Ω

f̃ εũεδ dx−O(h)− o(1), (ε = εm → 0),

äå f̃ ε(x) = χε(x)f ε(x), χε(x) � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ îáëàñòi Ωε.
Ïåðåéäåìî â öié íåðiâíîñòi äî ãðàíèöi ñïî÷àòêó ïî ε = εm → 0, à ïîòiì ïî

h→ 0 ïðè ôiêñîâàíîìó δ. Âðàõîâóþ÷è óìîâè Òåîðåìè 2.2 i çáiæíiñòü uεδ(x) äî
uδ(x) â L2(Ω), îäåðæó¹ìî

lim
ε=εk→0

Φε[uεδ] > Φ[uδ].

Ïåðåéäåìî òåïåð äî ãðàíèöi ïî δ → 0. Ó ïðàâié ÷àñòèíi, âíàñëiäîê íåïåðåðâíî-
ñòi ôóíêöiîíàëà Φ[u] ó H1(Ω) òà (2.4.36), îäåðæó¹ìî lim

δ→0
Φ[uδ] = Φ[u]. Ó ëiâié

÷àñòèíi ïðè ïåðåõîäi äî ãðàíèöi â ïîâåðõíåâîìó iíòåãðàëi çíîâó êîðèñòó¹ìîñÿ
óçàãàëüíåíîþ òåîðåìîþ Ñîáîë¹âà òà íåðiâíiñòþ (2.4.36). Ó ðåçóëüòàòi îäåðæó-
¹ìî íåîáõiäíó íåðiâíiñòü (2.4.25).

4. �äèíiñòü óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i (2.1.3).
Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî òàê ñàìî, ÿê ó Òåîðåìi 2.1. Ïðèïóñòèìî, ùî çàäà÷à (2.1.3)
ìà¹ äâà óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè u1, u2. Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ (2.1.4)
äëÿ ôóíêöié u1, u2, âiäíÿâøè îäíó ðiâíiñòü âiä iíøî¨ i âçÿâøè çà òåñòîâó ôóí-
êöiþ φ(x) = u1(x)− u2(x), îäåðæó¹ìî∫
Ω

n∑
i,j=1

aij(x)
∂ (uε1 − uε2)

∂xi

∂ (uε1 − uε2)

∂xj
dx+

1

2

∫
Ω

(cu(x, u1)− cu(x, u2)) (u1−u2)dΓ = 0.
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Çâiäñè, âíàñëiäîê äîäàòíüî âèçíà÷åíîñòi òåíçîðà {aij(x)}ni,j=1 i ìîíîòîííîñòi
ôóíêöi¨ cu(x, u) âèïëèâà¹, ùî

u1 = u2 ì.â. â Ω.

Òàêèì ÷èíîì, ¹äèíiñòü óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i (2.1.3) äî-
âåäåíà.

Òåîðåìà 2.2 äîâåäåíà.

2.5 Iíòåãðàëüíi óìîâè çáiæíîñòi

2.5.1 Òåîðåìà çáiæíîñòi

Äëÿ áóäü-ÿêèõ ôiêñîâàíèõ ε, h, s (0 < ε ≪ h ≪ 1, C1 < s < C2), ôóí-
êöi¨ aij(X,ε,h)

hn i c(x,s,ε,h)
hn ¹ âèìiðíèìè, îáìåæåíèìè ôóíêöiÿìè âiä x i ìà¹ ìiñöå

íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.3. Íåõàé îáëàñòi Ωε ¹ ñèëüíî çâ'ÿçíi é ∃ τ ∈ (0, 2) ïðè ÿêîìó

ôóíêöi¨ aij(x, ε, h) (i, j = 1, n), c(x, s; ε, h) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

1. lim
h→0

lim
ε→0

∫
Ω

∣∣∣aij(x,ε,h)hn − aij(x)
∣∣∣ dx = 0,

äå aij(x) � êóñêîâî-íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ âiä x òà {aij(x)}ni,j=1 � äîäàòíüî

âèçíà÷åíèé, ñèìåòðè÷íèé òåíçîð ó Ω;

2. lim
h→0

lim
ε→0

∫
Ω

∣∣∣c(x,s,ε,h)hn − c(x, s)
∣∣∣ dx = 0, ∀s ∈ R,

äå ôóíêöiÿ c(x, s) îáìåæåíà ïî x, äèôåðåíöiéîâàíà ïî s òà ¨¨ ïîõiäíà

cs(x, s) =
∂
∂sc(x, s) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (2.4.1), (2.4.2).

3. Ôóíêöi¨ f ε(x), ïðîäîâæåíi íóëåì íà F ε, çáiãàþòüñÿ ñëàáêî â L2(Ω) äî

ôóíêöi¨ f(x).

Òîäi ïîñëiäîâíiñòü óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ uε(x) çàäà÷i (2.1.1) çáiãà¹-

òüñÿ â Lp(Ωε,Ω)
(
p < 2n

n−2

)
ó ñåíñi (1.1.3) äî ôóíêöi¨ u(x), ùî ¹ óçàãàëüíåíèì

ðîçâ'ÿçêîì óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i (2.1.3).
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2.5.2 Äîïîìiæíi ëåìè

Òàê ñàìî ÿê ó ïóíêòi 2.4.2, ñôîðìóëþ¹ìî íèçêó äîïîìiæíèõ ëåì, âèêîðè-
ñòîâóâàíèõ ïðè äîâåäåííi Òåîðåìè çáiæíîñòi 2.3.

Ëåìà 2.6. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1)-2) Òåîðåìè 2.3. Òîäi iñíóþòü ïî-

ñëiäîâíîñòi {εk}∞k=1, {h′k}∞k=1, {h′′k = h′k + (h′k)
1+τ/2}∞k=1 òàêi, ùî ïðè k → ∞

εk, h
′
k, h

′′
k → 0 i ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ Ω:

1. lim
k→∞

aij(x,εk,h
′
k)

(h′k)
n = lim

k→∞
aij(x,εk,h

′′
k)

(h′′k)
n = aij(x), i, j = 1, ..., n;

2. lim
k→∞

c(x,s,εk,h
′
k)

(h′k)
n = lim

k→∞
c(x,s,εk,h

′′
k)

(h′′k)
n = c(x, s), ∀s ∈ R;

3. äëÿ áóäü-ÿêîãî µ > 0 iñíó¹ çàìêíóòà ìíîæèíà Ωµ ⊂ Ω òàêà, ùî mes(Ω\
Ωµ) < µ i òâåðäæåííÿ ëåìè 1), 2) âèêîíóþòüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî

x ∈ Ωµ.

Äîâåäåííÿ. Ç óìîâ 1)-2) Òåîðåìè 2.3 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ìîíîòîííà ôóíêöiÿ
ε̂(h) òàêà, ùî ε̂(h) → 0 ïðè h→ 0 i ïðè áóäü-ÿêîìó εh < ε̂(h)

lim
h→0

∫
Ω

∣∣∣∣aij(x, εh, h)hn
− aij(x)

∣∣∣∣ dx = 0;

lim
h→0

∫
Ω

∣∣∣∣c(x, s; εh, h)hn
− c(x, s)

∣∣∣∣ dx = 0.

(2.5.1)

Çâiäñè, âíàñëiäîê òîãî, ùî çi çáiæíîñòi â ñåðåäíüîìó âèïëèâà¹ çáiæíiñòü ìàéæå
âñþäè ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi [24, ãë. 5], çàêëþ÷à¹ìî, ùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü {h′l}∞l=1

òàêà, ùî h′l → 0 ïðè l → ∞ i äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω

lim
l→∞

aij(x, εl, h
′
l)

(h′l)
n

= aij(x), i, j = 1, ..., n;

lim
l→∞

c(x, s, εl, h
′
l)

(h′l)
n

= c(x, s), ∀ s ∈ R1,

äå εl = ε̂(h′l).
Ïîêëàâøè â (2.5.1) h = h′′l = h′l + (h′l)

1+τ/2 (τ > 0), ìà¹ìî

lim
l→∞

∫
Ω

∣∣∣∣aij(x, εl, h′′l )(h′′l )
n

− aij(x)

∣∣∣∣ dx = 0;

lim
l→∞

∫
Ω

∣∣∣∣c(x, s; εl, h′′l )(h′′l )
n

− c(x, s)

∣∣∣∣ dx = 0.
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Òîäi ç ïîñëiäîâíîñòi {h′l} ìîæíà âèáðàòè ïiäïîñëiäîâíiñòü {h′k} ⊂ {h′l} i âiä-
ïîâiäíi ¨é {h′′k} ⊂ {h′′l } òà {εk = ε̂(h′k)}, äëÿ ÿêèõ ñïðàâåäëèâi òâåðäæåííÿ
ëåìè 1)-2). Äàëi, çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó �ãîðîâà [24, ãë. 5], îäåðæó¹ìî òðåò¹
òâåðäæåííÿ ëåìè.

Ëåìà 2.6 äîâåäåíà.

Íàäàëi ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè çáiæíiñòü ïî ïîáóäîâàíèì ó Ëåìi 2.6 ïîñëi-
äîâíîñòÿì {εk}∞k=1, {h′k}∞k=1, {h′′k}∞k=1, òîìó äëÿ êîìïàêòíîñòi çàïèñó çàñòîñîâó-
âàòèìåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

Πz
k := Kz

h′′k
\Kz

h′k
, Kz

k := Kz
h′′k
, Ωk := Ωεk, ∂F k := ∂F εk,

gk(x, u) := gεk(x, u), σk(x, u) := σεk(x, u), fk(x) := f εk(x).

Ëåìà 2.7. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 1) Òåîðåìè 2.3, {εk}∞k=1, {h′k}∞k=1, {h′′k =
h′k + (h′k)

1+τ/2}∞k=1, Ωµ � ïîñëiäîâíîñòi òà ìíîæèíà, ïîáóäîâàíi â Ëåìi 2.6,

ôóíêöiÿ vzk ìiíiìiçó¹ ôóíêöiîíàë (2.3.1) â îáëàñòi Kz
k ∩ Ωk ïðè ℓ ∈ Rn.

Òîäi ïðè áóäü-ÿêîìó µ > 0

lim
k→∞

1

(h′′k)
n

∫
Πz

k∩Ωk

|∇vzk(x)|2 dx = 0,

lim
k→∞

1

(h′′k)
n+2+τ

∫
Πz

k∩Ωk

|vzk(x)− (x− z, ℓ)|2 dx = 0,

lim
k→∞

n∑
i,j=1

1

(h′′k)
n

∫
Kz

k∩Ωk

(
∇vzki,∇vzkj

)
ℓiℓj dx 6

n∑
i,j=1

aij(z)ℓiℓj

ðiâíîìiðíî âiäíîñíî z ∈ Ωµ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé vzki(x) � ôóíêöiÿ, ÿêà ìiíiìiçó¹ ôóíêöiîíàë (2.3.1) â îáëàñòi
Kz
k ∩ Ωk ïðè ℓ = ei (ei � îðò îñi xi (i = 1, ..., n)). Âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ

ôóíêöiîíàëà (2.3.1), éîãî ïðåäñòàâëåííÿ (2.3.2) i âèðàæåííÿ äëÿ êîåôiöi¹íòiâ
aij(z, ε, h) (2.3.3), îäåðæó¹ìî

1

(h′′k)
n

∫
Πz

k∩Ωk

(
|∇vzki|2 + (h′′k)

−2−τ |vzki − (xi − zi)|2
)
dx =

aii(z, εk, h
′′
k)

(h′′k)
n

−

− 1

(h′′k)
n

∫
Kz

h′
k
∩Ωk

(
|∇vzki|2 + (h′′k)

−2−τ |vzki − (xi − zi)|2
)
dx 6 aii(z, εk, h

′′
k)

(h′′k)
n

−

− (h′k)
n

(h′′k)
n

aii(z, εk, h
′
k)

(h′k)
n

.
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Êðiì òîãî,

1

(h′′k)
n

∫
Kz

k∩Ωk

(
∇vzki,∇vzkj

)
ℓiℓj dx 6 aij(z, εk, h

′′
k)

(h′′k)
n

ℓiℓj.

Çâiäñè ÷åðåç òâåðäæåííÿ 1) Ëåìè 2.6 âèïëèâà¹

lim
k→∞

1

(h′′k)
n

∫
Πz

k∩Ωk

|∇vzki|2 dx = 0,

lim
k→∞

1

(h′′k)
n+2+τ

∫
Πz

k∩Ωk

|vzki − (xi − zi)|2 dx = 0,

lim
k→∞

1

(h′′k)
n

∫
Kz

k∩Ωk

(
∇vzki,∇vzkj

)
ℓiℓj dx 6 aij(z)ℓiℓj.

ðiâíîìiðíî âiäíîñíî z ∈ Ωµ. Òîäi, çâàæàþ÷è íà vzk =
∑n

i=1 v
z
kiℓi, ℓ =

∑n
i=1 ℓie

i,
îòðèìó¹ìî ñïðàâåäëèâiñòü òâåðäæåíü ëåìè.

Ëåìà 2.7 äîâåäåíà.

Ëåìà 2.8. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 2) Òåîðåìè 2.3, {εk}∞k=1, {h′k}∞k=1, {h′′k =
h′k + (h′k)

1+τ/2}∞k=1, Ωµ � ïîñëiäîâíîñòi òà ìíîæèíà, ïîáóäîâàíi â Ëåìi 2.6 i

ôóíêöiÿ wz
k ìiíiìiçó¹ ôóíêöiîíàë (2.3.6) â îáëàñòi Kz

k ∩ Ωk ïðè s = ŝ. Òîäi

1. äëÿ áóäü-ÿêîãî δ > 0 ìiðà ìíîæèíè Bz
kδ = {x ∈ Kz

k ∩ Ωk : |wz
k − ŝ| > δ}

çàäîâîëüíÿ¹ îöiíöi

mes{Bz
kδ} <

C(h′′k)
n+2+τ

δ2
;

2. ïðè áóäü-ÿêîìó µ > 0

lim
k→∞

1

(h′′k)
n

∫
Πz

k∩Ωk

|∇wz
k(x)|2 dx = 0,

lim
k→∞

1

(h′′k)
n+2+τ

∫
Πz

k∩Ωk

|wz
k(x)− ŝ|2 dx = 0,

lim
k→∞

1

(h′′k)
n

∫
Πz

k∩∂F k

gε(x,wz
k) dΓ = 0,

lim
k→∞

1

(h′′k)
n+2+τ

∫
Kz

k∩Ωk

|wz
k − ŝ|2 dx 6 C,
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lim
k→∞

1

(h′′k)
n


∫

Kz
k∩Ωk

|∇wz
k|2 dx+

∫
Kz

k∩∂F k

gk(x,wz
k) dΓ

 6 c(z, ŝ)

ðiâíîìiðíî âiäíîñíî z ∈ Ωµ.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëà (2.3.6), îäåðæó¹ìî

1

(h′′k)
n

 ∫
Πz

k∩Ωk

(
|∇wz

k|2 + (h′′k)
−2−τ |wz

k − ŝ|2
)
dx+

∫
Πz

k∩∂F k

gk(x,wz
k)dΓ

 =

=
c(z, ŝ; εk, h

′′
k)

(h′′k)
n

− 1

(h′′k)
n

 ∫
Kz

h′
k
∩Ωk

(
|∇wz

k|2 + (h′′k)
−2−τ |wz

k − ŝ|2
)
dx+

+

∫
Kh′

k
∩∂F k

gk(x,wz
k) Γ

 6 c(z, ŝ; εk, h
′′
k)

(h′′k)
n

− (h′k)
n

(h′′k)
n
· c(z, ŝ; εk, h

′
k)

(h′k)
n

.

Ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ïðè k → ∞. Âíàñëiäîê íåâiä'¹ìíîñòi âñiõ ïiäiíòåãðàëü-
íèõ ôóíêöié i òâåðäæåííÿ 2) Ëåìè 2.6 ãðàíè÷íi ðiâíîñòi ïóíêòó 2) âèêîíóþòüñÿ
ðiâíîìiðíî âiäíîñíî z ∈ Ωµ.

Êðiì òîãî, âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëà (2.3.6) i òâåðäæåííÿ
2) Ëåìè 2.6, ïðè k → ∞ ìà¹ìî

1

(h′′k)
n

 ∫
Kz

k∩Ωk

(
|∇wz

k|2 + (h′′k)
−2−τ |wz

k − ŝ|2
)
dx+

∫
Kz

k∩∂F k

gk(x,wz
k)dΓ

 =

= c(z, ŝ) + o(1) 6 C.

Îòæå,

1

(h′′k)
n

 ∫
Kz

k∩Ωk

|∇wz
k|2 dx+

∫
Kz

k∩∂F k

gk(x,wz
k)dΓ

 6 c(z, ŝ) + o(1), k → ∞

òà ∫
Kz

k∩Ωk

|wz
k − ŝ|2 dx 6 C(h′′k)

n+2+τ .
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Iç öèõ íåðiâíîñòåé âèïëèâà¹ ñïðàâåäëèâiñòü ïåðøîãî òâåðäæåííÿ ëåìè i ãðàíè-
÷íèõ íåðiâíîñòåé ïóíêòó 2).

Ëåìà 2.8 äîâåäåíà.

Ëåìà 2.9. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 2) Òåîðåìè 2.3, {εk}∞k=1, {h′k}∞k=1, {h′′k =
h′k + (h′k)

1+τ/2}∞k=1, Ωµ � ïîñëiäîâíîñòi òà ìíîæèíà, ïîáóäîâàíi â Ëåìi 2.6 i

ôóíêöiÿ wz
k ìiíiìiçó¹ ôóíêöiîíàë (2.3.6) â îáëàñòi Kz

k ∩ Ωk ïðè s = ŝ.

Òîäi ìíîæèíà

Bz
k = {x ∈ Kz

k ∩ Ωk : |wz
k − ŝ| > (h′′k)

1+τ/3} (2.5.2)

i ôóíêöiÿ

ŵz
k =


wz
k, x ∈ Bz

k,

ŝ− (h′′k)
1+τ/3, ŝ > 0, x ∈ (Kz

k ∩ Ωk) \Bz
k,

ŝ+ (h′′k)
1+τ/3, ŝ 6 0, x ∈ (Kz

k ∩ Ωk) \Bz
k

(2.5.3)

çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíèì âëàñòèâîñòÿì:

1. ìiðà ìíîæèíè Bz
k

mes{Bz
k} < C(h′′k)

n+τ/3;

2. ïðè áóäü-ÿêîìó µ > 0

lim
k→∞

1

(h′′k)
n

∫
Πz

k∩Ωk

|∇ŵz
k(x)|2 dx = 0,

lim
k→∞

1

(h′′k)
n+2+τ

∫
Πz

k∩Ωk

|ŵz
k(x)− ŝ|2 dx = 0,

lim
k→∞

1

(h′′k)
n

∫
Πz

k∩∂F k

gk(x, ŵz
k) dΓ = 0,

lim
k→∞

1

(h′′k)
n+2+τ

∫
Kz

k∩Ωk

|ŵz
k − ŝ|2 dx 6 C,

lim
k→∞

1

(h′′k)
n


∫

Kz
k∩Ωk

|∇ŵz
k|2 dx+

∫
Kz

k∩∂F k

gk(x, ŵz
k) dΓ

 6 c(z, ŝ)

ðiâíîìiðíî âiäíîñíî z ∈ Ωµ.
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Äîâåäåííÿ. Ïåðøå òâåðäæåííÿ ëåìè âèïëèâà¹ ç âèñíîâêó 1) Ëåìè 2.8.
Äîâåäåìî äðóãå òâåðäæåííÿ. Íå îáìåæóþ÷è ñïiëüíîñòi, âðàõîâóþ÷è, ùî

h′′k ìàëî, áóäåìî ââàæàòè, ùî ŝ > (h′′k)
1+τ/3 > 0. Ôóíêöi¨ ŵz

k, g
k(x, ŵz

k) âíàñëiäîê
âèçíà÷åíü (2.5.3), (2.3.7) i âëàñòèâîñòåé a1, a2 ôóíêöi¨ σk(x, u) ïðè áóäü-ÿêîìó
x ∈ Kz

k ∩ Ωk çàäîâîëüíÿþòü îöiíêàì

|∇ŵz
k(x)|2 6 |∇wz

k(x)|2,

|ŵz
k(x)− ŝ|2 6 |wz

k(x)− ŝ|2 + (h′′k)
2+2τ/3,

gk(x, ŵz
k) = gk(x,wz

k) +O
(
(h′′k)

1+τ/3
)
.

Iç öèõ îöiíîê i âèñíîâêiâ ïóíêòó 2) Ëåìè 2.8 âèïëèâà¹ äðóãå òâåðäæåííÿ ëåìè
ïðè ŝ > 0. Àíàëîãi÷íî ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê, êîëè ŝ < 0.

Ëåìà 2.9 äîâåäåíà.

Ëåìà 2.10. Íåõàé Ωµ � ïiäîáëàñòü îáëàñòi Ω. Òîäi ìîæíà ïîáóäóâàòè ïî-

êðèòòÿ îáëàñòi Ω íåïåðåñi÷íèìè êóáàìè Kα
h çi ñòîðîíàìè äîâæèíîþ h(

α = 1, ..., Nk > mes{Ω}
hn

)
, òàê ùîá êiëüêiñòü êóáiâ, öåíòðè ÿêèõ íå íàëåæàòü

îáëàñòi Ωµ, çàäîâîëüíÿëà íåðiâíîñòi

N ′
k 6

mes {Ω \ Ωµ}
mes {Ω}

Nk. (2.5.4)

Äîâåäåííÿ. Ïîêðè¹ìî îáëàñòü Ω íåïåðåñi÷íèìè ó âíóòðiøíiõ òî÷êàõ êóáàìè
K̃α
h = K(x̃α, h) iç öåíòðàìè â òî÷êàõ x̃α i ñòîðîíàìè ðiâíèìè h. Ïîçíà÷èìî χα �

õàðàêòåðèñòè÷íó ôóíêöiþ îáëàñòi (Ω \ Ωµ) ∩ K̃α
h , òîäi

mes{Ω \ Ωµ} =
∑
α

∫
K̃α

h

χα(x) dx. (2.5.5)

Çà äîïîìîãîþ çñóâiâ ñïîëó÷èìî âñi êóáè K̃α
h â îäèí êóá K0

h iç öåíòðîì â 0.
Ìà¹ìî∑

α

∫
K̃α

h

χα(x) dx =
∑
α

∫
K0

h

χα(x− x̃α) dx =

∫
K0

h

∑
α

χα(x− x̃α) dx. (2.5.6)

Ïîçíà÷èìî
χ(x) =

∑
α

χα(x− x̃α). (2.5.7)
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χ(x) � öiëî÷èñåëüíà ôóíêöiÿ â K0
h, ùî âèçíà÷à¹ êðàòíiñòü ïîêðèòòÿ òî÷êè x ∈

K0
h îáðàçîì ìíîæèíè Ω \ Ωµ. Âèáåðåìî òî÷êó x̂ ∈ K0

h ç íàéìåíøîþ êðàòíiñòþ
ïîêðèòòÿ N ′

k. Òîäi ∫
K0

h

χ(x) dx > N ′
kh

n. (2.5.8)

Âèáèðà¹ìî çà øóêàíi öåíòðè êóáiâ Kα
h òî÷êè xα, ùî ¹ îáðàçàìè òî÷êè x̂ ïðè

çâîðîòíèõ çñóâàõ. Êiëüêiñòü öåíòðiâ êóáiâ, ùî ïîòðàïèëè â ìíîæèíó Ω\Ωµ äî-
ðiâíþ¹ N ′

k. Ïðèïóñòèìî, ùî íåðiâíiñòü (2.5.4) íå âèêîíó¹òüñÿ, òîäi, âðàõîâóþ÷è
(2.5.5)-(2.5.8), îäåðæó¹ìî

mes{Ω \ Ωµ} > N ′
kh

n >
mes{Ω \ Ωµ}
mes {Ω}

Nkh
n > mes {Ω \ Ωµ}.

Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ

mes{Ω \ Ωµ} > mes{Ω \ Ωµ}.

Òàêèì ÷èíîì, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü (2.5.4).
Ëåìà 2.10 äîâåäåíà.

Ëåìà 2.11. Íåõàé â îáëàñòÿõ Ωk ⊂ Ω çàäàíi ìíîæèíè Bk òàêi, ùî

lim
k→∞

mes {Bk} = 0.

ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 1) Òåîðåìè 2.3, òîäi iñíóþòü ìíîæèíè B̂k ⊂ Ω i

ôóíêöi¨ v̂ki ∈ H1(Ω) (i = 1, n), ùî çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíèì âëàñòèâîñòÿì:

1. Bk ⊂ B̂k, lim
k→∞

mes {B̂k} = 0;

2. lim
k→∞

max
x∈Ω

|v̂ki(x)− xi| = 0;

3. lim
k→∞

∫̂
Bk

|∇v̂ki|2 dx = 0;

4. äëÿ áóäü-ÿêî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨ ℓ(x) = (ℓ1(x), ..., ℓn(x)) ∈ (C(Ω))n

lim
k→∞

∫
Ωk

n∑
i,j=1

(∇v̂ki,∇v̂kj) ℓi(x)ℓj(x) dx 6
∫
Ω

n∑
i,j=1

aij(x)ℓi(x)ℓj(x) dx.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé {εk}∞k=1, {h′k}∞k=1, {h′′k = h′k + (h′k)
1+τ/2}∞k=1 � ïîñëiäîâíîñòi,

ïîáóäîâàíi â Ëåìi 2.6. Âiäïîâiäíî äî âèñíîâêó 3) öi¹¨ ëåìè äëÿ ïîñëiäîâíîñòi
÷èñåë µk → 0 ïðè k → ∞ ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí Ωµ1

⊂ Ωµ2
⊂ ... ⊂

Ωµk
⊂ ... ⊂ Ω òàêèõ, ùî mes{Ω \ Ωµk

} < µk.
Ïîêðè¹ìî îáëàñòü Ω íåïåðåñi÷íèìè êóáàìè Kα

hk

(
Ω ∈ ∪αKα

hk

)
iç öåíòðàìè

â òî÷êàõ xα i ñòîðîíàìè hk =
h′′k+h

′
k

2 , ÿê ó Ëåìi 2.10, òîáòî êiëüêiñòü êóáiâ, öåí-
òðè ÿêèõ xα /∈ Ωµk

íå áóäóòü ïåðåâèùóâàòè N ′
k <

µk

(hk)n
. Ðàçîì iç êóáàìè Kα

hk

áóäåìî ðîçãëÿäàòè òàêîæ êóáèKα
h′k
iKα

h′′k
. Ïî öüîìó ïîêðèòòþ, ÿê ó Ëåìi 1.1, ïî-

áóäó¹ìî ðîçáèòòÿ îäèíèöi {φαk (x)}α � íàáið äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíèõ
ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

φαk (x) = 0, ïðè x /∈ Kα
h′′k
; φαk (x) = 1, ïðè x ∈ Kα

h′k
;

∀x ∈ Ω : 0 6 φαk (x) 6 1,
∑
α

φαk (x) = 1, |Dφαk (x)| < C(h′k)
−1−τ/2.

(2.5.9)

Ó êîæíîìó êóái Kα
k := Kα

h′′k
ïî Ëåìi 2.9 ïîáóäó¹ìî ìíîæèíó Bα

k i ïî öèõ ìíî-
æèíàõ ïîáóäó¹ìî ìíîæèíó Bk = ∪αBα

k , ìiðà ÿêî¨ âíàñëiäîê Ëåìè 2.9

mes{Bk} 6
∑
α

mes{Bα
k } < C(h′′k)

τ/3.

Ìíîæèíà Bk çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi ëåìè, áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ¨¨ äëÿ ïîäàëü-
øèõ ïîáóäîâ.

Íåõàé ôóíêöi¨ vαki (i = 1, n) ìiíiìiçóþòü ôóíêöiîíàë (2.3.1) ïðè ℓ = ei (îðò
îñi xi) ó êóái Kα

k , x
α ∈ Ωµk

. Òîäi

max
x∈Kα

k ∩Ωk
|vαki(x)| 6

1

2
h′′k (2.5.10)

i ôóíêöi¨ vαki (i = 1, n) çàäîâîëüíÿþòü òâåðäæåííÿì Ëåìè 2.7.
Ðîçãëÿíåìî â îáëàñòi Ωk ôóíêöi¨

vki(x) = xi +
∑
α

[vαki(x)− (xi − xαi )] · φαk (x), (i = 1, n), (2.5.11)

äå {φαk (x)}α � ðîçáèòòÿ îäèíèöi (2.5.9). Áóäåìî ââàæàòè vαki(x) = xi− xαi , ÿêùî
xα ∈ Ω \ Ωµk

àáî êóá Kα
k íå íàëåæèòü ïîâíiñòþ îáëàñòi Ω.

Íåõàé ℓ(x) = {ℓ1(x), ℓ2(x), ..., ℓn(x)} � äîâiëüíà íåïåðåðâíà â Ω âåêòîð-
ôóíêöiÿ. Âðàõîâóþ÷è, ùî

∂vki(x)

∂xj
=
∑
α

∂vαki(x)

∂xj
φαk (x) +

∑
α

[vαki(x)− (xi − xαi )]
∂φαk (x)

∂xj
,
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âíàñëiäîê Ëåìè 2.7 i âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ φαk (x), ïðè k → ∞ ìà¹ìî∫
Ωk

n∑
i,j=1

(∇vki,∇vkj)ℓi(x)ℓk(x) dx 6
∫
Ω

n∑
i,j=1

aij(x)ℓi(x)ℓj(x) + o(1). (2.5.12)

Êðiì òîãî, çãiäíî ç (2.5.10), (2.5.11) ìà¹ìî

max
x∈Ωk

|vki − xi| 6
1

2
h′′k. (2.5.13)

Ïîêëàäåìî uki = vki − xi. Òîäi ç (2.5.12), (2.5.13) âèïëèâà¹, ùî

max
x∈Ωk

|uki| 6
1

2
h′′k òà ∥uki∥H1(Ωk) 6 C, (2.5.14)

äå C íå çàëåæèòü âiä k.
Îñêiëüêè îáëàñòi Ωk çàäîâîëüíÿþòü óìîâi ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi (1.1.5), òî

iñíó¹ ôóíêöiÿ ūki(x) ∈ H1(Ω), ðiâíà uki(x) ïðè x ∈ Ωk, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâ-
íîñòÿì (2.5.14). Ïðîäîâæèìî ¨¨ â ïàðàëåëåïiïåä Π ⊃ Ω çi çáåðåæåííÿì íåðiâ-
íîñòåé (2.5.14), à ïîòiì àïðîêñèìó¹ìî äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíîþ â Π

ôóíêöi¹þ ũki(x) òàêîþ, ùî

∥ũki − ūki∥H1(Π) 6 εk, max
x∈Π

|ũki| 6 C1h
′′
k, ∥ũki∥H1(Π) 6 C2, (2.5.15)

äå C1, C2 íå çàëåæàòü âiä k.
Çàñòîñó¹ìî äî ôóíêöi¨ ũki(x) i ìíîæèíè Bk Ëåìó 1.3 [30, ãë. 3]. Âiäïîâiäíî

äî öi¹¨ ëåìè iñíó¹ ôóíêöiÿ ûki(x) ∈ H1(Π) i ìíîæèíà B̂k ⊂ Π, ùî çàäîâîëüíÿ-
þòü óìîâè

Bk ⊂ B̂k, mes (B̂k) 6 C1Am
2| lnm|−1/3

(
m| lnm|−2/3

+ | lnm|−1/6
)
, (2.5.16)

ûki(x) = ũki(x), x ∈ Π \ B̂k,

max
x∈Π

|ûki(x)| 6 C2h
′′
k, ∥ûki∥H1(B̂k)

6 C3A
(
m| lnm|−2/3

+ | lnm|−1/6
)
,

(2.5.17)

äå m = mes (Bk), A = ∥ũki∥H1(Π) i êîíñòàíòè C1, C2, C3 íå çàëåæàòü âiä k.
Âðàõîâóþ÷è, ùî v̂ki = ûki + xi, òà âçÿâøè îáìåæåííÿ ìíîæèíè B̂k ∈ Π i

ôóíêöi¨ v̂ki(x) ∈ H1(Π) íà îáëàñòü Ω (çáåðiãà¹ìî äëÿ íèõ ïîçíà÷åííÿ), îäåðæè-
ìî ìíîæèíó B̂k ∈ Ω i ôóíêöiþ v̂ki(x) ∈ H1(Ω), ÿêi âíàñëiäîê (2.5.15)-(2.5.17)
çàäîâîëüíÿþòü îöiíêàì 1)-3) ëåìè.
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Ïåðåâiðèìî îöiíêó 4) ëåìè. Ïîçíà÷èìî ṽki(x) = ũki(x) + xi. Çãiäíî ç
(2.5.12), (2.5.15), (2.5.17), íåâiä'¹ìíiñòþ ïiäiíòåãðàëüíîãî âèðàçó òà âæå äîâåäå-
íîþ îöiíêîþ 3) ëåìè, äëÿ áóäü-ÿêî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨ ℓ(x) ∈ (C(Ω))n ïðè k → ∞
ñïðàâåäëèâî∫

Ωk

n∑
i,j=1

(∇v̂ki,∇v̂kj)ℓi(x)ℓj(x) dx 6
∫
Ω

n∑
i,j=1

(∇v̂ki,∇v̂kj)ℓi(x)ℓj(x) dx =

=

∫
Ω\B̂k

n∑
i,j=1

(∇ṽki,∇ṽkj)ℓi(x)ℓj(x) dx+
∫
B̂k

n∑
i,j=1

(∇v̂ki,∇v̂kj)ℓi(x)ℓj(x) dx =

=

∫
Ωk

n∑
i,j=1

(∇vki,∇vkj)ℓi(x)ℓj(x) dx+ o(1) 6
∫
Ω

n∑
i,j=1

aij(x)ℓi(x)ℓj(x) + o(1).

Îöiíêà 4) ëåìè äîâåäåíà.
Ëåìà 2.11 äîâåäåíà.

2.5.3 Äîâåäåííÿ Òåîðåìè çáiæíîñòi 2.3

Ñõåìà äîâåäåííÿ Òåîðåìè 2.3 òàêà æ ñàìà, ÿê i äëÿ Òåîðåìè 2.2, àëå äîâå-
äåííÿ ïðîâîäèòüñÿ ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü âèêîíó¹òüñÿ
íå â óñié îáëàñòi Ω.

1. Êîìïàêòíiñòü óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (2.1.1). ßê ïîêà-
çàíî â ïåðøîìó ïóíêòi äîâåäåííÿ Òåîðåìè 2.2, ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié {ũε(x)}ε
ðiâíîìiðíî îáìåæåíà ïî ε i ñëàáêî êîìïàêòíà â H̊1(Ω). Çíà÷èòü, iç öi¹¨ ïîñëiäîâ-
íîñòi ìîæíà âèäiëèòè ïiäïîñëiäîâíiñòü {ε = εm, m = 1, ...,∞}, ñëàáêî çáiæíó
â H̊1(Ω), à âíàñëiäîê êîìïàêòíîñòi âêëàäåííÿ H̊1(Ω) ⊂ Lp(Ω)

(
p < 2n

n−2

)
ñèëü-

íî â Lp(Ω), äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ u(x) ∈ H̊1(Ω). Òàêèì ÷èíîì, ïiäïîñëiäîâíiñòü
{uεm(x)}m çáiãà¹òüñÿ â Lp(Ωε,Ω) äî ôóíêöi¨ u(x) ∈ H̊1(Ω). Ïîêàæåìî, ùî ôóí-
êöiÿ u(x) ìiíiìiçó¹ ôóíêöiîíàë (2.2.1).

2. Äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi (2.4.24). Íåõàé {εk}∞k=1, {h′k}∞k=1, {h′′k =

h′k + (h′k)
1+τ/2}∞k=1 � ïîñëiäîâíîñòi, ïîáóäîâàíi â Ëåìi 2.6. Äëÿ ïîñëiäîâíîñòi

÷èñåë µk = h′′k, âèêîðèñòîâóþ÷è âèñíîâîê 3) Ëåìè 2.6, ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü
ìíîæèí Ωµ1

⊂ Ωµ2
⊂ ... ⊂ Ωµk

⊂ ... ⊂ Ω òàêèõ, ùî mes{Ω \ Ωµk
} < h′′k.

Ïîêðè¹ìî îáëàñòü Ω íåïåðåñi÷íèìè êóáàìè Kα
hk

(
Ω ∈ ∪αKα

hk

)
iç öåíòðàìè

â òî÷êàõ xα i ñòîðîíàìè hk =
h′′k+h

′
k

2 , ÿê ó Ëåìi 2.10. Òîäi âíàñëiäîê öi¹¨ ëåìè,
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âðàõîâóþ÷è, ùî mes{Ω \ Ωµk
} < h′′k i çàãàëüíà êiëüêiñòü êóáiâ Nk ∼ mes{Ω}

hn ,
êiëüêiñòü êóáiâ, öåíòðè ÿêèõ xα /∈ Ωµk

, äîðiâíþ¹

N ′
k = O

(
(hk)

1−n) . (2.5.18)

Ðàçîì ç êóáàìèKα
hk
ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè êîíöåíòðè÷íi ç íèìè êóáè Kα

h′′k
i Kα

h′k
.

Ïîçíà÷èìî

Λk := {α ∈ {1, ..., Nk} : xα ∈ Ωµk
, Kα

k ∈ Ω},

Ωk := Ωεk, F k := F εk, Kα
k := Kα

h′′k
, Πα

k := Kα
h′′k

\Kα
h′k
,

Φk[u] := Φεk[u], gk(x, u) := gεk(x, u), σk(x, u) := σεk(x, u), fk(x) := f εk(x).

Íåõàé w(x) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ iç ïðîñòîðó C2
0(Ω), ŵ

α
k ; B

α
k � ôóíêöi¨ òà

ìíîæèíè, ïîáóäîâàíi â Ëåìi 2.9 ïðè ŝ = w(xα) äëÿ êóáiâ Kα
k ; v̂ki (i = 1, ..., n),

B̂k � ôóíêöi¨ òà ìíîæèíè, ïîáóäîâàíi â Ëåìi 2.11 äëÿ ìíîæèíè Bk = ∪
α
Bα
k ;

{φαk (x)}α � ðîçáèòòÿ îäèíèöi (2.5.9), ïîáóäîâàíå ïî êóáàõ Kα
h′k
, Kα

h′′k
. Áóäó¹ìî

ôóíêöiþ, ùî àïðîêñèìó¹ ìiíiìiçàíò ôóíêöiîíàëà Φk[·] ó âèãëÿäi

wk(x) = w(x) +
n∑
i=1

∂w(x)

∂xi
[v̂ki(x)− xi] +

∑
α

[ŵα
k (x)− w(xα)]φαk (x), (2.5.19)

áóäåìî ââàæàòè, ùî ŵα
k (x) = w(xα) ïðè α /∈ Λk. Î÷åâèäíî, ùî wk(x) ∈

H1(Ωk, ∂Ω).
Ïiäñòàâèìî ôóíêöiþ wk(x) ó ôóíêöiîíàë (2.2.1)

Φk[wk] =

∫
Ωk

|∇wk|2 dx+
∫
∂F k

gk(x,wk) dΓ− 2

∫
Ωk

fkwk dx

i îöiíèìî êîæåí äîäàíîê.
Äëÿ îöiíêè ïåðøîãî äîäàíêà çàïèøåìî ïîõiäíi ôóíêöi¨ wk(x) ó âèãëÿäi

∂wk
∂xj

=
n∑
i=1

∂w

∂xi
· ∂v̂ki
∂xj

+
∑
α∈Λk

∂ŵα
k

∂xj
· φαk (x) +

2∑
s=1

As(x), (2.5.20)

äå

A1(x) =
n∑
i=1

∂2w

∂xi∂xj
[v̂ki(x)− xi], A2(x) =

∑
α∈Λk

[ŵα
k (x)− w(xα)]

∂φαk (x)

∂xj
.
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Âèäiëåíi â (2.5.20) äîäàíêè äàþòü êiíöåâèé âíåñîê ó ôóíêöiîíàë Φk[wk], âíåñêè
æ âiä A1(x), A2(x) ìàëi. Äiéñíî,∫

Ωk

|∇wk|2 dx 6

6
n∑

i,j=1

∫
Ωk

(∇v̂ki,∇v̂kj)
∂w

∂xi

∂w

∂xj
dx+

∑
α∈Λk

∫
Kα

k ∩Ωk

|∇ŵα
k |2 dx+

∑
α∈Λk

Eα
k .

(2.5.21)

Òóò ÷åðåç Eα
k ïîçíà÷åíà ñóìà iíòåãðàëiâ ïî ìíîæèíàõ Πα

k ∩ Ωk òà Kα
k ∩ Bα

k

âiä êâàäðàòè÷íèõ i ëiíiéíèõ êîìáiíàöié ôóíêöié (v̂ki − xi), [ŵα
k (x)− w(xα)] ·

∂φα
k

∂xj
ç îáìåæåíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi ðiâíi 1 àáî çàëåæàòü âiä w ∈ C2

0(Ω) ó

êâàäðàòè÷íèõ äîäàíêàõ i âiä ∂ŵα
k

∂xj
· φαk àáî ∂v̂ki

∂xj
� ó ëiíiéíèõ. Ïðè îöiíöi

∑
Eα
k

âèêîðèñòîâó¹ìî âëàñòèâîñòi ôóíêöié φαk i îöiíêè, îòðèìàíi â Ëåìàõ 2.9, 2.11.
Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî

lim
k→∞

∑
α∈Λk

Eα
k = 0. (2.5.22)

Îöiíèìî äðóãèé äîäàíîê ó ôóíêöiîíàëi Φk[wk]. Äëÿ öüîãî ïåðåïèøåìî
wk(x) ó âèãëÿäi

wk(x) =
∑
α∈Λk

[ŵα
k (x) + (w(x)− w(xα))]φαk (x) +

∑
α/∈Λk

w(x)φαk (x)+

+
n∑
i=1

∂w(x)

∂xi
[v̂ki(x)− xi].

Ç îãëÿäó íà âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ gk(x, u) (2.3.7), âëàñòèâîñòi a1 − a3 ôóíêöi¨
σk(x, u), îöiíêó 2) Ëåìè 2.11 òà (2.5.18) îäåðæó¹ìî îöiíêó äðóãîãî äîäàíêà∫

∂F k

gk(x,wk) dΓ =
∑
α∈Λk

∫
Kα

k ∩∂F k

gk(x,wk) dΓ +
∑
α/∈Λk

∫
Kα

k ∩∂F k

gk(x,wk) dΓ =

=
∑
α∈Λk

∫
Kα

k ∩∂F k

gk(x, ŵα
k ) dΓ +

∑
α/∈Λk

∫
Kα

k ∩∂F k

gk(x,w) dΓ +O(h′′k) =

=
∑
α∈Λk

∫
Kα

k ∩∂F k

gk(x, ŵα
k ) dΓ +O(h′′k) + C(εk),

äå C(εk) → 0 ïðè k → ∞. Òàêèì ÷èíîì,∫
∂F k

gk(x,wk) dΓ =
∑
α∈Λk

∫
Kα

k ∩∂F k

gk(x, ŵα
k ) dΓ + o(1), k → ∞. (2.5.23)
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Îöiíèìî òðåòié äîäàíîê ó ôóíêöiîíàëi Φk[wk]. Âíàñëiäîê âèçíà÷åííÿ
(2.5.19), óìîâè 3) Òåîðåìè 2.3 i îöiíîê, îòðèìàíèõ ó Ëåìàõ 2.9, 2.11, ìà¹ìî∫

Ωk

fk(x)wk(x) dx =

∫
Ωk

fk(x)w(x) dx+ o(1), k → ∞. (2.5.24)

Äiéñíî,∣∣∣∣∣∣
∫
Ωk

[
n∑
i=1

∂w(x)

∂xi
(v̂ki(x)− xi) +

∑
α∈Λk

(ŵα
k (x)− w(xα))φαk (x)

]
fk(x) dx

∣∣∣∣∣∣ 6
6

n∑
i=1

∫
Ωk

∣∣∣∣∂w(x)∂xi
(v̂ki(x)− xi) f

k(x)

∣∣∣∣ dx+
+
∑
α∈Λk

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Kα
k ∩Ωk

(ŵα
k (x)− w(xα)) fk(x)φαk (x) dx

∣∣∣∣∣∣∣ 6 O(h′′k) · ∥fk∥L1(Ωk)+

+
∑
α∈Λk

√√√√ ∫
Kα

k ∩Ωk

|ŵα
k (x)− w(xα)|2 dx ·

√√√√ ∫
Kα

k ∩Ωk

|fk(x)|2 dx 6

6 O(h′′k) · ∥fk∥L1(Ωk) +O
(
(h′′k)

n/2+1+τ/2
)
· ∥fk∥L2(Ωk) = o(1), k → ∞.

Ç îöiíîê (2.5.21)-(2.5.24) îäåðæó¹ìî çàãàëüíó îöiíêó ôóíêöiîíàëà Φk[wk]

Φk[wk] =
n∑

i,j=1

∫
Ωk

(∇v̂ki,∇v̂kj)
∂w

∂xi

∂w

∂xj
dx+

∑
α∈Λk

 ∫
Kα

k ∩Ωk

|∇ŵα
k |2 dx+

+

∫
Kα

k ∩∂F k

gk(x, ŵα
k ) dΓ

− 2

∫
Ωk

fkw dx+ o(1), k → ∞.

Ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ïðè k → ∞. Âðàõîâóþ÷è óìîâè Òåîðåìè 2.3 òà îöiíêè,
îòðèìàíi â Ëåìàõ 2.9, 2.11, ìà¹ìî

lim
k→∞

Φk[wk] 6
∫
Ω

n∑
i,j=1

aij(x)
∂w

∂xi

∂w

∂xk
dx+

∫
Ω

c(x,w) dx− 2

∫
Ω

f(x)w(x) dx.

(2.5.25)
Îñêiëüêè ôóíêöiÿ uε ìiíiìiçó¹ ôóíêöiîíàë Φε[·] i ç áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi ε→
0 ìîæíà âèáðàòè ïiäïîñëiäîâíiñòü {ε = εk → 0, k = 1, ...,∞}, äëÿ ÿêî¨ âiðíà
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íåðiâíiñòü (2.5.25), òîäi

lim
ε→0

Φε[uε] 6 lim
k→∞

Φk[wk] 6 Φ[w],

äå Φ[w] � åíåðãåòè÷íèé ôóíêöiîíàë çàäà÷i (2.1.3), âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ
(2.4.21).

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ∀w(x) ∈ C2
0(Ω) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (2.4.24), àëå

÷åðåç ùiëüíiñòü ïðîñòiðó C2
0(Ω) ó H̊

1(Ω) öÿ íåðiâíiñòü ñïðàâåäëèâà äëÿ ∀w(x) ∈
H̊1(Ω).

3. Äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi (2.4.25). Ðîçãëÿíåìî òåïåð ôóíêöiþ u(x) �
ñëàáêó ãðàíèöþ â H1(Ω) ïðîäîâæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ũε(x) çàäà÷i (2.1.1) ïî äåÿêié
ïiäïîñëiäîâíîñòi {ε = εm, m = 1, ...,∞}. ßê âèïëèâà¹ ç òåîðåì âêëàäåííÿ,
ñëiäè ũεm(x) òà u(x) íà ∂Ω çáåðiãàþòüñÿ i ðiâíi 0. Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ u(x) ∈
H̊1(Ω).

Äëÿ êîìïàêòíîñòi çàïèñó ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ

um(x) := uεm(x), ũm(x) := ũεm(x), Ωm := Ωεm, Fm := F εm, Φm[u] := Φεm[u],

gm(x, u) := gεm(x, u), σm(x, u) := σεm(x, u), σ̂m(x) := σ̂εm(x), fm(x) := f εm(x).

Àïðîêñèìó¹ìî ôóíêöiþ u(x) ôóíêöi¹þ uδ(x) ∈ C2
0(Ω) òàêîþ, ùî

∥uδ − u∥H1(Ω) < δ. (2.5.26)

Â îáëàñòÿõ Ωm ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨

ũδm(x) = ũm(x) + uδ(x)− u(x) ∈ H̊1(Ω),

uδm(x) = ũδm(x)|Ωm = um(x) + uδ(x)− u(x) ∈ H1(Ωm, ∂Ω),

âíàñëiäîê (2.5.26) ìà¹ìî

∥ũδm − ũm∥H1(Ω) < δ, ∥uδm − um∥H1(Ωm) < δ, (2.5.27)

êðiì òîãî, ïðè m→ ∞

∥ũδm − uδ∥L2(Ω) → 0, ∥uδm − uδ∥L2(Ωm,Ω) → 0. (2.5.28)

Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ

vδm(x) = ũδm(x)− uδ(x) ∈ H̊1(Ω).
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Ïðè m → ∞ ôóíêöi¨ vδm ñèëüíî çáiãàþòüñÿ äî íóëÿ â L2(Ω) i ñëàáêî â H1(Ω),
îòæå, ∥vδm∥H1(Ω) 6 C i ôóíêöi¨ vδm(x) çáiãàþòüñÿ äî íóëÿ ïî ìiði, òîáòî iñíóþòü
ìíîæèíè Gm := Gεm ⊂ Ω i ÷èñëà βm := β(εm) òàêi, ùî

∀x ∈ Ω \Gm : |vδm(x)| < βm, lim
m→∞

βm = 0,

lim
m→∞

mes{Gm} = 0.

Âíàñëiäîê Ëåìè 1.4 [30, ãë. 3] ïî ôóíêöiÿõ vδm i ìíîæèíàì Gm ìîæíà ïîáóäó-
âàòè ôóíêöi¨ v̂δm ∈ H̊1(Ω) i ìíîæèíè Ĝm ⊂ Ω òàêi, ùî Ĝm ⊃ Gm, v̂δm = vδm ïðè
x ∈ Ω \ Ĝm òà

max
Ω

|v̂δm(x)| 6 Cβm, lim
m→∞

∥∥v̂δm∥∥H1(Ĝm)
= 0,

lim
m→∞

mes{Ĝm} = 0.

Çà äîïîìîãîþ öèõ ôóíêöié âèçíà÷èìî ôóíêöi¨

ûδm(x) = uδ(x) + v̂δm(x) ∈ H̊1(Ω). (2.5.29)

Ïîêðè¹ìî îáëàñòü Ω íåïåðåñi÷íèìè (ó âíóòðiøíiõ òî÷êàõ) êóáàìè Kα
m =

K(xα, hm), öåíòðè xα i äîâæèíè ñòîðií hm ÿêèõ âèáåðåìî â òàêèé ñïîñiá. Äîâ-
æèíó ñòîðîíè êóáà âèçíà÷èìî ÿê ìiíiìàëüíå hm, ïðè ÿêîìó âèêîíóþòüñÿ íå-
ðiâíîñòi

max
Ω

|v̂δm(x)| < hm, ∥ûδm − uδ∥L2(Ω) < h2m,

mes{Ĝm} < h2+τ1m , ∥v̂δm∥H1(Ĝm) < h2+τ1m , τ1 > τ > 0.
(2.5.30)

Äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ÷èñåë µm = hm, âèêîðèñòîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 3) Ëåìè 2.6,
ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí Ωµ1

⊂ Ωµ2
⊂ ... ⊂ Ωµm

⊂ ... ⊂ Ω òàêèõ,
ùî mes{Ω \ Ωµm

} < hm. Öåíòðè xα êóáiâ Kα
m âèáåðåìî, ÿê ó Ëåìi 2.10, òîáòî

êiëüêiñòü êóáiâ, öåíòðè ÿêèõ xα /∈ Ωµk
, ïîâèííà áóòè íàéìåíøîþ. Âiäïîâiäíî

äî òâåðäæåíü Ëåìè 2.6 ðiâíîñòi

lim
m→∞

1

hnm
|c(xα, s; εm, hm)− c(xα, s) · hnm| = 0,

lim
m→∞

1

hnm
|aij(xα, εm, hm)− aij(x

α) · hnm| = 0, i, j = 1, ..., n
(2.5.31)

âèêîíóþòüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî xα ∈ Ωµm
.

Ïîçíà÷èìî

Λm := {α ∈ {1, ..., Nm} : xα ∈ Ωµm
, Kα

m ∈ Ω}.
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Íà ïåðåòèíi êîæíîãî ç êóáiâ Kα
m ç îáëàñòþ Ωm ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

wδα
m1(x) = ûδm(x)− uδ(xα). (2.5.32)

Âðàõîâóþ÷è òî, ùî uδ(x) ∈ C2
0(Ω), äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà ℓ ∈ Rn i äëÿ áóäü-

ÿêîãî ôiêñîâàíîãî ÷èñëà δ > 0 ìà¹ìî∫
Kα

m∩Ωm

|wδα
m1(x)− (x− xα, ℓ)|2 dx 6 3

∫
Kα

m∩Ωm

|ûδm(x)− uδ(x)|2 dx+

+ 3

∫
Kα

m∩Ωm

[(∇uδ(xα), x− xα)− (x− xα, ℓ)]2 dx+O(hn+4
m ).

Ïîêëàâøè ℓ = ∇uδ(xα) i âðàõîâóþ÷è (2.5.30), îäåðæó¹ìî∫
Kα

m∩Ωm

|wδα
m1(x)− (∇uδ(xα), x− xα)|2 dx = O(hn+4

m ). (2.5.33)

Çãiäíî ç âèçíà÷åííÿì ôóíêöiîíàëà T εh,z(ℓ) (2.3.1) i éîãî ïîäàííÿì (2.3.2), ïðè
ℓ = ∇uδ(xα) ìà¹ìî∫

Kα
m∩Ωm

|∇wδα
m1(x)|2 + h−2−τ |wδα

m1(x)− (∇uδ(xα), x− xα)|2 dx >

>
n∑

i,j=1

aij(x
α, εm, hm)

∂uδ

∂xi
(xα)

∂uδ

∂xj
(xα).

(2.5.34)

Ç (2.5.29), (2.5.30), (2.5.32)-(2.5.34), âðàõîâóþ÷è, ùî α = 1, ..., Nm ∼ mes{Ω}
hnm

,

uδm(x) = ûδm(x) ïðè x ∈ Ωm \ Ĝm òà ∇wδα
m1(x) = ∇ûδm(x) ïðè x ∈ Ωm, îäåðæó¹ìî∑

α

∫
Kα

m∩Ωm\Ĝm

|∇uδm(x)|2 dx =
∑
α

∫
Kα

m∩Ωm\Ĝm

|∇ûδm(x)|2 dx >

>
∑
α

n∑
i,j=1

aij(x
α, εm, hm)

∂uδ

∂xi
(xα)

∂uδ

∂xj
(xα)−

∫
Ωm∩Ĝm

|∇ûδm(x)|2 dx−O(h2−τm ) =

=
∑
α

n∑
i,j=1

aij(x
α, εm, hm)

∂uδ

∂xi
(xα)

∂uδ

∂xj
(xα)−O(h2−τm ).

Òàêèì ÷èíîì,∑
α

∫
Kα

m∩Ωm\Ĝm

|∇uδm(x)|2 dx >
∑
α

n∑
i,j=1

aij(x
α, εm, hm)

∂uδ

∂xi
(xα)

∂uδ

∂xj
(xα)−O(h2−τm ).

(2.5.35)
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Äàëi íà ïåðåòèíi êóáiâ Kα
m i îáëàñòi Ωm ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

wδα
m2(x) = uδ(xα) + uδm(x)− ûδm(x). (2.5.36)

Çãiäíî ç âèçíà÷åííÿì ôóíêöiîíàëà c(x, s; ε, h) (2.3.6)∑
α

c(xα, uδ(xα); εm, hm) 6
∑
α

∫
Kα

m∩Ωm

|∇wδα
m2|2 dx+

+h−τ−2
m

∑
α

∫
Kα

m∩Ωm

|wδα
m2(x)− uδ(xα)|2 dx+

∑
α

∫
Kα

m∩∂Fm

gm(x,wδα
m2) dΓ.

(2.5.37)

Ðîçãëÿíåìî êîæåí äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè. ×åðåç íåðiâíîñòü Ìiíêîâñüêîãî, âè-
çíà÷åííÿ ôóíêöié wδα

m2 (2.5.36), û
δ
m(x) (2.5.29) òà (2.5.30) äëÿ ïåðøîãî i äðóãîãî

äîäàíêiâ îäåðæó¹ìî∑
α

∫
Kα

m∩Ωm

|∇wδα
m2|2 dx =

∫
Ωm∩Ĝm

|∇wδα
m2|2 dx =

∫
Ωm∩Ĝm

|∇(uδm − uδ − v̂δm)|2 dx 6

6

√√√√ ∫
Ωm∩Ĝm

|∇uδm|2 dx+O
(
h1+τ1/2m

)
2

=

∫
Ωm∩Ĝm

|∇uδm|2 dx+O
(
h1+τ1/2m

)
,

(2.5.38)∑
α

∫
Kα

m∩Ωm

|wδα
m2(x)− uδ(xα)|2 dx =

∫
Ωm∩Ĝm

|uδm(x)− ûδm(x)|2 dx =

= O(h2+τ1m ).

(2.5.39)

Îöiíèìî ïîâåðõíåâèé iíòåãðàë. Îñêiëüêè, âíàñëiäîê ãëàäêîñòi ôóíêöi¨ uδ(x) òà
(2.5.30), ìà¹ìî wδα

m2 = uδm(x) − (uδ(x) − uδ(xα)) − v̂δm(x) = uδm(x) + O(hm) ïðè
x ∈ Ωm∩Kα

m, òîäi, âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi a1−a3 ôóíêöi¨ σm(x, u), îäåðæó¹ìî∑
α

∫
Kα

m∩∂Fm

gm(x,wδα
m2) dΓ =

∫
∂Fm

gm(x, uδm) dΓ +O(hm)

∫
∂Fm

|uδm|Θ · σ̂m(x) dΓ+

+O(hm) =

∫
∂Fm

gm(x, uδm) dΓ +O(hm) · ∥uδm∥ΘLΘ(Ω,µm) +O(hm).

Òóò LΘ(Ω, µm) ïðîñòið ç ìiðîþ dµm = σ̂m(x) dΓ, Θ < n
n−2 . ×åðåç âëàñòèâîñòü

a3 ôóíêöi¨ σm(x, u) ìiðà dµm çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi∫
∂Fm∩B(ρ,z)

dµm < C1ρ
n + C2(εm)ρ

n−1,
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äå C2(εm) → 0 ïðè m → ∞. Òîäi ç óçàãàëüíåíî¨ òåîðåìè Ñîáîë¹âà âèïëèâà¹
âêëàäåííÿ ïðîñòîðó H1(Ω) ó ïðîñòið LΘ(Ω, µm). Âíàñëiäîê âêëàäåííÿ, à òàêîæ
(2.5.27) i ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi ïîñëiäîâíîñòi ïðîäîâæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i
(2.1.1) ó ïðîñòîði H1(Ω), äëÿ ôóíêöi¨ uδm òà ¨¨ ïðîäîâæåííÿ ũδm ìàþòü ìiñöå
íåðiâíîñòi

∥uδm∥LΘ(Ω,µm) = ∥ũδm∥LΘ(Ω,µm) 6 C1∥ũδm∥H1(Ω) 6
6C1

(
∥ũm∥H1(Ω) + δ

)
6 C2.

(2.5.40)

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ïîâåðõíåâîãî iíòåãðàëà ñïðàâåäëèâà îöiíêà∑
α

∫
Kα

m∩∂Fm

gm(x,wδα
m2) dΓ =

∫
∂Fm

gm(x, uδm) dΓ +O(hm). (2.5.41)

Âíàñëiäîê (2.5.38)-(2.5.41) ç (2.5.37) âèïëèâà¹∑
α

c(xα, uδ(xα); εm, hm) 6

6
∫

Ωm∩Ĝm

|∇uδm|2 dx+
∫

∂Fm

gm(x, uδm) dΓ +O(hτ1−τm ).
(2.5.42)

Òàêèì ÷èíîì, ç îãëÿäó íà îòðèìàíi îöiíêè (2.5.35), (2.5.42) i íå âiä'¹ìíiñòü
äîäàíêiâ, äëÿ ôóíêöiîíàëà Φm[·] îäåðæó¹ìî

Φm[uδm] =
∑
α

∫
Kα

m∩Ωm\Ĝm

|∇uδm|2 dx+
∫

Ωm∩Ĝm

|∇uδm|2 dx+
∫

∂Fm

gm(x, uδm) dΓ−

− 2

∫
Ωm

fmuδm dx >
∑
α∈Λm

n∑
i,j=1

aij(x
α, εm, hm)

∂uδ

∂xi
(xα)

∂uδ

∂xj
(xα)+

+
∑
α∈Λm

c(xα, uδ(xα); εm, hm)− 2

∫
Ωm

fmuδm dx−O(hτ1−τm ).

Âíàñëiäîê (2.5.31) òà òîãî, ùî mes{Ωµm
} → mes{Ω} ïðè m→ ∞, ñïðàâåäëèâi

ðiâíîñòi

lim
m→∞

∑
α∈Λm

c(xα, uδ(xα); εm, hm) = lim
m→∞

∑
α∈Λm

c(xα, uδ(xα))hnm =

= lim
m→∞

∫
Ωµm

c(x, uδ) dx =

∫
Ω

c(x, uδ) dx.
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lim
m→∞

∑
α∈Λm

n∑
i,j=1

aij(x
α, εm, hm)

∂uδ

∂xi
(xα)

∂uδ

∂xj
(xα) =

= lim
m→∞

∑
α∈Λm

n∑
i,j=1

aij(x
α)
∂uδ

∂xi
(xα)

∂uδ

∂xj
(xα)hnm =

= lim
m→∞

∫
Ωµm

n∑
i,j=1

aij(x)
∂uδ

∂xi

∂uδ

∂xj
dx =

∫
Ω

n∑
i,j=1

aij(x)
∂uδ

∂xi

∂uδ

∂xj
dx,

Âðàõîâóþ÷è öi ðiâíîñòi, óìîâó 3) Òåîðåìè 2.3 òà (2.5.28), ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi
ïî m→ ∞ ïðè ôiêñîâàíîìó δ

lim
m→∞

Φm[uδm] >
∫
Ω

n∑
i,j=1

aij(x)
∂uδ

∂xi

∂uδ

∂xj
dx+

∫
Ω

c(x, uδ) dx− 2

∫
Ω

fuδ dx = Φ[uδ].

Ïåðåéäåìî òåïåð äî ãðàíèöi ïî δ → 0. Ó ïðàâié ÷àñòèíi, ÷åðåç ãëàäêiñòü ôóíêöi¨
uδ(x) i íåðiâíiñòü (2.5.26), îäåðæó¹ìî lim

δ→0
Φ[uδ] = Φ[u]. Ó ëiâié ÷àñòèíi ïðè ïå-

ðåõîäi äî ãðàíèöi â ïîâåðõíåâîìó iíòåãðàëi, çíîâó êîðèñòó¹ìîñÿ óçàãàëüíåíîþ
òåîðåìîþ Ñîáîë¹âà òà íåðiâíiñòþ (2.5.26). Ó ðåçóëüòàòi îäåðæó¹ìî íåîáõiäíó
íåðiâíiñòü (2.4.25).

Ç (2.4.24), (2.4.25) âèïëèâà¹, ùî ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ u(x) çàäîâîëüíÿ¹ íå-
ðiâíîñòi Φ[u] 6 Φ[w] äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ w(x) ∈ H̊1(Ω). Îòæå, u(x) ìiíiìiçó¹
ôóíêöiîíàë Φ[w] ó êëàñi H̊1(Ω) i, çíà÷èòü, ¹ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì óñåðå-
äíåíî¨ çàäà÷i (2.1.3). Àëå óñåðåäíåíà çàäà÷à (2.1.3) ìà¹ ¹äèíèé óçàãàëüíåíèé
ðîçâ'ÿçîê, òîäi âñÿ ïîñëiäîâíiñòü ïðîäîâæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ {ũε(x)}ε çáiãà¹òüñÿ â
Lp(Ω) äî ôóíêöi¨ u(x). Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ {uε(x)}ε ïî÷àòêîâî¨ çà-
äà÷i (2.1.1) çáiãà¹òüñÿ â Lp(Ωε,Ω) äî ðîçâ'ÿçêó u(x) óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i (2.1.3).

Òåîðåìà 2.3 äîâåäåíà.
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ÐÎÇÄIË 3

ÓÑÅÐÅÄÍÅÍÍß ÐIÂÍßÍÍß ÑÒÀÖIÎÍÀÐÍÎ� ÄÈÔÓÇI� Â

ËÎÊÀËÜÍÎ-ÏÅÐIÎÄÈ×ÍÈÕ ÏÎÐÈÑÒÈÕ ÑÅÐÅÄÎÂÈÙÀÕ

Òðåòié ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ êðàéîâî¨ çàäà÷i, ùî îïèñó¹ ïðîöåñ
ñòàöiîíàðíî¨ äèôóçi¨ â ëîêàëüíî-ïåðiîäè÷íîìó ïîðèñòîìó ñåðåäîâèùi ç íåëiíié-
íèì ïîãëèíàííÿì íà ìåæi. Ó äðóãîìó ðîçäiëi áóëè äîâåäåíi òåîðåìè çáiæíîñòi
òà âèçíà÷åíèé âèä óñåðåäíåíîãî ðiâíÿííÿ, êîåôiöi¹íòè ÿêîãî ¹ åôåêòèâíèìè õà-
ðàêòåðèñòèêàìè ñåðåäîâèùà é âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ¾ìåçîñêîïi÷íi¿ åíåðãåòè÷íi
õàðàêòåðèñòèêè ñåðåäîâèùà òà éîãî ìåæi. Îá÷èñëåííÿ òàêèõ õàðàêòåðèñòèê ó
çàãàëüíîìó âèïàäêó � âàæêîðîçâ'ÿçíà çàäà÷à, àëå â íèçöi êîíêðåòíèõ ñèòóàöié
öå ìîæíà çðîáèòè. Ìåòîþ öüîãî ðîçäiëó ¹ îäåðæàííÿ ÿâíèõ ôîðìóë äëÿ åôå-
êòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê ëîêàëüíî-ïåðiîäè÷íîãî ïîðèñòîãî ñåðåäîâèùà. Ðåçóëü-
òàòè ðîçäiëó áóëè îïóáëiêîâàíi â [13], [41] i ìàòåðiàëàõ ìiæíàðîäíî¨ êîíôåðåíöi¨
[98].

3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Ó ïðîñòîði R3 ðîçãëÿíåìî ëîêàëüíî-ïåðiîäè÷íó ïåðôîðîâàíó îáëàñòü Ωε.
Ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

Π =

{
ξ ∈ R3 : |ξi| 6

θi
2
, i = 1, 3

}
, Π±δ =

{
ξ ∈ R3 : |ξ| 6 θi

2
(1± δ), i = 1, 3

}
,

äå δ � äîâiëüíå ìàëå ÷èñëî (δ ≪ 1).

Πε
xα =

{
x ∈ R3 : |xi − xαi | 6

θiε

2
, i = 1, 3

}
−

ïàðàëåëåïiïåäè â R3 iç öåíòðàìè â òî÷êàõ xα = ε
3∑
i=1

xαi e
i, äå xαi = mα

i θi (m
α
i ∈

Z), i ðåáðàìè, îði¹íòîâàíèìè ïî êîîðäèíàòíèõ îñÿõ. Ïàðàëåëåïiïåäè Πε
xα óòâî-

ðþþòü ïåðiîäè÷íó ðåøiòêó ç ïåðiîäîì θiε (i = 1, 3).
Íåõàé F � îáëàñòü â Π iç ãëàäêîþ ìåæåþ ∂F i öåíòðîì ìàñ ó òî÷öi O.

Ïðèïóñòèìî, ùî ïðîñòið R3 ðîçðiçàíèé íà ïàðàëåëåïiïåäè Πε
xα. Ó êîæíîìó ïà-

ðàëåëåïiïåäi Πε
xα, ùî íàëåæèòü îáëàñòi Ω, çíàõîäèòüñÿ ìíîæèíà F

ε
xα

F ε
xα = εFxα + xα,
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ÿêà ¹ òðàíñëÿöi¹þ é ãîìîòåòè÷íèì ñòèñíåííÿì Fxα, îòðèìàíî¨ iç ìíîæèíè F ó
òàêèé ñïîñiá:

Fz = fz(F ), ∂Fz = fz(∂F ), (3.1.1)

äå fz(ξ) � äèôåîìîðôiçì iç R3 â R3, ùî çàëåæèòü âiä òî÷êè z ∈ Ω (ÿê âiä
ïàðàìåòðà) òàê, ùî f0(ξ) = I (I � òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ), ∀ z ∈ Ω : Fz ⊂ Π−2δ

òà
∥fz1 − fz2∥C1(Ω) 6 C |z1 − z2| . (3.1.2)

Îáëàñòü Ωε = Ω \ F ε, äå F ε = ∪αF ε
xα áóäåìî íàçèâàòè ëîêàëüíî-ïåðiîäè÷íîþ.

Iíøå âèçíà÷åííÿ ëîêàëüíî-ïåðiîäè÷íî¨ ñòðóêòóðè ïåðôîðîâàíî¨ îáëàñòi
áóëî äàíî â ðîáîòi [62], â ÿêié ðîçãëÿäàëàñÿ ëiíiéíà òðåòÿ êðàéîâà çàäà÷à.

F
e

W
e

F
xa

P

q
1

q
2

x
a

d

Ðèñóíîê 3.1 � Ëîêàëüíî-ïåðiîäè÷íà îáëàñòü Ωε i êîìiðêà Π

Â îáëàñòi Ωε ðîçãëÿíåìî êðàéîâó çàäà÷ó (2.1.1). Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ

σε(x, u) = εσ(x, u),

äå σ(x, u) íåïåðåðâíà ïî çìiííié x ∈ Ωε i ïî çìiííié u çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíó
óìîâó Ëiïøèöÿ ∀u1, u2 ∈ R òà Θ < n

n−2

|σ(x, u1)− σ(x, u2)| 6 C(1 + |u1|Θ−1 + |u2|Θ−1)|u1 − u2|, (3.1.3)
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à òàêîæ óìîâè ìîíîòîííîñòi òà ïàñèâíîãî ïîãëèíàííÿ (σ(x, 0) = 0). Î÷åâèäíî,
ùî ïðè öüîìó ôóíêöiÿ σε(x, u) çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâîñòÿì a1 − a3.

3.2 Åôåêòèâíi õàðàêòåðèñòèêè ëîêàëüíî-ïåðiîäè÷íîãî ïîðè-

ñòîãî ñåðåäîâèùà

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ðîçäiëó.

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé îáëàñòi Ωε ¹ ëîêàëüíî-ïåðiîäè÷íèìè, òîäi âèêîíóþòüñÿ

óìîâè 1), 2) Òåîðåìè 2.2 i åôåêòèâíi õàðàêòåðèñòèêè ñåðåäîâèùà äîðiâíþ-

þòü:

ôóíêöiÿ ïîãëèíàííÿ

cu(z, u) =
2|∂Fz|
|Π|

σ(z, u), (3.2.1)

òåíçîð ïðîâiäíîñòi {aij(z)}3i,j=1

aij(z) = δij

(
1− |Fz|

|Π|

)
− 1

|Π|

∫
Π\Fz

3∑
k=1

∂Vi(ξ, z)

∂ξk

∂Vj(ξ, z)

∂ξk
dξ, (3.2.2)

äå |∂Fz|, |Fz|, |Π| � ïëîùà òà îá'¹ì âiäïîâiäíèõ ìíîæèí, ôóíêöiÿ Vi(ξ) =

Vi(ξ, z) (i = 1, 3) ¹ ðîçâ'ÿçêîì íàñòóïíî¨ ¾êîìiðêîâî¨¿ çàäà÷i:

3∑
k=1

∂2Vi(ξ)

∂ξ2k
= 0, ξ ∈ Π \ Fz,

∂Vi(ξ)

∂νξ
= cos(ν(ξ), ei), ξ ∈ ∂Fz,

Vi|Γ+
k
= Vi|Γ−

k
,

∂Vi
∂ξk

|Γ+
k
=
∂Vi
∂ξk

|Γ−
k
, k = 1, 3,∫

Π\Fz

Vi(ξ) dξ = 0,

(3.2.3)

äå Γ±
k � ïðîòèëåæíi ãðàíi â Π, ν = ν(ξ) � îäèíè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨

íîðìàëi äî Fz ó òî÷öi ξ ∈ Fz.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðîâîäèòüñÿ â ��3.3, 3.4.
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3.3 Äîïîìiæíi ëåìè

Ñôîðìóëþ¹ìî ëåìè, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè äîâåäåííi Òåîðåìè 3.1.

Ëåìà 3.1. Ïðè äîñèòü ìàëèõ ε iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê vεα(ξ) çàäà÷i
∆ξv

ε
α(ξ) = 0, ξ ∈ R3 \ Fxα,

∂vεα(ξ)

∂νξ
+ εσ(xα + εξ, s+ εvεα(ξ)) = 0, ξ ∈ ∂Fxα, s ∈ R,

vεα(ξ) → 0 ïðè |ξ| → ∞,

(3.3.1)

äå νξ � îäèíè÷íà íîðìàëü äî ìåæi ∂Fxα, çîâíiøíÿ ñòîñîâíî îáëàñòi R3 \ Fxα.
Äëÿ ðîçâ'ÿçêó vεα(ξ) ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi îöiíêè:

max
ξ∈Π\Fxα

|vεα(ξ)| < Cε, (3.3.2)

max
ξ∈Π+δ\Π−δ

|∇vεα(ξ)| <
C

δ
ε. (3.3.3)

Äîâåäåííÿ. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.3.1) áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëó ïðî-
ñòîãî øàðó

vεα(ξ) =

∫
∂Fxα

ρε(η)

|η − ξ|
dΓη, ξ ∈ R3 \ Fxα.

Äëÿ òîãî ùîá ôóíêöiÿ vεα(ξ) çàäîâîëüíÿëà êðàéîâié óìîâi, ùiëüíiñòü ρ
ε(ξ) ïî-

âèííà áóòè ðîçâ'ÿçêîì iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ ([33, ãë. 15])

ρε(ξ) +Rρε(ξ) = − 1

2π
ψε(ξ), ξ ∈ ∂Fxα, (3.3.4)

äå îïåðàòîð R, âèçíà÷åíèé ðiâíiñòþ

Rρε :=
1

2π

∫
∂Fxα

(η − ξ, νη)

|η − ξ|3
ρε(η) dΓη,

äi¹ ç ïðîñòîðó C(∂Fxα) ó ïðîñòið C(∂Fxα), à ôóíêöiÿ ψε(ξ) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿ-
ííÿ

ψε(ξ) = −εσ(xα + εξ, s+ εNψε(ξ)). (3.3.5)

Òóò ÷åðåç N ïîçíà÷åíèé îïåðàòîð ¾Neumann to Dirichlet¿, ÿêèé íîðìàëüíié
ïîõiäíié íà ìåæi ∂Fxα ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.3.1) ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü çíà÷åííÿ
ñàìîãî ðîçâ'ÿçêó íà öié ìåæi. Ïîçíà÷èìî îïåðàòîð

Aψε := −εσ(xα + εξ, s+ εNψε)
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i çàïèøåìî ðiâíÿííÿ (3.3.5) ó âèãëÿäi

ψε = Aψε. (3.3.6)

Ïîêàæåìî, ùî ïðè ìàëèõ ε ðiâíÿííÿ (3.3.6) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ó ïðîñòî-
ði C(∂Fxα). Íàñàìïåðåä, ÿêùî öå ðiâíÿííÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, òî âíàñëiäîê âëàñòè-
âîñòåé ôóíêöi¨ σ(x, u) òà îáìåæåíîñòi îïåðàòîðà N âií ïîâèíåí çàäîâîëüíÿòè
íåðiâíîñòi:

∥ψε∥C(∂Fx) 6 C1ε
(
1 + sΘ + εΘ∥ψε∥ΘC(∂Fx)

)
,

ç ÿêî¨ âèïëèâà¹ íàñòóïíà àïðiîðíà îöiíêà

∥ψε∥C(∂Fx) 6 C2ε. (3.3.7)

Òîäi âíàñëiäîê îáìåæåíîñòi îïåðàòîðà N , âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ σ(x, u) é àïði-
îðíî¨ îöiíêè (3.3.7) ìà¹ìî

∥Aψε1 − Aψε2∥C(∂Fxα) = ε max
ξ∈∂Fxα

|σ(xα + εξ, s+ εNψε1)− σ(xα + εξ, s+ εNψε2)| 6

6 ε2 max
ξ∈∂Fxα

(
1 + |s+ εNψε1|Θ−1 + |s+ εNψε2|Θ−1

)
|Nψε1 −Nψε2| 6

6 C3ε
2∥ψε1 − ψε2∥C(∂Fxα),

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïðè ìàëèõ ε îïåðàòîð A ¹ ñòèñêàþ÷èì i, îòæå, iñíó¹ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.3.6) ó ïðîñòîði C(∂Fxα), ùî çàäîâîëüíÿ¹ îöiíöi (3.3.7).

Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ ψε(ξ) ¹ íîðìàëüíîþ ïîõiäíîþ ðîçâ'ÿçêó vεα(ξ) íà ìåæi
∂Fxα, òîäi äëÿ ôóíêöi¨ vεα(ξ) ó ñèëó ïðèíöèïó ìàêñèìóìó ñïðàâåäëèâà îöiíêà

max
ξ∈Rn\Fxα

|vεα(ξ)| 6 max
ξ∈∂Fxα

|vεα(ξ)| = ∥Nψε(ξ)∥C(∂Fxα) 6 C4ε.

Îöiíêà (3.3.2) äîâåäåíà.
Äîâåäåìî îöiíêó (3.3.3). Ó ñèëó âëàñòèâîñòåé ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó

iñíó¹ îáìåæåíèé çâîðîòíèé îïåðàòîð (I+R)−1, òîäi ç ðiâíÿííÿ (3.3.4) ùiëüíiñòü
ρε(ξ) äîðiâíþ¹

ρε(ξ) = − 1

2π
(I +R)−1ψε,

i äëÿ íå¨ â íàñëiäîê (3.3.7) ñïðàâåäëèâà îöiíêà

∥ρε∥C(∂Fxα) =
1

2π
∥(I +R)−1ψε∥C(∂Fxα) 6 C5ε.
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Òîäi ïðè ξ ∈ Π+δ \ Π−δ ìà¹ìî∣∣∣∣∂vεα(ξ)∂ξi

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∫

∂Fxα

(ηi − ξi)ρ
ε(η)

|η − ξ|3
dΓη

∣∣∣∣∣∣ 6
∫

∂Fxα

|ρε(η)|
|η − ξ|2

dΓη 6

6 C5ε

δ

∫
∂Fxα

1

|η − ξ|
dΓη 6

C6ε

δ
,

çâiäêè âèïëèâà¹ îöiíêà (3.3.3).
Ëåìà 3.1 äîâåäåíà.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Vz(ξ) = V (ξ, z) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.2.3) ïðè F = Fz

(çàëåæíiñòü âiä i = 1, 2, 3 îïóñêà¹ìî). Äëÿ ôóíêöi¨ Vz(ξ) ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà
ëåìà.

Ëåìà 3.2. Äëÿ ðîçâ'ÿçêó Vz(ξ) çàäà÷i (3.2.3) ñïðàâåäëèâà îöiíêà∥∥DλVz1 −DλVz2
∥∥
C(Π\Π−δ)

6 C|z1 − z2|, |λ| = 0, 1. (3.3.8)

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç R(ξ) Π-ïåðiîäè÷íèé ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà â R3, òîáòî ôóíêöiþ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿì

∆R(ξ) = −
∑
m∈Z3

δ(ξ −mh) +
1

|Π|
, R(ξ + h) = R(ξ), ξ ∈ R3, (3.3.9)

äå m = {m1,m2,m3} ∈ Z3, mi ∈ Z, h =
{
h1e

1, h2e
2, h3e

3
}
, mh =

∑3
i=1mihie

i,
ei � îðò îñi ξi.

Òàêà ôóíêöiÿ âèâ÷àëàñÿ â ðîáîòàõ [49, 50]. Çîêðåìà áóëî ïîêàçàíî, ùî ïðè
ξ ∈ Π

R(ξ) =
1

4π|ξ|
+ (Bξ, ξ), (3.3.10)

äå B � ñèìåòðè÷íà 3× 3 ìàòðèöÿ.
Çà äîïîìîãîþ ÿäðà R(ξ) ìîæíà ïîáóäóâàòè ïîòåíöiàëè ïðîñòîãî é ïîäâié-

íîãî øàðiâ, ÿêi âíàñëiäîê (3.3.10) ìàþòü òàêi æ âëàñòèâîñòi, ùî é âiäïîâiäíi

ïîòåíöiàëè ç í'þòîíîâèì ÿäðîì
1

4π|ξ|
. �ðóíòóþ÷èñü íà öüîìó, îäåðæèìî äëÿ

ðîçâ'ÿçêó Vz(ξ) çàäà÷i (3.2.3) íà F = Fz ïîäàííÿ, ùî ïðèâîäèòü äî íåîáõiäíî¨
îöiíêè (3.3.8).

Äëÿ öüîãî ïðîäîâæèìî Vz(ξ) ïåðiîäè÷íî (ç ïàðàëåëåïiïåäíèì ïåðiîäîì Π)
íà âåñü ïðîñòið R3. Îòðèìàíà ôóíêöiÿ Ṽz(ξ) çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿì

∆Ṽz(ξ) = 0, Ṽz(ξ + h) = Ṽz(ξ), ξ ∈ R3 \ F̃z, (3.3.11)
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∂Ṽz
∂ν

=
∂ξi
∂ν

, ξ ∈ ˜∂Fz, (3.3.12)

äå F̃z =
∪
m
(Fz +mh), ˜∂Fz =

∪
m
(∂Fz +mh).

Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçîê Ṽz(ξ) ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó ç
ÿäðîì R(ξ)

Ṽz(ξ) =

∫
∂Fz

R(ξ − η)ρz(η) dΓη, (3.3.13)

ç ùiëüíiñòþ ρz(η) ç íóëüîâèì ñåðåäíiì∫
∂Fz

ρz(η) dΓη = 0.

Òîäi ó ñèëó âëàñòèâîñòi (3.3.9) ÿäðà R(ξ) âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi (3.3.11). Íåõàé
ôóíêöiÿ (3.3.13) çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íié óìîâi (3.3.12). Âðàõîâóþ÷è, ùî ôîð-
ìóëà äëÿ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ (3.3.13) íà ∂F òàêà æ, ÿê äëÿ í'þòîíîâà
ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó, îäåðæó¹ìî äëÿ ùiëüíîñòi ρz(η) iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

ρz(ξ)−
∫
∂Fz

Kz(ξ, η)ρz(η) dΓη = ψz(ξ), ξ ∈ ∂Fz, (3.3.14)

äå

ψz(ξ) = − 1

2π

∂ξi
∂νξ

, ξ ∈ ∂Fz,

Kz(ξ, η) = −2
∂

∂νξ
R(ξ − η) = −2 (∇R(ξ − η), νξ) , ξ, η ∈ ∂Fz.

(3.3.15)

Ç (3.3.10) âèïëèâà¹, ùî iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð Kz ç ÿäðîì Kz(ξ, η) äi¹ iç
ïðîñòîðó Ĉ(∂Fz) (íåïåðåðâíèõ íà ∂Fz ôóíêöié ç íóëüîâèì ñåðåäíiì) ó íüîãî
æ ÿê öiëêîì íåïåðåðâíèé îïåðàòîð. Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (3.3.14) íàëåæèòü
òîìó æ ïðîñòîðó Ĉ(∂Fz). Òîìó ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.3.14) íàëåæèòü Ĉ(∂Fz).
Iñíóâàííÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó âèïëèâà¹ ç òåîðåì Ôðåäãîëüìà äëÿ öiëêîì íåïå-
ðåðâíîãî îïåðàòîðà Kz, îñêiëüêè âiäïîâiäíå îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ äëÿ ñïîëó÷å-
íîãî äîKz îïåðàòîðà íå ìà¹ íåíóëüîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ. (Iñíóâàííÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó
îçíà÷àëî á, ùî iñíó¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà
â îáëàñòi Fz ç íóëüîâîþ ãðàíè÷íîþ óìîâîþ, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèíöèïó ìàêñè-
ìóìà).
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Ïîêëàäåìî

ψ̂z(ξ
′) := Jz(fz(ξ

′))ψ(fz(ξ
′)), ξ′ ∈ ∂F,

Kz(ξ
′, η′) := Jz(fz(ξ

′))Kz(fz(ξ
′), fz(η

′))Jz(fz(η
′)), ξ′, η′ ∈ ∂F,

(3.3.16)

äå Jz(ξ) � ÿêîáiàí âiäîáðàæåííÿ f−1
z (ξ) : ∂Fz → ∂F . Òîäi ðiâíÿííÿ (3.3.14) äëÿ

ôóíêöi¨ ρ̂z(ξ′) := Jz(fz(ξ
′))ρz(fz(ξ

′)) íàáóâà¹ âèãëÿäó

ρ̂z(ξ
′)−

∫
∂F

K̂z(ξ
′, η′)ρ̂z(η

′) dΓη′ = ψ̂z(ξ
′), ξ′ ∈ ∂F. (3.3.17)

Ó ñèëó ãëàäêîñòi ïîâåðõíi ∂F
(
∂F ⊂ C1

)
òà (3.1.2), (3.3.15), (3.3.16) ñïðàâåäëè-

âi îöiíêè ∣∣∣K̂z(ξ
′, η′)− K̂0(ξ

′, η′)
∣∣∣ 6 C1

|ξ′ − η′|
|z|, (3.3.18)∣∣∣ψ̂z(ξ′)− ψ̂0(ξ

′)
∣∣∣ 6 C2|z|. (3.3.19)

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ (3.3.17) â îïåðàòîðíié ôîðìi â ïðîñòîði Ĉ(∂F ):

ρ̂z − K̂0ρ̂z − Λ̂zρ̂z = ψ̂0 + δ̂0, (3.3.20)

äå K̂0, Λ̂z � iíòåãðàëüíi îïåðàòîðè â Ĉ(∂F ) ç ÿäðàìè K̂0(ξ
′, η′) òà Λ̂z(ξ

′, η′) =

K̂z(ξ
′, η′) − K̂0(ξ

′, η′), à δ̂0(ξ′) = ψ̂z(ξ
′) − ψ̂0(ξ

′). Ó ñèëó (3.3.18), (3.3.19) íîðìè
îïåðàòîðà Λ̂z i âåêòîðà δ̂0 ìàþòü îöiíêè∥∥∥Λ̂z∥∥∥

Ĉ(∂F )
6 C1|z|,

∥∥∥δ̂0∥∥∥
Ĉ(∂F )

6 C2|z|.

Òîìó ç (3.3.20) âèïëèâà¹, ùî

∥ρ̂z − ρ̂0∥Ĉ(∂F ) 6 C3|z|. (3.3.21)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âiäîáðàæåííÿ fz1z2(ξ) := fz2 ◦ f−1
z1

(ξ) : ∂Fz1 → ∂Fz2. Ó
ñèëó (3.1.2) äëÿ fz1z2(ξ) ñïðàâåäëèâà îöiíêà

∥fz1z2 − I∥C1(Ω) = ∥fz2f−1
z1

− I∥C1(Ω) = ∥fz2 − fz1∥C1(Ω)∥f−1
z1

∥C1(Ω) 6 C|z2 − z1|.

Êîðèñòóþ÷èñü öi¹þ îöiíêîþ òà (3.3.21), îòðèìà¹ìî

∥ρ̂z2 − ρ̂z1∥Ĉ(∂F ) 6 C4|z2 − z1|. (3.3.22)
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Çãiäíî ç âèçíà÷åííÿì ôóíêöi¨ Ṽz(ξ) (3.3.13) ðîçâ'ÿçîê Vz(ξ) çàäà÷i (3.2.3)
ïðè ξ ∈ Π \ Π−δ ïðåäñòàâèì ó âèãëÿäi

Vz(ξ) =

∫
∂F

R(ξ − fz(η
′)) ρ̂z(η

′) dΓη′.

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è (3.3.10), (3.3.22), îäåðæó¹ìî îöiíêó (3.3.8), ÿêó øóêàëè.
Ëåìà 3.2 äîâåäåíà.

3.4 Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 3.1

Âèâåäåííÿ ôîðìóë (3.2.1) òà (3.2.2) çàñíîâàíî íà âèâ÷åííi ãðàíè÷íîãî ïå-
ðåõîäó â óìîâàõ 1), 2) Òåîðåìè 2.2 i âèìàãà¹ ïîáóäîâè âiäïîâiäíèõ àïðîêñèìà-
öié ìiíiìiçàíòiâ ôóíêöiîíàëiâ (2.3.6) ïðè s ∈ R òà (2.3.1) ïðè ℓ = ei � îðòó îñi
xi (i = 1, 3) â îáëàñòÿõ Kz

h ∩ Ωε.
Ïðîâåäåìî ïîïåðåäíþ ïîáóäîâó. Ïðèïóñòèìî, ùî ïðîñòið R3 ðîçðiçàíèé íà

íåïåðåñi÷íi ïàðàëåëåïiïåäè Πε
xα, ïîáóäó¹ìî êîíöåíòðè÷íi ç íèìè ïàðàëåëåïiïå-

äè Π±δε
xα =

{
x ∈ R3 : |xi − xαi | 6

θiε

2
(1± δ), i = 1, 3

}
(0 < δ ≪ 1). Iç öèìè ïà-

ðàëåëåïiïåäàìè çâ'ÿæåìî ðîçáèòòÿ îäèíèöi {φεα(x)}α � íàáið äâi÷i íåïåðåðâíî-
äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi óìîâè: φεα(x) = 1 ïðè

x ∈ Π−δε
xα , φεα(x) = 0 ïðè x /∈ Π+δε

xα ,
∑
α
φεα(x) = 1, |Dλφεα(x)| 6

C

ε|λ|δ|λ|
(|λ| =

0, 1, 2) ïðè x ∈ Ω. Òàêi ôóíêöi¨ ðîçãëÿäàëèñÿ â Ëåìi 1.1.
1. Âèâåäåííÿ ôîðìóëè (3.2.1). Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ

vε(x) = s+ ε
∑
α

vεα

(
x− xα

ε

)
φεα(x), x ∈ Ωε, s ∈ R. (3.4.1)

äå {φεα(x)}α � ðîçáèòòÿ îäèíèöi, îïèñàíå âèùå, à ôóíêöi¨ vεα(ξ) � ðîçâ'ÿçîê
çàäà÷i (3.3.1) äëÿ äàíîãî s.

Áóäåìî øóêàòè ôóíêöiþ, ÿêà ìiíiìiçó¹ ôóíêöiîíàë (2.3.6) â îáëàñòiKz
h∩Ωε

ó âèãëÿäi
wε(x) = vε(x) + v̂ε(x), (3.4.2)

äå ôóíêöiÿ vε(x) âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (3.4.1). Òîäi ôóíêöiÿ v̂ε(x) ïîâèííà ìi-
íiìiçóâàòè ôóíêöiîíàë

J [v̂ε] = I0(ε, h) + I1(ε, h) + I2(ε, h)



88

ó êëàñi ôóíêöié H1(Kz
h ∩ Ωε), äå

I0(ε, h) =

∫
Kz

h∩Ωε

[
|∇v̂ε(x)|2 + h−2−τ |v̂ε(x)|2

]
dx,

I1(ε, h) = −2

∫
Kz

h∩Ωε

[
∆vε(x)v̂ε(x)− h−2−τ(vε(x)− s)v̂ε(x)

]
dx,

I2(ε, h) =

∫
Kz

h∩∂F ε

[
gε(x, vε + v̂ε)− gε(x, vε) + 2

∂vε(x)

∂ν
v̂ε(x)

]
dΓ.

Îñêiëüêè J [v̂ε] 6 J [0] = 0, òî

I0(ε, h) 6 |I1(ε, h)|+ |I2(ε, h)|. (3.4.3)

Îöiíèìî êîæåí äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè öi¹¨ íåðiâíîñòi.
Ç (3.4.1), (3.3.2), (3.3.3) i íåðiâíîñòi Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî îäåðæó¹ìî

|I1(ε, h)| 6 2

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Kz
h∩Ωε

∆vεv̂ε dx

∣∣∣∣∣∣∣+ 2h−2−τ

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Kz
h∩Ωε

(vε − s)v̂ε dx

∣∣∣∣∣∣∣ 6
6 2

√√√√ ∫
Kz

h∩Ωε

|∆vε|2 dx
√√√√ ∫
Kz

h∩Ωε

|v̂ε|2 dx+ 2h−2−τ

√√√√ ∫
Kz

h∩Ωε

|vε − s|2 dx×

×
√√√√ ∫
Kz

h∩Ωε

|v̂ε|2 dx 6 2h1+τ/2I
1/2
0 (ε, h)

√√√√∑
α

∫
Πε

xα\Π
−δε
xα

|∆vε|2 dx+

+ 2h−1−τ/2I
1/2
0 (ε, h)

√√√√∑
α

∫
Πε

xα\F ε
xα

|vε − s|2 dx 6 C1I
1/2
0 (ε, h)×

×

h1+τ/2√ 1

δ4

∑
α

mes(Πε
xα \Π−δε

xα ) + h−1−τ/2
√
ε4
∑
α

mes(Πε
xα \ F ε

xα)

 6

6 C2I
1/2
0 (ε, h)

(
h3/2+1/2+τ/2

δ3/2
+ h3/2−1−τ/2ε2

)
.

Òàêèì ÷èíîì, ïðè δ = h1/3+τ/6 i 0 < ε 6 h1/2+3τ/8 ìà¹ìî

|I1(ε, h)| 6 Ch3/2+τ/4I
1/2
0 (ε, h). (3.4.4)
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Îäåðæèìî îöiíêó äëÿ I2(ε, h). Ó ñèëó Òâåðäæåííÿ 2.2

∀x ∈ Kz
h ∩ Ωε : |wε(x)| 6 |s|.

Òîäi âíàñëiäîê âèçíà÷åíü ôóíêöié wε(x) (3.4.2), gε(x, s) (2.3.7), âëàñòèâîñòåé
ôóíêöi¨ σ(x, u) òà iíòåãðàëüíî¨ òåîðåìè ïðî ñåðåäí¹, ìà¹ìî

|I2(ε, h)| =

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Kz
h∩∂F ε

[
gε(x, vε + v̂ε)− gε(x, vε) + 2

∂vε(x)

∂ν
v̂ε(x)

]
dΓ

∣∣∣∣∣∣∣ =
= 2ε

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Kz
h∩∂F ε

 vε+v̂ε∫
vε

σ(x, r) dr − σ(x, vε)v̂ε

 dΓ

∣∣∣∣∣∣∣ 6
6 2ε

∫
Kz

h∩∂F ε

|σ(x, vε + ṽε)− σ(x, vε)| |v̂ε| dΓ 6

6 C1(1 + 2|s|Θ−1)ε

∫
Kz

h∩∂F ε

|v̂ε|2 dΓ = C2ε

∫
Kz

h∩∂F ε

|v̂ε|2 dΓ.

Òóò 0 6 ṽε(x) 6 v̂ε(x) ïðè v̂ε(x) > 0 òà v̂ε(x) 6 ṽε(x) 6 0 ïðè v̂ε(x) < 0.
Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ H1(Ωε) ñïðàâåäëèâà iíòåãðàëüíà íåðiâíiñòü

ε

∫
Kz

h∩∂F ε

φ2 dΓx 6 C

 ∫
Kz

h∩Ωε

φ2 dx+ ε2
∫

Kz
h∩Ωε

|∇xφ|2 dx

 . (3.4.5)

Äiéñíî, âíàñëiäîê âêëàäåííÿ H1(Π \ Fx) ⊂ L2(∂Fx) äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ φ ∈
H1(Π \ Fx) ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

∥φ∥2L2(∂Fx)
6 C ∥φ∥2H1(Π\Fx)

,

àáî ∫
∂Fx

φ2 dΓξ 6 C

 ∫
Π\Fx

φ2 dξ +

∫
Π\Fx

|∇ξφ|2 dξ

 .

Çðîáèìî çàìiíó ξ = x−xα
ε , ïiäñóìó¹ìî ïî âñiõ êîìiðêàõ îáëàñòi Kz

h ∩ Ωε òà
ïîìíîæèìî íà ε3, òîäi îäåðæèìî íåðiâíiñòü (3.4.5).

×åðåç (3.4.5) ïðè 0 < ε 6 h1+τ/2 äëÿ I2(ε, h) ñïðàâåäëèâà îöiíêà

|I2(ε, h)| 6 Ch2+τI0(ε, h). (3.4.6)
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Ç (3.4.3), (3.4.4), (3.4.6) ïðè 0 < ε 6 h1+τ/2, δ = h1/3+τ/6 îäåðæó¹ìî îöiíêó
äëÿ I0(ε, h)

I0(ε, h) = O(h3+τ/2) = o(h3).

Îòæå, ôóíêöiÿ v̂ε äà¹ ìàëèé âíåñîê ó ãðàíè÷íó ôóíêöiþ ïîãëèíàííÿ. Òîäi
çãiäíî ç (3.4.2) ôóíêöiÿ vε(x) ïðè ìàëèõ h àïðîêñèìó¹ ìiíiìiçàíò wε(x) ôóí-
êöiîíàëà (2.3.6) â îáëàñòi Kz

h ∩ Ωε.
Ïiäñòàâëÿ¹ìî wε(x) ó âèãëÿäi (3.4.2) â (2.3.6), âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi

ôóíêöi¨ σ(x, u), ïðè 0 < ε 6 h1+τ/2 òà δ = h1/3+τ/6 îäåðæó¹ìî

c(z, s; ε, h) =

∫
Kz

h∩Ωε

[
|∇vε|2 + h−2−τ |vε − s|2

]
dx+

∫
Kz

h∩∂F ε

gε(x, vε)dΓ + o(h3) =

=

∫
Kz

h∩∂F ε

2ε

s∫
0

σ(x, r) drdΓ + o(h3) =
2|∂Fz|h3

|Π|

s∫
0

σ(z, r) dr + o(h3).

Çâiäñè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî óìîâà 2) Òåîðåìè 2.2 âèêîíó¹òüñÿ. Ðîçäiëèâøè
c(z, s; ε, h) íà h3 òà ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè h → 0, îäåðæèìî âèðàç äëÿ
ôóíêöi¨ ïîãëèíàííÿ (3.2.1).

2. Âèâåäåííÿ ôîðìóëè (3.2.2). Ðîçãëÿíåìî â îáëàñòi Kz
h ∩ Ωε ôóíêöi¨

U ε
i (x) = (xi − zi)− ε

∑
α

Ṽi

(
x− xα

ε
, xα
)
φεα(x), (i = 1, 3), (3.4.7)

äå Ṽi(ξ, η) � ïåðiîäè÷íå ïðîäîâæåííÿ ðîçâ'ÿçêó Vi(ξ, η) çàäà÷i (3.2.3) íà âåñü
ïðîñòið R3, à {φεα(x)}α � ðîçáèòòÿ îäèíèöi. Iç âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ Ṽi(ξ, η)
âèïëèâà¹, ùî

∆U ε
i (x) =

= −ε
∑
α

[
Ṽi

(
x− xα

ε
, xα
)
∆φεα(x) +

n∑
j=1

∂Ṽi
(
x−xα
ε , xα

)
∂xj

∂φεα(x)

∂xj

]
,

x ∈ Kz
h ∩ Ωε,

(3.4.8)

∂U ε
i

∂ν
= 0, x ∈ ∂F ε

xα. (3.4.9)

Áóäåìî øóêàòè ôóíêöiþ wε
i (x), ÿêà ìiíiìiçó¹ ôóíêöiîíàë (2.3.1) ïðè ℓ = ei

ó âèãëÿäi
wε
i (x) = U ε

i (x) + vεi (x), (3.4.10)
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äå ôóíêöiÿ U ε
i (x) âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (3.4.7), òîäi ôóíêöiÿ vεi (x) ïîâèííà ìiíi-

ìiçóâàòè ôóíêöiîíàë

J [vεi ] = I0(ε, h) + I1(ε, h) + I2(ε, h),

ó êëàñi ôóíêöié H1(Kz
h ∩ Ωε), äå

I0(ε, h) =

∫
Kz

h∩Ωε

[
|∇vεi |2 + h−2−τ |vεi |2

]
dx,

I1(ε, h) = 2

∫
Kz

h∩Ωε

(∇U ε
i ,∇vεi ) dx,

I2(ε, h) = 2h−2−τ
∫

Kz
h∩Ωε

(U ε
i − (xi − zi))v

ε
i (x) dx.

Òàê ÿê J [vεi ] 6 Jε[0] = 0, òî ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

I0(ε, h) 6 |I1(ε, h)|+ |I2(ε, h)|. (3.4.11)

Îöiíèìî êîæåí äîäàíîê ó ïðàâié ÷àñòèíi.
Âíàñëiäîê íåðiâíîñòi Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî, (3.4.7) i âèçíà÷åííÿ I0(ε, h) ïðè

0 < ε 6 h1+τ îäåðæèìî îöiíêó I2(ε, h)

|I2(ε, h)| 6 2h−2−τ∥U ε
i − (xi − zi)∥L2(Kz

h∩Ωε)∥vεi ∥L2(Kz
h∩Ωε) 6

6 Ch
3+τ
2 I

1/2
0 (ε, h).

(3.4.12)

Îöiíèìî I1(ε, h). Çàñòîñóâàâøè iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè é ðiâíiñòü (3.4.9),
çàïèøåìî

I1(ε, h) = −2

∫
Kz

h∩Ωε

∆U ε
i v

ε
i dx+ 2

∫
∂Kz

h∩Ωε

∂U ε
i

∂ν
vεi dΓ. (3.4.13)

Âíàñëiäîê Ëåìè 3.2 i ïåðiîäè÷íîñòi Ṽi(ξ, η) ïî ξ ïðè x ∈ Π+δε
xα ∩Π+δε

xβ
ñïðàâåäëèâà

íåðiâíiñòü: ∣∣∣∣Dλ
xṼi

(
x− xα

ε
, xα
)
−Dλ

xṼi

(
x− xβ

ε
, xβ
)∣∣∣∣ 6

6 C

ε|λ|
|xα − xβ| 6 Cε1−|λ|, |λ| = 0, 1.

(3.4.14)

Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ îöiíêó, ðiâíiñòü (3.4.8) i âëàñòèâîñòi ðîçáèòòÿ îäèíèöi
{φεα(x)}α, îäåðæó¹ìî

∥∆U ε
i ∥L2(Kz

h∩Ωε) 6 Chδ−3/2.
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Çâiäêè, çãiäíî ç âèçíà÷åííÿì I0(ε, h), ïðè δ > h1/3 ìà¹ìî∣∣∣∣∣∣∣
∫

Kz
h∩Ωε

∆U ε
i v

ε
i dx

∣∣∣∣∣∣∣ 6 ∥∆U ε
i ∥L2(Kz

h∩Ωε)∥vεi ∥L2(Kz
h∩Ωε) 6

6 Cδ−3/2h2+τ/2I
1/2
0 (ε, h) 6 Ch

3+τ
2 I

1/2
0 (ε, h).

(3.4.15)

Âíàñëiäîê ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi îáëàñòåé Ωε ôóíêöiÿ vεi ∈ H1(Kz
h ∩Ωε) ìîæå

áóòè ïðîäîâæåíà äî ôóíêöi¨ ṽεi ∈ H1(Kz
h) ç âèêîíàííÿì íåðiâíîñòi (1.1.5). Êðiì

òîãî, çãiäíî ç Ëåìîþ 2.1 [31, ãë. 4] ôóíêöiÿ ṽεi (x) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi∫
∂Kz

h

|ṽεi |2 dΓ 6 6

κ ∫
Kz

h

|∇ṽεi |2 dx+
(
4

κ
+

1

h

)∫
Kz

h

|ṽεi |2 dx

 . (3.4.16)

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi (1.1.5), (3.4.16) ïðè κ = h1+
τ
2 , îäåðæó¹ìî îöiíêó

ïîâåðõíåâîãî iíòåãðàëà â (3.4.13):∣∣∣∣∣∣∣
∫

∂Kz
h∩Ωε

∂U ε
i

∂ν
vεi dΓ

∣∣∣∣∣∣∣ 6
 ∫
∂Kz

h

∣∣∣∣∂U ε
i

∂ν

∣∣∣∣2 dΓ

1/2  ∫

∂Kz
h

|ṽεi |
2 dΓ


1/2

6

6 C1h

h1+τ/2 ∫
Kz

h

|∇ṽεi |2 dx+
4 + hτ/2

h1+τ/2

∫
Kz

h

|ṽεi |2 dx


1/2

6

6 C1h
2+τ/2

∫
Kz

h

|∇ṽεi |2 dx+
4 + hτ/2

h2+τ

∫
Kz

h

|ṽεi |2 dx


1/2

6

6 C2h
2+τ/2

 ∫
Kz

h∩Ωε

|∇vεi |2 dx+
4 + hτ/2

h2+τ

∫
Kz

h∩Ωε

|vεi |2 dx


1/2

6 C3h
2+τ/2I

1/2
0 (ε, h).

Çâiäñè òà ç (3.4.13), (3.4.15) ìà¹ìî

|I1(ε, h)| 6 Ch1+τ/2I
1/2
0 (ε, h). (3.4.17)

Ç (3.4.11), (3.4.12), (3.4.17) ïðè 0 < ε≪ h1+τ îäåðæó¹ìî îöiíêó äëÿ I0(ε, h)

I0(ε, h) =

∫
Kz

h∩Ωε

[
|∇vεi |2 + h−2−τ |vεi |2

]
dx 6 Ch3+τ = o(h3).
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Îòæå, ôóíêöiÿ vεi (x) äà¹ ìàëèé âíåñîê ó ãðàíè÷íèé òåíçîð ïðîâiäíîñòi. Òàêèì
÷èíîì, çãiäíî ç (3.4.10) ôóíêöiÿ U ε

i ïðè ìàëèõ h àïðîêñèìó¹ ôóíêöiþ wε
i (x),

ÿêà ìiíiìiçó¹ ôóíêöiîíàë (2.3.1) ïðè ℓ = ei.
Îá÷èñëèìî åëåìåíòè òåíçîðà ïðîâiäíîñòi. Ïiäñòàâèìî wε

i ó âèãëÿäi (3.4.10)
ó ôîðìóëó äëÿ aij(z, ε, h) (2.3.3), îäåðæó¹ìî

aij(z, ε, h) =
∑
α

ε2
∫

Πε
xα\F ε

xα

3∑
k=1

∂

∂xk

(
xi − zi
ε

− Ṽi

(
x− xα

ε
, xα
))

×

× ∂

∂xk

(
xj − zj
ε

− Ṽj

(
x− xα

ε
, xα
))

dx+ o(h3),

Âðàõîâóþ÷è ãëàäêiñòü ôóíêöié Ṽi(ξ, η), aij(z, ε, h) ïðåäñòàâëÿ¹ìî ó âèãëÿäi

aij(z, ε, h) =δijh
3

(
1− |Fz|

|Π|

)
− 1

|Π|

∫
Kz

h

∫
Π\Fz

(
∂Vi(ξ, η)

∂ξj
+
∂Vj(ξ, η)

∂ξi

)
dξdη+

+
1

|Π|

∫
Kz

h

∫
Π\Fz

3∑
k=1

∂Vi(ξ, η)

∂ξk

∂Vj(ξ, η)

∂ξk
dξdη + o(h3).

Îñêiëüêè, çàñòîñîâóþ÷è iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, ôîðìóëó Ãàóñà-
Îñòðîãðàäñüêîãî òà (3.2.3), ìîæíà îäåðæàòè ðiâíiñòü∫

Π\Fz

3∑
k=1

∂Vi
∂ξk

∂Vj
∂ξk

dξ =

∫
∂(Π\Fz)

Vi
∂Vj
∂ν

dΓξ −
∫

Π\Fz

Vi∆Vj dξ =

= −
∫
∂Fz

Vi
∂Vj
∂ν

dΓξ =

∫
∂(Π\Fz)

Vicos(ν, ξj) dΓξ =

∫
Π\Fz

∂Vi
∂ξj

dξ,

òîäi åëåìåíòè òåíçîðà ïðîâiäíîñòi ðiâíîìiðíî ïî ε < ε0(h) áóäóòü ðiâíi:

aij(z, ε, h) = δijh
3

(
1− |Fz|

|Π|

)
− 1

|Π|

∫
Kz

h

∫
Π\Fz

3∑
k=1

∂Vi(ξ, η)

∂ξk

∂Vj(ξ, η)

∂ξk
dξdη + o(h3).

Iç öi¹¨ ðiâíîñòi ðîáèìî âèñíîâîê, ùî âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà óìîâà Òåîðåìè 2.2.
Ðîçäiëèâøè aij(z, ε, h) íà h3 i ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè h → 0, îäåðæèìî
âèðàæåííÿ äëÿ ãðàíè÷íîãî òåíçîðà ïðîâiäíîñòi (3.2.2).

Òåîðåìà 3.1 äîâåäåíà.



94

ÐÎÇÄIË 4

ÓÑÅÐÅÄÍÅÍÍß ÐIÂÍßÍÍß ÍÅÑÒÀÖIÎÍÀÐÍÎ� ÄÈÔÓÇI� Â

ÑÈËÜÍÎ ÇÂ'ßÇÍÈÕ ÏÎÐÈÑÒÈÕ ÑÅÐÅÄÎÂÈÙÀÕ ÇI

ÇÍÅÑÅÍÍßÌ ×ÀÑÒÎÊ ÐIÄÈÍÎÞ

×åòâåðòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ íà÷àëüíî-êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ
ðiâíÿííÿ íåñòàöiîíàðíî¨ äèôóçi¨ ç ïåðåíîñîì ÷àñòîê äèôóíäóþ÷î¨ ðå÷îâèíè ði-
äèíîþ â ñèëüíî çâ'ÿçíèõ ïåðôîðîâàíèõ îáëàñòÿõ Ωε = Ω\F ε. Òóò Ω � îáìåæåíà
îáëàñòü, à F ε � çàìêíóòà ìíîæèíà òèïó ïîðèñòîãî òiëà, ïîâåðõíÿ ÿêîãî ìà¹ ïî-
ãëèíàþ÷ó âëàñòèâiñòü, ùî îïèñó¹òüñÿ íåëiíiéíîþ êðàéîâîþ óìîâîþ Ðîáåíà òà
çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà ε òàê, ùî ïðè ε → 0 ìíîæèíà F ε ñòà¹ âñå áiëüø ïî-
ðiçàíîþ òà ðîçòàøîâó¹òüñÿ â îáëàñòè Ω âñå áiëüø ùiëüíî. Äîâåäåíî, ùî ïðè
êîæíîìó ôiêñîâàíîìó ε iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê uε(x, t) ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çà-
äà÷i. Äîñëiäæåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó uε(x, t) ïðè ε → 0 i âèçíà÷åíî âèä
óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i. Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â ðîáîòi [91] i ìàòå-
ðiàëàõ ìiæíàðîäíî¨ êîíôåðåíöi¨ [99].

4.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Íåõàé Ω � îáëàñòü â Rn (n > 2), îáìåæåíà ãëàäêîþ ïîâåðõíåþ ∂Ω. F ε �
çàìêíóòà ìíîæèíà â Ω, ùî çàëåæèòü âiä ìàëîãî ïàðàìåòðà ε òàê, ùî ïðè ε→ 0

ìíîæèíà F ε ñòà¹ âñå áiëüø ïîðèñòîþ é ðîçòàøîâó¹òüñÿ âñå áiëüø ùiëüíî â Ω.
Ïðèïóñòèìî, ùî ìåæà ìíîæèíè F ε ãëàäêà, à îáëàñòi Ωε = Ω\F ε çàäîâîëüíÿþòü
óìîâè (1.1.1), (1.1.4), à òîäi âíàñëiäîê Òâåðäæåííÿ 1.1 i óìîâi ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi
(1.1.5).

Â îáëàñòi Ωε × (0, T ) ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à:

∂uε(t, x)

∂t
−∆uε(t, x) +

n∑
i=1

vεi (x)
∂uε(t, x)

∂xi
= 0 â Ωε × (0, T ),

∂uε

∂ν
+ σε(x, uε) = 0 íà ∂F ε × (0, T ),

uε(t, x) = 0 íà ∂Ω× (0, T ),

uε(0, x) = φ(x) â Ωε.

(4.1.1)

Òóò ∆ =
n∑
i=1

∂2

∂x2i
� îïåðàòîð Ëàïëàñà, ν � îäèíè÷íà íîðìàëü äî ìåæi ∂F ε, çîâ-
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íiøíÿ ùîäî îáëàñòi Ωε; ôóíêöi¨ φ(x), σε(x, u) i âåêòîð-ôóíêöiÿ vε(x) çàäàíi.
Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ σε(x, u) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

a1: σε(x, u) ∈ L∞(∂Ωε;C1(R)), σε(x, 0) = 0;

a2: 0 < ∂
∂uσ

ε(x, u) 6 σ̂ε(x) i ôóíêöiÿ σ̂ε(x) òàêà, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ êóëi B(ρ, z)

ðàäióñà ρ iç öåíòðîì ó òî÷öi z ∈ Ω∫
∂F ε∩B(ρ,z)

σ̂ε(x)dΓ < C1ρ
n + C2(ε)ρ

n−1,

ïîñòiéíà C1 íå çàëåæèòü âiä z, ρ, ε, C2(ε) íå çàëåæèòü âiä z, ρ òà C2(ε) → 0

ïðè ε→ 0.

Ùîäî ôóíêöi¨ øâèäêîñòi çíåñåííÿ ÷àñòîê vε(x) ïðèïóñòèìî âèêîíàííÿ íà-
ñòóïíèõ óìîâ:

b1: vε(x) ∈ (H1(Ωε))n i íîðìàëüíèé êîìïîíåíò âåêòîðà øâèäêîñòi vεν|∂F ε = 0;

b2: div vε = 0, x ∈ Ωε;

b3: max
x∈Ωε

|vεi (x)| 6 C, äå êîíñòàíòà C íå çàëåæèòü âiä ε.

Çàäà÷à (4.1.1) îïèñó¹ äèôóçiþ ÷àñòîê ó ïîðèñòîìó ñåðåäîâèùi ç ïîãëè-
íàííÿì íà ìåæi ïåðôîðóþ÷î¨ ìíîæèíè F ε i ïåðåíîñîì ÷àñòîê öi¹¨ ìíîæèíè
ðiäèíîþ, ùî ðóõà¹òüñÿ çi øâèäêiñòþ vε(x) = {vε1(x), vε2(x), ..., vεn(x)}.

Òóò i äàëi âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðiâ

H1(Ωε, ∂Ω) = {u ∈ H1(Ωε) : u|∂Ω = 0},
W (0, T ; Ωε, ∂Ω) = {u ∈ L2(0, T ;H1(Ωε, ∂Ω)), u′t ∈ L2(0, T ; (H1(Ωε, ∂Ω))′)}.

Âèçíà÷åííÿ 4.1. Óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.1.1) áóäåìî íàçèâàòè
ôóíêöiþ uε ∈ W (0, T ; Ωε, ∂Ω), ÿêùî uε(0, x) = φ(x) i äëÿ áóäü-ÿêèõ ôóíêöié
ϑ(x) ∈ H1(Ωε, ∂Ω) ïðè ìàéæå óñiõ t ∈ (0, T ) âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà iíòåãðàëüíà
ðiâíiñòü

⟨(uε)′t, ϑ⟩+
∫
Ωε

{
(∇uε,∇ϑ) +

n∑
i=1

vεi
∂uε

∂xi
ϑ

}
dx+

∫
∂F ε

σε(x, uε)ϑ dΓ = 0.

Òóò ⟨(uε)′t, ϑ⟩ îçíà÷à¹ äiþ ôóíêöiîíàëà (uε)′t ∈ (H1(Ωε, ∂Ω))′ íà åëåìåíò ϑ(x) ∈
H1(Ωε, ∂Ω).
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Çàóâàæåííÿ 4.1. Òàêå âèçíà÷åííÿ êîðåêòíå ïðè φ(x) ∈ L2(Ωε), îñêiëüêè âiäïî-
âiäíî äî Òâåðäæåííÿ 1.2 [115, c. 106] ïðîñòiðW (0, T ; Ωε, ∂Ω) âêëàäåíî â ïðîñòið
C([0, T ];L2(Ωε)), òîìó ðiâíiñòü uε(0, x) = φ(x) ìà¹ ñåíñ.

4.2 Iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4.1.1)

Âèêîðèñòîâóþ÷è îïåðàòîðíèé ìåòîä [115], äîâåäåìî íàñòóïíó òåîðåìó.
Ïðè äîâåäåííi âèêîðèñòîâó¹ìî ïiäõiä, ðîçâèíåíèé ó ðîáîòi [106].

Òåîðåìà 4.1. Íåõàé ôóíêöiÿ φ(x) ∈ H1(Ωε, ∂Ω), ôóíêöiÿ σε(x, u) çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâè a1, a2, âåêòîð-ôóíêöiÿ v
ε(x) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè b1 − b3, òîäi ïðè

êîæíîìó ôiêñîâàíîìó ε çàäà÷à (4.1.1) ìà¹ ¹äèíèé óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê

uε ∈ W (0, T ; Ωε, ∂Ω).

Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷èìî îïåðàòîð A : H1(Ωε, ∂Ω) → (H1(Ωε, ∂Ω))′ íàñòóïíèì
÷èíîì

⟨Au, ϑ⟩ =
∫
Ωε

(
∇u∇ϑ+

n∑
i=1

vεi
∂u

∂xi
ϑ

)
dx+

∫
∂F ε

σε(x, u)ϑ dΓ, u, ϑ ∈ H1(Ωε, ∂Ω).

Âíàñëiäîê Òâåðäæåííÿ 2.1 [115, ãë. III] ôóíêöiÿ uε ∈ W (0, T ; Ωε, ∂Ω) ¹ óçà-
ãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.1.1), òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ¹ ðîçâ'ÿçêîì
íàñòóïíî¨ àáñòðàêòíî¨ çàäà÷i Êîøi{

(uε)′t + Auε = 0 â L2(0, T ; (H1(Ωε, ∂Ω))′),

uε(0) = φ â H1(Ωε, ∂Ω).
(4.2.1)

Îñêiëüêè ïðîñòîðè (L2(0, T ;H1(Ωε, ∂Ω)))′ òà L2(0, T ; (H1(Ωε, ∂Ω))′) içî-
ìîðôíi, òî îïåðàòîð A : H1(Ωε, ∂Ω) → (H1(Ωε, ∂Ω))′ ïîðîäæó¹ ñâîþ ðåàëiçàöiþ
îïåðàòîð A : L2(0, T ;H1(Ωε, ∂Ω)) → L2(0, T ; (H1(Ωε, ∂Ω))′), îñíîâíi âëàñòèâî-
ñòi ÿêîãî òàêi æ ñàìi, ÿê i â îïåðàòîðà A.

Äîâåäåìî äåÿêi âëàñòèâîñòi îïåðàòîðà A. Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü
Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî òà âëàñòèâîñòi ôóíêöié vε(x) i σε(x, u), îäåðæèìî íàñòó-
ïíó îöiíêó

| ⟨Auε, ϑ⟩ | 6

∣∣∣∣∣∣
∫
Ωε

∇uε∇ϑ dx

∣∣∣∣∣∣+
n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣
∫
Ωε

vεi (x)
∂uε

∂xi
ϑ dx

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
∫
∂F ε

σε(x, uε)ϑ dΓ

∣∣∣∣∣∣ 6
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6 ∥∇uε∥L2(Ωε)∥∇ϑ∥L2(Ωε) + C
n∑
i=1

∥∥∥∥∂uε∂xi

∥∥∥∥
L2(Ωε)

∥ϑ∥L2(Ωε) +

∣∣∣∣∣∣
∫
∂F ε

σ̂ε(x)uεϑ dΓ

∣∣∣∣∣∣ 6
6 (1 + C)∥uε∥H1(Ωε)∥ϑ∥H1(Ωε) +

∣∣∣∣∣∣
∫
∂F ε

σ̂ε(x)1/2uεσ̂ε(x)1/2ϑ dΓ

∣∣∣∣∣∣ 6
6 (1 + C)∥uε∥H1(Ωε)∥ϑ∥H1(Ωε) + ∥uε∥L2(Ω,µε)∥ϑ∥L2(Ω,µε),

äå L2(Ω, µε) � ïðîñòið ç ìiðîþ dµε = σ̂ε(x)dΓ.
Âíàñëiäîê âëàñòèâîñòi a2 ôóíêöi¨ σε(x, u) ìiðà µε çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâîñòi∫

∂F ε∩B(ρ,z)

dµε < C1ρ
n + C2(ε)ρ

n−1,

òîäi ç óçàãàëüíåíî¨ òåîðåìè Ñîáîë¹âà (Òåîðåìà 1.1) âèïëèâà¹ âêëàäåííÿ ïðîñòî-
ðóH1(Ω) ó ïðîñòið L2(Ω, µε). Êîðèñòóþ÷èñü öi¹þ òåîðåìîþ, à òàêîæ íåðiâíiñòþ
(1.1.5) äëÿ îáëàñòåé Ωε, îñòàòî÷íî îäåðæèìî

∥Auε∥(H1(Ωε,∂Ω))′ = sup
∥ϑ∥61

| ⟨Auε, ϑ⟩ | 6 C̃∥uε∥H1(Ωε).

Òàêèì ÷èíîì, îïåðàòîð A îáìåæåíèé.
Âíàñëiäîê âëàñòèâîñòåé ôóíêöié vε(x) òà σε(x, u) ìà¹ìî

⟨Au− Aϑ, u− ϑ⟩ =
∫
Ωε

|∇(u− ϑ)|2 dx+ 1

2

n∑
i=1

∫
Ωε

vεi (x)
∂(u− ϑ)2

∂xi
dx+

+

∫
∂F ε

(σε(x, u)− σε(x, ϑ))(u− ϑ) dΓ =

∫
Ωε

|∇(u− ϑ)|2 dx+

+

∫
∂F ε

(σε(x, u)− σε(x, ϑ))(u− ϑ) dΓ > 0.

Îòæå, îïåðàòîð A ìîíîòîííèé.
Îïåðàòîð A õåìiíåïåðåðâíèé. Äiéñíî, äëÿ áóäü-ÿêèõ u, ϑ ∈ H1(Ωε, ∂Ω)

äiéñíî-çíà÷íà ôóíêöiÿ

⟨A(u+ tϑ), ϑ⟩ =
∫
Ωε

(
∇(u+ tϑ)∇ϑ+

n∑
i=1

vεi (x)
∂(u+ tϑ)

∂xi
ϑ

)
dx+

+

∫
∂F ε

σε(x, u+ tϑ)ϑ dΓ
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¹ íåïåðåðâíîþ ïî t. Íåïåðåðâíiñòü ïåðøîãî äîäàíêà î÷åâèäíà, äðóãèé äîäàíîê
íåïåðåðâíèé ïî t âíàñëiäîê âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ σε(x, u), ïîêàæåìî öå.∣∣∣∣∣∣
∫
∂F ε

σε(x, u+ t1ϑ)ϑ dΓ−
∫
∂F ε

σε(x, u+ t2ϑ)ϑ dΓ

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∫
∂F ε

u+t2ϑ∫
u+t1ϑ

∂σε(x, s)

∂s
ds ϑ dΓ

∣∣∣∣∣∣ 6
6 |t1 − t2|

∫
∂F ε

σ̂ε(x)ϑ2 dΓ = |t1 − t2|∥ϑ∥2L2(Ω,µε) 6 C1|t1 − t2|∥ϑ∥2H1(Ωε) 6 C2|t1 − t2|.

Òîäi âíàñëiäîê Ëåìè 4.2 [115, c. 122] ðåàëiçàöiÿ A : L2(0, T ;H1(Ωε, ∂Ω)) →
L2(0, T ; (H1(Ωε, ∂Ω))′) òàêîæ ¹ ìîíîòîííèì, õåìiíåïåðåðâíèì òà îáìåæåíèì
îïåðàòîðîì, à çíà÷èòü, � îïåðàòîðîì òèïó M (Ëåìà 2.1 [115, c. 38]).

Ïîêàæåìî, ùî A êîåðöèòèâíèé îïåðàòîð. Âíàñëiäîê âëàñòèâîñòåé ôóí-
êöié vε(x), σε(x, u), à òàêîæ ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi îáëàñòåé Ωε (1.1.5) äëÿ êîæíî¨
ôóíêöi¨ ϑ ∈ L2(0, T ;H1(Ωε, ∂Ω)) òà ¨¨ ïðîäîâæåííÿ ϑ̃ ∈ L2(0, T ; H̊1(Ω)) ìà¹ìî

⟨Aϑ, ϑ⟩ =
T∫

0

⟨Aϑ, ϑ⟩ dt =
T∫

0

∫
Ωε

|∇ϑ|2 dx dt+ 1

2

n∑
i=1

T∫
0

∫
Ωε

vεi (x)
∂ϑ2

∂xi
dx dt+

+

T∫
0

∫
∂F ε

σε(x, ϑ)ϑ dΓ dt =

T∫
0

∫
Ωε

|∇ϑ|2 dx dt+
T∫

0

∫
∂F ε

σε(x, ϑ)ϑ dΓ >

>
T∫

0

∫
Ωε

|∇ϑ|2 dx dt > C

T∫
0

∫
Ω

|∇ϑ̃|2 dx dt = C

T∫
0

∥ϑ̃∥2
H̊1(Ω)

dt >

> C

T∫
0

∥ϑ∥2H1(Ωε,∂Ω) dt = C∥ϑ∥2L2(0,T ;H1(Ωε,∂Ω)).

Òàêèì ÷èíîì,
⟨Aϑ, ϑ⟩
∥ϑ∥

> C∥ϑ∥ → ∞ ïðè ∥ϑ∥ → ∞.

äå ∥ϑ∥ = ∥ϑ∥L2(0,T ;H1(Ωε,∂Ω)). Òîáòî A ¹ êîåðöèòèâíèé îïåðàòîð.
Âíàñëiäîê Òåîðåìè 4.1 [115, c. 123] çàäà÷à Êîøi (4.2.1) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê. �äè-

íiñòü öüîãî ðîçâ'ÿçêó áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ìîíîòîííîñòi îïåðàòîðà A. Äié-
ñíî, íåõàé çàäà÷à Êîøi (4.2.1) ìà¹ äâà ðiçíi ðîçâ'ÿçêè uε1(t) òà u

ε
2(t), òîäi

d

dt
(uε1(t)− uε2(t))

2 = −⟨Auε1 − Auε2, u
ε
1 − uε2⟩ 6 0.
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Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è ùî ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ uε1(0) = uε2(0), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî
ðîçâ'ÿçêè uε1(t) òà u

ε
2(t) åêâiâàëåíòíi ïðè t ∈ (0, T ).

Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à Êîøi (4.2.1) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ùî ¹ òàêîæ ¹äè-
íèì óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i (4.1.1).

Òåîðåìà 4.1 äîâåäåíà.

4.3 Òåîðåìà çáiæíîñòi

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ðîçäiëó.

Òåîðåìà 4.2. Íåõàé îáëàñòi Ωε ¹ ñèëüíî çâ'ÿçíèìè, ôóíêöiÿ φ(x) ∈ H2(Ω)∩
C0(Ω), âåêòîð-ôóíêöiÿ v

ε(x) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè b1−b3 i ïîñëiäîâíiñòü âåêòîð-
ôóíêöié {vε(x)}ε, ïðîäîâæåíèõ íóëåì íà ìíîæèíó F ε, ïðè ε→ 0 çáiãà¹òüñÿ

ñëàáêî â (L2(Ω))n äî âåêòîð-ôóíêöi¨ v(x). Êðiì òîãî, ∃ τ ∈ (0, 2), ïðè ÿêîìó

ðiâíîìiðíî ïî x ∈ Ω âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1. lim
h→0

lim
ε→0

mes[K(x,h)∩Ωε]
hn = b(x), ∀x ∈ Ω,

äå b(x) � íåïåðåðâíà äîäàòíà ôóíêöiÿ ó Ω;

2. lim
h→0

lim
ε→0

aik(x,ε,h)
hn = lim

h→0
lim
ε→0

aik(x,ε,h)
hn = aik(x),

äå aik(x) � íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ â Ω òà {aik(x)}ni,k=1 � äîäàòíüî-

âèçíà÷åíèé, ñèìåòðè÷íèé òåíçîð â Ω;

3. lim
h→0

lim
ε→0

c(x,s;ε,h)
hn = lim

h→0
lim
ε→0

c(x,s;ε,h)
hn = c(x, s), ∀s ∈ R,

äå ôóíêöiÿ c(x, s) îáìåæåíà ïî x òà äèôåðåíöiéîâàíà ïî s, i ¨¨ ïîõiäíà

cs(x, s) ≡ ∂
∂sc(x, s) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

∀ s1, s2 ∈ R : (cs(x, s1)− cs(x, s2))(s1 − s2) > 0;

∀ s ∈ R : 0 6 cs(x, s) 6 C.

Òîäi ïðè ìàéæå âñiõ t ∈ (0, T ) ïîñëiäîâíiñòü óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

çàäà÷i (4.1.1) {uε(t, x)}ε çáiãà¹òüñÿ â L2(Ωε,Ω) äî ôóíêöi¨ u(t, x), ùî ¹ óçà-

ãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì íàñòóïíî¨ óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i:
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
b(x)

∂u

∂t
−

n∑
i,k=1

∂

∂xi

(
aik(x)

∂u

∂xk

)
+

n∑
i=1

vi(x)
∂u

∂xi
+

1

2
cu(x, u) = 0, â Ω× (0, T ),

u(t, x) = 0, íà ∂Ω× (0, T ),

u(0, x) = φ(x), ïðè x ∈ Ω,

(4.3.1)
òóò b(x) � îá'¹ìíà ùiëüíiñòü ñåðåäîâèùà, cu(x, u) = ∂

∂uc(x, u) � ãðàíè÷íà

ùiëüíiñòü ïîãëèíàííÿ, a(x) � òåíçîð ïðîâiäíîñòi ñåðåäîâèùà, v(x) � âåêòîð

ãðàíè÷íî¨ øâèäêîñòi çíåñåííÿ ÷àñòîê.

Ñõåìà äîâåäåííÿ Òåîðåìè 4.2 íàñòóïíà: äëÿ ïîõiäíî¨ ðîçâ'ÿçêó çà ÷àñîì òà
äîäàíêó, ÿêèé îïèñó¹ çíåñåííÿ, îäåðæó¹ìî îöiíêè, ÿêi äîçâîëÿþòü çâåñòè ïàðà-
áîëi÷íó çàäà÷ó äî åëiïòè÷íî¨ ç êîìïàêòíèì ïðè áóäü-ÿêîìó t ∈ (0, T ) âiëüíèì
÷ëåíîì. Äî îòðèìàíî¨ åëiïòè÷íî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i çàñòîñîâó¹ìî äîâåäåíó ðàíiøå
Òåîðåìó 2.2.

4.4 Ðiâíîìiðíi ïî ε îöiíêè ðîçâ'ÿçêó uε(t, x)

Äàëi ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.1.1) äîñèòü ãëàäêèé, à ñàìå
uε ∈ W ε :=

{
uε ∈ L2(0, T ;H1(Ωε, ∂Ω)), ∂u

ε

∂t ∈ L2(0, T ;H1(Ωε, ∂Ω))
}
. Öå ìîæíà

äîâåñòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ñòàíäàðòíi ìåòîäè ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi óçàãàëüíå-
íîãî ðîçâ'ÿçêó (äèâ. íàïðèêëàä [27]) ó ïðèïóùåííi, ùî çàäàíi ôóíêöi¨ òà ∂Ωε

äîñèòü ãëàäêi.

Ëåìà 4.1. Íåõàé ôóíêöiÿ φ(x) ∈ H2(Ω) ∩ C0(Ω), âåêòîð-ôóíêöiÿ vε(x) çà-

äîâîëüíÿ¹ óìîâè b1 − b3, òîäi äëÿ ðîçâ'ÿçêó uε(t, x) çàäà÷i (4.1.1) ñïðàâåäëèâi
íàñòóïíi îöiíêè:

1. max
0<t<T

(
∥uε(t, x)∥2L2(Ωε) + ∥∇xu

ε(t, x)∥2L2(Ωε)

)
6 C1,

2. max
0<t<T

∥∥∥∂uε(t,x)∂t

∥∥∥2
L2(Ωε)

+
∫ T
0

∥∥∥∇x
∂uε(t,x)

∂t

∥∥∥2
L2(Ωε)

dt 6 C2,

3.
T∫
0

∫
Ωε

(
∂uε(t+∆t,x)

∂t − ∂uε(t,x)
∂t

)2
dx dt 6 C3∆t,

äå êîíñòàíòè C1, C2, C3 íå çàëåæàòü âiä ε.
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Äîâåäåííÿ. Ôóíêöiÿ wε(t, x) = ∂uε(t,x)
∂t ¹ ðîçâ'ÿçêîì íàñòóïíî¨ ïî÷àòêîâî-

êðàéîâî¨ çàäà÷i:

∂wε

∂t
−∆wε +

n∑
i=1

vεi (x)
∂wε

∂xi
= 0, â Ωε × (0, T ),

∂wε

∂ν
+ σεu(x, u

ε) · wε = 0, íà ∂F ε × (0, T ),

wε(t, x) = 0, íà ∂Ω× (0, T ),

wε(0, x) = ∆φ(x)−
n∑
i=1

vεi (x)
∂φ(x)

∂xi
, ïðè x ∈ Ωε.

(4.4.1)

Ïîìíîæèìî ðiâíÿííÿ çàäà÷i (4.4.1) íà wε òà ïðîiíòåãðó¹ìî ïî îáëàñòi Ωε. Çà äî-
ïîìîãîþ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, âëàñòèâîñòåé b1− b3 ôóíêöi¨ vε(x), êðàéîâèõ
i ïî÷àòêîâèõ óìîâ îäåðæó¹ìî

1

2

d

dt
∥wε∥2L2(Ωε) + ∥∇xw

ε∥2L2(Ωε) +

∫
∂F ε

σεu(x, u
ε)|wε|2 dΓ = 0.

Ïðîiíòåãðó¹ìî ïî t i, âðàõîâóþ÷è âëàñòèâiñòü a2 ôóíêöi¨ σε(x, u), îòðèìà¹ìî

∥wε(t, x)∥2L2(Ωε) +

t∫
0

∥∇xw
ε∥2L2(Ωε) dt 6 ∥wε(0, x)∥2L2(Ωε). (4.4.2)

Ç ïî÷àòêîâî¨ óìîâè çàäà÷i (4.4.1) i âëàñòèâîñòi b3 âåêòîð-ôóíêöi¨ vε(x) îäåðæó-
¹ìî îöiíêó äëÿ ∥wε(0, x)∥L2(Ωε):

∥wε(0, x)∥L2(Ωε) 6 ∥∆φ∥L2(Ω) + C∥∇φ∥L2(Ω). (4.4.3)

Ç (4.4.2), (4.4.3) âíàñëiäîê âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ φ(x) âèïëèâà¹ îöiíêà 2).
Îöiíêà 1) âèïëèâà¹ ç îöiíêè 2) i íåðiâíîñòi

∥ψ(t, x)∥2L2(Ωε) 6 ∥ψ(0, x)∥2L2(Ωε) + 2

T∫
0

∥∥∥∥∂ψ∂t
∥∥∥∥2
L2(Ωε)

dt, ∀ t ∈ (0, T ).

Îäåðæèìî îöiíêó 3). Ïîçíà÷èìî

δwε = wε(t+∆t, x)− wε(t, x).

Ïðîiíòåãðóâàâ ðiâíÿííÿ çàäà÷i (4.4.1) ïî t ó ìåæàõ âiä t äî t+∆t, ìà¹ìî

δwε −∆x

 t+∆t∫
t

wε(τ, x) dτ

+
n∑
i=1

vεi (x)
∂

∂xi

t+∆t∫
t

wε(τ, x) dτ = 0.
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Ïîìíîæèìî öþ ðiâíiñòü íà δwε òà ïðîiíòåãðó¹ìî ïî îáëàñòi Ωε. Âðàõîâóþ÷è
âëàñòèâîñòi b1− b3 âåêòîð-ôóíêöi¨ vε(x), êðàéîâi óìîâè çàäà÷i (4.4.1) i çàñòîñî-
âóþ÷è iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, îäåðæó¹ìî

∥δwε∥2L2(Ωε) +

∫
∂F ε

 t+∆t∫
t

σεu(x, u
ε)wε(τ, x) dτ

 δwε(t, x) dΓ+

+

∫
Ωε

 t+∆t∫
t

∇xw
ε(τ, x) dτ

∇xδw
ε(t, x) dx−

−
n∑
i=1

∫
Ωε

vεi (x) t+∆t∫
t

wε(τ, x) dτ
∂

∂xi
(δwε(t, x))

 dx = 0.

(4.4.4)

Ç óìîâè ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi (1.1.5) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ëiíiéíèé îáìåæå-
íèé îïåðàòîð ïðîäîâæåííÿ P ε : H1(Ωε) → H1(Ω), óòî÷íèìî éîãî âèçíà÷åííÿ.
Ôóíêöiÿ ϑε(x) ∈ H1(Ωε) ìîæå áóòè ïðîäîâæåíà íà âñþ îáëàñòü Ω òàê, ùîá ¨¨
ïðîäîâæåííÿ ϑ̃ε(x) = P εϑε(x) çàäîâîëüíÿëî óìîâè: ôóíêöiÿ ϑ̃ε(x) ∈ H1(Ω),
ϑ̃ε(x) = ϑε(x) â Ωε òà∫

F ε

(|∇ϑ̃ε|2 + |ϑ̃ε|2) dx = min
ψε=ϑε, x∈Ωε

∫
F ε

(|∇ψε|2 + |ψε|2) dx.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ϑ̃ε(x) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i{
−∆ϑ̃ε(x) + ϑ̃ε(x) = 0, x ∈ F ε,

ϑ̃ε(x) = ϑε(x), x ∈ Ωε ∪ ∂F ε.
(4.4.5)

Îñêiëüêè uε ∈ W ε, òî ïðè ìàéæå âñiõ t ∈ (0, T ) ôóíêöiÿ wε(t, x) = ∂uε

∂t ∈
H1(Ωε). Çàñòîñîâó¹ìî îïåðàòîð P ε äî ôóíêöié uε(t, x), wε(t, x) òà îäåðæèìî
ôóíêöi¨ ũε(t, x) = P εuε(t, x), w̃ε(t, x) = P εwε(t, x). Âíàñëiäîê ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿç-
êó çàäà÷i (4.4.5) ïîõiäíà ïðîäîâæåíî¨ ôóíêöi¨ òà ïðîäîâæåííÿ ïîõiäíî¨ ñïiâïà-

äàþòü, òîáòî w̃ε(t, x) = P εwε(t, x) = ∂ũε

∂t òà
˜δwε(t, x) = P ε(δwε(t, x)) = δw̃ε(t, x).

Íåõàé L2(Ω, µε) ïðîñòið ç ìiðîþ dµε = σ̂ε(x)dΓ. Âíàñëiäîê óçàãàëüíåíî¨
òåîðåìè Ñîáîë¹âà é íåðiâíîñòi (1.1.5) äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ ϑε ∈ H1(Ωε) i ¨ ¨
ïðîäîâæåííÿ ϑ̃ε ∈ H1(Ω) ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi

∥ϑ∥L2(Ω,µε) = ∥ϑ̃∥L2(Ω,µε) 6 C1∥ϑ̃∥H1(Ω) 6 C2∥ϑ∥H1(Ωε), (4.4.6)

äå C1, C2 íå çàëåæàòü âiä ε. Òàêèì ÷èíîì, ç îãëÿäó íà âèùåñêàçàíå, íåðiâíîñòi
(4.4.6) ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi äî ôóíêöié wε(t, x), δwε(t, x) òà ¨õ ïðîäîâæåíü.
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Ïðîiíòåãðó¹ìî ðiâíiñòü (4.4.4) ïî t ó ìåæàõ âiä 0 äî T −∆. Çàñòîñîâóþ÷è
íåðiâíîñòi (4.4.6), Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî òà âëàñòèâiñòü b3 âåêòîð-ôóíêöi¨ vε(x),
ìà¹ìî

T−∆∫
0

∥δwε∥2L2(Ωε) dt 6

∣∣∣∣∣∣
T−∆∫
0

∫
∂F ε

 t+∆t∫
t

σεu(x, u
ε)wε(τ, x) dτ

 δwε dΓ dt

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣
T−∆∫
0

∫
Ωε

 t+∆t∫
t

∇xw
ε(τ, x) dτ

∇xδw
ε(t, x) dx dt

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣
T−∆∫
0

n∑
i=1

∫
Ωε

vεi (x) t+∆t∫
t

wε(τ, x) dτ
∂

∂xi
(δwε(t, x))

 dx dt

∣∣∣∣∣∣ 6
6

T−∆∫
0

t+∆t∫
t

∥wε(τ, x)∥L2(Ω,µε)∥δwε(t, x)∥L2(Ω,µε) dτ dt+

T−∆∫
0

t+∆t∫
t

∥∇xw
ε(τ, x)∥L2(Ωε)×

× ∥∇xδw
ε(t, x)∥L2(Ωε) dτ dt+ C1

T−∆∫
0

t+∆t∫
t

∥wε(τ, x)∥L2(Ωε)∥∇xδw
ε(t, x)∥L2(Ωε) dτ dt 6

6 C2

T−∆∫
0

t+∆t∫
t

∥wε(τ, x)∥H1(Ωε)∥δwε(t, x)∥H1(Ωε) dτ dt 6

6 C2∆t
1/2

 T−∆∫
0

∥δwε(t, x)∥2H1(Ωε) dt

1/2 T−∆∫
0

t+∆t∫
t

∥wε(τ, x)∥2H1(Ωε) dτ dt

1/2

.

Çìiíþþ÷è ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ â äðóãîìó ñïiâìíîæíèêó, îäåðæèìî

T−∆∫
0

∥δwε∥2L2(Ωε) dt 6 C2∆t

√√√√√ T−∆∫
0

∥δwε(t, x)∥2H1(Ωε) dt

√√√√√ T∫
0

∥wε(τ, x)∥2H1(Ωε) dτ .

Çâiäñè, çà äîïîìîãîþ ðàíiøå äîâåäåíèõ ïåðøî¨ òà äðóãî¨ îöiíîê, îäåðæó¹ìî
òðåòþ îöiíêó ëåìè.

Ëåìà 4.1 äîâåäåíà.

Ëåìà 4.2. Íåõàé ïðè áóäü-ÿêîìó ε âåêòîð-ôóíêöiÿ vε(x) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

b2 − b3 i ïîñëiäîâíiñòü âåêòîð-ôóíêöié {vε(x)}ε ïðîäîâæåíèõ íóëåì íà ìíî-

æèíó F ε ïðè ε → 0 çáiãà¹òüñÿ ñëàáêî â (L2(Ω))n äî âåêòîð-ôóíêöi¨ v(x);



104

ôóíêöiÿ ϑε(x) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi ∥ϑε∥H1(Ω) 6 C, äå C íå çàëåæèòü âiä

ε i ïîñëiäîâíiñòü {ϑε(x)}ε ïðè ε → 0 çáiãà¹òüñÿ ñëàáêî â H1(Ω) äî ôóíêöi¨

ϑ(x) ∈ H1(Ω). Òîäi ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié {(vε(x),∇ϑε(x))}ε ïðè ε → 0 çáiãà-

¹òüñÿ ñëàáêî â L2(Ω) äî ôóíêöi¨ (v(x),∇ϑ(x)).

Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê âëàñòèâîñòi b3 âåêòîð-ôóíêöi¨ vε(x) i ðiâíîìiðíî¨ îáìå-
æåíîñòi ïî ε íîðì ϑε(x) ó ïðîñòîði H1(Ω) îäåðæó¹ìî

∥(vε,∇ϑε)∥L2(Ω) 6 C, (4.4.7)

äå C íå çàëåæèòü âiä ε.
Çàñòîñó¹ìî ëåìó ïðî êîìïåíñîâàíó êîìïàêòíiñòü [35, ñ. 76]. Âíàñëiäîê

óìîâ ëåìè òà âðàõîâóþ÷è, ùî rot∇ϑε(x) = 0, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ïîñëi-
äîâíiñòü ôóíêöié {(vε(x),∇ϑε(x))}ε çáiãà¹òüñÿ *ñëàáêî â L1(Ω) äî ôóíêöi¨
(v(x),∇ϑ(x)). Çi *ñëàáêî¨ çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi â L1(Ω) i ðiâíîìiðíî¨ îáìå-
æåíîñòi (4.4.7) â L2(Ω) âèïëèâà¹ [20, ñ. 174], ùî {(vε(x),∇ϑε(x))}ε çáiãà¹òüñÿ
ñëàáêî â L2(Ω) äî ôóíêöi¨ (v(x),∇ϑ(x)).

Ëåìà 4.2 äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 4.2. Äàëi çà ôóíêöiþ ϑε(x) ìè áóäåìî áðàòè ïðîäîâæåíi ðîçâ'ÿçêè
ũε(t, x) çàäà÷i (4.1.1) ïðè áóäü-ÿêîìó ôiêñîâàíîìó t ∈ (0, T ).

4.5 Äîâåäåííÿ Òåîðåìè çáiæíîñòi 4.2

Çàïèøåìî ïî÷àòêîâî-êðàéîâó çàäà÷ó (4.1.1) ïðè ∀ t ∈ (0, T ) ó âèãëÿäi
∆uε(t, x) = f ε(t, x) â Ωε,

∂uε

∂ν
+ σε(x, uε) = 0 íà ∂F ε,

uε(t, x) = 0 íà ∂Ω,

(4.5.1)

äå f ε(t, x) = ∂uε(t,x)
∂t +

n∑
i=1

vεi (x)
∂uε(t,x)
∂xi

. Ùîá çàñòîñóâàòè Tåîðåìó 2.2, ïîêàæåìî,

ùî ïðè ìàéæå âñiõ t ∈ (0, T ) ïîñëiäîâíiñòü {f ε(t, x)}ε çáiãà¹òüñÿ ñëàáêî â L2(Ω)

äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ f(t, x).
Ïðîäîâæèìî ôóíêöiþ uε(t, x) íà âñþ îáëàñòü Ω, âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà-

÷åíèé â (4.4.5) îïåðàòîð ïðîäîâæåííÿ P ε : ũε(t, x) = P εuε(t, x), òîäi ∂̃u
ε(t,x)
∂t =
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P ε ∂u
ε(t,x)
∂t = ∂ũε(t,x)

∂t i âiäïîâiäíî äî Ëåìè 4.1 ïðîäîâæåíi ôóíêöi¨ ũε(t, x), ∂ũ
ε(t,x)
∂t

ïðè áóäü-ÿêîìó t ∈ (0, T ) çàäîâîëüíÿþòü îöiíêàì:

max
0<t<T

(
∥ũε(t, x)∥2L2(Ω) + ∥∇xũ

ε(t, x)∥2L2(Ω)

)
6 C̃1, (4.5.2)

max
0<t<T

∥∥∥∥∂ũε(t, x)∂t

∥∥∥∥2
L2(Ω)

+

∫ T

0

∥∥∥∥∇x
∂ũε(t, x)

∂t

∥∥∥∥2
L2(Ω)

dt 6 C̃2, (4.5.3)

T∫
0

∫
Ω

(
∂ũε(t+∆t, x)

∂t
− ∂ũε(t, x)

∂t

)2

dx dt 6 C̃3∆t, (4.5.4)

äå êîíñòàíòè C̃1, C̃2, C̃3 íå çàëåæàòü âiä ε.
Ç (4.5.2), (4.5.3) âèïëèâà¹, ùî ũε(t, x) ∈ H1(Ω × (0, T )) i íîðìà

∥ũε(t, x)∥H1(Ω×(0,T )) 6 C ðiâíîìiðíî îáìåæåíà ïî ε. Òàêèì ÷èíîì, ïîñëiäîâ-
íiñòü {ũε}ε ñëàáêî êîìïàêòíà â H1(Ω × (0, T )) i, îòæå, ç íå¨ ìîæíà âèäiëèòè
ïiäïîñëiäîâíiñòü {ε = εk → 0, k = 1, ...,∞} ñëàáêî çáiæíó â H1(Ω × (0, T )),
i âíàñëiäîê êîìïàêòíîñòi âêëàäåííÿ H1(Ω × (0, T )) ⊂ L2(Ω × (0, T )) ñèëüíî
â L2(Ω × (0, T )), äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ u(t, x) ∈ H1(Ω × (0, T )). Áiëüø òîãî, ïî-
ñëiäîâíiñòü {∇xũ

εk}εk çáiãà¹òüñÿ ñëàáêî â (L2(Ω × (0, T )))n äî âåêòîð-ôóíêöi¨
∇xu.

Ç îöiíêè (4.5.3) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ ∂ũε(t,x)
∂t ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) i íîð-

ìà ∥∂ũ
ε(t,x)
∂t ∥L2(0,T ;H1(Ω)) 6 C ðiâíîìiðíî îáìåæåíà ïî ε. Òàêèì ÷èíîì, ïîñëi-

äîâíiñòü {∂ũεk∂t }εk ñëàáêî êîìïàêòíà â L2(0, T ;H1(Ω)) i ç íå¨ ìîæíà âèäiëè-
òè ïiäïîñëiäîâíiñòü {εk = εkℓ → 0, ℓ = 1, ...,∞}, ùî çáiãà¹òüñÿ ñëàáêî â
L2(0, T ;H1(Ω)) äî ôóíêöi¨ ∂u(t,x)

∂t ∈ L2(0, T ;H1(Ω)). Âíàñëiäîê êîìïàêòíîñòi
âêëàäåííÿ H1(Ω) ⊂ L2(Ω) òà îöiíêè (4.5.4) ïiäïîñëiäîâíiñòü {∂ũ

εkℓ

∂t } çáiãà¹òüñÿ
ñèëüíî â L2(Ω× (0, T )) [26, ñ. 225] äî ôóíêöi¨ ∂u(t,x)∂t .

I, íàðåøòi, ç ïîñëiäîâíîñòi {εkℓ}kℓ âèáåðåìî ïiäïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë {εkℓ =
ε
kℓm

→ 0, m = 1, ...,∞} òàêó, ùî ïiäïîñëiäîâíiñòü {ũεkℓm}εkℓm çáiãà¹òüñÿ ñèëüíî
â L2(Ω) äî ôóíêöi¨ u(t, x), ïiäïîñëiäîâíiñòü {∇xũ

εkℓm}εkℓm çáiãà¹òüñÿ ñëàáêî â

(L2(Ω))n äî âåêòîð-ôóíêöi¨ ∇xu(t, x) i ïiäïîñëiäîâíiñòü {∂ũ
εkℓm

∂t }εkℓm çáiãà¹òüñÿ

ñèëüíî â L2(Ω) äî ôóíêöi¨ ∂u(t,x)∂t ïðè ìàéæå âñiõ t ∈ (0, T ) [24, ñ. 407].
×åðåç óìîâó 1) òåîðåìè ïîñëiäîâíiñòü õàðàêòåðèñòè÷íèõ ôóíêöié {χε(x)}ε

îáëàñòåé Ωε çáiãà¹òüñÿ ñëàáêî â L2(Ω) äî ôóíêöi¨ b(x), é îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü
ôóíêöié {∂ũε∂t }ε ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi {ε = ε

kℓm
→ 0} çáiãà¹òüñÿ ñèëüíî â L2(Ω) äî

ôóíêöi¨ ∂u(t,x)∂t ïðè ìàéæå âñiõ t ∈ (0, T ), òî ïîñëiäîâíiñòü
{
χε(x)∂ũ

ε(t,x)
∂t

}
ε
çáiãà-
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¹òüñÿ ñëàáêî â L2(Ω) ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi {ε = εkℓm → 0} äî ôóíêöi¨ b(x)∂u(t,x)∂t

ïðè ìàéæå âñiõ t ∈ (0, T ).
Òàêèì ÷èíîì, çâàæàþ÷è íà Ëåìó 4.2, ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié {f ε(t, x)}ε,

ïðîäîâæåíèõ íóëåì íà F ε, çáiãà¹òüñÿ ñëàáêî â L2(Ω) ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi {ε =
εkℓm → 0} ïðè ìàéæå âñiõ t ∈ (0, T ) äî ôóíêöi¨

f(t, x) = b(x)
∂u(t, x)

∂t
+

n∑
i=1

vi(x)
∂u(t, x)

∂xi
.

Äàëi, çàñòîñîâóþ÷è Tåîðåìó 2.2, óêëàäà¹ìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ
{uε(t, x)}ε çàäà÷i (4.5.1) çáiãà¹òüñÿ â L2(Ωε,Ω) ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi {ε = εkℓm →
0} äî ôóíêöi¨ u(t, x), ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ òà êðàéîâié óìîâi çàäà÷i (4.3.1).
Êðiì òîãî, ç îöiíîê (4.5.2), (4.5.3) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ ũε(t, x) íåïåðåðâíà ïî
t ó ìåòðèöi L2(Ω) ðiâíîìiðíî ïî ε. Âðàõîâóþ÷è öå, óêëàäà¹ìî, ùî u(t, x) ∈
C(0, T ;L2(Ω)). Òîáòî ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíîñòi u(0, x) = φ(x) i ¹
ðîçâ'ÿçêîì óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i (4.3.1).

Ïîêàæåìî, ùî óñåðåäíåíà çàäà÷à (4.3.1) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Ïðèïóñòè-
ìî, ùî öå íå òàê i çàäà÷à (4.3.1) ìà¹ äâà ðiçíi ðîçâ'ÿçêè u1(t, x), u2(t, x), òîäi ç
îãëÿäó íà óìîâè òåîðåìè é âëàñòèâîñòi b1 − b3 âåêòîð-ôóíêöi¨ v(x), ìà¹ìî

d

dt

∫
Ω

b(x)(u1 − u2)
2 dx = −2

∫
Ω

n∑
i,k=1

aik(x)
∂(u1 − u2)

∂xi

∂(u1 − u2)

∂xk
dx−

−
n∑
i=1

∫
Ω

vi(x)
∂(u1 − u2)

2

∂xi
dx−

∫
Ω

(cu(x, u1)− cu(x, u2))(u1 − u2) dx =

= −2

∫
Ω

n∑
i,k=1

aik(x)
∂(u1 − u2)

∂xi

∂(u1 − u2)

∂xk
dx−

−
∫
Ω

(cu(x, u1)− cu(x, u2))(u1 − u2) dx 6 0, 0 < t < T.

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è ùî ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ u1(0, x) = u2(0, x), ðîáèìî âèñíîâîê,
ùî ôóíêöi¨ u1(t, x), u2(t, x) çáiãàþòüñÿ íà (0, T ).

Òàêèì ÷èíîì, óñÿ ïîñëiäîâíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i {uε(t, x)}ε
ïðè ìàéæå âñiõ t ∈ (0, T ) çáiãà¹òüñÿ â L2(Ωε,Ω) äî ôóíêöi¨ u(t, x).

Òåîðåìà 4.2 äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 4.3. ßêùî â Òåîðåìi 4.2 çàìiíèòè ðiâíîìiðíi óìîâè 1)�3) iíòå-
ãðàëüíèìè:
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1. lim
h→0

lim
ε→0

∫
Ω

∣∣∣mes[K(x,h)∩Ωε]
hn − b(x)

∣∣∣ dx = 0,

äå b(x) � íåïåðåðâíà äîäàòíà ôóíêöiÿ â Ω;

2. lim
h→0

lim
ε→0

∫
Ω

∣∣∣aij(x,ε,h)hn − aij(x)
∣∣∣ dx = 0,

äå aij(x) � êóñêîâî-íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ âiä x òà {aij(x)}ni,j=1 � äîäàòíüî
âèçíà÷åíèé, ñèìåòðè÷íèé òåíçîð â Ω;

3. lim
h→0

lim
ε→0

∫
Ω

∣∣∣c(x,s,ε,h)hn − c(x, s)
∣∣∣ dx = 0, ∀s ∈ R,

äå ôóíêöiÿ c(x, s) îáìåæåíà ïî x, äèôåðåíöiéîâàíà ïî s òà ¨¨ ïîõiäíà
cs(x, s) =

∂
∂sc(x, s) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

∀ s1, s2 ∈ R : (cs(x, s1)− cs(x, s2))(s1 − s2) > 0;

∀ s ∈ R : 0 6 cs(x, s) 6 C,

òî ìè îòðèìà¹ìî òåîðåìó, ñïðàâåäëèâiñòü ÿêî¨ ìîæíà äîâåñòè àíàëîãi÷íèì ÷è-
íîì ç âèêîðèñòàííÿì ðåçóëüòàòà Òåîðåìè 2.3.
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ÐÎÇÄIË 5

ÍÅËIÍIÉÍÀ ÇÀÄÀ×À ÐÎÁÅÍÀ Â ÎÁËÀÑÒßÕ IÇ

ÄÐIÁÍÎÇÅÐÍÈÑÒÎÞ ÌÅÆÅÞ

Ï'ÿòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé âèâ÷åííþ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿç-
êó íåëiíiéíî¨ çàäà÷i Ðîáåíà â îáëàñòi, çàïîâíåíî¨ äðiáíèìè íåïåðåñi÷íèìè
âêëþ÷åííÿìè-êóëÿìè, äiàìåòð ÿêèõ iñòîòíî ìåíøå âiäñòàíåé ìiæ íèìè. Äîñëi-
äæó¹òüñÿ çàëåæíiñòü àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó âiä äâîõ ïàðàìåòðiâ: ïàðàìåòðà
α, ùî õàðàêòåðèçó¹ ðàäióñ êóëü, i ïàðàìåòðà β, ùî õàðàêòåðèçó¹ ñèëó ïîãëèíà-
ííÿ ¨õíüî¨ ïîâåðõíi. Öåé ðîçäië ñêëàäà¹òüñÿ iç äâîõ ãëàâ. Ó ïåðøié ðîçãëÿäà¹-
òüñÿ çàäà÷à Ðîáåíà â îáëàñòi iç äðiáíîçåðíèñòîþ äåòåðìiíîâàíîþ ìåæåþ, òîáòî
ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó ε ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî öåíòðè òà ðàäióñè êóëü çàäà-
íi. Äðóãà ãëàâà ïðèñâÿ÷åíà ðîçãëÿäó îáëàñòåé iç äðiáíîçåðíèñòîþ âèïàäêîâîþ
ìåæåþ, ó ÿêèõ ðîçòàøóâàííÿ êóëü òà ¨õíiõ ðàäióñiâ âèïàäêîâå é îïèñóþòüñÿ
ñóêóïíiñòþ êiíöåâîìiðíèõ ôóíêöié ðîçïîäiëó. Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó áóëè
îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ [42, 47] i ìàòåðiàëàõ ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöié [100�
102].

5.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Íåõàé Ω � îáìåæåíà îáëàñòü ó ïðîñòîði R3 iç ãëàäêîþ ìåæåþ ∂Ω, ó ÿêié
ðîçòàøîâàíi âêëþ÷åííÿ Bε

i = B(xiε, rεi ) � íåïåðåñi÷íi êóëi ðàäióñiâ rεi iç öåí-
òðàìè â òî÷êàõ xiε (i = 1, ..., N ε). Ìàëèé ïàðàìåòð ε ¹ ïîðÿäêîì ¾ñåðåäíüî¨¿
âiäñòàíi ìiæ íàéáëèæ÷èìè êóëÿìè é òàêîæ õàðàêòåðèçó¹ ðîçìiðè êóëü. Ìè
ïðèïóñêà¹ìî, ùî êiëüêiñòü êóëü N ε = ε−3, à ¨õíi ðàäióñè rεi = O(εα).

Â îáëàñòi Ωε = Ω \Bε (Bε = ∪Nε

i=1B
ε
i ) ðîçãëÿäà¹òüñÿ êðàéîâà çàäà÷à

−∆uε(x) = f ε(x), x ∈ Ωε,

∂uε(x)

∂ν
+ σε(xiε, uε) = 0, x ∈ ∂Bε

i , i = 1, ..., N ε,

uε(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

(5.1.1)

äå ∆ =
3∑
i=1

∂2

∂x2i
� îïåðàòîð Ëàïëàñà, ν � îäèíè÷íà íîðìàëü äî ìåæi ∂Bε, çîâ-

íiøíÿ ùîäî îáëàñòi Ωε; ôóíêöiÿ äæåðåë f ε(x) : Ωε → R, ôóíêöiÿ ùiëüíîñòi
ïîãëèíàííÿ σε(x, u) : Ω× R → R çàäàíi.
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Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ σε(x, u) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

a1: σε(x, u) = εβσ(x, u), äå β ∈ R, σ(x, u) ∈ C(Ω, C1(R));

a2: σ(x, 0) = 0;

a3: ∀x ∈ Ω : 0 < k1 6 ∂
∂uσ(x, u) 6 k2(1 + |u|θ), äå 0 6 θ < 1.

Çàäà÷à (5.1.1) îïèñó¹ ïðîöåñ ñòàöiîíàðíî¨ äèôóçi¨ ÷àñòîê ó ïåðôîðîâàíié
îáëàñòi Ωε, ÿêèé ñóïðîâîäæó¹òüñÿ ïîãëèíàííÿì íà ïîâåðõíi âêëþ÷åíü Bε.

Âèçíà÷åííÿ 5.1. Óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (5.1.1) áóäåìî íàçèâàòè
ôóíêöiþ uε(x) ∈ H1(Ωε, ∂Ω), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíié iíòåãðàëüíié òîòî-
æíîñòi∫
Ωε

(∇uε,∇vε) dx+
Nε∑
i=1

∫
∂Bε

i

σε(xiε, uε)vε dΓ−
∫
Ωε

f εvε dx = 0, ∀ vε(x) ∈ H1(Ωε, ∂Ω).

ßê âèïëèâà¹ ç Òåîðåìè 2.1, ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó ε iñíó¹ ¹äèíèé óçà-
ãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê uε(x) çàäà÷i (5.1.1). Îñíîâíà öiëü öüîãî ðîçäiëó � âèâ÷èòè
àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó uε(x) ïðè ε→ 0 i ðiçíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìå-
òðiâ α, β. Ìè ïîêàæåìî, ùî çà ïåâíèõ óìîâ uε(x) çáiãà¹òüñÿ äî óçàãàëüíåíîãî
ðîçâ'ÿçêó u(x) óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i−∆u(x) +

∂

∂u
C(x, u) = F (x) â Ω,

u(x) = 0 íà ∂Ω.
(5.1.2)

5.2 Çàäà÷à Ðîáåíà â îáëàñòÿõ iç äðiáíîçåðíèñòîþ äåòåðìiíîâà-

íîþ ìåæåþ

5.2.1 Òåîðåìà çáiæíîñòi

Ïåðø íiæ ñôîðìóëþâàòè îñíîâíèé ðåçóëüòàò öi¹¨ ãëàâè, âèçíà÷èìî êiëüêà
ïîíÿòü.

Ðîçãëÿíåìî îáëàñòi Ωε ç äåòåðìiíîâàíîþ ìåæåþ. Ðàäióñè êóëü Bε
i âèçíà-

÷èìî ðiâíiñòþ
rεi = aεiε

α, (i = 1, ..., N ε), (5.2.1)



110

B
e

W
e

B
i

e

x
i

d
e

i

Ðèñóíîê 5.1 � Ïåðôîðîâàíà îáëàñòü Ωε òà ìíîæèíà Bε

äå ïàðàìåòð α > 1, à ÷èñëà aεi âèáèðàþòüñÿ òàê, ùî 0 < a0 6 aεi 6 A0 < ∞ òà
a0, A0 íå çàëåæàòü âiä ε.

Ïîçíà÷èìî

dεi = dist

xiε,∪
i̸=j

xjε ∪ ∂Ω

 (5.2.2)

âiäñòàíü âiä öåíòðà i � î¨ äî öåíòðà íàéáëèæ÷î¨ êóëi àáî äî ìåæi ∂Ω;

bεi =

{
εβ(rεi )

2 ïðè β > α;

rεi ïðè β < −α,
(5.2.3)

÷èñëà bεi õàðàêòåðèçóþòü ïîðÿäîê ìàëîñòi ïîãëèíàííÿ êîæíî¨ êóëi ïðè ðiçíèõ
çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ α, β.

Ïðèïóñòèìî, ùî êóëi â îáëàñòi Ω ðîçòàøîâóþòüñÿ òàê, ùî âèêîíóþòüñÿ
íàñòóïíi óìîâè:

b1: ∃ 2
3 < κ1 < 1 : dεi > (rεi )

κ1 òà lim
ε→0

max
i
dεi → 0;

b2: ∃ 6
4−θ < κ2 6 2 :

N(ε)∑
i=1

(bεi )
κ2

(dεi )
3(κ2−1) 6 Cb, äå Cb íå çàëåæèòü âiä ε, 0 6 θ < 1.
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Âðàõîâóþ÷è, ùî ñåðåäíÿ âiäñòàíü ìiæ öåíòðàìè êóëü Bε
i ìà¹ ïîðÿäîê ε,

óìîâè b1, b2 âèìàãàþòü, ùîá êóëi ðîçòàøîâóâàëèñÿ íå çàíàäòî áëèçüêî îäíà äî
îäíî¨. Â iíøîìó ðîçòàøóâàííÿ êóëü ìîæíà ââàæàòè äîâiëüíèì (ðèñ. 5.1).

Çàäà÷à (5.1.1) çàëåæèòü âiä äâîõ ïàðàìåòðiâ: ïàðàìåòðà α, ùî âèçíà÷à¹,
íàñêiëüêè ìàëèìè ¹ âêëþ÷åííÿ, i ïàðàìåòðà β, ùî õàðàêòåðèçó¹ iíòåíñèâíiñòü
ïîãëèíàííÿ ¨õíüî¨ ïîâåðõíi. Îáëàñòþ çìiíè ïàðàìåòðiâ α, β ¹ îáëàñòü Λd =

{1 < α < 3, 2α + β > 3} ∪ {α > 3, −∞ < β <∞} (ðèñ. 5.2).

a

b

L
d

3

-3

l
2

l
1

l0

1

Ðèñóíîê 5.2 � Îáëàñòü çìiíè ïàðàìåòðiâ α, β � Λd

Ïðîñòîðîâèé ðîçïîäië ùiëüíîñòi ïîãëèíàííÿ â îáëàñòi Ω çàäàìî çà äîïî-
ìîãîþ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ âiä x, ùî çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðiâ ε, u:

Cε(x, u) =
Nε∑
i=1

Cε
i (u) · δ(x− xiε), (∀ ε > 0, ∀u ∈ R : Cε(x, u) ∈ D ′(Ω)), (5.2.4)

äå δ(x) � äåëüòà-ôóíêöiÿ Äiðàêà, à Cε
i (u) � ôóíêöi¨ ïîãëèíàëüíî¨ çäiáíîñòi êóëü,

âèçíà÷åíi ïðè (α, β) ∈ Λd ðiâíîñòÿìè

Cε
i (u) =


2π(aεi )

2g(xiε, u)ε2α+β ïðè α+ β > 0;

2πaεi [u− V ε
i ]

2 εα + 2π(aεi )
2g(xiε, V ε

i )ε
2α+β ïðè α + β = 0;

2πaεiu
2εα ïðè α + β < 0.

(5.2.5)

Ó öèõ ðiâíîñòÿõ

g(x, u) = 2

u∫
0

σ(x, r) dr (5.2.6)
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òà V ε
i = V ε

i (u) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

V ε
i (u) = u− aεiσ(x

iε, V ε
i ). (5.2.7)

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öi¹¨ ãëàâè ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.1. Íåõàé îáëàñòi Ωε çàäîâîëüíÿþòü óìîâè b1, b2 i ïðè ε→ 0:

1. óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ Cε(x, u) ïðè ∀u ∈ R çáiãàþòüñÿ â ñëàáêié òîïîëîãi¨

ïðîñòîðó D ′(Ω) äî ôóíêöi¨ C(x, u) ∈ C(Ω, C1(R));

2. ôóíêöi¨ f ε(x) ïðîäîâæåíi íóëåì íà ìíîæèíó Bε çáiãàþòüñÿ ñëàáêî â

L2(Ω) äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ F (x).

Òîäi ïîñëiäîâíiñòü óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ {uε(x)}ε çàäà÷i (5.1.1) çáiãà¹-
òüñÿ â Lp(Ωε,Ω) (ïðè p < 6) ó ñåíñi (1.1.3) äî ôóíêöi¨ u(x), ùî ¹ óçàãàëüíåíèì
ðîçâ'ÿçêîì óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i (5.1.2).

Çàóâàæåííÿ 5.1. Ôóíêöiÿ C(x, u) çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðiâ α, β, ç ôîðìóë
(5.2.4), (5.2.5) i óìîâè 1) òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ C(x, u) = 0 ïðè
(α, β) ∈ Λd \ {ℓ1∪ ℓ2∪λ0} i âiäìiííà âiä íóëÿ òà êiíöåâà íà ëàìàíié ℓ1∪ ℓ2∪λ0,
äå ℓ1 = {1 < α < 3, β = 3− 2α}, ℓ2 = {α = 3, β < −α}, λ0 = (3,−3).

5.2.2 Äîâåäåííÿ Òåîðåìè çáiæíîñòi 5.1

Ïðè äîâåäåííi òåîðåìè âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìåòîä ¾êâàçiðîçâ'ÿçêiâ¿, ðîçâè-
íåíèé ó ðîáîòi [55]. Íàìiòèìî çàãàëüíó ñõåìó. Âèçíà÷èìî âàðiàöiéíi ïîñòàíîâêè
ïî÷àòêîâî¨ òà óñåðåäíåíî¨ çàäà÷.

Ðîçâ'ÿçîê uε(x) çàäà÷i (5.1.1) ìiíiìiçó¹ ôóíêöiîíàë

Φε[wε] =

∫
Ωε

|∇wε|2 dx− 2

∫
Ωε

f εwε dx+ εβ
Nε∑
i=1

∫
∂Bε

i

g(xiε, wε) dΓ (5.2.8)

ó êëàñi ôóíêöié wε(x) ∈ H1(Ωε, ∂Ω). Òóò g(xiε, wε) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ
(5.2.6) òà ó ñèëó âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ σ(x, u) : g(xiε, wε) > 0.

Ââåäåìî ôóíêöiîíàë óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i (5.1.2):

Φ[w] =

∫
Ω

|∇w|2 dx− 2

∫
Ω

Fw dx+ 2

∫
Ω

C(x,w) dx, (5.2.9)
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äå ôóíêöi¨ C(x,w) i F (x) âèçíà÷åíi â óìîâàõ 1), 2) Òåîðåìè 5.1 âiäïîâiäíî.
Ðîçâ'ÿçîê óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i u(x) ìiíiìiçó¹ öåé ôóíêöiîíàë ó êëàñi ôóíêöié
w(x) ∈ H̊1(Ω).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ðîçiá'¹ìî íà êiëüêà êðîêiâ.
Ó ïóíêòi 1) ìè ïîêàæåìî, ùî ðîçâ'ÿçîê uε(x) çàäà÷i (5.1.1) ìîæíà ïðîäîâ-

æèòè íà ìíîæèíó Bε òàê, ùî ïðîäîâæåíi ðîçâ'ÿçêè ũε(x) áóäóòü ðiâíîìiðíî
îáìåæåíi ïî ε ó ïðîñòîði H̊1(Ω) i, îòæå, ç ïîñëiäîâíîñòi {ũε(x)}ε ìîæíà âè-
äiëèòè ñëàáêî çáiæíó â H̊1(Ω) ïiäïîñëiäîâíiñòü {ε = εk, k = 1, ..,∞}, ùî ó
ñèëó òåîðåì âêëàäåííÿ çáiãà¹òüñÿ ñèëüíî â Lp(Ω) (p < 6) äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨
u(x) ∈ H̊1(Ω).

Ó ïóíêòàõ 2)-4) ìè ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ u(x) ¹ ìiíiìiçàíòîì ôóíêöiîíà-
ëà (5.2.9) i, çíà÷èòü, ðîçâ'ÿçêîì óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i (5.1.2). Öå ðîáèòüñÿ â òàêèé
ñïîñiá. Ó ïóíêòi 2) ìè ââîäèìî ñïåöiàëüíi òåñòîâi ôóíêöi¨ wε(x), ùî àïðîêñè-
ìóþòü ìiíiìiçàíò ôóíêöiîíàëà (5.2.8). Âîíè áóäóþòüñÿ ïî äîâiëüíié ôóíêöi¨
w(x) ∈ C2

0(Ω) i çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíèì âëàñòèâîñòÿì: wε(x) ∈ H1(Ωε, ∂Ω),
ó ìàëèõ îêîëàõ êóëü Bε

i âîíè çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííþ Ëàïëàñà, íà ïîâåðõíi
êóëü êðàéîâié óìîâi é äîñèòü äàëåêî âiä êóëü wε(x) = w(x). Òàêi ôóíêöi¨ ìè
áóäåìî íàçèâàòè ¾êâàçiðîçâ'ÿçêàìè¿.

Îñêiëüêè ðîçâ'ÿçêè uε(x) çàäà÷i (5.1.1) ìiíiìiçóþòü ôóíêöiîíàë (5.2.8) â
H1(Ωε, ∂Ω), òî ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

Φε[uε] 6 Φε[wε]. (5.2.10)

Ó ïóíêòi 3) ìè ïîêàæåìî, ùî ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðåìè

lim
ε→0

Φε[wε] = Φ[w], (5.2.11)

äå Φ[w] � ôóíêöiîíàë, âèçíà÷åíèé ó (5.2.9). Ç (5.2.10), (5.2.11), âíàñëiäîê ùiëü-
íîñòi C2

0(Ω) ó ïðîñòîði H̊
1(Ω) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

lim
ε→0

Φε[uε] 6 Φ[w], ∀w ∈ H̊1(Ω). (5.2.12)

Ó ïóíêòi 4) ìè ïîêàæåìî, ùî ÿêùî uε(x) çáiãà¹òüñÿ ñëàáêî â H̊1(Ω) äî
ôóíêöi¨ u(x) ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi ε = εk → 0, òî ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

lim
ε=εk→0

Φε[uε] > Φ[u]. (5.2.13)

Ç (5.2.12), (5.2.13) âèïëèâà¹, ùî ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ u(x) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi
Φ[u] 6 Φ[w] äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ w(x) ∈ H̊1(Ω). Îòæå, u(x) ìiíiìiçó¹ ôóí-
êöiîíàë Φ[w] ó êëàñi H̊1(Ω) i, çíà÷èòü, ¹ ðîçâ'ÿçêîì óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i (5.1.2).
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Ó ïóíêòi 5) ìè ïîêàæåìî, ùî óñåðåäíåíà çàäà÷à (5.1.2) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿ-
çîê, òîäi âñÿ ïîñëiäîâíiñòü ïðîäîâæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ {ũε(x)}ε çáiãà¹òüñÿ ñèëüíî
â Lp(Ω) äî ôóíêöi¨ u(x), i, îòæå, ïîñëiäîâíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ {uε(x)}ε ïî÷àòêîâî¨
çàäà÷i (5.1.1) çáiãà¹òüñÿ â Lp(Ωε,Ω) äî ðîçâ'ÿçêó u(x) óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i (5.1.2).

Ïîïåðåäíüî äîâåäåìî äîïîìiæíó ëåìó.

Ëåìà 5.1. Íåõàé âèêîíàíà óìîâà 1) Tåîðåìè 5.1, òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨

w(x) ∈ C1
0(Ω) ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

lim
ε→0

Nε∑
i=1

Cε
i (w(x

iε)) =

∫
Ω

C(x,w(x)) dx. (5.2.14)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé K ′
δ ⊂ Kδ ⊂ K ′′

δ � êîíöåíòðè÷íi êóáè çi ñòîðîíàìè δ′ < δ <

δ′′ âiäïîâiäíî. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ φδ′(x), φδ′′(x) ∈ C∞
0 (Ω), ùî çàäîâîëüíÿþòü

óìîâè: 0 6 φδ′(x) 6 1, φδ′(x) = 1 ïðè x ∈ K ′
δ, φδ′(x) = 0 ïðè x /∈ Kδ; 0 6

φδ′′(x) 6 1, φδ′′(x) = 1 ïðè x ∈ Kδ, φδ′′(x) = 0 ïðè x /∈ K ′′
δ .

Â ñèëó âèçíà÷åííÿ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ Cε(x, u) (5.2.4) òà äîäàòíîñòi ôóí-
êöié Cε

i (u) (5.2.5) ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi

⟨Cε(x, u), φδ′(x)⟩ 6
∑
xiε∈Kδ

Cε
i (u) 6

∑
xiε∈Kδ

Cε
i (u) 6 ⟨Cε(x, u), φδ′′(x)⟩.

Ïåðåéäåìî â íèõ äî ãðàíèöi ïðè ε→ 0. Òîäi, âðàõîâóþ÷è óìîâó 1) Òåîðåìè 5.1,
îäåðæó¹ìî∫
Ω

C(x, u)φδ′(x) dx 6 lim
ε→0

∑
xiε∈Kδ

Cε
i (u) 6 lim

ε→0

∑
xiε∈Kδ

Cε
i (u) 6

∫
Ω

C(x, u)φδ′′(x) dx.

Òåïåð ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ïðè δ′ → δ, δ′′ → δ. Ç îãëÿäó íà âëàñòèâîñòi
ôóíêöié φδ′(x), φδ′′(x) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

lim
ε→0

∑
xiε∈Kδ

Cε
i (u) = lim

ε→0

∑
xiε∈Kδ

Cε
i (u) =

∫
Kδ

C(x, u) dx. (5.2.15)

Ðîçðiæåìî îáëàñòü Ω íà íåïåðåñi÷íi êóáè Kj
δ çi ñòîðîíàìè δ, òàê ùîá

supp w(x) ∈
∪
j

Kj
δ , òîäi

Nε∑
i=1

Cε
i (w(x

iε)) =
∑
j

∑
xiε∈Kj

δ

′
Cε
i (w(x

iε)), (5.2.16)
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òóò
∑′ îçíà÷à¹, ùî xiε íàëåæèòü òiëüêè îäíîìó K

j
δ.

Ïîçíà÷èìî wj � ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ w(x) ó êóái K
j
δ, òîäi, îñêiëüêè

w(x) ∈ C1
0(Ω), ìà¹ìî

|wj − w(x)| < Cδ, ïðè x ∈ K
j
δ. (5.2.17)

Ç îãëÿäó íà (5.2.16) çàïèøåìî

Nε∑
i=1

Cε
i (w(x

iε)) =
∑
j

∑
xiε∈Kj

δ

′
(Cε

i (w(x
iε))− Cε

i (wj)) +
∑
j

∑
xiε∈Kj

δ

′
Cε
i (wj), (5.2.18)

Îöiíèìî ïåðøèé äîäàíîê. Ç âèçíà÷åííÿ Cε
i (u) (5.2.5) i íåðiâíîñòi (5.2.17) âè-

ïëèâà¹∣∣∣∣∣∣∣
∑
j

∑
xiε∈Kj

δ

′
(Cε

i (w(x
iε))− Cε

i (wj))

∣∣∣∣∣∣∣ 6
∑
j

∑
xiε∈Kj

δ

′ ∣∣Cε
i (w(x

iε))− Cε
i (wj)

∣∣ 6
6 Cδ

∑
j

∑
xiε∈Kj

δ

′
bεi = Cδ

Nε∑
i=1

bεi .

Çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà äëÿ çíà÷åííÿ κ2 ç óìîâè b2 i êîðèñòóþ÷èñü
öi¹þ óìîâîþ, ìà¹ìî

Nε∑
i=1

bεi 6
(

Nε∑
i=1

(bεi )
κ2

(dεi )
3(κ2−1)

) 1
κ2
(

Nε∑
i=1

(dεi )
3

)κ2−1
κ2

6 C
1
κ2

b |Ω|
κ2−1
κ2 . (5.2.19)

Òîäi äëÿ ïåðøîãî äîäàíêà â (5.2.18) ñïðàâåäëèâà îöiíêà∣∣∣∣∣∣∣
∑
j

∑
xiε∈Kj

δ

′
(Cε

i (w(x
iε))− Cε

i (wj))

∣∣∣∣∣∣∣ 6 C̃δ, (5.2.20)

äå êîíñòàíòà C̃ íå çàëåæèòü âiä ε, δ.
Îöiíèìî äðóãèé äîäàíîê ó (5.2.18). Ç (5.2.15) ó âðàõóâàííÿì òîãî, ùî

w(x) ∈ C1
0(Ω) òà C(x, u) ∈ C(Ω, C1(R)), âèïëèâà¹

lim
ε→0

∑
j

∑
xiε∈Kj

δ

′
Cε
i (wj) =

∑
j

∫
Kj

δ

C(x,wj) dx =

∫
Ω

C(x,w(x)) dx+O(δ). (5.2.21)
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Ç (5.2.18), (5.2.20), (5.2.21) îäåðæó¹ìî

lim
ε→0

Nε∑
i=1

Cε
i (w(x

iε)) =

∫
Ω

C(x,w(x)) dx+O(δ).

Ïåðåõîäèìî äî ãðàíèöi ïðè δ → 0 òà îäåðæó¹ìî íåîáõiäíó ðiâíiñòü (5.2.14).
Ëåìà 5.1 äîâåäåíà.

1. Êîìïàêòíiñòü ìiíiìiçàíòiâ ôóíêöiîíàëà (5.2.8). Îñêiëüêè
Φε[uε] 6 Φε[0] = 0, òî ïðè (α, β) ∈ Λd ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

0 6
∫
Ωε

|∇uε|2 dx+ εβ
Nε∑
i=1

∫
∂Bε

i

g(xiε, uε) dΓ 6 2

∫
Ωε

f εuε dx.

Çâiäñè ÷åðåç íåðiâíîñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî i íåâiä'¹ìíîñòü ôóíêöi¨ g(x, uε)
îäåðæèìî

∥∇uε∥2L2(Ωε) 6 2 ∥f ε∥L2(Ωε) ∥u
ε∥L2(Ωε) . (5.2.22)

Ç óìîâè b1 âèïëèâà¹, ùî îáëàñòi Ωε çàäîâîëüíÿþòü óìîâi ïðîäîâæåííÿ
([45]), òîáòî ôóíêöi¨ uε(x) ∈ H1(Ωε) äîïóñêàþòü ïðîäîâæåííÿ ũε(x) ∈ H1(Ω)

íà âñþ îáëàñòü Ω ç âèêîíàííÿì íåðiâíîñòi

∥∇ũε∥L2(Ω) 6 C1 ∥∇uε∥L2(Ωε) , (5.2.23)

äå êîíñòàíòà C1 íå çàëåæèòü âiä ε.
Ç (5.2.22), (5.2.23) i íåðiâíîñòi Ôðiäðiõñà îäåðæèìî

∥ũε∥H̊1(Ω) 6 C3 ∥f ε∥L2(Ωε) ,

çâiäêè, âðàõîâóþ÷è çáiæíiñòü f ε(x) äî F (x) â L2(Ω), ìà¹ìî

∥ũε∥H̊1(Ω) 6 C̃,

äå êîíñòàíòà C̃ íå çàëåæèòü âiä ε. Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöi¨ ũε(x) ðiâíîìiðíî
îáìåæåíi ïî ε â H̊1(Ω). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié {ũε(x)}ε
ñëàáêî êîìïàêòíà â H̊1(Ω), i, çíà÷èòü, ç íå¨ ìîæíà âèäiëèòè ïiäïîñëiäîâíiñòü
{ε = εk, k = 1, ...,∞}, ùî ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ â H̊1(Ω) òà ó ñèëó êîìïàêòíîñòi
âêëàäåííÿ H̊1(Ω) ⊂ Lp(Ω) (p < 6) ñèëüíî â Lp(Ω) äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ u(x) ∈
H̊1(Ω). Òàêèì ÷èíîì, ïiäïîñëiäîâíiñòü {uεk(x)}∞k=1 çáiãà¹òüñÿ â Lp(Ωε,Ω) äî
ôóíêöi¨ u(x) ∈ H̊1(Ω).
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Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ u(x) ìiíiìiçó¹ ôóíêöiîíàë (5.2.9).
2. Ïîáóäîâà êâàçiðîçâ'ÿçêiâ. Ïî äîâiëüíié ôóíêöi¨ w ∈ C2

0(Ω) ïîáóäó-
¹ìî íàñòóïíi ôóíêöi¨

wε(x) = wε
1(x)− wε

2(x), x ∈ Ωε, (5.2.24)

wε
1(x) = w(x)−

Nε∑
i=1

(w(x)− w(xiε)) · φ
(
r

4rεi

)
, (5.2.25)

wε
2(x) =

Nε∑
i=1

Aε
i

r
· φ
(
2r

dεi

)
, (5.2.26)

äå r = |x − xiε|, φ(t) � äâi÷i íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâàíà òà ìîíîòîííà íà
[0,∞) ôóíêöiÿ, òàêà ùî φ(t) = 1 äëÿ t 6 1/2 i φ(t) = 0 äëÿ t > 1, ÷èñëà Aε

i ¹
ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

Aε
i = (aεi )

2ε2α+βσ

(
xiε, w(xiε)− Aε

i

aεiε
α

)
. (5.2.27)

Iç âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ σ(x, u) âèïëèâà¹, ùî öå ðiâíÿííÿ ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.
Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ôóíêöié w(x), φ(t), íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ,

ùî wε(x) ∈ H1(Ωε, ∂Ω); ïðè x /∈
Nε∪
i=1

B(xiε, dεi/2) : wε(x) = w(x); ïðè x ∈
Nε∪
i=1

B(xiε, 2rεi ) : ∆w
ε(x) = 0; ïðè x ∈ ∂Bε

i ôóíêöiÿ w
ε(x) çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâié

óìîâi â (5.1.1). Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ wε(x) ìà¹ âñi âëàñòèâîñòi êâàçiðîçâ'ÿçêiâ.
Êâàçiðîçâ'ÿçêè ìîæóòü áóòè ïðèðîäíî ïðîäîâæåíi íà ìíîæèíó Bε:

w̃ε(x) =


wε(x), x ∈ Ωε;

w(xiε)− Aε
i

rεi
, x ∈ Bε

i , i = 1, ..., N ε,
(5.2.28)

òîáòî çíà÷åííÿ ïðîäîâæåíîãî êâàçiðîçâ'ÿçêó w̃ε(x) óñåðåäèíi êóëi Bε
i (i =

1, ..., N ε) ïîñòiéíå òà äîðiâíþ¹ çíà÷åííþ íà ¨¨ ïîâåðõíi ∂Bε
i , ÿêå ïîçíà÷èìî

wε
i = w(xiε)− Aε

i

rεi
. (5.2.29)

Âíàñëiäîê (5.2.27) wε
i ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

wε
i = w(xiε)− εα+βaεiσ

(
xiε, wε

i

)
. (5.2.30)
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Îäåðæèìî íåîáõiäíi íàäàëi îöiíêè Aε
i i w

ε
i . Ó ñèëó âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨

σ(x, u) ðiâíÿííÿ (5.2.30) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ùî çàäîâîëüíÿ¹ îöiíöi

|wε
i | 6 |w(xiε)| (5.2.31)

i ìîæå ïðè (α, β) ∈ Λd áóòè ïðåäñòàâëåíèé ðiâíîñòÿìè

wε
i =


w(xiε) +O(εα+β) ïðè α+ β > 0;

V ε
i (w(x

iε)) ïðè α+ β = 0;

w(xiε)ε−α−β

aεiσu(x
ε
i , 0)

+O(ε−2α−2β) ïðè α + β < 0,

(5.2.32)

äå V ε
i (w(x

iε)) � ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (5.2.7) ïðè u = w(xiε).
Ç (5.2.1), (5.2.3), (5.2.27), (5.2.29), (5.2.32) ìà¹ìî

Aε
i =


bεiσ(x

iε, w(xiε)) +O(ε3α+2β) ïðè α + β > 0;

bεiσ(x
iε, V ε

i (w(x
iε))) ïðè α+ β = 0;

bεiw(x
iε) +O(ε−β) ïðè α+ β < 0.

(5.2.33)

Êðiì òîãî, ç (5.2.29)
Aε
i = aεiε

α(w(xiε)− wε
i ). (5.2.34)

Ç (5.2.31), (5.2.33), (5.2.34) âíàñëiäîê âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ σ(x, u) ïðè âñiõ
(α, β) ∈ Λd ñïðàâåäëèâi îöiíêè

Aε
i = O(εα),

|Aε
i | 6 Cbεi

(
|w(xiε)|+ |w(xiε)|1+θ

)
.

(5.2.35)

Äàëi, ïîêëàâøè C1w = max
16i6Nε

C
(
|w(xiε)|+ |w(xiε)|1+θ

)
i âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêó

(5.2.19), îäåðæó¹ìî
Nε∑
i=1

|Aε
i | 6 C1w

Nε∑
i=1

bεi 6 C2w, (5.2.36)

êîíñòàíòè C1w, C2w íå çàëåæàòü âiä ε, àëå çàëåæàòü âiä âèáîðó ôóíêöi¨ w(x).
Äëÿ êâàçiðîçâ'ÿçêiâ ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 5.2. Ïîñëiäîâíiñòü ïðîäîâæåíèõ êâàçiðîçâ'ÿçêiâ {w̃ε(x)}ε ïðè ε → 0

çáiãà¹òüñÿ ñëàáêî â H1(Ω) äî ôóíêöi¨ w(x), ïðè öüîìó {w̃ε
1(x)}ε çáiãà¹òüñÿ

ñèëüíî äî w(x) i {w̃ε
2(x)}ε çáiãà¹òüñÿ ñëàáêî äî 0.
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Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê (5.2.25), (5.2.28) òà îöiíîê (5.2.35), (5.2.36), ìà¹ìî

∥w̃ε
1 − w∥2H1(Ω) 6

Nε∑
i=1

 ∫
B(xiε,4rεi )

(w(x)− w(xiε))2 dx+

+

∫
B(xiε,4rεi )\B(xiε,2rεi )

(
2|w(x)− w(xiε)|

(
∇w(x),∇φ

(
r

4rεi

))
+ |∇w(x)|2

)
dx+

+

∫
B(xiε,4rεi )\B(xiε,2rεi )

(w(x)− w(xiε))2
∣∣∣∣∇φ( r

4rεi

)∣∣∣∣2 dx
 = O(ε3(α−1)).

Îòæå,
lim
ε→0

∥w̃ε
1 − w∥H1(Ω) = 0,

i ôóíêöi¨ w̃ε
1(x) çáiãàþòüñÿ ñèëüíî äî ôóíêöi¨ w(x) â H

1(Ω).
Ç îãëÿäó íà (5.2.26), (5.2.28), óìîâó b1 äëÿ îáëàñòåé Ωε òà îöiíêè (5.2.35),

(5.2.36) ìà¹ìî

∥w̃ε
2∥2H1(Ω) 6

Nε∑
i=1

∫
Bε

i

(Aε
i )

2

(rεi )
2
dx+

∫
B(xiε,dεi/2)\Bε

i

(Aε
i )

2(r2 + 1)

r4
dx

+

+
Nε∑
i=1

∫
B(xiε,dεi/2)\B(xiε,dεi/4)

(Aε
i )

2

r2

∣∣∣∣∇φ(2rdεi
)∣∣∣∣2 dx+

+
Nε∑
i=1

∫
B(xiε,dεi/2)\B(xiε,dεi/4)

2(Aε
i )

2

r

(
∇1

r
,∇φ

(
2r

dεi

))
dx 6 2π

Nε∑
i=1

(Aε
i )

2dεi+

+
4π

3

Nε∑
i=1

(Aε
i )

2rεi + 4π
Nε∑
i=1

(Aε
i )

2

rεi
+ C

Nε∑
i=1

(Aε
i )

2

dεi
6 8πC2w max

16i6Nε
w(xiε)+

+O
(
εα(1−κ1)

)
6 Ĉ,

äå Ĉ íå çàëåæèòü âiä ε i, çíà÷èòü, ôóíêöi¨ w̃ε
2(x) ðiâíîìiðíî îáìåæåíi ïî ε â

H1(Ω). Êðiì òîãî, äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ ψ(x) ∈ C2(Ω) ìà¹ìî

∣∣(w̃ε
2, ψ)H1(Ω)

∣∣ 6 Nε∑
i=1

|Aε
i |

 ∫
B(xiε,dεi/2)\B(xiε,dεi/4)

1

r

∣∣∣∣(∇φ(2rdεi
)
,∇ψ

)∣∣∣∣ dx+
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+

∫
Bε

i

|ψ(x)|
rεi

dx+

∫
B(xiε,dεi/2)\Bε

i

φ

(
2r

dεi

)(
|ψ(x)|
r

+

∣∣∣∣(∇1

r
,∇ψ

)∣∣∣∣) dx

 6

6 C1ε
3(α−1) + C2 max

16i6Nε
dεi ,

äå êîíñòàíòè C1, C2 íå çàëåæàòü âiä ε. Ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ïðè ε→ 0. ×åðåç
óìîâó b1, îäåðæó¹ìî

lim
ε→0

(w̃ε
2, ψ)H1(Ω) = 0.

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöi¨ w̃ε
2(x) ðiâíîìiðíî îáìåæåíi ïî ε i ñëàáêî çáiãàþòüñÿ äî

0 íà âñþäè ùiëüíié ó H1(Ω) ìíîæèíi C2(Ω) i, çíà÷èòü, ôóíêöi¨ w̃ε
2(x) ñëàáêî

çáiãàþòüñÿ äî 0 â ïðîñòîði H1(Ω).
Îòæå, ôóíêöi¨ w̃ε(x) = w̃ε

1(x) + w̃ε
2(x) ñëàáêî çáiãàþòüñÿ äî ôóíêöi¨ w(x)

ó ïðîñòîði H1(Ω).
Ëåìà 5.2 äîâåäåíà.

3. Äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi (5.2.12). Ïiäñòàâèìî êâàçiðîçâ'ÿçîê wε(x)

(5.2.24) ó ôóíêöiîíàë (5.2.8) i çàïèøåìî éîãî â íàñòóïíîìó âèãëÿäi

Φε[wε] =

∫
Ωε

|∇wε
1|2 dx− 2

∫
Ωε

(∇wε
1,∇wε

2) dx+

∫
Ωε

|∇wε
2|2 dx−

− 2

∫
Ωε

f εwε dx+ εβ
Nε∑
i=1

∫
∂Bε

i

g(xiε, wε) dΓ.

(5.2.37)

Îöiíèìî òðåòié äîäàíîê ó (5.2.37). Âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ ôóíêöié
wε

2(x) (5.2.26), îöiíêè (5.2.35), (5.2.36), óìîâó b1 äëÿ îáëàñòåé Ωε i çàñòîñîâóþ÷è
iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè ïî îáëàñòÿõ B(xiε, dεi/4) \ B(xiε, 2rεi ) (i = 1, ..., N ε),
âðàõîâóþ÷è ∆wε

2 = 0 ó öèõ îáëàñòÿõ, îäåðæó¹ìî

∫
Ωε

|∇wε
2|2 dx =

Nε∑
i=1

∫
B(xiε,dεi/2)\Bε

i

|∇wε
2|2 dx =

Nε∑
i=1

 ∫
∂B(xiε,dεi/4)

∂wε
2

∂ν
· wε

2 dΓ +

+

∫
B(xiε,dεi/2)\B(xiε,dεi/4)

|∇wε
2|2 dx+

∫
∂Bε

i

∂wε
2

∂ν
· wε

2 dΓ

 6 C1

Nε∑
i=1

(Aε
i )

2

dεi
+ 4π

Nε∑
i=1

(Aε
i )

2

rεi
6

6 4π
Nε∑
i=1

(Aε
i )

2

rεi
+O

(
ε(1−κ1)α

)
= 4π

Nε∑
i=1

aεiε
α(w(xiε)− wε

i )
2 +O

(
ε(1−κ1)α

)
.
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Âíàñëiäîê (5.2.32) ïðè ε→ 0 òà (α, β) ∈ Λd ìà¹ìî

∫
Ωε

|∇wε
2|2 dx =



o(1) ïðè α+ β > 0;

4π
Nε∑
i=1

aεi
(
w(xiε)− V ε

i (w(x
iε))
)2
εα + o(1)

ïðè α+ β = 0;

4π
Nε∑
i=1

aεi
(
w(xiε)

)2
εα + o(1) ïðè α + β < 0,

(5.2.38)

òóò V ε
i (w(x

iε)) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5.2.7) ïðè u = w(xiε).
Îöiíèìî îñòàííié äîäàíîê ó (5.2.37). Îñêiëüêè ïðè x ∈ ∂Bε

i çíà÷åííÿ êâà-
çiðîçâ'ÿçêiâ wε(x) = wε

i , ìà¹ìî

εβ
Nε∑
i=1

∫
∂Bε

i

g(xiε, wε(x)) dΓ = εβ
Nε∑
i=1

∫
∂Bε

i

g(xiε, wε
i ) dΓ = 4π

Nε∑
i=1

(aεi )
2g(xiε, wε

i )ε
2α+β.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ g(x, u) (5.2.6) i âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨
σ(x, s), îöiíèìî g(xiε, wε

i ) ïðè α+β ̸= 0. Ó ñèëó (5.2.32) ïðè α+β < 0 çíà÷åííÿ
wε
i = O(ε−α−β) ìàëi, òîäi

g(xiε, wε
i ) = 2

wε
i∫

0

σ(xiε, s) ds = 2

wε
i∫

0

(
σ(xiε, 0) + σ′s(x

iε, 0)s+O(s2)
)
ds =

= σ′s(x
iε, 0) · (wε

i )
2 +O((wε

i )
3) = O(ε−2α−2β),

ïðè α+ β > 0 çíà÷åííÿ wε
i = w(xiε) +O(εα+β), òîäi

g(xiε, wε
i ) = g(xiε, w(xiε)) + 2

w(xiε)+O(εα+β)∫
w(xiε)

σ(xiε, s) ds = g(xiε, w(xiε)) +O(εα+β).

Òàêèì ÷èíîì, ïðè ε→ 0 òà (α, β) ∈ Λd ìà¹ìî
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εβ
Nε∑
i=1

∫
∂Bε

i

g(xiε, wε) dΓ =



4π
Nε∑
i=1

(aεi )
2g
(
xiε, w(xiε)

)
ε2α+β + o(1)

ïðè α+ β > 0;

4π
Nε∑
i=1

(aεi )
2g
(
xiε, V ε

i (w(x
iε))
)
εα

ïðè α+ β = 0;

o(1) ïðè α + β < 0.

(5.2.39)

Ç îãëÿäó íà ôîðìóëè (5.2.5), (5.2.37) òà îòðèìàíi îöiíêè (5.2.38), (5.2.39)
ïðè ìàëèõ ε ìà¹ìî

Φε[wε] =

∫
Ωε

|∇wε
1|2 dx−2

∫
Ωε

(∇wε
1,∇wε

2) dx−2

∫
Ωε

f εwε dx+2
Nε∑
i=1

Cε
i (w(x

iε))+o(1).

Ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ïðè ε → 0. Îñêiëüêè w(x) ∈ C2
0(Ω), ÷åðåç (5.2.4), óìîâè

Òåîðåìè 5.1, Ëåì 5.1, 5.2 îäåðæó¹ìî

lim
ε→0

Φε[wε] =

∫
Ω

|∇w|2 dx− 2

∫
Ω

Fw dx+ 2

∫
Ω

C(x,w) dx.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ w(x) ∈ C2
0(Ω) ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

(5.2.11), äå Φ[w] � ôóíêöiîíàë, âèçíà÷åíèé ó (5.2.9). Âðàõîâóþ÷è, ùî ïðîñòið
C2

0(Ω) ùiëüíèé ó ïðîñòîði H̊1(Ω) òà uε(x) � ìiíiìiçàíò ôóíêöiîíàëà Φε, ìè
ïåðåêîíó¹ìîñÿ â ñïðàâåäëèâîñòi íåðiâíîñòi (5.2.12) äëÿ ∀w(x) ∈ H̊1(Ω).

4. Äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi (5.2.13). Ðîçãëÿíåìî òåïåð ôóíêöiþ u(x) �
ñëàáêó ãðàíèöþ â H1(Ω) ïðîäîâæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ũε(x) çàäà÷i (5.1.1) ïî ïiäïî-
ñëiäîâíîñòi ε = εk → 0. ßê âèïëèâà¹ ç òåîðåì âêëàäåííÿ, ñëiäè ũε(x) òà u(x)
íà ∂Ω çáiãàþòüñÿ é äîðiâíþþòü 0. Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ u(x) ∈ H̊1(Ω).

Ìè íå ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî ôóíêöiÿ u(x) ∈ C2
0(Ω) i, îòæå, íå ìîæå-

ìî ïîáóäóâàòè êâàçiðîçâ'ÿçêè äëÿ öi¹¨ ôóíêöi¨, òîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è (5.2.24)-
(5.2.26), ñïî÷àòêó ìè ïîáóäó¹ìî êâàçiðîçâ'ÿçêè uεδ(x) äëÿ ôóíêöi¨ uδ(x) ∈
C2

0(Ω), òàêî¨ ùî
∥u− uδ∥H1(Ω) 6 δ (5.2.40)

äëÿ äîâiëüíîãî ìàëîãî δ > 0.
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Ïðåäñòàâèìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5.1.1) ó ôîðìi

uε(x) = uεδ(x) + ζεδ (x), (5.2.41)

îñêiëüêè ôóíêöi¨ uε(x), uεδ(x) ∈ H1(Ωε, ∂Ω), òî ζεδ (x) ∈ H1(Ωε, ∂Ω). Ïðîäîâæè-
ìî êâàçiðîçâ'ÿçêè uεδ(x) ó êóëi B

ε
i îïèñàíèì ðàíiøå ñïîñîáîì (5.2.28). Ïðîäîâ-

æåííÿ ôóíêöi¨ ζεδ (x) âèçíà÷èìî âiäïîâiäíî

ζ̃εδ (x) = ũε(x)− ũεδ(x).

Îñêiëüêè, ïîñëiäîâíiñòü ïðîäîâæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ũε(x) çáiãà¹òüñÿ ñëàáêî â
H1(Ω) äî ôóíêöi¨ u(x) ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi ε = εk → 0 (k = 1, ...,∞) i ïîñëi-
äîâíiñòü ôóíêöié ũεδ(x) ÷åðåç Ëåìó 5.2 çáiãà¹òüñÿ ñëàáêî â H1(Ω) äî ôóíêöi¨
uδ(x) ïðè ε → 0, òî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié ζ̃εδ (x) çáiãà¹òüñÿ ñëàáêî â H

1(Ω) äî
ôóíêöi¨ u(x)− uδ(x) ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi ε = εk → 0 (k = 1, ...,∞).

Ïiäñòàâèìî ôóíêöiþ uε(x) (5.2.41) ó ôóíêöiîíàë (5.2.8) i, êîðèñòóþ÷èñü
òåîðåìîþ ïðî ñåðåäí¹ äëÿ ôóíêöi¨ g(x, u) íà iíòåðâàëi (uεδ, u

ε
δ + ζεδ ), çàïèøåìî

Φε[uε] = Φε[uεδ] +

∫
Ωε

|∇ζεδ |2 dx+ 2

∫
Ωε

(∇uεδ,∇ζεδ ) dx− 2

∫
Ωε

f εζεδ dx+

+ 2εβ
Nε∑
i=1

∫
∂Bε

i

σ(xiε, uεδ + ζ̂εδ )ζ
ε
δ dΓ,

äå 0 6 ζ̂εδ 6 ζεδ ïðè ζ
ε
δ > 0 òà ζεδ 6 ζ̂εδ 6 0 ïðè ζεδ < 0. Äàëi, âðàõîâóþ÷è ïîäàííÿ

(5.2.24)-(5.2.26) uεδ(x) = uεδ1(x)+uεδ2(x), çà äîïîìîãîþ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè,
âðàõîâóþ÷è êðàéîâi óìîâè, îäåðæó¹ìî

Φε[uε] = Φε[uεδ] +

∫
Ωε

|∇ζεδ |2 dx+ 2

∫
Ωε

(∇uεδ1,∇ζεδ ) dx− 2

∫
Ωε

∆uεδ2ζ
ε
δ dx−

−2

∫
Ωε

f εζεδ dx+ 2εβ
Nε∑
i=1

∫
∂Bε

i

(
σ(xiε, uεδ + ζ̂εδ )− σ(xiε, uεδ)

)
ζεδ dΓ.

Çâiäñè âíàñëiäîê ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨ σ(x, u) âèïëèâà¹

Φε[uε] > Φε[uεδ]−2

∣∣∣∣∣∣
∫
Ωε

(∇uεδ1,∇ζεδ ) dx

∣∣∣∣∣∣−2

∣∣∣∣∣∣
∫
Ωε

∆uεδ2ζ
ε
δ dx

∣∣∣∣∣∣−2

∣∣∣∣∣∣
∫
Ωε

f εζεδ dx

∣∣∣∣∣∣ . (5.2.42)
Îöiíèìî äîäàíêè â ïðàâié ÷àñòèíi öi¹¨ íåðiâíîñòi.
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Êîðèñòóþ÷èñü íåðiâíîñòÿìè Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî òà (5.2.40) i ç îãëÿäó íà
òå, ùî ôóíêöi¨ ũεδ1(x) çáiãàþòüñÿ ñèëüíî â H1(Ω) äî ôóíêöi¨ uδ(x) ïðè ε → 0,
ζ̃εδ (x) çáiãàþòüñÿ ñëàáêî â H

1(Ω), i âíàñëiäîê êîìïàêòíîñòi âêëàäåííÿ H1(Ω) ⊂
Lp(Ω) (p < 6), ñèëüíî â Lp(Ω), äî ôóíêöi¨ u(x) − uδ(x) ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi
ε = εk → 0 òà f ε(x), ïðîäîâæåíi íóëåì íà ìíîæèíó Bε, çáiãàþòüñÿ ñëàáêî â
L2(Ω) äî ôóíêöi¨ F (x), îäåðæó¹ìî

lim
ε=εk→0

∣∣∣∣∣∣
∫
Ωε

(∇uεδ1,∇ζεδ ) dx

∣∣∣∣∣∣ 6 lim
ε=εk→0

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

(∇ũεδ1,∇ζ̃εδ ) dx

∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

(∇uδ,∇(u− uδ)) dx

∣∣∣∣∣∣ 6 ∥uδ∥H1(Ω)∥u− uδ∥H1(Ω) 6 ∥uδ∥H1(Ω)δ.

(5.2.43)

lim
ε=εk→0

∣∣∣∣∣∣
∫
Ωε

f εζεδ dx

∣∣∣∣∣∣ = lim
ε=εk→0

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

f̃ εζ̃εδ dx

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

f(u− uδ) dx

∣∣∣∣∣∣ 6
6∥f∥L2(Ω)∥u− uδ∥L2(Ω) 6 ∥f∥L2(Ω)∥u− uδ∥H1(Ω) 6 ∥f∥L2(Ω)δ.

(5.2.44)

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ôóíêöié φ(t), uδ(x), óìîâó b2 äëÿ îáëàñòåé Ωε i
íåðiâíîñòi Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî òà Ãåëüäåðà ïðè çíà÷åííi κ2 ç óìîâè b2, à òàêîæ
ùî |B(xiε, dεi/2)| = π

6 (d
ε
i )

3, îäåðæó¹ìî∣∣∣∣∣∣
∫
Ωε

∆uε2δζ
ε
δ dx

∣∣∣∣∣∣ 6
Nε∑
i=1

∫
B(xiε,dεi/2)\B(xiε,dεi/4)

|∆uε2δζεδ | dx 6 C1

Nε∑
i=1

|Aε
i [uδ]|
(dεi )

3
×

×
∫

B(xiε,dεi/2)\B(xiε,dεi/4)

|ζεδ | dx 6 C2

Nε∑
i=1

|uδ(xiε)|1+θbεi
(dεi )

3

∫
B(xiε,dεi/2)

|ζ̃εδ | dx 6

6 C2

Nε∑
i=1

|uδ(xiε)|1+θbεi
(dεi )

3
|B(xiε, dεi/2)|1−1/p1∥ζ̃εδ∥Lp1(B(xiε,dεi/2))

6

6 C3

(
Nε∑
i=1

(bεi )
κ2

(dεi )
3(κ2−1)

) 1
κ2
(

Nε∑
i=1

|uδ(xiε)|(1+θ)p2(dεi )3
)1/p2

∥ζ̃εδ∥Lp1(Ω) 6

6 C4∥uδ∥1+θL(1+θ)p2(Ω)
∥ζ̃εδ∥Lp1(Ω),

äå 1
p1
+ 1

p2
+ 1

κ2
= 1. ×åðåç óìîâè a2, b2 ìà¹ìî 2+θ

6 < 1
p1
+ 1

p2
6 1

2 , i, çíà÷èòü, ìè
ìîæåìî îááðàòè òàêi p1, p2, ùîá p1 < 6 òà (1 + θ)p2 < 6. Âèêîðèñòîâóþ÷è äàëi
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òîé ôàêò, ùî ïðîñòið H1(Ω) êîìïàêòíî âêëàäåíèé ó ïðîñòið Lp(Ω) ïðè p < 6,
îäåðæó¹ìî ñïðàâåäëèâiñòü íàñòóïíî¨ îöiíêè:

lim
ε=εk→0

∣∣∣∣∣∣
∫
Ωε

∆uε2δζ
ε
δ dx

∣∣∣∣∣∣ 6 C̃∥uδ∥1+θH1(Ω) lim
ε=εk→0

∥ζ̃εδ∥Lp1(Ω) = C̃∥uδ∥1+θH1(Ω)×

× ∥u− uδ∥Lp1(Ω) 6 C̃∥uδ∥1+θH1(Ω)∥u− uδ∥H1(Ω) 6 C̃∥uδ∥1+θH1(Ω)δ.

(5.2.45)

Ïåðåéäåìî â íåðiâíîñòi (5.2.42) äî ãðàíèöi ïðè ε = εk → 0. Âíàñëiäîê îöiíîê
(5.2.43), (5.2.44), (5.2.45) ìà¹ìî

lim
ε=εk→0

Φε[uε] > lim
ε=εk→0

Φε[uεδ]− 2
((
C̃∥uδ∥θH1(Ω) + 1

)
∥uδ∥H1(Ω) + ∥f∥L2(Ω)

)
δ.

Ïåðåéäåìî â öié íåðiâíîñòi äî ãðàíèöi ïðè δ → 0. Âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü
ôóíêöiîíàëà Φ ó H1(Ω) i ðiâíiñòü (5.2.11) ïðè wε = uεδ, w = uδ, îäåðæó¹ìî

lim
ε=εk→0

Φε[uε] > lim
δ→0

Φ[uδ] = Φ[u].

Òàêèì ÷èíîì, íåðiâíiñòü (5.2.13) äîâåäåíà.
5. �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i (5.1.2). Ðîçãëÿäó âèìàãà-

þòü ëèøå âèïàäêè, êîëè ïàðàìåòðè (α, β) íàëåæàòü ëàìàíié ℓ1∪λ0∪ℓ2. Îñêiëü-
êè ïðè (α, β) ∈ Λd \ {ℓ1 ∪ λ0 ∪ ℓ2} : C(x, u) = 0

(
Cu(x, u) :=

∂
∂uC(x, u) = 0

)
,

çàäà÷à (5.1.2) ñòà¹ çàäà÷åþ Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà.
Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ôóíêöiþ Cε(x, u), çàäàíó ôîðìóëîþ (5.2.4), ÿê óçà-

ãàëüíåíó ôóíêöiþ çìiííèõ x, u ç D ′(Ω × R), ùî çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà ε
([9, ãë.1]). Ðîçãëÿíåìî óçàãàëüíåíó ôóíêöiþ C̃ε(x, u) ∈ D ′(Ω × R) : C̃ε(x, u) =

∂2

∂2uC
ε(x, u) =

Nε∑
i=1

C̃ε
i (u)δ(x − xiε). Âíàñëiäîê ôîðìóë (5.2.5), (5.2.6), (5.2.7) ïðè

(α, β) ∈ ℓ1 ∪ λ0 ∪ ℓ2 ìà¹ìî

C̃ε
i (u) =


4π(aεi )

2σu(x
iε, u)ε3, ïðè (α, β) ∈ ℓ1;

4π(aεi )
2σu(x

iε, V ε
i )

1 + aεiσu(x
iε, V ε

i )
ε3, ïðè (α, β) ∈ λ0;

4πaεiε
3, ïðè (α, β) ∈ ℓ2.

(5.2.46)

Ç óìîâè 1) òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöi¨ C̃ε(x, u) çáiãàþòüñÿ â ñëàáêié òîïî-
ëîãi¨ D ′(Ω) äî äðóãî¨ ïîõiäíî¨ ∂2

∂u2C(x, u). ×åðåç âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ ùiëüíîñòi
ïîãëèíàííÿ σ(x, u) (σu(x, u) > 0) i ôîðìóëè (5.2.46) ìà¹ìî C̃ε

i (u) > 0. Çâiäñè
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ðîáèìî âèñíîâîê, ùî äðóãà ïîõiäíà ∂2

∂u2C(x, u) > 0 i, îòæå, ñïðàâåäëèâà íåðiâ-
íiñòü

(Cu(x, u1)− Cu(x, u2)) (u1 − u2) > 0 ∀u1, u2 ∈ R. (5.2.47)

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ äâà ðiçíi ðîçâ'ÿçêè u1(x) é u2(x) çàäà÷i (5.1.2). Òîäi
¨õ ðiçíèöÿ u1(x)− u2(x) áóäå çàäîâîëüíÿòè ñïiââiäíîøåííÿì

−∆(u1 − u2) + (Cu(x, u1)− Cu(x, u2)) = 0 â Ω, (5.2.48)

u1 − u2 = 0 íà ∂Ω. (5.2.49)

Ïîìíîæèìî (5.2.48) íà u1(x)−u2(x) i ïðîiíòåãðó¹ìî ïî îáëàñòi Ω. Çàñòîñîâóþ÷è
iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè òà (5.2.49), îäåðæó¹ìî∫

Ω

|∇(u1 − u2)|2 dx+
∫
Ω

(Cu(x, u1)− Cu(x, u2))(u1 − u2) dx = 0.

Ó ñèëó (5.2.47) iç öi¹¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî u1(x) = u2(x) ïðè ìàéæå âñiõ x ∈ Ω

i ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó u(x) óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i (5.1.2) äîâåäåíà.
Òåîðåìà 5.1 äîâåäåíà.

5.3 Çàäà÷à Ðîáåíà â îáëàñòÿõ iç äðiáíîçåðíèñòîþ âèïàäêîâîþ

ìåæåþ

5.3.1 Òåîðåìà çáiæíîñòi

Ïåðø íiæ ñôîðìóëþâàòè îñíîâíèé ðåçóëüòàò öi¹¨ ãëàâè, âèçíà÷èìî êiëüêà
ïîíÿòü.

Ðîçãëÿíåìî îáëàñòi Ωε ç âèïàäêîâîþ ìåæåþ, òîáòî êîëè ðîçòàøóâàííÿ
êóëü Bε

i òà ¨õíi ðàäióñè r
ε
i âèïàäêîâi. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî ïîëîæåííÿ öåíòðiâ xiε

êóëü i âåëè÷èíè ¨õ ðàäióñiâ rεi âèçíà÷àþòüñÿ íàáîðîì s-÷àñòêîâèõ ôóíêöié ðîç-
ïîäiëó [48, ãë. 2]

f εs (x
1, x2, ..., xs; r1, r2, ..., rs) : (Ω)

s × [0,∞)s → [0,∞) (s = 1, 2, ..., N ε), (5.3.1)

òàê ùî éìîâiðíiñòü çíàõîäæåííÿ öåíòðiâ i ðàäióñiâ äàíî¨ ãðóïè s êóëü â iíòåð-
âàëàõ (xi, xi + dxi), (ri, ri + dri) (i = 1, ..., n) äîðiâíþ¹

f εs (x
1, x2, ..., xs; r1, r2, ..., rs)dx

1...dxsdr1...drs.
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Öi ôóíêöi¨ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ñèìåòði¨, íîðìàëiçàöi¨ òà óçãîäæåííÿ, âiäïî-
âiäíî äî ¨õ iìîâiðíiñíî¨ iíòåðïðåòàöi¨ [7]:

f εs (x
1, ..., xk, ..., xl..., xs; r1, ..., rk, ..., rl, ..., rs) =

=f εs (x
1, ..., xl, ..., xk..., xs; r1, ..., rl, ..., rk, ..., rs);∫

Ω

∞∫
0

...

∫
Ω

∞∫
0

f εs (x
1, ..., xs; r1, ..., rs)dr1dx

1...drsdx
s = 1, s = 1, ..., N ε;

∫
Ω

∞∫
0

f εs (x
1, ..., xs; r1, ..., rs)drsdx

s = f εs−1(x
1, ..., xs−1; r1, ..., rs−1), s = 2, ..., N ε.

Îñêiëüêè êóëi íå ìîæóòü ïåðåòèíàòèñÿ îäíà ç îäíîþ i ç ìåæåþ ∂Ω, òî öi ôóíêöi¨
ïîâèííi òàêîæ çàäîâîëüíÿòè óìîâi

f εs (x
1, ..., xs; r1, ..., rs) = 0,

ÿêùî äëÿ äåÿêèõ i ̸= j (i, j = 1, ..., s) : |xiε − xjε| < rεi + rεj àáî äëÿ äåÿêîãî
i = 1, ..., s : dist(xiε, ∂Ω) 6 rεi .

Îäíî÷àñòêîâó òà äâîõ÷àñòêîâó ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó f ε1 , f
ε
2 îáåðåìî òàêèìè,

ùîá äëÿ íèõ âèêîíóâàëèñÿ óìîâè:

c1: f ε1 (x; r) = ε−αf(x; ε−αr),
äå ïàðàìåòð α > 2, f(x, r) ∈ L∞(Ω × [0,∞)) � íåâiä'¹ìíà ôóíêöiÿ ç
êîìïàêòíèì íîñi¹ì Ω′×[a0, A0] â Ω×[0,∞) (0 < a0 < A0 <∞), íîðìîâàíà
íà 1 â L1(Ω× [0,∞));

c2: f ε2 (x
1, x2; r1, r2) = f ε1 (x

1; r1) · f ε1 (x2; r2) + qε(x1, x2; r1, r2),
äå ôóíêöiÿ qε(x1, x2; r1, r2) = −f ε1 (x1; r1) ·f ε1 (x2; r2) ïðè |xiε−xjε| < rεi +r

ε
j

i ïðè ε≪ 1 ó ñåðåäíüîìó ìàëà òàê, ùî ïðè ∀κ1,κ2 > 0∫
Ω

∞∫
0

∫
Ω

∞∫
0

rκ1
1 r

κ2
2

∣∣qε(x1, x2; r1, r2)∣∣ dr1dx1dr2dx2 < Cεα(κ1+κ2+3).

Çàóâàæåííÿ 5.2. Ç óìîâè c1 âèïëèâà¹, ùî ç iìîâiðíiñòþ 1 êóëiBε
i ìàþòü ðàäióñè

rεi , ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi a0ε
α 6 rεi 6 A0ε

α (α > 2) i íå ïåðåòèíàþòüñÿ iç
ìåæåþ ∂Ω. Âíàñëiäîê óìîâè c2 êóëi Bε

i ç iìîâiðíiñòþ 1 íå ïåðåòèíàþòüñÿ îäíà
ç îäíîþ, ðîçòàøîâóþòüñÿ íà âiäñòàíÿõ áiëüøèõ íiæ 2A0ε

α i ðîçïîäiëåíi ìàéæå
íåçàëåæíî. Òàêèì ÷èíîì, óìîâó c2 ìîæíî ââàæàòè àíàëîãîì óìîâè îñëàáëåíî¨
êîðåëÿöi¨ [7].
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Çàäà÷à (5.1.1) ïðè âèïàäêîâèõ îáëàñòÿõ òàêîæ çàëåæèòü âiä äâîõ ïàðàìå-
òðiâ α, β. Îáëàñòþ çìiíè ïàðàìåòðiâ ó öüîìó âèïàäêó ¹ îáëàñòü Λp = {2 < α <

3, 2α+ β > 3} ∪ {α > 3, −∞ < β <∞} (ðèñ. 5.3).

a

b

Lp

3

-3

l
2

l
1 l0

2

Ðèñóíîê 5.3 � Îáëàñòü çìiíè ïàðàìåòðiâ α, β � Λp

Ïðè ∀ ε > 0 ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó (5.3.1) ïîðîäæóþòü iìîâiðíiñíó ìiðó Pε

â iìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði Pε ([10]). Òî÷êè ωε öüîãî ïðîñòîðó ïåðåáóâàþòü ó
âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi ç âèïàäêîâèìè ìíîæèíàìè B(ωε) = ∪iBε

i

â Ω. Äëÿ êîæíî¨ ðåàëiçàöi¨ ìíîæèíè B(ωε) iñíó¹ ¹äèíèé óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿ-
çîê u(x, ωε) çàäà÷i (5.1.1) â îáëàñòi Ω(ωε) = Ω \B(ωε).

Ðîçãëÿíåìî â ïðîñòîði Pε âèïàäêîâó âåëè÷èíó

ρ(ωε) =

∫
Ω(ωε)

|u(x, ωε)− u(x)|p dx, (p < 6), (5.3.2)

äå u ∈ H̊1(Ω) � äåÿêà ãðàíè÷íà (óñåðåäíåíà) ôóíêöiÿ.

Âèçíà÷åííÿ 5.2. Áóäåìî êàçàòè, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ρ(ωε) çáiãà¹òüñÿ äî
0 ïî éìîâiðíîñòi Pε ïðè ε→ 0, ÿêùî

∀ δ > 0 lim
ε→0

Pε{ωε ∈ Pε : ρ(ωε) < δ} = 1. (5.3.3)

Ãðàíè÷íèé (ïðè ε → 0) ïðîñòîðîâèé ðîçïîäië ùiëüíîñòi ïîãëèíàííÿ â
îáëàñòi Ω çàäàìî çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨

C(x, u) =

∞∫
0

Cαβ(x, u; r)f(x; r) dr, (5.3.4)



129

äå f(x; r) � ôóíêöiÿ ç óìîâè c1, à ôóíêöi¨ Cαβ(x, u; r) ìàþòü íàñòóïíi âèçíà÷å-
ííÿ çàëåæíî âiä çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ (α, β) ∈ Λp

Cαβ(x, u; r) =


2πr2g(x, u) ïðè (α, β) ∈ ℓ1;

2πr [u− V ]2 + 2πr2g(x, V ) ïðè (α, β) = λ0;

2πru2 ïðè (α, β) ∈ ℓ2;

0 ïðè (α, β) ∈ Λp \ (ℓ1 ∪ λ0 ∪ ℓ2).

(5.3.5)

Òóò ÷åðåç ℓ1, ℓ2, λ0 ïîçíà÷åíi îêðåìi äiëÿíêè ìåæi îáëàñòi Λp: ℓ1 = {2 < α <

3, β = 3 − 2α}, ℓ2 = {α = 3, β < −α}, λ0 = (3,−3) (ðèñ. 5.3), ôóíêöiÿ g(x, u)
âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (5.2.6) òà V = V (x, u, r) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

V = u− r · σ(x, V ),

àíàëîãi÷íîãî ðiâíÿííþ (5.2.7) äåòåðìiíîâàíî¨ ìîäåëi.
Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öi¹¨ ãëàâè ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.2. Íåõàé ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó f ε1 , f
ε
2 çàäîâîëüíÿþòü óìîâè c1, c2. Òî-

äi óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê uε(x) çàäà÷i (5.1.1) ¹ âèïàäêîâîþ ôóíêöi¹þ u(x, ωε),

ùî ïðè ε → 0 çáiãà¹òüñÿ ïî éìîâiðíîñòi Pε (ó çìiñòi (5.3.3)) äî íåâèïàäêî-
âî¨ ôóíêöi¨ u(x) � óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i (5.1.2), äå ôóíêöiÿ
C(x, u) âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (5.3.4).

Çàóâàæåííÿ 5.3. Ç (5.3.4)-(5.3.5) i âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ σ(x, s) âèïëèâà¹, ùî
C(x, u) ∈ L∞(Ω, C2(R)) (C(x, u) = 0 ïðè (α, β) ∈ Λp \ (ℓ1 ∪ λ0 ∪ ℓ2) òà âiäìiííà
âiä 0 i êiíöåâà íà ëàìàíié ℓ1 ∪ λ0 ∪ ℓ2 (ðèñ. 5.3)).

∂2C(x,u)
∂u2 > 0, òîìó ôóíêöiÿ

Cu(x, u) =
∂
∂uC(x, u) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

(Cu(x, u2)− Cu(x, u1)) · (u2 − u1) > 0,

ÿêà ãàðàíòó¹ ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (5.1.2). Öåé ðîçâ'ÿçîê ìè áóäåìî íàçèâà-
òè ãðàíè÷íîþ (óñåðåäíåíî¨) ôóíêöi¹þ, âîíà âõîäèòü ó âèçíà÷åííÿ âèïàäêîâî¨
âåëè÷èíè (5.3.2).

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 5.2 ïðîâîäèòüñÿ ìåòîäîì, ðîçðîáëåíèì äëÿ ïåðøî¨
êðàéîâî¨ çàäà÷i â ðîáîòi �.ß. Õðóñëîâà [46] òà ðîçâèíåíèì â ïðàöÿõ [31, 56, 87]
ç âèêîðèñòàííÿì Òåîðåìè 5.1. Ïðè äîâåäåííi Òåîðåìè 5.2 ìè â ïóíêòi 5.3.2 ïî-
êàæåìî, ùî ÿêùî ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó f ε1 , f

ε
2 çàäîâîëüíÿþòü óìîâè c1, c2, òîäi

óìîâè Òåîðåìè 5.1 ïðè α > 2 âèêîíàíi ¾â iìîâiðíiñíîìó ñåíñi¿. Ó ïóíêòi 5.3.3
ìè âèêîðèñòîâó¹ìî öåé ôàêò i Òåîðåìó 5.1 ïðè äîâåäåííi Òåîðåìè 5.2.
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5.3.2 Iìîâiðíiñíèé àíàëîã óìîâ Òåîðåìè 5.1

Çàçíà÷èìî, ùî ÷åðåç c1 óìîâà b1 âèêîíó¹òüñÿ ç iìîâiðíiñòþ 1.
Ïîêàæåìî, ùî óìîâà b2 âèêîíó¹òüñÿ ïî éìîâiðíîñòi. Íåõàé µ : 2

α < µ < 1

i T r
ε

i = B(xiε, rε) � êóëÿ ç öåíòðîì ó òî÷öi xiε ðàäióñîì rε = εαµ. Î÷åâèäíî, ùî
ïðè ìàëèõ ε Bε

i ⊂ T r
ε

i i, îñêiëüêè íîñié Ω′ ôóíêöi¨ f(x; r) ïî x êîìïàêòíèé â Ω,
òî êóëi T r

ε

i , ÿê i êóëi B
ε
i , íå ïåðåòèíàþòüñÿ iç ìåæåþ îáëàñòi ∂Ω.

Ðîçãëÿíåìî ïîäiþ A ε
µ ç iìîâiðíiñíîãî ïðîñòîðó Pε, ùî ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî

êóëi T r
ε

i âçà¹ìíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ:

A ε
µ = {ωε ∈ Pε : T rεi ∩ T rεj = ∅, ∀ i, j = 1, ..., N ε, i ̸= j}.

Ëåìà 5.3. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè Òåîðåìè 5.2, òîäi

lim
ε→0

Pε{A ε
µ } = 1.

Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷èìî ïîäiþ, ïðîòèëåæíó ïîäi¨ A ε
µ : A ε

µ = Pε \ A ε
µ , âîíà

ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî õî÷à á îäíà ïàðà êóëü ìà¹ ïåðåòèíàííÿ, òîáòî ∃ i, j : i ̸=
j, T r

ε

i ∩ T rεj ̸= ∅. Òîäi
Pε(A ε

µ ) = 1− Pε(A ε
µ ) (5.3.6)

Pε(A ε
µ ) =

Nε∑
i=1,j=i+1

∫
Ω

∞∫
0

∫
T 2rε
i

∞∫
0

f ε2 (x
i, xj; ri, rj) drjdx

jdridx
i =

=
N ε(N ε − 1)

2

∫
Ω

∞∫
0

∫
T 2rε
1

∞∫
0

f ε2 (x
1, x2; r1, r2) dr2dx

2dr1dx
1.

Îñêiëüêè N ε = ε−3 i mes
(
T 2rε
1 \ T r

ε
1+r

ε
2

1

)
= O

(
ε3µα

)
iç öi¹¨ ðiâíîñòi òà óìîâ

c1, c2 îäåðæó¹ìî

Pε(A ε
µ ) =

ε−6

2

∫
Ω

∞∫
0

f ε1 (x
1; r1)

 ∫
T 2rε
1 \T

rε1+rε2
1

∞∫
0

f ε1 (x
2; r2) dr2dx

2

 dr1dx
1+

+
ε−6

2

∫
Ω

∞∫
0

∫
T 2rε
1 \T

rε1+rε2
1

∞∫
0

qε(x1, x2; r1, r2) dr2dx
2dr1dx

1 = O
(
ε3µα−6

)
+O

(
ε3α−6

)
.
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Âðàõîâóþ÷è, ùî α > 2 òà µα > 2, ç îòðèìàíî¨ íåðiâíîñòi i (5.3.6) îäåðæó¹ìî
òâåðäæåííÿ ëåìè.

Ëåìà 5.3 äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 5.1. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè Òåîðåìè 5.2 i â óìîâi b1 : 2
α < κ1 < 1,

òîäi

lim
ε→0

Pε{ωε ∈ Pε : dεi > (rεi )
κ1, i = 1, ..., N ε} = 1.

Ðîçãëÿíåìî äàëi óìîâó b2. Âèçíà÷èìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó

ζεκ(ω
ε) =

Nε∑
i=1

(bεi )
κ

(dεi )
3(κ−1)

,

äå dεi âèçíà÷åíà â (5.2.2), b
ε
i âèçíà÷åíà â (5.2.3).

Ëåìà 5.4. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè Òåîðåìè 5.2 i 6
4−θ < κ < 2 (0 6 θ < 1), òîäi

lim
ε→0

Pε{ωε ∈ Pε : ζεκ(ωε) 6 N} > 1− C(κ)
N

,

äå N � äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî é êîíñòàíòà C íå çàëåæèòü âiä N .

Äîâåäåííÿ. Ç âèçíà÷åííÿ dεi (5.2.2) âèïëèâà¹, ùî

ζεκ(ω
ε) 6 ζε1κ(ω

ε) + ζε2κ(ω
ε),

äå

ζε1κ(ω
ε) =

Nε∑
i=1

(bεi )
κ

[ρ(xiε, ∂Ω)]3(κ−1)
, ζε2κ(ω

ε) =
Nε∑
i=1

(bεi )
κ

min
i̸=j

|xiε − xjε|3(κ−1)
.

Ó ñèëó íåðiâíîñòi ×åáèøîâà ([48, ñ. 68]) îäåðæó¹ìî

Pε{ωε ∈ Pε : ζεκ(ωε) 6 N} > Pε{ωε ∈ Pε :
2∑
i=1

ζεiκ(ω
ε) 6 N} >

> 1−
M

(
2∑
i=1

ζεiκ

)
N

= 1− M(ζε1κ)

N
− M(ζε2κ)

N
,

(5.3.7)

òóò N � äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî é M(·) � ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨
âåëè÷èíè.
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Îöiíèìî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζε1κ(ω
ε). Ó ñèëó

âëàñòèâîñòi c1 ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó f ε1 (x; r) ìà¹ìî

M(ζε1κ) =
Nε∑
i=1

∫
Ω

∞∫
0

(bε(r))κ · f ε1 (x; r)
[ρ(x, ∂Ω)]3(κ−1)

dr dx =

= N ε

∫
Ω′

A0∫
a0

(bε(εαr̂))κ · f(x; r̂)
[ρ(x, ∂Ω)]3(κ−1)

dr̂ dx,

(5.3.8)

äå Ω′ ⊂ Ω � êîìïàêòíèé íîñié ôóíêöi¨ f(x; r) ïî çìiííié x i ôóíêöiÿ bε(r)

âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ

bε(r) =

{
εβr2 ïðè (α, β) ∈ Λp ∩ {β > −α};
r ïðè (α, β) ∈ Λp ∩ {β < −α}.

Ïîçíà÷èìî

η(α, β) =

{
β + 2α ïðè (α, β) ∈ Λp ∩ {β > −α};
α ïðè (α, β) ∈ Λp ∩ {β < −α},

(5.3.9)

òîäi ∀ r ç îãëÿäó íà âëàñòèâiñòü b1, ñïðàâåäëèâà îöiíêà

bε(r) 6 Cεη. (5.3.10)

Îñêiëüêè Ω′ ⊂⊂ Ω, òî iñíó¹ äîäàòíà êîíñòàíòà ρ0, òàêà ùî ∀x ∈ Ω′: ρ(x, ∂Ω) >
ρ0 > 0. Îòæå, ç (5.3.8) îäåðæó¹ìî

M(ζε1κ) 6 Cεκη−3

i òîìó ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ α, β ∈ Λp η > 3. Òîäi

lim
ε→0

M(ζε1κ) = 0. (5.3.11)

Äàëi îöiíèìî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζε2κ(ω
ε). Äëÿ

áóäü-ÿêèõ òî÷îê xiε, xjε ∈ Ω ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

1

min
i̸=j

|xiε − xjε|3(κ−1)
< ε3(1−κ) +

∑
i̸=j

χε
(
|xiε − xjε|

)
|xiε − xjε|3(κ−1)

.

Òóò χε(t) � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ âiäðiçêà [0, ε]. Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ íå-
ðiâíiñòü, âëàñòèâîñòi c1, c2 ôóíêöié ðîçïîäiëó, îöiíêó (5.3.10) i ïîçíà÷èâøè ji �
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íîìåð êóëi íàéáëèæ÷î¨ äî i-î¨ êóëi, îäåðæó¹ìî

M(ζε2κ) =

∫
Ω

∞∫
0

...

∫
Ω

∞∫
0

 Nε∑
i=1

(bε(ri))
κ

min
i̸=j

|xi − xj|3(κ−1)

 · f εNε(x1, ..., rNε) dr1...dx
Nε

=

=
Nε∑
i=1

∫
Ω

∞∫
0

∫
Ω

∞∫
0

(bε(ri))
κf ε2 (x

i, xji; ri, rji)

|xi − xji|3(κ−1)
dridx

idrjidx
ji =

=
Nε∑
i=1

∫
Ω

∞∫
0

∫
Ω

∞∫
0

(bε(ri))
κf ε1 (x

i; ri)f
ε
1 (x

ji; rji)

|xi − xji|3(κ−1)
dridx

idrjidx
ji+

+
Nε∑
i=1

∫
Ω

∞∫
0

∫
Ω

∞∫
0

(bε(ri))
κ · qε(xi, xji; ri, rji)

|xi − xji|3(κ−1)
dridx

idrjidx
ji < C1N

εε3(1−κ)εκη+

+
Nε∑
i=1

∑
j ̸=i

∫
Ω

∞∫
0

∫
Ω

∞∫
0

(bε(ri))
κχε

(
|xi − xj|

)
f ε1 (x

i; ri)f
ε
1 (x

j; rj)

|xi − xj|3(κ−1)
dridx

idrjdx
j+

+ C2N
εεηκε3α(1−κ)ε3α 6 C1ε

κ(η−3) + C2ε
ηκ−3+3α(2−κ)+

+N ε(N ε − 1)

∫
Ω

∞∫
0

∫
T ε
1 \T

rε1+rε2
1

∞∫
0

(bε(r1))
κ f ε1 (x

1; r1) f
ε
1 (x

2; r2)

|x1 − x2|3(κ−1)
dr2dx

2dr1dx
1 6

6 C1ε
κ(η−3) + C2ε

ηκ−3+3α(2−κ) + C3ε
κη−6

ε∫
2a0εα

r2

r3(κ−1)
dr <

(
C1 +

C3

6− 3κ

)
εκ(η−3)+

+ C2ε
ηκ−3+3α(2−κ) 6 C(κ)

(
εκ(η−3) + εηκ−3+3α(2−κ)

)
.

Òóò C(κ) = max
(
C1 +

C3

6−3κ , C2

)
, η = η(α, β) âèçíà÷åíà â (5.3.9) i, òîìó ùî

η(α, β) > 3, îäåðæó¹ìî îñòàòî÷íó îöiíêó äëÿ M(ζε2κ)

lim
ε→0

M(ζε2κ) 6 C(κ). (5.3.12)

Òâåðäæåííÿ ëåìè âèïëèâà¹ ç (5.3.7), (5.3.11) òà (5.3.12).
Ëåìà 5.4 äîâåäåíà.
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Íåõàé φ(x) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ iç ïðîñòîðó C1
0(Ω). Âèçíà÷èìî âèïàäêîâó

âåëè÷èíó

ζεφ(ω
ε) =

∫
Ω

Cε(x, φ(x);ωε) dx,

äå ôóíêöiÿ Cε(x, u;ωε) âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (5.2.4) ïðè (α, β) ∈ Λp i ðîçïîäiëi
êóëü ωε.

Ëåìà 5.5. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè Òåîðåìè 5.2, òîäi ∀ δ > 0, ∀φ(x) ∈ C1
0(Ω)

lim
ε→0

Pε

ωε ∈ Pε :

∣∣∣∣∣∣ζεφ(ωε)−
∫
Ω

C(x, φ(x)) dx

∣∣∣∣∣∣ < δ

 = 1,

äå ôóíêöiÿ C(x, u) âèçíà÷åíà â (5.3.4).

Äîâåäåííÿ. Ó ñèëó íåðiâíîñòi ×åáèøîâà ([48, ñ.238])

Pε
{
ωε ∈ Pε :

∣∣ζεφ(ωε)−M
(
ζεφ
)∣∣ < δ

}
> 1−

D
(
ζεφ
)

δ2
, (5.3.13)

òóò M
(
ζεφ
)
òà D

(
ζεφ
)
� ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ òà äèñïåðñiÿ âèïàäêîâî¨ âåëè-

÷èíè ζεφ(ω
ε).

Âèêîðèñòîâóþ÷è (5.3.5), (5.2.4), (5.2.5), ïðåäñòàâèìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó
ζεφ(ω

ε) ó âèãëÿäi

ζεφ(ω
ε) =

Nε∑
i=1

Cε
i (φ(x

iε)) =
Nε∑
i=1

Cαβ(x
iε, φ(xiε); aεi )ε

3 =

=
Nε∑
i=1

Cαβ(x
iε, φ(xiε); ε−αrεi )ε

3,

äå rεi � ðàäióñè, à x
iε � öåíòðè êóëü Bε

i ïðè ðîçïîäiëi ωε. Âèêîðèñòîâóþ÷è öå
ïîäàííÿ i òå, ùî N ε = ε−3, çàïèøåìî

M
(
ζεφ
)
= ε3

∫
Ω

∞∫
0

...

∫
Ω

∞∫
0

Nε∑
i=1

Cαβ(x
i, φ(xi); ε−αri)f

ε
Nε(x1, ..., rNε) dr1...dx

Nε

=

=
Nε∑
i=1

ε3
∫
Ω

∞∫
0

Cαβ(x
i, φ(xi); ε−αri)×
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×

∫
Ω

...

∞∫
0

f εNε(x1, ..., rNε)dr1...dx
i−1dri+1...dx

Nε

 dridx
i =

=

∫
Ω

∞∫
0

Cαβ(x, φ(x); ε
−αr)f ε1 (x; r) drdx =

=

∫
Ω

∞∫
0

Cαβ(x, φ(x); ε
−αr)f(x; ε−αr) ε−αdrdx =

∫
Ω

∞∫
0

Cαβ(x, φ(x); a)f(x; a) da dx.

Ó ñèëó âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ C(x, u) (5.3.4) ìà¹ìî

M
(
ζεφ
)
=

∫
Ω

C(x, φ(x)) dx := Cφ. (5.3.14)

Òåïåð ïîäiáíèì ñïîñîáîì, âèêîðèñòîâóþ÷è îòðèìàíó òîòîæíiñòü (5.3.14), îöi-
íèìî äèñïåðñiþ:

D
(
ζεφ
)
= M

[(
ζεφ −M

(
ζεφ
))2]

= M

( Nε∑
i=1

Cαβ(x
i, φ(xi); ε−αri)ε

3 − Cφ

)2
 =

=

∫
Ω

∞∫
0

...

∫
Ω

∞∫
0

(
Nε∑
i=1

Cαβ(x
i, φ(xi); ε−αri)ε

3 − Cφ

)2

f εNε(x1, ..., rNε) dr1...dx
Nε

=

=

∫
Ω

∞∫
0

...

∫
Ω

∞∫
0

(
Nε∑
i=1

(
Cαβ(x

i, φ(xi); ε−αri)− Cφ
)
ε3

)2

f εNε(x1, ..., rNε) dr1...dx
Nε

=

= ε6
Nε∑
i=1

∫
Ω

∞∫
0

(
Cαβ(x

i, φ(xi); ε−αri)− Cφ
)2
f ε1 (x

i; ri) dridx
i+

+ ε6
Nε∑

i,j=1,i ̸=j

∫
Ω

∞∫
0

∫
Ω

∞∫
0

(
Cαβ(x

i, φ(xi); ε−αri)− Cφ
) (
Cαβ(x

j, φ(xj); ε−αrj)− Cφ
)
×

× f ε2 (x
i, xj; ri, rj) dridx

idrjdx
j = ε3

∫
Ω

∞∫
0

(
Cαβ(x, φ(x); ε

−αr)− Cφ
)2
f ε1 (x; r) drdx+

+ (1− ε3)

∫
Ω

∞∫
0

∫
Ω

∞∫
0

(
Cαβ(x

1, φ(x1); ε−αr1)− Cφ
) (
Cαβ(x

2, φ(x2); ε−αr2)− Cφ
)
×

× f ε1 (x
1; r1)f

ε
1 (x

2; r2) dr1dx
1dr2dx

2 + (1− ε3)×
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×
∫
Ω

∞∫
0

∫
Ω

∞∫
0

(
Cαβ(x

1, φ(x1); ε−αr1)− Cφ
) (
Cαβ(x

2, φ(x2); ε−αr2)− Cφ
)
×

× qε(x1, x2; r1, r2) dr1dx
1dr2dx

2 6 ε3
∫
Ω

∞∫
0

(Cαβ(x, φ(x); a)− Cφ)
2 f(x; a) da dx+

+ (1− ε3)

∫
Ω

∞∫
0

(Cαβ(x, φ(x); a)− Cφ) f(x; a) da dx

2

+ Cε3α =

= ε3
∫
Ω

∞∫
0

(Cαβ(x, φ(x); a)− Cφ)
2 f(x; a) da dx+ Cε3α.

Îòæå,
D
(
ζεφ
)
= O

(
ε3
)
. (5.3.15)

Ç (5.3.13), (5.3.14) é (5.3.15) îäåðæó¹ìî ñïðàâåäëèâiñòü òâåðäæåííÿ ëåìè.
Ëåìà 5.5 äîâåäåíà.

5.3.3 Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 5.2

Âèçíà÷èìî íàñòóïíi ïîäi¨ â iìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði Pε:

A ε
1 = {ωε ∈ Pε : a0εα 6 rεi 6 A0ε

α (α > 2); i = 1, ..., N ε} ;

A ε
2 =

{
ωε ∈ Pε : dεi > (rεi )

κ1

(
2

α
< κ1 < 1

)
; i = 1, ..., N ε

}
;

A ε
3 (N) =

{
ωε ∈ Pε :

Nε∑
i=1

(bεi )
κ2

(dεi )
3(κ2−1)

< N

(
6

4− θ
< κ2 < 2, 0 6 θ < 1

)}
;

A ε
4 (j,m) =

ωε ∈ Pε :

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

cε(x, φj(x);ω
ε) dx−

∫
Ω

c(x, φj(x)) dx

∣∣∣∣∣∣ < 1

m

 , m ∈ N,

òóò {φj(x)} � ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié, ùiëüíà â ïðîñòîði C1
0(Ω);

A ε
5 (δ) = {ωε ∈ Pε : ρ(ωε) > δ (δ > 0)} .

Ó ñèëó óìîâ òåîðåìè
Pε{A ε

1 } = 1. (5.3.16)
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Äàëi äîâåäåííÿ ïîâåäåìî âiä ïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî âèñíîâîê Òåîðåìè 5.1
ïîìèëêîâèé, òîäi iñíóþòü ÷èñëà δ > 0, 0 < µ < 1 i ïîñëiäîâíiñòü {ε = εk, k =

1, ...,∞}, òàêi ùî
lim

ε=εk→0
Pε{A ε

5 (δ)} > µ. (5.3.17)

Ç iíøîãî áîêó, ÷åðåç Íàñëiäîê 5.1 i Ëåìè 5.4, 5.5, äëÿ áóäü-ÿêèõ j,m ∈ N òà
N > 0 iñíó¹ êîíñòàíòà C(κ2) i çíà÷åííÿ ε0 = ε0(µ, j,m,N) òàêi, ùî äëÿ áóäü-
ÿêèõ ε < ε0 áóäóòü ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi

Pε{A ε
2 } > 1− µ

4
;

Pε{A ε
3 (N)} > 1− C(κ2)

N
;

Pε{A ε
4 (j,m)} > 1− µ

4 · 2j+m
.

(5.3.18)

Äëÿ äîâiëüíîãî k âèáåðåìî jk òà mk òàê, ùîá íåðiâíîñòi (5.3.18) âèêîíóâàëèñÿ
äëÿ εk (mk → ∞, jk → ∞ ïðè k → ∞), îòæå, âîíè áóäóòü âèêîíóâàòèñÿ i äëÿ
áóäü-ÿêèõ 0 < ε 6 εk, m = 1, ...,mk, j = 1, ..., jk. Äàëi ïîêëàäåìî N = 4C(κ2)

µ ,
âèçíà÷èìî i ñïðîñòèìî, âèêîðèñòîâóþ÷è (5.3.16), ïîäiþ

A εk = A εk
1

∩
A εk

2

∩
A εk

3 (N)
∩[

mk∩
m=1

jk∩
j=1

A εk
4 (jk,mk)

]∩
A εk

5 =

= A εk
2

∩
A εk

3 (N)
∩[

mk∩
m=1

jk∩
j=1

A εk
4 (jk,mk)

]∩
A εk

5 .

Äëÿ áóäü-ÿêîãî k ïîäiÿ A εk íå ïîðîæíÿ. Äiéñíî, îöiíèìî éìîâiðíiñòü ïðîòèëå-
æíî¨ ïîäi¨, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi (5.3.17), (5.3.18)

Pε
{
A εk

}
= Pε

{
A εk

2

∪
A εk

3 (N)
∪[

mk∪
m=1

jk∪
j=1

A εk
4 (jk,mk)

]}
6

6 µ

4
+
µ

4
+
µ

4

∞∑
j,m=1

1

2j+m
=

3µ

4
,

òîäi

Pε {A εk} > 1− 3µ

4
.

Çíà÷èòü, iñíóþòü òî÷êè ωε iìîâiðíiñíîãî ïðîñòîðó Pε, ùî çàäîâîëüíÿþòü ïîäi¨
A εk .
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Îáåðåìî áóäü-ÿêó òî÷êó ωε ∈ A εk i ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíèé ¨é ðîçïîäië
êóëü Bε(ωε) â îáëàñòi Ω. Çíà÷åííÿ ρ(ωε) (5.3.2) âèçíà÷à¹òüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì
ðîçâ'ÿçêiâ uε(x) i u(x) çàäà÷ (5.1.1), (5.1.2). Ç âèçíà÷åííÿ ïîäi¨A εk âèïëèâà¹, ùî
âñi óìîâè Òåîðåìè 5.1 âèêîíàíi, àëå âèñíîâîê òåîðåìè ïîìèëêîâèé. Îòðèìàíå
ïðîòèði÷÷ÿ é äîâîäèòü Òåîðåìó 5.2.

Òåîðåìà 5.2 äîâåäåíà.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi äîñëiäæåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó (ïðè ε → 0)
óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâî¨ é ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü ñòà-
öiîíàðíî¨ é íåñòàöiîíàðíî¨ äèôóçi¨ â ñèëüíî ïåðôîðîâàíèõ îáëàñòÿõ ç íåëiíié-
íîþ êðàéîâîþ óìîâîþ òèïó Ðîáåíà íà ìåæi ïåðôîðóþ÷î¨ ìíîæèíè.

Îñíîâíèìè íîâèìè ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè ¹:
1. Äîñëiäæåíî êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ç íåëiíiéíîþ êðà-

éîâîþ óìîâîþ òèïó Ðîáåíà â ïåðôîðîâàíèõ ñèëüíî çâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ äîâiëü-
íîãî âèäó. Äîâåäåíî, ùî ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó ε iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâÿçîê
uε(x) êðàéîâî¨ çàäà÷i, äîñëiäæåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ uε(x) ïðè
ε → 0, âñòàíîâëåíî ðiâíîìiðíi òà iíòåãðàëüíi óìîâè çáiæíîñòi é îòðèìàíî óñå-
ðåäíåíå ðiâíÿííÿ, ùî îïèñó¹ ãîëîâíèé ÷ëåí àñèìïòîòèêè.

2. Äëÿ îáëàñòåé ëîêàëüíî-ïåðiîäè÷íî¨ ñòðóêòóðè äîâåäåíî âèêîíàííÿ óìîâ
çáiæíîñòi òà îòðèìàíî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ åôåêòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê ñåðåäîâè-
ùà � òåíçîðà ïðîâiäíîñòi é ôóíêöi¨ ïîãëèíàííÿ, ÿêi ¹ êîåôiöi¹íòàìè óñåðåäíå-
íîãî ðiâíÿííÿ.

3. Äîñëiäæåíî ïî÷àòêîâî-êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ ðiâíÿííÿ íåñòàöiîíàðíî¨ äè-
ôóçi¨ çi çíåñåííÿì ÷àñòîê äèôóíäóþ÷î¨ ðå÷îâèíè ðiäèíîþ â ïåðôîðîâàíèõ
ñèëüíî çâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ äîâiëüíîãî âèäó ç íåëiíiéíîþ êðàéîâîþ óìîâîþ òèïó
Ðîáåíà íà ìåæi. Äîâåäåíî, ùî ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó ε iñíó¹ ¹äèíèé ðîç-
âÿçîê uε(t, x) ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i, äîñëiäæåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó
ðîçâ'ÿçêiâ uε(t, x) ïðè ε → 0, âñòàíîâëåíî óìîâè çáiæíîñòi é îòðèìàíî óñåðå-
äíåíå ðiâíÿííÿ, ùî îïèñó¹ ãîëîâíèé ÷ëåí àñèìïòîòèêè.

4. Äîñëiäæåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ
îïåðàòîðà Ëàïëàñà ç íåëiíiéíîþ êðàéîâîþ óìîâîþ òèïó Ðîáåíà â îáëàñòÿõ ç
äðiáíîçåðíèñòîþ ìåæåþ ïðè äîâiëüíîìó ðîçïîäiëi ïåðôîðóþ÷î¨ ìíîæèíè, ùî
ñêëàäà¹òüñÿ iç ÷àñòîê-êóëü. Óñòàíîâëåíî óìîâè çáiæíîñòi òà âèâåäåíî óñåðåäíå-
íå ðiâíÿííÿ.

5. Äîñëiäæåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ îïå-
ðàòîðà Ëàïëàñà ç íåëiíiéíîþ êðàéîâîþ óìîâîþ òèïó Ðîáåíà â îáëàñòÿõ ç äði-
áíîçåðíèñòîþ âèïàäêîâîþ ìåæåþ, ó ÿêèõ öåíòðè êóëü òà ¨õ ðàäióñè âèïàäêîâi
é îïèñóþòüñÿ ñóêóïíiñòþ s-÷àñòêîâèõ ôóíêöié ðîçïîäiëó. Äîâåäåíî, ùî ðîçâ'ÿ-
çîê çàäà÷i çáiãà¹òüñÿ çà éìîâiðíiñòþ äî ðîçâ'ÿçêó óñåðåäíåíîãî ðiâíÿííÿ, äëÿ
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êîåôiöi¹íòiâ ÿêîãî îòðèìàíi ÿâíi ôîðìóëè, ùî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ôóíêöi¨ ðîç-
ïîäiëó.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi â ïîäàëüøèõ äîñëiäæåí-
íÿõ çàäà÷ òåîði¨ óñåðåäíåííÿ. Ïîáóäîâàíi ìàêðîñêîïi÷íi ìîäåëi äëÿ ëîêàëüíî-
ïåðiîäè÷íèõ îáëàñòåé òà îáëàñòåé ç ¾ìàëî¨¿ ïåðôîðàöi¹þ ìîæóòü áóòè âèêîðè-
ñòàíi â ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ i ïðîãðàìàõ äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿç-
êiâ çàäà÷ ñòàöiîíàðíî¨ äèôóçi¨ â ïîðèñòèõ ñåðåäîâèùàõ ç ïîãëèíàííÿì íà ïî-
âåðõíi ïîðîæíèí àáî ÷àñòîê.
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