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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

У дисертацiї вивчаються екстремальнi властивостi повних опуклих гiперпо-
верхонь обмеженої нормальної кривини у рiманових та лоренцевих многовидах
обмеженої секцiйної кривини.

Актуальнiсть теми. Результати зовнiшньої геометрiї пiдмноговидiв можна при-
родним чином роздiлити на два класи: локальнi, коли мова йде про локальнi вла-
стивостi об’єкта в деякому околi простору, i глобальнi результати «в цiлому», коли
щось стверджується про об’єкт загалом. Другий клас включає в себе перший, то-
му отримання результатiв «в цiлому» є, в деякому розумiннi, бiльш цiкавим але
складним завданням. Класичнi результати диференцiальної i рiманової геометрiї
«в цiлому» були отриманi в першiй половинi XX столiття в роботах Д. Гiльберта,
В. Бляшке, О. Д. Александрова, О. В. Погорєлова. Пiзнiше, цi результати були роз-
виненi i доповненi в роботах Л. Сантало, Г. Каршера, А. Д. Мiлки та iн. Сучасний
розвиток iдей геометрiї «в цiлому» можна проiлюструвати, серед iншого, доведен-
ням гiпотези Г. Лоусона в 2013 роцi С. Брендлом1 i гiпотези Т. Вiлмора в 2014 роцi
Ф. К. Маркусом спiльно з А. Невесом2.

У 1972 роцi Л. Сантало та I. Янеш3, у зв’язку з питаннями геометричної теорiї
ймовiрностей, дослiдили асимптотичну поведiнку сiм’ї h-опуклих областей, тобто
опуклих областей з геодезичною кривиною межi не менше 1, що поширюються
на весь простiр. Вони показали, що на площинi Лобачевського для таких областей
вiдношення площi до довжини межi прямує до 1. Узагальнення результату Санта-
ло та Янеша для багатовимiрного простору Лобачевського за додаткових обмежень
було отримано А. Навейро i А. Таррiо4. Використовуючи принципово iнший пiдхiд,
О. А. Борисенко iз спiвавторами (В. Мiкуель, Е. Галлего, Д. I. Власенко та iн.) у
цiлому циклi робiт5 вдалося прибрати цi обмеження i перенести результат Сантало
i Янеша на випадок сiм’ї λ-опуклих областей, тобто опуклих областей, нормаль-
нi кривини межi яких не менше λ для фiксованої додатної константи λ 6 1, що
лежать у повних однозв’язних рiманових многовидах вiд’ємної кривини не менше
−1 (многовиди Адамара). Ключовим етапом цих дослiджень було з’ясування вла-
стивостей кутiв, що утворюються мiж межею областi та радiальними напрямками
iз фiксованої точки всерединi областi (функцiя радiального кута) i доведення за-
пропонованої О. А. Борисенком теореми порiвняння, та вiдповiдних точних оцiнок,
для таких кутiв. Аналогiчнi оцiнки у випадку евклiдового простору були отриманi

1Brendle S. Embedded minimal tori in S3 and the Lawson conjecture / S. Brendle // Acta Mathematica. – 2013. – Vol. 211,
No. 2. – P. 177-190.

2Marques F. C. Min-Max theory and the Willmore conjecture / F. C. Marques, A. Neves // Annals of Mathematics. – 2014.
– Vol. 179, No. 2. – P. 683-782.

3Santaló L. A. Averages for Polygons Formed by Random Lines in Euclidean and Hyperbolic Planes / L. A. Santaló,
I. Yañez // Journal of Applied Probability. – 1972. – Vol. 9, No. 1. – P. 140-157.

4Naveira A. M. Two problems on h-convex sets in the hyperbolic space // A. M. Naveira, A. Tarrío // Archiv der
Mathematik. – 1997. – Vol. 68, No. 6. – P. 514-519.

5Борисенко А. А. Выпуклые гиперповерхности в многообразиях Адамара / А. А. Борисенко // Внутренняя и внешняя
геометрия многомерных подмногообразий: Научное издание / А. А. Борисенко – М.: Издательство “Экзамен”, 2003 г. –
Разд. 7.2. – С. 594-620.
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та успiшно застосованi в роботах О. А. Борисенка з К. Тененблат6 та з Є. О. Олi-
ним7. Тому цiкавим є поширення згаданих результатiв для функцiї радiального кута
на випадок невiд’ємно викривлених многовидiв, а також на вже згаданi многовиди
Адамара для λ > 1.

Для просторовоподiбних гiперповерхонь у просторi-часi канонiчним чином ви-
никає поняття функцiї гiперболiчного кута, що утворюється мiж орiєнтуючим ча-
соподiбним векторним полем i спрямованим в майбутнє (часоподiбним) нормаль-
ним векторним полем до гiперповерхнi. У циклi робiт М. Кабалеро, А. Ромеро та
Р. Рубiо8 ця функцiя була використана для дослiдження поверхонь постiйної серед-
ньої кривини та отримання результатiв у дусi С. Н. Бернштейна. Для цього вони
суттєво використовували умову її обмеженостi. З цього випливає природне бажан-
ня перенести результати оцiнок радiальних кутiв з рiманова випадку на випадок
поверхонь обмеженої нормальної кривини у лоренцевих многовидах.

Обмеження нормальної кривини повної гiперповерхнi, у свою чергу, накладає
обмеження на структуру цiєї поверхнi «в цiлому». Так, В. Бляшке довiв9, що глад-
кий овалоїд (межа компактної областi iз внутрiшнiми точками) в Em, нормальна
кривина якого задовольняє нерiвнiсть kn > λ > 0 (λ-опуклий овалоїд), може вiльно
перекочуватися всерединi кулi радiуса 1/λ. У випадку λ > kn > 0, вiдповiдна куля
може вiльно перекочуватися всерединi овалоїда. Цю теорему узагальнювали у ба-
гатьох напрямках: для модельних рiманових просторiв10, для загальних рiманових
многовидiв11. Виникає питання про можливий зв’язок теореми Бляшке iз теоремою
порiвняння радiальних кутiв для повних поверхонь у просторах постiйної кривини
i загальних рiманових просторах.

О. А. Борисенком (частково з В. Мiкуелем) у серiї робiт12 була отримана точна
оцiнка для ширини сферичного шару, тобто простору мiж двома концентричними
геодезичними сферами, в який можна помiстити замкнену λ-опуклу гiперповерх-
ню, λ ∈ (0, 1], в многовидах Адамара кривини не менше −1. Подiбнi оцiнки по-
казують ступiнь близькостi вiдповiдної поверхнi до сфери. Тому iнтерес представ-
ляє дослiдження сферичностi λ-опуклих поверхонь при iнших обмеженнях на λ в

6Borisenko A. On the total curvature of curves in a Minkowski space / A. A. Borisenko , K. Tenenblat // Israel Journal of
Mathematics. – 2012. – Vol.191, No. 2. – P. 755-769

7Borisenko A. Curvatures of spheres in Hilbert geometry / A. Borisenko, E. Olin // Pacific Journal of Mathemtics. – 2011.
– Vol. 254, No. 2. – P. 257–273.

8Caballero M. Complete CMC spacelike surfaces with bounded hyperbolic angle in Generalized Robertson-Walker
spacetimes / M. Caballero, A. Romero, R. M. Rubio // Int. J. in Geometric Methods in Modern Phys. – 2010. – Vol. 7.
– P. 1-18.; Caballero M. New Calabi-Bernstein results for some elliptic non-linear equations / M. Caballero, A. Romero,
R. M. Rubio // Anal. Appl. – 2013. – Vol. 11. – P. 1-13.

9Бляшке В. Круг и шар // В. Бляшке. – М.: Наука, 1967. – 232 с.
10Karcher H. Umkreise und Inkreise konvexer Kurven in der spharischen und der hyperbolischen Geometrie / H. Karcher //

Math. Ann. – 1968. – Vol. 177. – P. 122-132.; Милка А. Д. Об одной теореме Шура – Шмидта / А. Д. Милка // Укр. геом.
сб. – 1970. – Т. 8. – С. 95-102.

11Howard R. Blaschke’s rolling theorem for manifolds with boundary / R. Howard // Manuscripta Math. – 1999. – Vol. 99,
No. 4. – P. 471-483.

12Борисенко А. А. Выпуклые гиперповерхности в многообразиях Адамара / А. А. Борисенко // Внутренняя и внешняя
геометрия многомерных подмногообразий: Научное издание / А. А. Борисенко – М.: Издательство “Экзамен”, 2003 г.
– Разд. 7.2. – С. 594-620.; Borisenko A. A. Convex Hypersurfaces in Hadamard Manifolds / A. A. Borisenko // Complex,
Contact and Symmetric Manifolds (Editors O. Kowalski, E. Musso, D. Perrone). – Springer, 2005. – Vol. 234. – P. 27-39
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многовидах Адамара i в рiманових просторах невiд’ємної кривини. Також вини-
кає питання про ступiнь сферичностi та отримання вiдповiдних точних оцiнок для
повних гiперповерхонь затисненої нормальної кривини, тобто нормальна кривина
яких для деяких додатних констант λ1, λ2 задовольняє нерiвнiсть λ2 > kn > λ1. Iз
цими питаннями тiсно пов’язанi дослiдження зi стабiльностi для гiперповерхонь, у
яких матриця другої фундаментальної форми в кожнiй точцi майже пропорцiйна до
одиничної матрицi (практично омбiлiчнi поверхнi). Результати у цьому напрямку
були отриманi О. В. Погорєловим, В. I. Дискантом, Р. Шнайдером, К. Лiхтвейсом,
Ж. Шойером та iн.

Одним iз важливих роздiлiв глобальної геометрiї гiперповерхонь є результати,
що пов’язанi з мiнiмiзацiєю деяких геометричних величин за умови обмеження
(фiксацiї) iнших. Мабуть iсторично першим питанням такого роду є вiдома iзо-
периметрична задача. Вона полягає в наступному: максимiзувати об’єм компакт-
ної областi для заданої площi межi. У Em розв’язком класичної iзопериметричної
задачi є куля. Ця задача уточнювалась i нетривiально узагальнювалась багатьма
математиками, такими, як Я. Штейнер, К. Брунн, Г. Мiнковський, Т. Боннезен,
О. Д. Александров та iншими. Iз сучасного розвитку дослiджень у цiй областi вiд-
мiтимо нещодавнє розв’язання гiпотези подвiйної бульбашки13 щодо знаходження
зв’язної поверхнi в E3 мiнiмальної площi, що обмежує два заданих об’єми. Поряд
iз класичною постановкою має мiсце i обернена iзопериметрична задача з мiнi-
мiзацiї об’єму i знаходження екстремальної поверхнi. Для довiльних областей ця
задача має тривiальний розв’язок. Одними iз природних обмежень, з яких витiкає
нетривiальна вiдповiдь, є обмеження на кривину поверхнi. Єдиний результат та-
кого типу був отриманий Р. Ховардом i А. Трайбергсом14. У своїй роботi автори
повнiстю розв’язали обернену iзопериметричну задачу у E2 для замкнених вкла-
дених кривих кривини |k| 6 1 (взагалi кажучи, не опуклих) за деяких обмежень
на довжину. У цьому свiтлi iнтерес представляє дослiдження оберненої iзопери-
метричної задачi у класi повних λ-опуклих гiперповерхонь. Вiдзначимо, що в Em
таке питання перегукується iз так званою проблемою Бляшке – Лебега з мiнiмiза-
цiї об’єму областi, межа якої є гiперповерхня постiйної ширини d. У вимiрностях
бiльших двох ця проблема є досi вiдкритою. Зауважимо, що при m = 2 i m = 3, з
необхiднiстю, розв’язанням задачi є повна 1/d-опукла гiперповерхня15.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисертацiйна
робота виконана на кафедрi математичного аналiзу i методiв оптимiзацiї Сумсько-
го державного унiверситету. Вона є частиною науково-дослiдницьких робiт: “Гло-
бальна геометрiя пiдмноговидiв у рiманових i фiнслерових просторах” (номер дер-
жавної реєстрацiї 0109U001454), “Глобальна геометрiя i топологiя многовидiв i

13Hutchings M. Proof of the double bubble conjecture / M. Hutchings, F. Morgan, M. Ritoré, A. Ros // Annals of
Mathematics. – 2002. – Vol. 155, No. 2 – P. 459-489.

14Howard R. A reverse isoperimetric inequality, stability and extremal theorems for plane curves with bounded curvature /
R. Howard, A. Treibergs // Rocky Mountain J. Math. – 1995. – Vol. 25, No. 2. – P. 635-684.

15Anciaux H. On the Three-Dimensional Blaschke-Lebesgue Problem / H. Anciaux, B. Guilfoyle // Proc. Amer. Math. Soc.
– 2011. – Vol. 139. – P. 1831-1839.; Harrell E. A direct proof of a theorem of Blaschke and Lebesgue / E. Harrell // J. Geom.
Anal. – 2002. – Vol. 12, No. 1. – P. 81-88.
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пiдмноговидiв у рiманових i фiнслерових просторах” (номер державної реєстрацiї
0111U010008).

Мета i задачi дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є розвиток теорiї
повних опуклих гiперповерхонь обмеженої нормальної кривини та їх нерегулярних
аналогiв у рiманових i лоренцевих просторах.

Об’єктом дослiдження є повнi λ- та λ1, λ2-опуклi гiперповерхнi в рiманових
i лоренцевих многовидах та пов’язанi з ними геометричнi величини (функцiї ра-
дiальних (гiперболiчних) кутiв, площi, об’єми i т.i.).

Предметом дослiдження є будова та властивостi повних λ- та λ1, λ2-опуклих
гiперповерхонь в рiманових i лоренцевих многовидах.

Основнi задачi дослiдження полягають у наступному:

1. Дослiдити поняття функцiї радiального кута, що визначається для повних
гладких λ-опуклих гiперповерхонь по вiдношенню до деякої фiксованої точки все-
рединi областi, що обмежена цiєю поверхнею, у рiманових многовидах секцiйної
кривини; порiвняти поведiнку цiєї функцiї iз вiдповiдною функцiєю для цiлком ом-
бiлiчних гiперповерхонь кривини λ в модельних рiманових просторах. Виконати
аналогiчне дослiдження для λ-увiгнутих гiперповерхонь.

2. Користуючись результатами попереднього пункту, дослiдити границi, в ме-
жах яких можуть змiнюватись значення радiальних кутiв λ-опуклих гiперповер-
хонь, та отримати вiдповiднi точнi оцiнки.

3. Перенести результати пунктiв 1 i 2 на випадок просторовоподiбних гiпер-
поверхонь, нормальна кривина яких задовольняє нерiвнiсть kn 6 λ, та якi лежать
в лоренцевих многовидах додатньої часоподiбної секцiйної кривини.

4. У модельних рiманових многовидах постiйної секцiйної кривини дослiдити
зв’язок результатiв порiвняння радiальних кутiв з пункту 1 та теореми вмiщен-
ня Бляшке. З’ясувати можливiсть поширення цього зв’язку на випадок рiманових
многовидiв обмеженої знакосталої кривини.

5. Знайти точнi границi, в межах яких може змiнюватись ширина R − r i вiд-
ношення радiусiв R/r сферичного шару, в який можна помiстити повну λ- або
λ1, λ2-опуклу гiперповерхню в модельних рiманових просторах; дослiдити питан-
ня стабiльностi для λ1, λ2-опуклих гiперповерхонь в цих просторах. Перенести
оцiнки, що були отриманi для λ-опуклих поверхонь, на випадок рiманових много-
видiв обмеженої знакосталої кривини.

6. У двовимiрних просторах постiйної кривини дослiдити питання щодо мiнi-
мiзацiї площi областi, яка може бути обмежена замкненою вкладеною λ-опуклою
кривою даної довжини; отримати вiдповiднi оберненi iзопериметричнi нерiвностi;
знайти i дослiдити властивостi екстремальної кривої; отримати можливi наслiдки
iз доведених нерiвностей.

Методи дослiдження. У роботi використанi методи загальної рiманової та ло-
ренцевої геометрiй, теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь, апарат порiвняння
в рiмановiй та лоренцевiй геометрiях. У заключному роздiлi роботи задля отриман-
ня обернених iзопериметричних нерiвностей було широко використано геометрич-
ну теорiю оптимального управлiння та принцип максимуму Л. С. Понтрягiна.
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Наукова новизна отриманих результатiв. Всi отриманi в дисертацiйнiй робо-
тi результати є новими. Основнi результати полягають в наступному:

1. Доведено теорему порiвняння радiальних кутiв для гладких вкладених λ-
опуклих гiперповерхонь у повних рiманових многовидах обмеженої секцiйної кри-
вини. Доведено аналогiчнi результати для λ-увiгнутих гiперповерхонь.

2. Отримано точнi оцiнки величин радiальних кутiв, що побудованi для повної
гладкої вкладеної λ-опуклої гiперповерхнi вiдносно точки p; показано, що всi цi
кути обмеженi константою, що залежить вiд λ, обмежень для секцiйних кривин
многовиду та вiдстанi вiд p до гiперповерхнi.

3. У випадку лоренцевого простору-часу отримано формулу, що зв’язує нор-
мальну кривину просторовоподiбної гiперповерхнi, функцiю гiперболiчного кута
для неї i нормальну кривину часових зрiзiв (аналог леми О. А. Борисенка у рiмано-
вому випадку). За допомогою цiєї формули для простору-часу додатної часоподiб-
ної секцiйної кривини i повної просторовоподiбної гiперповерхнi кривини kn 6 λ
отримано результати, аналогiчнi викладеним у пунктах 1 i 2. Зокрема, показано,
що функцiя гiперболiчного кута завжди обмежена зверху константою, що залежить
тiльки вiд λ i обмежень для секцiйних кривин простору-часу.

4. У рiманових модельних просторах постiйної кривини доведено еквiвалент-
нiсть теореми порiвняння радiальних кутiв i теореми прокатування (вмiщення)
Бляшке для повних гладких вкладених λ-опуклих гiперповерхонь. Отримано уза-
гальнення теореми Бляшке для загальних рiманових многовидiв. Дослiджено ана-
логiчнi питання для λ-увiгнутих гiперповерхонь.

5. Отримано точнi оцiнки для товщини сферичного шару, в який можна по-
мiстити повну λ1, λ2-опуклу гiперповерхню в рiманових модельних просторах; в
евклiдовому випадку отримано точну оцiнку для вiдношення радiусiв R/r цього
шару. Оцiнки для товщини шару, що були отриманi у λ-опуклому випадку, перене-
сенi на рiмановi многовиди обмеженої знакосталої кривини.

6. Вперше отримано оберненi iзопериметричнi нерiвностi для замкнених вкла-
дених λ-опуклих кривих, що лежать на двовимiрних площинах постiйної кривини.
Зокрема, продемонстровано, що єдиним розв’язком оберненої iзопериметричної
задачi у вiдповiдному класi об’єктiв є λ-опукла луночка. Як наслiдок, доведено
дуальнi нерiвностi на сферi S2, отримано нове доведення теореми Бляшке – Лебега
у E2 i теореми Сантало – Янеша в H2.

Практичне значення одержаних результатiв. Робота носить теоретичний ха-
рактер. Результати можуть бути використанi для подальших дослiджень в областi
опуклої геометрiї. Матерiали, що мiстяться в дисертацiї, можуть бути включенi до
спецкурсiв iз диференцiальної та рiманової геометрiї, теорiї оптимiзацiї та варiа-
цiйного числення для студентiв старших курсiв унiверситетiв.

Особистий внесок здобувача. Постановки задач належать науковому керiвни-
ковi – член-кореспонденту Нацiональної академiї наук України, д. ф.-м. н., профе-
сору О. А. Борисенку. Узагальнення деяких постановок належать здобувачевi. Ре-
алiзацiя доведень усiх тверджень, що виносяться на захист, проведена здобувачем
особисто.
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Апробацiя результатiв дисертацiї. Матерiали дисертацiї доповiдались та об-
говорювались на IV науковiй конференцiї для студентiв та аспiрантiв «Современ-
ные проблемы математики и ее приложения в естественных науках и информа-
ционных технологиях» (Харкiв, 2010), мiжнароднiй конференцiї «Современные
проблемы математики и ее приложения в естественных науках и информацион-
ных технологиях» (Харкiв, 2011), мiжнароднiй конференцiї Differential Geometry
(Bedlewo, Poland, 2012), науково-технiчнiй конференцiї IMA::2013 (Суми, 2013),
мiжнароднiй конференцiї Differential Geometry and its Applications (Brno, Czech
Republic, 2013), 8-iй мiжнароднiй конференцiї з геометрiї, топологiї та викладан-
ня геометрiї (Черкаси, 2013), International Congress of Mathematicians 2014 (Seoul,
Republic of Korea, 2014), 3rd Heidelberg Laureate Forum (Heidelberg, Germany, 2015),
на семiнарi у рамках Research Term in Analysis and Geometry in Metric Spaces
(Madrid, Spain, 2015), семiнарi факультету математичних наук унiверситету Цин-
циннатi, США (керiвник семiнару – проф. Н. Шанмугалiнгам, 2015), семiнарi ка-
федри математичного аналiзу i методiв оптимiзацiї Сумського державного унiвер-
ситету (керiвники – член-кореспондент НАН України, д. ф.-м. н., професор О. А. Бо-
рисенко i д. ф.-м. н., професор К. Г. Малютiн, 2013), семiнарi кафедри оптимально-
го керування ХНУ iм. В. Н. Каразiна (керiвник – д. ф.-м. н., професор В. I. Коробов,
2015), а також на засiданнях Харкiвського мiського геометричного семiнару (керiв-
ники – д. ф.-м. н., проф. О. А. Борисенко та д. ф.-м. н., проф. Ю. А. Амiнов).

Публiкацiї. Результати, що представленi в дисертацiї, опублiкованi у 7 ста-
тях [1] – [7] у фахових наукових виданнях, з них 2 статтi без спiвавторiв, i в
6 тезах конференцiй [8] – [13], з них 2 – без спiвавторiв. У всiх статтях у спi-
вавторствi постановка задачi належить спiвавтору – науковому керiвниковi, проф.
О. А. Борисенко, доведення тверджень – здобувачевi.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, чотирьох
роздiлiв, висновкiв i списку використаних джерел, що включає 84 найменування.
Робота викладена на 168 сторiнках, список використаних першоджерел займає 9
сторiнок. Робота мiстить 14 iлюстрацiй, з яких жодна не займає окремої сторiнки.
Основнi результати, що виносяться на захист, викладенi в роздiлах 2 – 4.

Автор висловлює щиру подяку своєму вчителевi та науковому керiвниковi –
член-кореспонденту НАН України, доктору фiзико-математичних наук, професору
Олександру Андрiйовичу Борисенку – за постановки задач, пiдтримку та за гео-
метрiю, на красi якої навчив розумiтися. Автор глибоко вдячний колективу кафедри
геометрiї ХНУ iм. В. Н. Каразiна та геометрам ФТIНТ НАН України за всебiчну
пiдтримку та теплу, дружню атмосферу, а також дякує своїй любiй родинi за те,
що вона завжди поруч.
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ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

Робота складається зi вступу, чотирьох роздiлiв i висновкiв. У вступi обґрунто-
вана актуальнiсть теми, зроблено огляд iснуючого стану проблеми, формулюються
мета, задачi, об’єкт, предмет i методи дослiдження, розкривається зв’язок з на-
уковими планами та темами, характеризується наукова новизна результатiв, їхнє
практичне значення, описується особистий вклад здобувача, наведено iнформацiю
про апробацiю результатiв дисертацiї та публiкацiї за темою роботи.

Перший роздiл дисертацiйної роботи мiстить всi необхiднi у подальшому ви-
кладi означення та результати з теорiї рiманових та лоренцевих многовидiв – озна-
чення нормальної кривини гiперповерхнi у рiмановому (просторовоподiбної гiпер-
поверхнi – у лоренцевому) многовидi, опис цiлком омбiлiчних гiперповерхонь у
модельних рiманових просторах сталої кривини (у просторi де Сiттера), теореми
порiвняння метрик у полярнiй системi координат, теореми порiвняння для нор-
мальних кривин сфер (часових перерiзiв). Окрема увага придiляється обговоренню
ключового об’єкта роботи – сильно опуклих гiперповерхонь та областей.

Нехай Mm+1 – повний однозв’язний рiманiв многовид. Скрiзь далi позначати-
мемо через DΣ замкнену опуклу область в Mm+1, що обмежена гiперповерхнею Σ
(якщо така область iснує). Тобто, за означенням DΣ, маємо ∂DΣ = Σ.

Означення 1.9. Для даних невiд’ємних констант λ, λ1 та λ2, Cr-гладка (r > 2) гi-
перповерхня Σ ⊂Mm+1 називається λ-опуклою (вiдповiдно, λ1, λ2-опуклою), якщо
iснує поле нормалей ν до Σ, вiдносно якого всi нормальнi кривини kνn(p,X) для
будь-якої точки p ∈ Σ та дотичного напрямку X ∈ TpΣ задовольняють

kνn(p,X) > λ (вiдповiдно, λ2 > kνn(p,X) > λ1).

Якщо Σ не є гладкою, то у модельних просторах сталої кривини λ-опуклiсть
(вiдповiдно, λ1, λ2-опуклiсть) можна визначити синтетичним чином. Втiм, синте-
тичне означення збiгається з поданим вище у випадку гладких поверхонь. Позна-
чимо через Fλ – повну цiлком омбiлiчну гiперповерхню кривини λ у модельному
рiмановому многовидi Mm+1(c) постiйної секцiйної кривини c.

Означення 1.10. Гiперповерхня Σ ⊂ Mm+1(c) називається λ-опуклою, якщо вона
локально опукла у кожнiй своїй точцi, та через будь-яку точку p ∈ Σ проходить
цiлком омбiлiчна гiперповерхня Fλ ⊂ Mm+1(c) кривини λ > 0 така, що у деякому
околi точки p гiперповерхня Σ лежить в областi DFλ.

Аналогiчним чином, локально опукла у всiх своїх точках гiперповерхня Σ ⊂
Mm+1(c) називається λ1, λ2-опуклою, якщо через будь-яку точку p ∈ Σ проходять
двi цiлком омбiлiчнi гiперповерхнi Fλ1, Fλ2 такi, що у деякому вiдкритому околi
Up ⊂Mm+1(c) точки p виконується включення

DFλ2 ⊂ Σ ∩ Up ⊂ DFλ1 .
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ОбластьDΣ називається λ-опуклою (λ1, λ2-опуклою), якщо її межа Σ є λ-опуклою
(λ1, λ2-опуклою) гiперповерхнею.

Синтетичне означення λ-опуклостi можна дати i у загальних рiманових много-
видах16.

Означення 1.13. 0, λ-опукла гiперповерхня (область) називається λ-увiгнутою гi-
перповерхнею (областю).

Таким чином, λ-опуклiсть, вiдповiдно, λ-увiгнутiсть означає, що гiперповерхня
локально опукла, та у кожнiй її точцi iснує зовнiшнє, вiдповiдно, внутрiшнє ло-
кально опорна (у гладкому випадку, дотична) цiлком омбiлiчна гiперповерхня Fλ.
λ1, λ2-опуклiсть при λ1 6= 0 означає, що гiперповерхня локально опукла та у кож-
нiй своїй точцi затиснута мiж двома дотичними у цiй точцi цiлком омбiлiчними
поверхнями Fλ1 та Fλ2.

У кiнцi першого роздiлу наведено деякi вiдомi властивостi сильно опуклих
гiперповерхонь. У останньому пiдроздiлi викладено необхiднi означення та факти з
теорiї оптимального керування (принцип максимуму Понтрягiна, необхiдна умова
Лежандра – Клебша), якi застосовуються для одержання результатiв роздiлу 4.

У другому роздiлi наводиться означення функцiї радiального кута гiперповерх-
нi у рiмановому многовидi та її аналога – функцiї гiперболiчного кута просторово-
подiбної гiперповерхнi у просторi-часi, i доводяться теореми порiвняння та оцiнки
таких кутiв.

Нехай Σ ⊂ Mm+1 – гладка гiперповерхня, що лежить в областi регулярностi
полярної системи координат у рiмановому многовидi Mm+1 с центром у точцi p.
В цiй областi функцiя вiдстанi dp(·) = dist(p, ·) є гладкою, i однозначно визначено
гладке одиничне поле ∇dp градiєнту цiєї функцiї.

Позначимо через ν – одиничне нормальне векторне поле до Σ.

Означення 2.1. Функцiя ϕ : Σ→ [0, π], що задається спiввiдношенням

cosϕ = 〈∇dp, ν〉 ,

називається функцiєю радiального кута для гiперповерхнi Σ з вибраним на нiй
нормальним векторним полем ν по вiдношенню до центру p полярної системи
координат.

Таким чином, функцiя ϕ визначається парою p та Σ з вибраною на нiй орiєнта-
цiєю (що задається ν).

Позначимо через τp обмеження функцiї dp на гiперповерхню Σ:

τp : Σ→ (0,+∞), τp(q) = dp(q) для всiх q ∈ Σ.

Також, нехай injM(p) позначає радiус iн’єктивностi многовиду M у точцi p.
Одним iз центральних результатiв дисертацiйної роботи є наступна теорема

порiвняння радiальних кутiв.
16Borisenko A. A. Convex sets in Hadamard manifolds / A. A. Borisenko // Differential geometry and its applications. –

2002. – Vol. 17. – P. 111-121.
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Теорема 2.6. Нехай Mm+1 – повний однозв’язний гладкий (m+1)-вимiрний (m > 1)
рiманiв многовид, всi секцiйнi кривини Kσ якого у кожнiй точцi та уздовж кожної
двовимiрної площини σ ⊂ TM задовольняють нерiвнiсть

Kσ > c

для деякої константи c. Та нехай областi DΣ ⊂ Mm+1, DFλ ⊂ Mm+1(c) та точки
p ∈ DΣ, pλ ∈ DFλ вибранi таким чином, що Σ – гладка λ-опукла гiперповерхня
з λ > 0 вiдносно напрямленого у DΣ поля нормалей ν, та яка лежить у кулi
радiуса injM(p) з центром в точцi p, Fλ – цiлком омбiлiчна гiперповерхня кривини
λ вiдносно внутрiшнього поля нормалей νλ i dist(p,Σ) = dist(pλ,Fλ) 6= 0. Тодi
для ϕ i ϕλ — функцiй радiальних кутiв, вiдповiдно, гiперповерхонь Σ та Fλ по
вiдношенню до точок p та pλ i нормальних полiв −ν та −νλ — у тих точках q ∈ Σ
та qλ ∈ Fλ, для яких

τp(q) = τpλ(qλ),

виконується нерiвнiсть
cosϕ(q) > cosϕλ(qλ).

Також доведено дуальну до теореми 2.6 теорему порiвняння радiальних кутiв
для λ-увiгнутих областей у рiманових многовидах кривини Kσ 6 c (теорема 2.9).

Iз теорем 2.6 та 2.9 легко витiкають теореми порiвняння для опорних функ-
цiй λ-опуклих та, вiдповiдно, λ-увiгнутих гiперповерхонь (наслiдок 2.8 та друга
частина теореми 2.9 у текстi роботи).

Видається можливим безпосередньо дослiдити поведiнку та оцiнити максимум
функцiї радiального кута у випадку сфер (лема 2.10), що разом iз теоремою порiв-
няння 2.6 уможливлює отримання точної оцiнки зверху для цiєї функцiї у загаль-
ному випадку. А саме, була доведена

Теорема 2.11. Нехай Mm+1(c) – модельний рiманiв простiр кривини c, Σ – регуляр-
на класу C2 повна вкладена λ-опукла (λ > 0) гiперповерхня у Mm+1(c), p ∈ DΣ –
точка всерединi областi, що обмежена Σ, d = dist(p,Σ) та ϕ – функцiя радiально-
го кута гiперповерхнi Σ по вiдношенню до точки p та зовнiшнього поля нормалей.
Тодi:

1. Якщо c = 0, тобто охопний простiр є евклiдовим простором Em+1, то функ-
цiя радiального кута задовольняє нерiвнiсть

cosϕ >

√
2d

Rλ
− d2

R2
λ

>
d

Rλ
.

2. Якщо c = −k2 < 0, тобто охопний простiр є простором Лобачевського
Hm+1(−k2) i λ > k, то функцiя ϕ задовольняє

cosϕ >

√
1− sh2 k(Rλ − d)

sh2 kRλ

>
sh k d

sh kRλ
. (1)
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3. Якщо c = k2 > 0, тобто охопний простiр є сферичним простором Sm+1(k2),
то для функцiї ϕ виконується оцiнка

cosϕ >

√
1− sin2 k(Rλ − d)

sin2 kRλ

>
sin k d

sin kRλ
. (2)

У всiх оцiнках вище Rλ – радiус цiлком омбiлiчної сфери кривини, що дорiвнює λ, у
просторах сталої кривини Mm+1(c).

Аналогiчне твердження має мiсце i для рiманових многовидiв знакосталої сек-
цiйної кривини.

Теорема 2.12. Нехай Σ ⊂ Mm+1 – повна вкладена C2-гладка λ-опукла (λ > 0)
гiперповерхня у повному однозв’язному (m + 1)-вимiрному рiмановому многовидi
Mm+1, p ∈ DΣ – точка всерединi Σ на вiдстанi d = dist(p,Σ) вiд Σ, ϕ – функцiя
радiального кута для Σ, p та зовнiшнього поля нормалей. Тодi:

1. Якщо секцiйнi кривини Kσ многовиду Mm+1 уздовж будь-якої двовимiрної
площини σ задовольняють нерiвнiсть 0 > Kσ > −k2, та λ > k > 0, то вико-
нується нерiвнiсть (1).

2. Якщо секцiйнi кривини многовиду Mm+1 задовольняють нерiвнiсть Kσ > k2

для додатного k, а область DΣ лежить у кулi радiуса injM(p) з центром в точцi
p, то для ϕ вiрною є оцiнка (2).

У ходi дослiджень був знайдений тiсний зв’язок мiж теоремами порiвняння для
радiальних кутiв та теоремою вмiщення (прокачування) Бляшке17. У роботi дово-
диться, що iз виконання теореми 2.6 для деякої фiксованої точки p випливає “одно-
точковий” варiант теореми Бляшке (лема 2.16). Втiм, у просторах сталої кривини
було продемонстровано, що для λ-опуклих областей теорема Бляшке еквiвалентна
теоремi порiвняння радiальних кутiв. А саме, була доведена

Теорема 2.17. Нехай DΣ ⊂ Mm+1(c) – замкнена опукла область iз непорожньою
внутрiшнiстю та гладкою межею. Тодi наступнi умови еквiвалентнi:

1. DΣ – λ-опукла область (λ > 0, при цьому для c < 0 вважаємо, що λ >
√
−c).

2. Для будь-яких точок p ∈ DΣ\Σ та pλ ∈ DSλ таких, що dist(p,Σ) = dist(pλ,Sλ)
для вiдповiдних p,Σ та pλ,Sλ функцiй радiальних кутiв ϕ та ϕλ виконується нерiв-
нiсть

ϕ(q) 6 ϕλ(qλ)

у тих точках q ∈ Σ та qλ ∈ Sλ, для яких τp(q) = τpλ(qλ).
3. Для будь-якої точки s ∈ Σ iснує сфера Sλ(s) кривини, що дорiвнює λ, така,

що s ∈ Sλ(s) та
DΣ ⊂ DSλ(s).

17Бляшке В. Круг и шар / В. Бляшке. – М.: Наука, 1967. – 232 c.
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Було показано, що має мiсце i дуальна теорема (теорема 2.19) для λ-увiгнутих
областей.

За допомогою теорем порiвняння 2.6 та 2.9 було доведено наступне узагаль-
нення теореми Бляшке на випадок рiманових многовидiв.

Теорема 2.20. Нехай Mm+1 – повний однозв’язний гладкий (m + 1)-вимiрний рi-
манiв многовид, секцiйнi кривини якого уздовж кожної двовимiрної площини σ ⊂
TM i в кожнiй точцi задовольняють нерiвнiсть

Kσ > c (або Kσ 6 c);

Σ ⊂ Mm+1 – повна гладка вкладена λ-опукла (увiгнута) гiперповерхня (при c < 0
вважаємо, що λ >

√
−c), яка лежить в кулi радiуса injM /2, де injM – радiус

iн’єктивностi многовиду M ; тодi для будь-якої точки s ∈ Σ виконується

DΣ ⊂ DS(s,Rλ) (вiдповiдно, DΣ ⊃ DS(s,Rλ))

де S(s, Rλ) ⊂Mm+1 – геодезична сфера, що проходить через точку s, радiуса Rλ,
та яка має з Σ у точцi s однаковi зовнiшнi нормалi (тут Rλ – радiус кола кривини
λ у M 2(c)).

У заключному пiдроздiлi 2.5 другого роздiлу деякi ранiше отриманi результати
для функцiї радiального кута переносяться на її аналог у лоренцевих многовидах
– функцiю гiперболiчного кута.

Нехай Mm+1 – простiр-час та N ⊂ Mm+1 – деяка фiксована гладка ахронiч-
на просторовоподiбна гiперповерхня. Позначимо через I+(N) максимальну об-
ласть у хронологiчному майбутньому N , в якiй лоренцева функцiя вiдстанi dN(·) =
dist(N, ·) є гладкою. Тодi у цiй областi визначено одиничне напрямлене в минуле
часоподiбне векторне поле ∇dN градiєнту цiєї функцiї.

Означення 2.2. Для довiльної просторовоподiбної гiперповерхнi Σ ⊂ I+(N), для
якої ν – напрямлене в минуле одиничне поле нормалей, функцiя ϕ : Σ → [0,+∞),
яка визначається спiввiдношенням

chϕ = −〈∇dN , ν〉 ,

називається функцiєю гiперболiчного кута для Σ по вiдношенню до N .

Для функцiї гiперболiчного кута доводиться формула, що зв’язує нормальну
кривину гiперповерхнi, функцiю гiперболiчного кута та нормальну кривину лiнiй
рiвня функцiї вiдстанi (часовi перерiзи) (лема 2.5). Ця формула є лоренцевим ана-
логом формули О. А. Борисенка у рiмановiй геометрiї18. За допомогою цiєї фор-
мули доведено теорему порiвняння для гiперболiчних кутiв. Вона є лоренцевим
аналогом теореми 2.6. Нагадаємо, що функцiя τN є обмеженням функцiї dN на
гiперповерхню Σ, та позначимо через Sm+1

1 (k2) простiр де Сiттера постiйної до-
датної кривини k2, k > 0, а через S0 – нульовий часовий перерiз в ньому.

18Borisenko A. A. Convex sets in Hadamard manifolds / A. A. Borisenko // Differential geometry and its applications. –
2002. – Vol. 17. – P. 111-121.
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Теорема 2.24. Нехай Mm+1 – (m + 1)-вимiрний простiр – час, N – гладка опукла
ахронiчна просторовоподiбна гiперповерхня в M з I+(N) 6= ∅. Припустимо, що
вздовж будь-якої часоподiбної напрямленої у майбутнє геодезичної γ : [0, s0) →
I+(N), яка випущена ортогонально N , секцiйнi кривини Kσs многовиду Mm+1 за-
довольняють

Kσs > k2,

для деякої додатної константи k та всiляких двовимiрних часоподiбних площин
σs, що мiстять γ̇(s), s > 0. Нехай Σ ⊂ I+(N) – гладка повна просторовоподiбна
гiперповерхня, нормальнi кривини kνn якої вiдносно напрямленого в минуле нормаль-
ного векторного поля ν задовольняють

kνn 6 λ, λ > 0,

Σλ ⊂ Sm+1
1 (k2) – цiлком омбiлiчна гiперповерхня кривини λ така, що dist(N,Σ) =

dist(S0,Σλ). Тодi для ϕ та ϕλ – функцiй гiперболiчного кута для Σ та Σλ по
вiдношенню до, вiдповiдно, N та S0 – у тих точках q ∈ Σ та qλ ∈ Σλ, для яких

τN(q) = τS0(qλ),

виконується нерiвнiсть
chϕ(q) 6 chϕλ(qλ).

Аналогiчно рiмановому випадку, функцiю chϕλ можна оцiнити зверху явно
(лема 2.23). За допомогою теореми порiвняння 2.24 та леми 2.23 отримано точнi
оцiнки величин гiперболiчних кутiв просторовоподiбних гiперповерхонь кривини
kνn 6 λ (теорема 2.25). Виявляється, що у лоренцевому випадку гiперболiчний кут
можна оцiнити зверху константою, що не залежить вiд вiдстанi до N (на вiдмiну
вiд рiманова випадку, де в правiй частинi оцiнок теореми 2.11 фiгурує вiдстань d).
А саме, доведено наступну теорему:

Теорема 2.26. В умовах теореми 2.24, функцiя гiперболiчного кута ϕ для Σ по
вiдношенню до N завжди обмежена, та для неї виконується нерiвнiсть

shϕ 6
λ

k
.

Бiльше того, наведена оцiнка є точною.

Третiй роздiл дисертацiйної роботи присвячений оцiнцi ступеня близькостi за-
даної сильно опуклої гiперповерхнi до сфери у рiманових просторах. Таку оцiнку,
зокрема, можна провести шляхом оцiнки параметрiв – товщини R − r та вiдно-
шення радiусiв R/r – сферичного шару, тобто замкненої областi мiж двома кон-
центричними сферами радiусiв R та r, R > r, в який можна помiстити задану
гiперповерхню. Чим ближче перший параметр до 0, а другий – до 1, тим ближче
гiперповерхня до сфери вiдповiдного многовиду.
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У пiдроздiлi 3.1 побудовано найбiльш “несферичнi” λ- та λ1, λ2-опуклi гiпер-
поверхнi у модельних рiманових просторах Mm+1(c) сталої кривини c, так званi
λ-опуклi веретеноподiбнi гiперповерхнi та λ1, λ2-опуклi закругленi веретеноподiбнi
гiперповерхнi. Скрiзь далi вважаємо λ > 0 та λ1 > 0. Перший тип поверхонь бу-
дується шляхом обертання у Mm+1(c) меншої дуги кола кривини λ з фiксованими
кiнцями (конiчнi вершини побудованої поверхнi). Другий тип поверхонь може бути
отриманий як межа об’єднання усiх куль з кривиною межi λ2, та що мiстяться все-
рединi заданої λ1-опуклої веретеноподiбної гiперповерхнi. Таким чином, закруг-
ленi λ1, λ2-опуклi гiперповерхнi є λ1-опуклими веретеноподiбними поверхнями, у
яких двi конiчнi вершини згладженi за допомогою двох сферичних “шапочок” кри-
вини λ2. Пiдроздiл 3.1 мiстить точнi оцiнки параметрiв сферичного шару, що може
бути побудований явно, для таких спецiальних типiв поверхонь (леми 3.2 та 3.4).

У лемi 3.6 доведено, що веретеноподiбнi та закругленi веретеноподiбнi гiпер-
поверхнi серед усiх повних вкладених λ- та, вiдповiдно, λ1, λ2-опуклих гiперпо-
верхонь iз заданим та фiксованим радiусом вписаної кулi у Mm+1(c) мають най-
бiльший радiус описаної кулi. Це твердження надає точного змiсту їх найбiльший
“несферичностi”. Iз леми 3.6 витiкає точна оцiнка радiуса R описаної кулi ви-
ду R 6 f(λ1, λ2, r) для довiльної повної вкладеної λ1, λ2-опуклої гiперповерхнi
Σ ⊂ Mm+1(c) (тут r – радiус вписаної кулi, f – деяка функцiя) (теорема 3.7).
Дослiдження оцiнок теореми 3.7 iз застосуванням лем 3.2 та 3.4 приводить до
наступних центральних результатiв роздiлу.

Теорема 3.8. Довiльна повна вкладена λ1, λ2-опукла гiперповерхня Σ ⊂ Mm+1(c)
(при c < 0 вважаємо λ1 >

√
−c) може бути вмiщена у сферичний шар мiж двома

концентричними сферами радiусiв R та r (R > r) такий, що
1. для c = 0,

R− r 6
(√

2− 1
)

(R1 −R2) ;

2. для c = k2 (k > 0),

R− r 6 2

k
arccos

√
cos (k(R1 −R2))− (R1 −R2);

3. для c = −k2 (k > 0),

R− r 6 2

k
arcch

√
ch (k(R1 −R2))− (R1 −R2),

де R1 и R2 – радiуси цiлком омбiлiчних сфер кривини, вiдповiдно, λ1 та λ2 у
Mm+1(c). Бiльше того, цi оцiнки є точними.

Теорема 3.9. Якщо Σ ⊂ Em+1 – повна вкладена λ1, λ2-опукла гiперповерхня у ев-
клiдовому просторi, то її можна помiстити у сферичний шар мiж двома концен-
тричними сферами радiусiв R та r (R > r) такий, що

R

r
6

√
λ2
λ1

+
√

2√
λ1
λ2

+
√

2
.

Бiльше того, ця оцiнка є точною.
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Точнiсть оцiнок означає, що у кожному випадку iснує спецiально пiдiбрана
λ1, λ2-опукла гiперповерхня, для якої мiнiмальна товщина та, вiдповiдно, вiдно-
шення радiусiв шару дорiвнює виразам у правiй частинi всiх оцiнок. Таким чином,
отриманi оцiнки не можуть бути покращенi без накладання додаткових умов.

Як наслiдок теорем 3.8 та 3.9 був отриманий результат зi стабiльностi для
λ, (1 + ε)λ-опуклих гiперповерхонь у Mm+1(c) для малих ε > 0 (наслiдок 3.15).

Iз теореми 3.8, якщо покласти R2 = 0, були отриманi точнi оцiнки товщини
шару для λ-опуклих гiперповерхонь (теорема 3.10).

Користуючись результатами другого роздiлу (зокрема, теоремою 2.6 порiвняння
радiальних кутiв, а також лемою 2.16), результат теореми 3.10 був перенесений на
випадок рiманових многовидiв знакосталої кривини.

Теорема 3.16. Нехай Σ – повна вкладена C2-гладка λ-опукла (λ > 0) гiперповерхня
у повному однозв’язному (m+ 1)-вимiрному рiмановому многовидi Mm+1.

1. Якщо секцiйнi кривини Kσ многовиду Mm+1 уздовж усiх двовимiрних площин
σ задовольняють нерiвнiсть Kσ > k2, k > 0, а область DΣ лежить у кулi радiуса
injM(o) з центром в точцi o, де o – центр вписаної до Σ кулi, то гiперповерхню Σ
можна помiстити у сферичний шар, товщина R− r якого задовольняє нерiвнiсть

R− r 6 2

k
arccos

√
cos kRλ −Rλ.

2. Якщо для будь-якої двовимiрної площини 0 > Kσ > −k2, та λ > k > 0, то Σ
можна помiстити у сферичний шар, товщина R− r якого задовольняє нерiвнiсть

R− r 6 2

k
arcch

√
ch kRλ −Rλ.

(тут Rλ – радiус цiлком омбiлiчної сфери кривини λ у Mm+1(c).)

Четвертий роздiл присвячено дослiдженню оберненої iзопериметричної задачi
для повних λ-опуклих гiперповерхонь у модельних рiманових просторах. У роботi
повнiстю дослiджено двовимiрнiй випадок. На площинах сталої кривини обернена
iзопериметрична задача полягає у мiнiмiзацiї площi областi, що може бути об-
межена замкненою вкладеною λ-опуклою кривою даної довжини, та знаходженнi
екстремального об’єкту. У пiдроздiлi 4.3 доведено, що така задача має розв’язок.

Означення 4.1. Для довiльного λ > 0, замкнена опукла крива в M 2(c), яка скла-
дається iз двох рiвних дуг кривих постiйної геодезичної кривини, що дорiвнює λ,
називається λ-опуклою луночкою.

Таким чином, λ-опуклi луночки є двовимiрними λ-опуклих веретеноподiбними
гiперповерхнями.

Позначимо через L(γ) та A(γ) – довжину замкненої вкладеної кривої γ та пло-
щу областi, яку вона обмежує.

За допомогою принципу максимуму Понтрягiна, застосування якого детально
описується у пiдроздiлах 4.5 (евклiдiв випадок) та 4.6 (сферичний та гiперболiчний
випадки), доведена iзопериметрична властивiсть λ-опуклих луночок.
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Теорема 4.2. Нехай γ ⊂ M 2(c) – замкнена вкладена λ-опукла крива, λ > 0. Якщо
γ0 ⊂M 2(c) – λ-опукла луночка така, що

L(γ) = L(γ0),

то
A(γ) > A(γ0),

причому рiвнiсть досягається тодi i тiльки тодi, коли γ = γ0.

Видається можливим знайти явну залежнiсть A(γ0) вiд L(γ0) (лема 4.4). Це
уможливлює еквiвалентне формулювання iзопериметричної властивостi λ-опуклих
луночок у виглядi оберненої iзопериметричної нерiвностi для λ-опуклих кривих.

Теорема 4.3. Нехай γ ⊂ M 2(c) – замкнена вкладена λ-опукла крива, λ > 0. Якщо
L i A – вiдповiдно, довжина γ та площа областi, що обмежена γ, то

1. для евклiдової площини (c = 0),

A >
L

2λ
− 1

λ2
sin

Lλ

2
;

2. для сферичного простору (c = k2 (k > 0)),

A >
4

k2
arctg

(
λ√

λ2 + k2
tg

(√
λ2 + k2

4
L

))
− Lλ

k2
;

3. для площини Лобачевського (c = −k2 (k > 0))

а) при λ > k,

A >
Lλ

k2
− 4

k2
arctg

(
λ√

λ2 − k2
tg

(√
λ2 − k2

4
L

))
;

б) при λ = k,

A >
L

k
− 4

k2
arctg

kL

4
;

в) при k > λ > 0,

A >
Lλ

k2
− 4

k2
arctg

(
λ√

k2 − λ2
th

(√
k2 − λ2

4
L

))
.

Бiльше того, у всiх випадках рiвнiсть досягається тiльки для λ-опуклої луночки.

В якостi побiчних продуктiв на шляху отримання обернених iзопериметричних
нерiвностей були доведенi теорема Бляшке – Лебега на евклiдовiй площинi (пункт
4.5.1), дуальнi нерiвностi для λ-увiгнутих кривих на двовимiрнiй сферi (теореми
4.18 та 4.19) та теорема Сантало – Янеша на площинi Лобачевського (пункт 4.6.2).
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi вивчено деякi екстремальнi властивостi повних силь-
но опуклих (λ-опуклих, λ-увiгнутих, λ1, λ2-опуклих) гiперповерхонь у рiманових
та лоренцевих многовидах обмеженої секцiйної кривини. Виходячи iз проведених
дослiджень, можна зробити висновок, що використання технiки порiвняння для
вивчення геометрiї гiперповерхонь обмеженої нормальної кривини (у тому числi,
їх негладких аналогiв) є плiдною iдеєю у сенсi отримання нових результатiв. Зо-
крема, було дослiджено та роз’язано наступнi проблеми:

1. Доведено теорему порiвняння радiальних кутiв для гладких λ-опуклих (тео-
рема 2.6) та λ-увiгнутих (теорема 2.9) гiперповерхонь у повних рiманових мно-
говидах обмеженої секцiйної кривини. Цi теореми виявилися один iз ключових
iнструментiв дослiдження геометрiї сильно опуклих гiперповерхонь.

2. За допомогою теореми порiвняння радiальних кутiв отримано точнi оцiнки
зверху на величини цих кутiв для λ-опуклих гiперповерхонь у модельних просто-
рах постiйної кривини (теорема 2.11) та в довiльних рiманових многовидах обме-
женої знакосталої кривини (теорема 2.12). Отриманi результати свiдчать про те, що
радiальнi кути сильно опуклих гiперповерхонь не можуть бути довiльно велики-
ми, а оцiнки для них є, у певному сенсi, кiлькiсним показником ступеня близькостi
таких поверхонь до сфер.

3. Для простору-часу додатної часоподiбної секцiйної кривини та повної про-
сторовоподiбної гiперповерхнi кривини kn 6 λ в ньому було доведено теорему
порiвняння гiперболiчних кутiв (теорема 2.24) i вiдповiдну до неї оцiнку цих кутiв
(теорема 2.25). Бiльше того, у лоренцевому випадку було продемонстровано, що
функцiя гiперболiчного кута завжди обмежена константою, яка залежить лише вiд
λ та обмежень на часоподiбнi секцiйнi кривини многовиду (теорема 2.26).

4. У модельних рiманових многовидах було доведено еквiвалентнiсть теорем
порiвняння радiальних кутiв та теореми прокачування (вмiщення) Бляшке для сфер
у випадку λ-опуклих (теорема 2.17) та λ-увiгнутих (теорема 2.19) областей з глад-
кою границею. Було отримано узагальнення теореми вмiщення Бляшке для сфер у
випадку рiманових многовидiв обмеженої кривини (теорема 2.20).

5. Було отримано точнi оцiнки для товщини сферичного шару, який вмiщує в
собi повну λ1, λ2-опуклу гiперповерхню у рiманових модельних просторах (тео-
рема 3.8); в евклiдовому випадку було отримано точну оцiнку для вiдношення
радiусiв такого шару (теорема 3.9).

6. Отриманi у попередньому пунктi оцiнки товщини шару було перенесено
у λ-опуклому випадку на рiмановi модельнi простори (теорема 3.10) та рiмановi
многовиди обмеженої знакосталої кривини (теорема 3.16).

Таким чином, оцiнки товщини сферичного шару, поряд з оцiнками радiальних
кутiв, є ще одним кiлькiсним показником сферичностi сильно опуклих гiперпо-
верхонь.

7. У роботi показано, що сильно опуклi гiперповерхнi є природнiм класом
об’єктiв, для яких має сенс обернена iзопериметрична задача. Так, на двовимiрних
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площинах постiйної кривини доведено оберненi iзопериметричнi нерiвностi для
замкнених вкладених λ-опуклих кривих (теорема 4.3) та еквiвалентну їм iзопери-
метричну властивiсть λ-опуклих луночок (теорема 4.2).

Бiльше того, у ходi дослiджень оберненої iзопериметричної проблеми у класi λ-
опуклих кривих продемонстровано один iз шляхiв застосування теорiї оптималь-
ного керування та принципу максимуму Понтрягiна для розв’язання геометричних
задач опуклої оптимiзацiї.
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Анотацiя

Драч К. Д. Екстремальнi оцiнки для повних гiперповерхонь у рiманових про-
сторах. – Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних наук
за спецiальнiстю 01.01.04 – геометрiя та топологiя. – Фiзико-технiчний iнститут
низьких температур iм. Б. I. Вєркiна НАН України, Харкiв, 2016.

Дисертацiя присвячена дослiдженню екстремальних властивостей повних силь-
но опуклих гiперповерхонь, нормальнi кривини яких обмеженi знизу деякою додат-
ною константою λ (λ-опуклi гiперповерхнi) або ж затиснутi мiж двома невiд’єм-
ними константами, а також їх нерегулярних аналогiв. У рiманових многовидах
обмеженої кривини доведенi теореми порiвняння для радiальних кутiв, що утво-
рюються мiж повною вкладеною сильно опуклою гiперповерхнею та радiальними
напрямками iз фiксованої точки всерединi поверхнi. Отриманi точнi оцiнки для
цих кутiв. Аналогiчнi результати доведенi для простровоподiбних гiперповерхонь
у лоренцевих многовидах. У рiманових просторах дослiджено зв’язок мiж теоре-
мами порiвняння радiальних кутiв та теоремою вмiщення Бляшке. Знайдено точнi
оцiнки товщини та вiдношення радiусiв сферичного шару, у який можна помiстити
повну вкладену сильно опуклу гiперповерхню у рiманових просторах сталої кри-
вини. Для λ-опуклих гiперповерхонь оцiнки товщини шару перенесенi на випадок
рiманових многовидiв обмеженої знакосталої секцiйної кривини. На двовимiрних
площинах сталої кривини для замкнених вкладених λ-опуклих кривих повнiстю
розв’язана обернена iзопериметрична задача зi знаходження кривої, що обмежує
найменшу площу помiж кривих даної довжини. Доведенi вiдповiднi оберненi iзо-
периметричнi нерiвностi.

Ключовi слова: нормальна кривина; λ-опуклiсть; радiальний кут; гiперболiчний
кут; ступiнь омбiлiчностi; обернена iзопериметрична нерiвнiсть.
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Аннотация

Драч К. Д. Экстремальные оценки для полных гиперповерхностей в рима-
новых пространствах. – Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математических
наук по специальности 01.01.04 – геометрия и топология. – Физико-технический
институт низких температур им. Б. И. Веркина НАН Украины, Харьков, 2016.

Диссертация посвящена исследованию экстремальных свойств полных сильно
выпуклых гиперповерхностей, нормальные кривизны которых ограничены снизу
некоторой положительной константой λ (λ-выпуклые гиперповерхности) или за-
жаты между двумя неотрицательными константами, и их нерегулярных аналогов.
В римановых многообразиях ограниченной кривизны доказаны теоремы сравнения
для радиальных углов, образующихся между полной вложенной сильно выпуклой
гиперповерхностью и радиальными направлениями из фиксированной точки внут-
ри неё. Получены точные оценки таких углов. Аналогичные результаты доказаны в
лоренцевых многообразиях. В римановых пространствах исследована связь между
теоремами сравнения радиальных углов и теоремой прокатывания Бляшке. Найде-
ны точные оценки ширины и отношения радиусов сферического слоя, в который
можно поместить полную вложенную сильно выпуклую гиперповерхность в рима-
новых модельных пространствах. Для λ-выпуклых гиперповерхностей оценки ши-
рины слоя перенесены на случай римановых многообразий ограниченной знакопо-
стоянной секционной кривизны. На двумерных плоскостях постоянной кривизны
для замкнутых вложенных λ-выпуклых кривых решена обратная изопериметриче-
ская задача по нахождению кривой, которая ограничивает наименьшую площадь
среди кривых данной длины. Доказаны соответствующие обратные изопериметри-
ческие неравенства.

Ключевые слова: нормальная кривизна; λ-выпуклость; радиальный угол; гипер-
болический угол; степень омбиличности; обратное изопериметрическое неравен-
ство.

Abstract

Drach K. D. Extreme bounds for complete hypersurfaces in Riemannian spaces.
– Manuscript.

Thesis for acquiring the degree of candidate of sciences in physics and mathematics,
speciality 01.01.04 – geometry and topology. – B. Verkin Institute for Low Temperature
Physics and Engineering of the National Academy of Sciences of Ukraine, Kharkiv,
2016.

In the thesis we study some extreme global properties of complete strictly convex
hypersurfaces, that is smooth hypersurfaces whose normal curvatures are bounded from
below by some positive constant λ (λ-convex hypersurfaces) or pinched by two non-
negative constants λ1 and λ2 (λ1, λ2-convex hypersurfaces), and their non-smooth genera-
lizations, in Riemannian manifolds. While normal curvatures are local extrinsic quantities,
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uniform restrictions on them lead to some particular structure of a surface globally in an
ambient space.

We prove the radial angle comparison theorem for angles between the normal vector
field of a complete embedded λ-convex hypersurface in a Riemannian manifold of
bounded from below sectional curvature and the radial vector field with respect to a
given fixed point inside the domain bounded by the surface. The dual result is proved
for λ-concave hypersurfaces, that is 0, λ-convex surfaces, in Riemannian manifolds of
bounded from above sectional curvature. Using these theorems, we find sharp upper
bounds on the radial angle function for complete embedded λ-convex hypersurfaces
in the Riemannian model spaces (complete simply connected Riemannian manifolds
of constant sectional curvature) and Riemannian manifolds of bounded constant-signed
sectional curvature. These bounds are given in terms of the distance from the origin of
the radial vector field, the constant λ, and the bounds on the sectional curvatures of the
manifold. Similar results were obtained for complete spacelike hypersurfaces of bounded
from above normal curvature in spacetimes of positive timelike sectional curvature. In
the thesis we prove that in the Riemannian model spaces the radial angle comparison
theorems are equivalent to Blaschke’s Rolling Theorem. By using the radial angle
comparison theorems, we obtain a generalization of Blaschke’s theorem in Riemannian
manifolds of bounded sectional curvature.

The thesis contains results expressing the degree of umbilicity of complete embedded
λ- or λ1, λ2-convex hypersurfaces in Riemannian spaces in terms of the parameters of
a spherical shell, that is the space between two concentric geodesic spheres of radii
R and r, in which one can put such hypersurfaces. We construct the most “non-
spherical” hypersurface from the respectful class (spindle-shaped and rounded spindle-
shaped hypersurfaces). By using these extreme objects, in the model Riemannian spaces
for complete embedded λ- or λ1, λ2-convex hypersurfaces we find sharp upper bounds
on the width R− r and the radii quotient R/r of such shells. In the λ-convex case these
bounds were extended to Riemannian manifolds of bounded constant-signed sectional
curvature.

In the thesis we study the reverse isoperimetric problem for strictly convex hyper-
surfaces, and solve it completely for closed embedded λ-convex curves on the two-
dimensional planes of constant curvature. In particular, we prove that among all such
curves, provided their lengths are fixed, there is a unique curve enclosing a domain of the
minimal possible area. By utilizing Pontryagin’s maximum principle from the optimal
control theory, we show that this curve, called λ-convex lune, is composed of two equal
arcs of constant geodesic curvature equal to λ. The corresponding reverse isoperimetric
inequalities were also obtained. As the by-products, we prove some dual inequalities
for λ-concave curves on the sphere, give another prove of the classical two-dimensional
Blaschke – Lebesgue problem on the Euclidean plane, and prove the Santalo – Yanez
theorem on the hyperbolic plane.

Key words: normal curvature; λ-convexity; radial angle; hyperbolic angle; degree of
umbilicity; reverse isoperimetric inequality.
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