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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ïèòàííÿ iñíóâàííÿ i àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè
ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïîñiäàþòü ÷èííå
ìiñöå ó ñó÷àñíié ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi. Âòiì, íå çâàæàþ÷è íà ðîçâèíåíèé ñòàí
òåîði¨ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ¹ òðóäíîùi, íàïðèêëàä,
âiäñóòíiñòü àáî âòðàòà êîìïàêòíîñòi ó ïåâíèõ ãðàíèöÿõ, äëÿ ïîäîëàííÿ ÿêèõ íå
iñíó¹ çàãàëüíèõ ðåöåïòiâ i êîíòêðåòíi çàäà÷i ïîòðåáóþòü ðîçáóäîâè ñâî¨õ ñïåöè-
ôi÷íèõ ìåòîäiâ.

Çíà÷íó ÷àñòèíó äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ íåêîìïà-
êòíèõ âàðiàöiéíèõ çàäà÷ ïîâ'ÿçàíèõ ç òåîði¹þ ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ ó íàäïðîâiä-
íèêàõ. Òàêi (íåêîìïàêòíi) âàðiàöiéíi çàäà÷i ¹ ïðåäìåòîì àêòèâíèõ äîñëiäæåíü
ïî÷èíàþ÷è ç äðóãî¨ ïîëîâèíè 20-ãî ñòîði÷÷ÿ. Iíòåðåñ äî íèõ áóâ ñòèìóëüîâàíèé,
ïåðø çà âñå, ïðîáëåìàìè ç äèôåðåíöiàëüíî¨ ãåîìåòði¨. Îäíèì ç íàéâiäîìiøèõ
ïðèêëàäiâ ¹ çàäà÷à ßìàáå. Ó 1960 ð. Õ. ßìàáå 1 ïîñòàâèâ i ðîçâ'ÿçàâ çàäà÷ó ïðî
iñíóâàííÿ êîíôîðìíî¨ ðiìàíîâî¨ ìåòðèêè ç ïîñòiéíîþ ñêàëÿðíîþ êðèâèçíîþ íà
êîìïàêòíîìó ìíîãîâèäi âèìiðíîñòi ≥ 3. Ïðîòå ðîçâ'ÿçàííÿ Õ. ßìàáå ìàëî ñóò-
ò¹âó ïîìèëêó, ÿêó ó 1967 ð. ïîìiòèâ Í. Òðóäiíãåð. À ñàìå, âàðiàöiéíà çàäà÷à, ùî
áóëî âèâåäåíî Õ. ßìàáå ¹ íåêîìïàêòíîþ i ïîâíå äîâåäåííÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçíîñòi, çóñè-
ëëÿìè, ïåðø çà âñå, Í. Òðóäiíãåðà2 , Ò. Îáåíà3 i Ð. Øîíà4 , çàéíÿëî ìàéæå 20
ðîêiâ. Íåêîìïàêòíi âàðiàöiéíi çàäà÷i âèíèêàþòü òàêîæ â äîñëiäæåííÿõ Äæ. Ñà-
êñà i Ê. Óëåíáåê5 ìiíiìàëüíèõ 2-ñôåð, Õ. Áðåçiñà i Æ.-Ì. Êîðîíà6 iñíóâàííÿ
ïîâåðõîíü ç ïîñòiéíîþ ñêàëÿðíîþ êðèâèçíîþ íàòÿãíóòèõ íà çàäàíèé êîíòóð,
ðîáîòàõ Ê. Òàóáåñà 7 ïðî ðiâíÿííÿ ßíãà-Ìiëëñà, Ì.Ñòðóâå8 ïðî íàïiâëiíiéíi
ðiâíÿííÿ ç êðèòè÷íèìè ïîêàçíèêàìè, i áàãàòüîõ iíøèõ ðîáîòàõ. Õàðàêòåðíîþ
ðèñîþ ïåðåëi÷åíèõ çàäà÷ ¹ iñíóâàííÿ ëîêàëiçîâàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi êîíöåíòðó-
þòüñÿ (â ïåâíîìó ñåíñi) â îêîëi òî÷êè (òî÷îê), i öþ ïîâåäiíêó, ïðèíàéìíi â
ãåîìåòðè÷íèõ çàäà÷àõ, ìîæíà âiçóàëiçóâàòè ó âèãëÿäi íàäóòèõ áóëüáàøîê. Âiä-
ñiëÿ i ïiøîâ íåôîðìàëüíèé òåðìií bubbling, ùî ÷àñòî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ïî-
äiáíèõ çàäà÷àõ. Iñíóþòü àáñòðàêòíi ïiäõîäè äî òàêèõ çàäà÷, ÿê òî ðîçâèíåíî â

1Yamabe, H.: On a deformation of Riemannian structures on compact manifolds. Osaka Math. J. 12(1), 21�37
(1960)

2Trudinger, N.: Remarks concerning the conformal deformation of Riemannian structures on compact manifolds.
Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa (3) 22(2), 265�274 (1968)

3Aubin, T., �Equations di��erentielles non lin�eaires et probl�eme de Yamabe concernant la courbure scalaire, J.
Math. Pures Appl. 55(3), 269�296 (1976)

4Schoen, R.: Conformal deformation of a Riemannian metric to constant scalar curvature. J. Di�er. Geom.
20(20), 478�495 (1984)

5Sacks, J., Uhlenbeck, K.: The existence of minimal immersions of 2-spheres. Ann. Math. 113(1), 1�24 (1981)
6Brezis, H., Coron, J.-M.: Convergence of solutions of H-systems or how to blow bubbles. Arch. Rational Mech.

Anal. 89(1), 21�56 (1985)
7Taubes, C.H.: Path connected Yang�Mills moduli spaces. J. Di�. Geom. 19, 337�392 (1984)
8Struwe, M.: A global compactness result for elliptic boundary value problems involving limiting nonlinearities.

Math. Z. 187(4), 511�517 (1984)
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ðîáîòi Ï.-Ë. Ëiîíñà9 ïðî êîíöåíòðàöiþ-êîìïàêòíiñòü, â ðîáîòàõ Ï. Æåðàðà10 ,
Ñ. Äæàôàðà11 ïðî õàðàêòåðiçàöiþ âòðàòè êîìïàêòíîñòi ó êðèòè÷íèõ âèïàäêàõ
âêëàäåíü. Âàæëèâi ðåçóëüòàòè ïðî íåiñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íàïiâëiíiéíèõ ðiâíÿíü
ç êðèòè÷íèìè ïîêàçíèêàìè áóëî îäåðæàíî Ñ.I. Ïîõîæà¹âèì12 .

Åôåêò êîíöåòðàöi¨ åíåðãi¨ ðîçâ'ÿçêiâ â îêîëi äèñêðåòíîãî íàáîðó òî÷îê ¹ òà-
êîæ õàðàêòåðíèì äëÿ ìîäåëåé ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ â íàäïðîâiäíèêàõ. Ïiîíåðñüêi
ìàòåìàòè÷íi ðåçóëüòàòi äëÿ âiäïîâiäíèõ âàðiàöiéíèõ çàäà÷ áóëî îäåðæàíî Ô. Áå-
òþåëåì, Õ. Áðåçiñîì i Ô. Õåëåéíîì â ðîáîòi 13 ïðèñâÿ÷åíié äîñëiäæåííþ àñèì-
ïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ìiíiìiçàíòiâ ñïðîùåíîãî ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó ó
ãðàíèöi Ëîíäîíiâ, êîëè ïàðàìåòð Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi.
Íèìè áóëî äîâåäåíî çáiæíiñòü ìiíiìiçàíòiâ äî ãàìîíi÷íèõ âiäîáðàæåíü ç äå-
êiëüêîìà ñèíãóëÿðíèìè òî÷êàìè, äëÿ îïèñàííÿ îñòàííiõ âèâåäåíî ôóíêöiîíàë
ðåíîðìàëiçîâàíî¨ åíåðãi¨. Ðåçóëüòàòè i ìåòîäè ðîáîòè 13 ñòèìóëþâàëè ÷èñëåí-
íi äîñëiäæåííÿ âàðiàöiéíèõ çàäà÷ ïîâ'ÿçàíèõ ÿê çi ñïðîùåíèì ôóíêöiîíàëîì
Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó òàê i ïîâíèì, ùî âðàõîâó¹ åôåêòè ìàãíiòíîãî ïîëÿ. Ñóòò¹âå
ðîçâèíåííÿ òåõíiêè 13 áóëî çðîáëåíî â ðîáîòi Å. Ñàíäi¹ðà i Ñ. Ñåðôàòi14 ïðèñâÿ-
÷åíié äîñëiäæåííþ âèõîðiâ ñïðè÷èíåíèõ çîâíiøíiì ìàãíiòíèì ïîëåì. Çàçíà÷è-
ìî, ùî â 13 âèâ÷åíî çàäà÷ó Äiðiõëå ç êðà¹âèìè äàíèìè ÿêi çàäàþòüñÿ ãëàäêîþ
S1-çíà÷íîþ ôóíêöi¹þ g íà ìåæi, i ñòåïiíü âiäîáðàæåííÿ deg g ôóíêöi¨ g ¹ âèçíà-
÷àëüíèì äëÿ ÿêiñíî¨ êàðòèíè àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ìiíiìiçàíòiâ: íàïðèêëàä,
ÿêùî deg g = 0, òî â ãðàíèöi Ëîíäîíiâ ìiíiìiçàíòè çáiãàþòüñÿ äî íåñèíãóëÿðíî-
ãî ãàðìîíi÷íîãî âiäîáðàæåííÿ, ÿêùî deg g = 1, òî ãðàíè÷íå âiäîáðàæåííÿ ìà¹
îäíó ñèíãóëÿðíó òî÷êó, i ò.ä. Öåé ôàêò ìîòèâó¹ ïîñëàáëåííÿ êðàéîâèõ óìîâ äî
çàäàíîãî ñòåïåíÿ êðàéîâèõ äàíèõ íà ìåæi, ïðîòå â ðåçóëüòàòi âàðiöiéíà çàäà÷à
ñòà¹ íåêîìïàêòíîþ i, íà âiäìiíó âiä çàäà÷i Äiðiõëå, ïèòàííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ
ñòà¹ íåòðiâiàëüíèì äëÿ ñêií÷åíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó. Òàêi
çàäà÷i âèâ÷åíî ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi, â íèõ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ íåñòàíäàðòíèé ìå-
õàíiçì âòðàòè êîìïàêòíîñòi � ÷åðåç êîíöåíòðàöiþ åíåðãi¨ â îêîëi òî÷îê, ùî
íàáëèæàþòüñÿ äî ìåæi. Öå äîñëiäæåííÿ ¹ íîâèì, éîìó ïåðåäóâàëè äâi îêðåìi
ðîáîòè Ë. Áåðëÿíäà i Ä.Ãîëîâàòîãî15 òà Ë. Áåðëÿíäà i Ï. Ìiðîíåñêó16 , äå âïåð-

9Lions, P.-L.: The concentration-compactness principle in the calculus of variations. The limit case. II. Rev.
Mat. Iberoamericana 1, 45�121 (1985)

10G�erard, P.: Compactness description for the default Sobolev injection. ESAIM Control Optim. Calc. Var. 3,
213�233 (1998)

11Ja�ard, S. Analysis of the lack of compactness in the critical Sobolev embeddings. J. Funct.Anal. 161, 384�396
(1999)

12Pohozhaev, S.: Eigenfunctions of the equation ∆u+ f(u) = 0. Soviet Mat. Dokl. 6, 1408�1411 (1965)
13Bethuel, F., Brezis, H., Helein, F.: Ginzburg-Landau vortices. Birkhauser (1994)
14Sandier, E., Serfaty, S.: Vortices in the magnetic Ginzburg-Landau model. Birkh�auser (2007)
15Golovaty, D., Berlyand, L.: On uniqueness of vector-valued minimizers of the Ginzburg-Landau functional in

annular domains. Calc. Var. Partial Di�erential Equations 14, 213�232 (2002)
16Berlyand, L., Mironescu, P., Ginzburg-Landau minimizers with prescribed degrees. Capacity of the domain

and emergence of vortices. J.Funct. Anal. 239, 76�99 (2006)
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øå áóëî âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ç çàäàíèìè íåíóëüîâèìè ñòåïåíÿìè.
Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi äîâåäåíî ãiïîòåçó âèñóíóòó Ë. Áåðëÿíäîì i Ï. Ìiðîíå-
ñêó òà ðîçãëÿíóòî áàãàòî iíøèõ ïèòàíü, çîêðåìà, iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ç íóëÿìè
(âèõîðàìè) i äîñëiäæåííÿ ñèíãóëÿðíèõ ãðàíèöü ðîçâ'ÿçêiâ.

Òàêîæ â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíi ëiíiéíi åëiïòè-
÷íi ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó. Â íèõ âòðàòà êîìïàêòíîñòi âèíèêà¹ ÷åðåç ìàëèé
ïàðàìåòð ïåðåä ÷ëåíàìè çi ñòàøèìè ïîõiäíèìè. Îäíèì ç ïåðøèõ äîñëiäæåíü
òàêèõ çàäà÷ ¹ ðîáîòà Ì.É. Âiøèêà i Ë.À. Ëþñòåðíèêà17 , äå áóëî ðîçâèíóòî òåî-
ðiþ ïîáóäîâè ìåæîâèõ øàðiâ ó âèïàäêó êîëè ãðàíè÷íà çàäà÷à ¹ â ïåâíîìó ñåíñi
äîáðå ïîñòàâëåíîþ. Éìîâiðíiñíèé ïiäõiä äî ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ðiâíÿíü áóëî
âèêîðèñòàíî Î.Ä. Âåíòöåëåì i Ì.É. Ôðåéäëiíèì 18 i ðîçâèíóòî òåõíiêó âåëèêèõ
âiäõèëåíü äëÿ âiäïîâiäíèõ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Çà äîïîìî-
ãîþ éìîâiðíiñíî¨ iíòåðïðåòàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ i çãàäàíî¨ òåõíiêè âåëèêèõ âiäõèëåíü
Þ.I. Êiôåðîì 19,20 áóëî âèâ÷åíî àñèìòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïåðøîãî âëàñíîãî çíà-
÷åííÿ çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíîãî åëiïòè÷íîãî îïåðàòîðà. Iñíó¹ òà-
êîæ àëüòåðíàòèâíèé ïiäõiä äî âèâ÷åííÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî
ïîðÿäêó, ùî áàçó¹òüñÿ íà ïîíÿòòi â'ÿçêiñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ââåäåíîìó Ï.-Ë. Ëiîíñîì
i Ì. Êðåíäàëëîì21 íà ïî÷àòêó 1980-õ ðîêiâ. Öåé ïiäõiä ¹, â ïåâíîìó ñåíñi, áiëüø
ïðÿìèì (âií îïåðó¹ íàïðÿìó ç ðiâíÿííÿìè), ñïèðà¹òüñÿ íà ìiðêóâàííÿ òèïó
ïðèíöèïó ìàêñèìóìó à íå éìîâiðíiñíó òåõíiêó, i, äîñèòü ÷àñòî, äîçâîëÿ¹ îòðè-
ìàòè áiëüøå iíôîðìàöi¨ ïðî ðîçâ'ÿçêè. Âïåðøå òåõíiêó â'ÿçêiñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ
áóëî çàñòîñîâàíî äî äîñëiäæåííÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ðiâíÿíü Ë.-Ê. Åâàíñîì
i Õ. Iøi22 . Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ðîçâèíóòî ìåòîäè, ùî ïî¹äíóþòü òåõíiêó
â'ÿçêiñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ i òåõíiêè ëîêàëiçîâàíîãî àíàëiçó, äëÿ äîñëiäæåííÿ àñèì-
ïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ îïåðàòîðiâ
áiëÿ ìåæi ñïåêòðó. Çîêðåìà, äåòàëüíî âèâ÷åíî àñèìïòîòèêè ïåðøîãî âëàñíîãî
çíà÷åííÿ i âiäïîâiäíî¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨. Çàçíà÷èìî, ùî àíàëiç ïðîâåäåíî äëÿ
çàãàëüíèõ íåñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi, ç îäíîãî áîêó, ìàþòü àíàëiòè÷íi
ñêëàäíîùi ÷åðåç âiäñóòíiñòü âàðiàöiéíîãî ïðèíöèïó, ç iíøîãî áîêó, ïðèçâîäÿòü
äî íîâèõ åôåêòiâ (íàïðèêëàä, ëîêàëiçàöiÿ âëàñíèõ ôóíêöié íà ãðàíè÷íèõ öè-
êëàõ ïîðîäæåíèõ êîíâåêòèâíèìè ÷ëåíàìè).

Â ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ çàäà÷àõ, âèâ÷åíèõ â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi, çàçâè÷àé
17Vishik, M.I., Lyusternik, L.A.: Regular degeneracy and boundary layer for linear di�erential equations with a

small parameter. Usp. Mat. Nauk, 12(5), 3�122 (1957)
18Freidlin, M.I., Wentzell, A.D.: Random perturbations of dynamical systems. Fundamental Principles of

Mathematical Sciences, 260. Springer-Verlag (1984)
19Kifer, Yu.: On the principal eigenvalue in a singular perturbation problem with hyperbolic limit points and

circles. J.Di�er. Equations 37(1), 108�139 (1980)
20Kifer, Yu.: Stochastic stability of the topological pressure. J. Analyse Math. 38, 255�286 (1980)
21Crandall, M., Lions, P.-L.: Viscosity solutions of Hamilton-Jacobi equations. Transactions of the American

Mathematical Society 277 (1), 1�42 (1983)
22Evans, L.C., Ishii, H.: A PDE approach to some asymptotic problems concerning random di�erential equation

with small noise intensities. Ann. L'Institut H. Poincare 2, 1�20 (1985)
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ïðèñóòíi äâà òèïà çáóðåííÿ: íàÿâíiñòü ìàëîãî ïàðàìåòðó â ÷ëåíàõ ç ïîõiäíèìè
i øâèäêèõ îñöèëÿöié â êîåôiöi¹íòàõ ðiâíÿíü. Çàçíà÷èìî, ùî ðiâíÿííÿ ç øâèäêî
îñöèëþþ÷èìè êîåôiöi¹íòàìè ¹ êëàñè÷íèì ïðèêëàäîì ç êîëà ïèòàíü, ùî ðîç-
ãëÿäàþòüñÿ â ðàìêàõ òåîði¨ óñåðåäíåííÿ. Ïåðøi çàäà÷i òåîði¨ óñåðåäíåííÿ áó-
ëî ïîñòàâëåíî i äîñëiäæåíî â 1964 ðîöi Â.Î. Ìàð÷åíêîì i �.ß. Õðóñëîâèì23 ,
Ì.É. Ôðåéäëiíèì24 , i Äæ.Á. Êåëëåðîì25 . Âàãîìèé âíåñîê â ðîçâèòèòîê òåîði¨
çðîáëåíî ÿê óêðà¨íñüêèìè, òàê i çàðóáiæíèìè ìàòåìàòèêàìè: �.ß. Õðóñëîâèì,
I.Â. Ñêðèïíèêîì, Ò.À. Ìåëüíèêîì, Î.À. Îëiéíèê, Ã.Ï. Ïàíàñåíêîì, Í.Ñ. Áà-
õâàëîâèì, Â.Â. Æèêîâèì, Å. Ñàí÷åç-Ïåëåíñi¹þ, Å. Äå Äæîðäæi, Ë. Òàðòàðîì
òà iíøèìè. Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âèâ÷åíî äâi çàäà÷i óñåðåäíåííÿ â ÿêèõ âè-
íàéäåíî íîâi åôåêòè ñïðè÷èíåíåíi êîëåêòèâíèì âíåñêîì íåîäíîðiäíîñòåé. Öå
çàäà÷à ïðî àñèìòîòè÷íå îïèñàííÿ âèõîðåâèõ ñòðóêòóð â íàäïðîâiäíèêàõ ç âå-
ëèêèì ÷èñëîì îòâîðiâ, i äîñëiäæåííÿ ìîíîòîííèõ îïåðàòîðiâ â ïåðôîðîâàíèõ
îáëàñòÿõ ç óìîâîþ Ôóð'¹ íà âêëþ÷åííÿõ. Â ïåðøié çi çãàäàíèõ çàäà÷ âèíàéäåíî
ìàñøòàáíi ñïiââiäíîøåíÿÿ, ùî âåäóòü äî âèõîðîâèõ ñòðóêòóð ç êðàòíèìè âè-
õîðÿìè ó âêëàäåíèõ ïiäîáëàñòÿõ. Çàçâè÷àé â ìîäåëÿõ íàäïðîâiäíèêiâ (ó òîìó
÷èñëi ç äîìiøêàìè) ñïîñòåðiãàþòüñÿ ñòðóêòóðè ç ïðîñòèõ âèõîðiâ, ùî îïèñàíî,
íàïðèêëàä, â ðîáîòi À. Àôòàëiîí, Ñ. Ñåðôàòi i Å. Ñàíä'¹ðà26 . Â äðóãié çàäà÷i
çíàéäåíî, ùî êîëåêòèâíèé âêëàä äiðîê, íà ìåæi ÿêèõ ñòàâèòüñÿ óìîâà Ôóð'¹,
ìîæå âåñòè äî ïîÿâè íîâîãî ÷ëåíà â åôåêòèâíié êðàéîâié óìîâi íà çîâíiøíié
ìåæi. Çàçíà÷èìî, ùî ôîðìàëüíî öþ çàäà÷ó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñèíãóëÿðíî
çáóðåíó ìåæåþ (¨¨ ìiðà íåîáìåæåíî çðîñòà¹), ïðîòå ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïðèïóùåííÿ
ïðî íóëüîâi ñåðåäíi êîåôiöi¹íòiâ â óìîâàõ Ôóð'¹ íà ìåæi âêëþ÷åíü i öå ïðèïóùå-
ííÿ äà¹ ìîæëèâiñòü àäàïòóâàòè êëàñè÷íó òåõíiêó (à ñàìå ìåòîä äâîõìàñøòàáíî¨
çáiæíîñòi) äëÿ âèâ÷åííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ.

Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âèâ÷åíî òàêîæ çàäà÷ó ç âiëüíîþ ìåæåþ, ùî ìîäåëþ¹
ðóõ æèâèõ êëiòèí íà ñóáñòðàòi. Îñòàííiì ÷àñîì ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ñïëåñê óâàãè
äî ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé áiîëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ. Ïðè öüîìó ñïðîáè îïèñàííÿ
áiîëîãi÷íèõ ÿâèù äîñèòü ÷àñòî ïðèçâîäÿòü äî ïîñòàíîâîê çàäà÷ ÿêi ñòàíîâëÿòü
ïåâíèé ìàòåìàòè÷íèé âèêëèê. Çîêðåìà, çàäà÷i ç âiëüíîþ ìåæåþ ¹ áiëüø ñêëà-
äíèìè äëÿ äîñëiäæåííÿ íiæ ñòàíäàðòíi êðàéîâi çàäà÷i ç ôiêñîâàíîþ ìåæåþ.
Âàæëèâèé êðîê â äîñëiäæåííi çàäà÷ ç âiëüíîþ ìåæåþ â áiîëîãi÷íèõ ìîäåëÿõ

23Marchenko, V.A., Khruslov, E.Ya.: Boundary-value problems with �ne-grained boundary. Mat.Sb. (N.S.) 65,
458�472 (1964)

24Freidlin, M.I.: Dirichlet's problem for an equation with periodical coe�cients depending on a small parameter.
Teor. Veroyatnost. i Primenen. 9, 133-139 (1964)

25Keller, J.B.: A theorem on the conductivity of a composite medium. J. Math. Phys. 5, 548�549 (1964)
26Aftalion, A., Sandier, E., Serfaty, S.: Pinning phenomena in the Ginzburg-Landau model of superconductivity.

J. Math. Pures Appl. 80(3), 339�372 (2001)
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áóëî çðîáëåíî À. Ôðiäìàíîì i éîãî ñïiâàâòîðàìè27,28 , ÿêi äîñëiäèëè áiôóðêà-
öi¨ íåðàäiàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ â ìîäåëi ðîñòà ïóõëèí. Çàãàëüíó iäåþ ðîáîòè 27 ,
ùî ïîëÿãà¹ â ïîøóöi íåòðèâiàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ øëÿõîì áiôóðêàöiéíîãî àíàëiçó
ñiì'¨ ðàäiàëüíèõ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, âèêîðèñòàíî i ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi
ïðè äîñëiäæåííi ìîäåëi ðóõó êëiòèí, ïðîòå òåõíi÷íà ðåàëiçàöiÿ ¹ çîâñiì iíøîþ.

Â çàãàëîì â ðîáîòi äîñëiäæåíî äåêiëüêà àêòóàëüíèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôi-
çèêè, ïðè öüîìó îñíîâíi òðóäíîùi â àíàëiçi ïîâ'ÿçàíi ç âiäñóòíiñòþ (àáî àñèì-
ïòîòè÷íîþ âòðàòîþ) êîìïàêòíîñòi çàäà÷.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Äèñåð-
òàöiéíà ðîáîòà âèêîíàíà ó Ôiçèêî-òåõíi÷íîìó iíñòèòóòi íèçüêèõ òåìïåðàòóð iì.
Á.I.Â¹ðêiíà Íàöiîíàëüíà àêàäåìi¨ íàóê Óêðà¨íè. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ¹ ñêëàäî-
âîþ ÷àñòèíîþ äåðæáþäæåòíèõ íàóêîâî-äîñëiäíèõ ðîáiò �Ïðÿìi òà îáåðíåíi çà-
äà÷i ðîçïîâñþäæåííÿ õâèëü ó ìiêðîíåîäíîðiäíîìó ñåðåäîâèùi� (íîìåð äåðæàâ-
íî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0103U00314 ), �Ïîáóäîâà óñåðåäíåíèõ ìîäåëåé ôiçè÷íèõ ïðîöåñiâ
ó ìiêðîíåîäíîðiäíèõ ñåðåäîâèùàõ� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0106U002559),
�Äîñëiäæåííÿ áàãàòîôàçíèõ òå÷ié ñóìiøåé ðiäèí i ãàçiâ ó ïîðèñòèõ ñåðåäîâè-
ùàõ òà âèõîðîâèõ ñòðóêòóð ó íàäïëèííèõ ðiäèíàõ� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨
0110U007897), �Ãåîìåòðè÷íi òà àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè â òåîði¨ êðàéîâèõ çàäà÷ ìà-
òåìàòè÷íî¨ ôiçèêè� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0116U005036).

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ ðîáîòè ¹ ðîçâèíåííÿ ìåòîäiâ äîñëi-
äæåííÿ iñíóâàííÿ i àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ âàðiàöiéíi çàäà÷i äëÿ ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-
Ëàíäàó, ñïåêòðàëüíi çàäà÷i äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ îïåðàòîðiâ, çàäà÷i óñåðå-
äíåííÿ, òà çàäà÷à ç âiëüíîþ ìåæåþ, ùî ìîäåëþ¹ ðóõ æèâèõ êëiòèí íà ñóáñòðàòi.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ iñíóâàííÿ/íåiñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ âàðiàöiéíèõ çà-
äà÷, àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, iñíó-
âàííÿ ñïåöiàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i ç âiëüíîþ ìåæåþ.

Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ:

• Ïîáóäóâàòè òåîðiþ âàðiàöiéíèõ çàäà÷ äëÿ ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó
(ÿê ñïðîùåíîãî òàê i ïîâíîãî, ùî âðàõîâó¹ ìàãíiòíi åôåêòè) ç çàäàíèì ñòå-
ïåíÿìè âiäîáðàæåííÿ íà ìåæi.

• Ðîçâèíóòè ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðå-
íèõ íåñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ.

• Äîñëiäèòè çàäà÷ó óñåðåäíåííÿ äëÿ ìîäåëi íàäïðîâiäíèêiâ ç äîìiøêàìè i
íåëiíiéíó çàäà÷ó â ïåðôîðîâàíèõ îáëàñòÿõ ç óìîâîþ Ôóð'¹ íà ìåæi äiðîê.

• Ïðîâåñòè áiôóðêàöiéíèé àíàëiç äëÿ çàäà÷i ç âiëüíîþ ìåæåþ, ùî ìîäåëþ¹
27Friedman, A., Reitich, F.: Symmetry-breaking bifurcation of analytic solutions to free boundary problems: an

application to a model of tumor growth. Trans. Amer. Math. Soc. 353(4), 1587�1634 (2001)
28Friedman, A., Hu, B.: Bifurcation for a free boundary problem modeling tumor growth by Stokes equation.

SIAM J Math. Anal. 39(1), 174�194 (2007)
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ðóõ æèâèõ êëiòèí íà ñóáñòðàòi.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ó ðîáîòi âèêîðèñòàíî âàðiàöiéíi ìåòîäè; ìåòîäè
â'ÿçêiñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ; ìåòîäè ôàêòîðèçàöi¨ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷à-
ñòèííèìè ïîõiäíèìè; ìåòîäè òåîði¨ óñåðåäíåííÿ, òàêi ÿê, Γ-çáiæíiñòü i äâîõìàñ-
øòàáíà çáiæíiñòü; ìåòîäè áiôóðêàöiéíîãî àíàëiçó.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îòðè-
ìàíî òàêi íîâi íàóêîâi ðåçóëüòàòè, ÿêi âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò:

• Äîâåäåíî iñíóâàííÿ ñêií÷åííîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà Ãiíçáóðãà-
Ëàíäàó κ, áiëüøå ÿêîãî íå iñíó¹ ãëîáàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ ñïðîùåíîãî ôóí-
êöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó ç çàäàíèìè îäèíè÷íèìè ñòåïåíÿìè âiäîáðàæåí-
íÿ íà êîìïîíåíòàõ ìåæi äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé ç ¹ìíiñòþ ìåíøîþ π.

• Äîâåäåíî iñíóâàííÿ ëîêàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ ç íóëÿìè (âèõîðàìè) ôóíêöiî-
íàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó (ÿê ñïðîùåíîãî òàê i ïîâíîãî, ùî âðàõîâó¹ ìàãíiòíi
åôåêòè) â äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ ç çàäàíèìè ñòåïåíÿìè âiäîáðàæåííÿ íà ìå-
æi. Âèâ÷åíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó öèõ ëîêàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ ó ãðàíèöi
Ëîíäîíiâ, ïîêàçàíî, ùî âèõîði íàáëèæàþòüñÿ äî ìåæi i â ¨õ îêîëàõ êîíöåí-
òðóþòüñÿ ñêií÷åííi êâàíòîâàíi åíåðãi¨.

• Ðîçâ'ÿçàíî ïèòàííÿ iñíóâàííÿ/íåiñíóâàííÿ (ãëîáàëüíèõ) ìiíiìiçàíòiâ ïîâíî-
ãî ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó ç çàäàíèìè ñòåïåíÿìè íà ìåæi. Âñòàíîâ-
ëåíî i âèâ÷åíî ñèíãóëÿðíó ïîâåäiíêó ìiíiìiçàíòiâ â äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ
ïðè κ → 1/

√
2 − 0, äîâåäåíî iñíóâàííÿ âèõîðiâ êîëî ìåæi i îïèñàíî ¨õ ãðà-

íè÷íi ïîëîæåííÿ íà ìåæi.

• Äîñëiäæåíî ñòðóêòóðó ïîñëiäîâíîñòåé Ïàëå-Ñìåéëà ïîâ'ÿçàíèõ ç âàðiàöié-
íîé çàäà÷åþ äëÿ ñïðîùåíîãî ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó ç çàäàíèìè ñòå-
ïåíÿìè íà ìåæi.

• Çíàéäåíî óñåðåäíåíó çàäà÷ó, ùî îïèñó¹ àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïåðøîãî
âëàñíîãî çíà÷åííÿ i âëàñíî¨ ôóíêöi¨ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ íåñèìåòðè÷íèõ
åëiïòè÷íèõ îïåðàòîðiâ ç îñöèëþþ÷èìè ëîêàëüíî ïåðiîäè÷íèìè êîåôiöi¹íòà-
ìè i óìîâîþ Äiðiõëå íà ìåæi, äîâåäåíî òåîðåìó ïðî çáiæíiñòü. Âñòàíîâëåíî
óòî÷íåíi àñèìïòîòèêè ó âèïàäêó, êîëè ìîëîäøi ÷ëåíè ìàþòü îäíàêîâèé ïî-
ðÿäîê.

• Âñòàíîâëåíî ãðàíèöþ ïåðøîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ çàäà÷i Íåéìàíà äëÿ íå-
ñèìåòðè÷íèõ åëiïòè÷íèõ îïåðàòîðiâ ç ïëàâíî çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè i ìà-
ëèì ìíîæíèêîì ïåðåä äèôóçiéíèì ÷ëåíîì. Îïèñàíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäií-
êó ïåðøî¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨.

• Çíàéäåíî îäíîâèìiðíó åôåêòèâíó çàäà÷ó, ùî îïèñó¹ àñèìïòîòèêè îñíîâíèõ
ñòàíiâ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ íåñèìåòðè÷íèõ åëiïòè÷íèõ îïåðàòîðiâ ç îñöèëþ-
þ÷èìè ëîêàëüíî ïåðiîäè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè â òîíêîìó öèëiíäði ç óìîâîþ
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Íåéìàíà íà ái÷íié ïîâåðõíi i Ôóð'¹ íà îñíîâàõ. Çà ñòðóêòóðíî¨ óìîâè ùîäî
åôåêòèâíî¨ çàäà÷i çíàéäåíî äâî÷ëåííi àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè äëÿ ïåðøîãî
i íàñòóïíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü.

• Îïèñàíî ïîâåäiíêó âèõîðåâèõ ñòðóêòóð ñïðè÷èíåíèõ çîâíiøíiì ìàãíiòíèì
ïîëåì â ìîäåëi íàäïðîâiäíèêà ç âåëèêèì ÷èñëîì ìàëèõ îòâîðiâ.

• Çíàéäåíî íîâèé êîëåêòèâíèé åôåêò âiä íåîäíîðiäíîñòåé â çàäà÷i óñåðåäíå-
ííÿ ìîíîòîííèõ îïåðàòîðiâ ó ïåðôîðîâàíèõ îáëàñòÿõ ç óìîâîþ Ôóð'¹ íà
ìåæi äiðîê.

• Äîâåäåíî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òèïó áiæíèõ õâèëü â çàäà÷i ç âiëüíîþ ìåæåþ,
ùî ìîäåëþ¹ ðóõ æèâèõ êëiòèí íà ñóáñòðàòi.
Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðîáîòà ìà¹ òåîðåòè÷íèé

õàðàêòåð. Îòðèìàíi ó äèñåðòàöi¨ ðåçóëüòàòè i ðîçâèíóòi ìåòîäè ìîæóòü áóòè
âèêîðèñòàíi â ïîäàëüøèõ äîñëiäæåííÿõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Óñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îäåðæà-
íî àâòîðîì îñîáèñòî. Çi ñïiëüíèõ ïðàöü äî äèñåðòàöi¨ âêëþ÷åíî ëèøå òi ðåçóëü-
òàòè, ÿêi íàëåæàòü àâòîðó.

Ó ðîáîòàõ [2], [3], [7], [14] ñïiâàâòîðàì íàëåæàòü ïîñòàíîâêà çàäà÷i i îáãîâî-
ðåííÿ ðåçóëüòàòiâ, âñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè íàëåæàòü àâòîðó. Ó ðîáîòàõ [1], [5], [6],
[10], [11], [12] ñïiâàâòîðàì íàëåæèòü ó÷àñòü â ïîñòàíîâöi çàäà÷i i îáãîâîðåííÿ ðå-
çóëüòàòiâ, âñi ðåçóëüòàòè íàëåæàòü àâòîðó. Ó ðîáîòi [13] ñïiâàâòîðàì íàëåæàòü
ïîñòàíîâêà çàäà÷ i âèâåäåííÿ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i; äèñåðòàíòó íàëåæàòü ãëàâè 4
i 5. Ó ðîáîòàõ [8], [9] ñïiâàâòîðàì íàëåæàòü ïîñòàíîâêà çàäà÷, îáãîâîðåííÿ ðå-
çóëüòàòiâ, äîâåäåííÿ òåõíi÷íèõ ðåçóëüòàòiâ i ÷èñåëüíi ñèìóëÿöi¨; äèñåðòàíòó íà-
ëåæàòü äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ó ðîáîòi [4] ñïiâàâòîðàì íàëåæèòü iäåÿ
çàñòîñóâàííÿ êâàíòîâàíîñòi ïîñëiäîâíîñòåé Ïàëå-Ñìåéëà äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâà-
ííÿ êðèòè÷íèõ òî÷îê, ãëàâè 2, 3, 4 i 9; ðåçóëüòàòè ãëàâ 5, 6, 8 áóëî îòðèìàíî
â ñóìiñíèõ äèñêóñiÿõ; ãëàâà 7 íàëåæèòü äèñåðòàíòó. Â ðîáîòàõ [16], [17] äèñåð-
òàíòó íàëåæàòü ñõåìà i îñíîâíà iäåÿ äîâåäåííÿ ãîëîâíèõ ðåçóëüòàòiâ; òåõíi÷íà
ðåàëiçàöiÿ äîâåäåíü áóëà çðîáëåíà ñóìiñíèìè çóñèëëÿìè âñiõ ñïiâàâòîðiâ. Ó ðî-
áîòi [15] ïîñòàíîâêà çàäà÷i i ôîðìàëüíå âèâåäåííÿ óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i íàëåæèòü
ñïiâàâòîðó; äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ íàëåæàòü äèñåðòàíòó. Ó ðîáîòàõ
[18], [19] ïîñòàíîâêà çàäà÷i íàëåæèòü ñïiâàâòîðó, òàêîæ éîìó íàëåæèòü iäåÿ çà-
ñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ â'ÿçêiñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ äî ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ñïåêòðàëüíèõ
çàäà÷ i äîâåäåííÿ äåÿêèõ òåõíi÷íèõ ðåçóëüòàòiâ; îñíîâíi ðåçóëüòàòè îòðèìàíi
àâòîðîì äèñåðòàöi¨.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ìàòåðiàëè äèñåðòàöi¨ äîïîâiäàëèñÿ
íà ñåìiíàði Âiääiëó ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ôiçè÷íèõ ïðîöåñiâ Ôiçèêî-
òåõíi÷íèé iíñòèòóò íèçüêèõ òåìïåðàòóð iì. Á.I. Â¹ðêiíà Íàöiîíàëüíî¨ àêàäåìi¨
íàóê Óêðà¨íè (áàãàòîðàçîâî, ïî÷èíàþ÷è ç 2006 ðîêó), íà ìàòåìàòè÷íîìó ñåìi-
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íàði óíiâåðñèòåòó øòàòó Ïåíñèëüâàíiÿ, ÑØÀ (áàãàòîðàçîâî, ïî÷èíàþ÷è ç 2006
ðîêó), íà ñåìiíàði UiT - Àðêòè÷íîãî óíiâåðñèòåòó Íîðâåãi¨, ðiíøå � óíiâåðñè-
òåòñüêèé êîëåäæ Íàðâiê (áàãàòîðàçîâî, ïî÷èíàþ÷è ç 2007 ðîêó), íà ñåìiíàði
óíiâåðñèòåòó Òðîìñå, Íîðâåãiÿ (2008 ðiê), ñåìiíàði óíiâåðñèòåòó �âëå, Øâå-
öiÿ (2018 ðiê), ñåìiíàði êàôåäðè ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè â Õàðêiâñüêîìó íàöiî-
íàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iì. Â.Í.Êàðàçiíà (2019 ðiê). Ïî ìàòåðiàëàõ äèñåðòàöiéíî¨
ðîáîòè áóëè çðîáëåíi äîïîâiäi íà Óêðà¨íñüêîìó ìàòåìàòè÷íîìó êîíãðåñi (Êè-
¨â, 2009 ðiê), ìiíi-êîíôåðåíöi¨ "Pseudogroups and di�erential equations"(Òðîìñå,
Íîðâåãiÿ, 2013 ðiê), ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöiÿõ: "Di�erential equations and
related topics"dedicated to outstanding mathematician I. G. Petrovskii (23-d meeti-
ng)(Ìîñêâà, Ðîñiÿ, 2011 ðiê), "Spectral Theory and Di�erential Equations"(STDE-
2012, Õàðêiâ, 2012 ðiê), SIAM conference on mathematical aspects of matherial
sciences (Ôiëàäåëôiÿ, ÑØÀ, 2013 ðiê), II International Conference �Analysis and
Mathematical Physics� (Õàðêiâ, 2014 ðiê), III International Conference �Analysis
and Mathematical Physics�, (Õàðêiâ, 2015 ðiê).

Ïóáëiêàöi¨. Âêëþ÷åíi äî äèñåðòàöi¨ ðåçóëüòàòè àâòîðà îïóáëiêîâàíi ó 20
íàóêîâèõ ñòàòòÿõ, ç íèõ 18 ñòàòåé â ìiæíàðîäíèõ æóðíàëàõ, ÿêi ìàþòü iìïàêò-
ôàêòîð i âõîäÿòü äî ìiæíàðîäíèõ íàóêîâèõ áàç (Scopus i Web of Science): [1]�
-[18]. Ùå äâi ñòàòòi, [19], [20], îïóáëiêîâàíi ó âiò÷èçíÿíîìó æóðíàëi �Journal
of Mathematical Physics, Analysis, Geometry�, ÿêèé òàêîæ ìà¹ iìïàêò-ôàêòîð
i âõîäèòü äî ìiæíàðîäíèõ íàóêîâèõ áàç Scopus i Web of Science. Ðåçóëüòàòè
äèñåðòàöi¨ òàêîæ âèêëàäåíi â 4 òåçàõ äîïîâiäåé íà ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöiÿõ:
[21]�[24].

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ÷îòè-
ðüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ÿêèé ìiñòèòü 206 íàéìå-
íóâàíü, òà ñóïðîâîäæó¹òüñÿ àíîòàöiÿìè, ñïèñêîì ïóáëiêàöié çäîáóâà÷à çà òåìîþ
äèñåðòàöi¨ i Äîäàòêàìè A�N. Ïîâíèé îáñÿã äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè � 452 ñòîðiíêè.
Îáñÿã îñíîâíî¨ ÷àñòèíè äèñåðòàöi¨ � 329 ñòîðiíîê.

ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Ó âñòóïi îáãðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöi¨, ñôîðìóëüîâàíi ìåòà òà
çàäà÷i, îá'¹êò òà ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ, ðîçêðèòà íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ
ðåçóëüòàòiâ.

Ó Ðîçäiëi 1 âèâ÷à¹òüñÿ âàðiàöiéíà çàäà÷à äëÿ ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-
Ëàíäàó (ÿê ñïðîùåíîãî, òàê è ïîâíîãî) ó êëàñi êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêöié
(ïàðàìåòðiâ ïîðÿäêó) ç îäèíè÷íèì ìîäóëåì íà ìåæi îáìåæåíî¨ ãëàäêî¨ ïëî-
ñêî¨ îáëàñòi i çàäàíèìè ñòåïåíÿìè âiäîáðàæåííÿ íà ¨¨ êîìïîíåíòàõ. Ó âèïàäêó
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îäíîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi Ω âiäïîâiäíi êëàñè ìàþòü âèãëÿä

Jp = {u ∈ H1(Ω;C) : |u| = 1 íà ∂Ω, deg(u, ∂Ω) = p}, (1)

à ó âèïàäêó äâîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi G = Ω \ ω, ω ⊂ Ω, ìà¹ìî

Jpq = {u ∈ H1(G;C) : |u| = 1 íà ∂G, deg(u, ∂ω) = p, deg(u, ∂Ω) = q}, (2)

äå deg(u, ∂Γ) (Γ = ∂ω, àáî Γ = ∂Ω) � ñòåïiíü âiäîáðàæåííÿ u íà Γ, ùî ¹
êîðåêòíî âèçíà÷åíèì öiëî÷èñåëüíîçíà÷íèì ôóíêöiîíàëîì íà H1/2(Γ;S1) íåïå-
ðåðâíèì âiäíîñíî ñèëüíî¨ çáiæíîñòi â H1/2(Γ;S1). Çíà÷åííÿ deg(u, ∂Γ) ìîæíà
çàäàòè, íàïðèêëàä, çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè

deg(u,Γ) =
1

2π

∫
Γ

u× ∂u

∂τ
ds, (3)

äå iíòåãðàë ðîçóìi¹òüñÿ ÷åðåç äóàëüíiñòü ìiæ H1/2 i H−1/2, ∂
∂τ ¹ òàíãåíöiàëü-

íîþ ïîõiäíîþ âiäíîñíî îði¹íòàöi¨ Γ ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè, u × ∂u
∂τ =

i
2

(
u∂u∂τ − u

∂u
∂τ

)
� âåêòîðíèé äîáóòîê u i ∂u∂τ . Îñíîâíà ñêëàäíiñòü â àíàëiçi âàðiàöié-

íèõ çàäà÷ â êëàñàõ Jp (àáî Jpq) ïîâ'ÿçàíà ç âiäñóòíiñòþ íåïåðåðâíîñòi deg(u, ∂Γ)
âiäíîñíî ñëàáêî¨ çáiæíîñòi â H1/2(Γ;S1). Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíè Jp i Jpq íå
¹ çàìêíåíèìè âiäíîñíî ñëàáêî¨ çáiæíîñòi â H1(G;C), i, âðåøòi-ðåøò, âåäå äî
íåêîìïàêòíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i äëÿ ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó. Çîêðåìà
âiäîìî, ùî iíôiìóì ñïðîùåíîãî ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó

Eκ[u] =
1

2

∫
G

|∇u|2dx+
κ2

4

∫
G

(|u|2 − 1)2dx (4)

â êëàñi Jp äëÿ îäíîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi G = Ω íiêîëè íå äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ κ > 0 i
p 6= 0. Ïðîòå â êëàñi J11 (äëÿ äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé) â ðîáîòàõ Ë. Áåðëÿíäà i
Ä.Ãîëîâàòîãî 15 òà Ë. Áåðëÿíäà i Ï. Ìiðîíåñêó 16 áóëî âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ
ìiíiìiçàíòiâ äëÿ ìàëèõ κ > 0 ó âèïàäêó äîâiëüíî¨ îáëàñòi G i äëÿ âñiõ κ > 0 ó
âèïàäêó êîëè ¹ìíiñòü cap(G) ¹ íå ìåíøîþ íiæ π.

Ó Ïiäðîçäiëi 1.1 äîâåäåíî ãiïîòåçó âèñóíóòó Ë. Áåðëÿíäîì i Ï. Ìiðîíåñêó
ïðî íåiñíóâàííÿ ìiíiìiçàíòiâ äëÿ cap(G) < π:

Òåîðåìà 1.1.1. Íåõàé mκ = inf {Eκ[u], u ∈ J11}. Ïðèïóñòèìî, ùî cap(G) <
π, òîäi iñíó¹ 0 < κ1 < ∞ òàêå ùî mκ çàâæäè äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ κ < κ1 i íiêîëè
íå äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ κ > κ1.

Ó Ïiäðîçäiëi 1.2 âñòàíîâëþ¹òüñÿ ðåçóëüòàò ïðî iñíóâàííÿ ëîêàëüíèõ ìiíiìi-
çàíòiâ ç âèõîðàìè ôóíêöiîíàëà (4) ó äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ G = Ω \ ω, ω ⊂ Ω.
Öi ëîêàëüíi ìiíiìiçàíòè áóäóþòüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçêè íàñòóïíî¨ äîïîìiæíî¨ çàäà÷i
ìiíiìiçàöi¨:

mκ(p, q, d) := inf{Eκ[u]; u ∈ J (d)
pq }, (5)
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äå
J (d)
pq = {u ∈ Jpq; Φ(u) ∈ [d− 1/2, d+ 1/2]}, (6)

p,q i d -çàäàíi öiëi ÷èñëà, à ôóíêöiîíàë Φ(u) çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Ðîç-
ãëÿíåìî ðîçâ'ÿçîê V çàäà÷i 

∆V = 0 â G

V = 1 íà ∂Ω

V = 0 íà ∂ω,

(7)

i âèçíà÷èìî Φ( · ) : H1(G;C)→ R ôîðìóëîþ

Φ(u) =
1

2π

∫
G

u× (∂x1
V ∂x2

u− ∂x2
V ∂x1

u) dx. (8)

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ S1-çíà÷íèõ ôóíêöié (ç H1(G;S1)) Φ(u) ¹ öiëèì ÷èñëîì; êðiì
òîãî, ôóíêöiîíàë Φ(u) ¹ íåïåðåðâíèì ïî âiäíîøåííþ äî ñëàáêî¨ H1-çáiæíîñòi,
íà âiäìiíó âiä ñòåïåíiâ âiäîáðàæåííÿ íà êîìïîíåíòàõ ìåæi. Çàóâàæèìî, ùî,
âçàãàëi êàæó÷i, Φ(u) íå ¹ öiëèì ÷èñëîì, ïðîòå ¹ áëèçüêèì äî öiëîãî ÷èñëà íà
ôóíêöiÿõ ç îáìåæåíîþ åíåðãi¹þ Eκ[u] äëÿ âåëèêèõ κ. Çîêðåìà, ìà¹ ìiñöå íà-
ñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òâåðäæåííÿ 1.2.2. Çàôiêñó¹ìî Λ > 0. Iñíó¹ κ0 = κ0(Λ) > 0 òàêå, ùî äëÿ
âñiõ κ ≥ κ0 i äîâiëüíîãî u ∈ H1(G;C), ùî çàäîâîëüíÿ¹ Eκ[u] ≤ Λ, Φ(u) íå ìîæå
áóòè íàïiâöiëèì. Òàêèì ÷èíîì íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè

d− 1/2 ≤ Φ(u) ≤ d+ 1/2 ⇐⇒ d− 1/2 < Φ(u) < d+ 1/2, ∀d ∈ Z. (9)

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (5) ¹

Òåîðåìà 1.2.3. Äëÿ áóäü-ÿêèõ öiëèõ ÷èñåë p, q i d > 0 (d < 0) ç d ≥
max{p, q} (d ≤ min{p, q}) iñíó¹ κ1 = κ1(p, q, d) > 0 òàêå, ùî iíôiìóì â (5)
çàâæäè äîñÿãà¹òüñÿ, äëÿ κ > κ1. Áiëüø òîãî

mκ(p, q, d) ≤ I0(d,G) + π(|d− p|+ |d− q|), (10)

äå

I0(d,G) = min

{
1

2

∫
G

|∇u|2dx, u ∈ H1(G;S1) ∩ Jdd
}
. (11)

×èñëî I0(d,G) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ I0(d,G) = 2(πd)2/cap(G) ÷åðåç H1-
¹ìíiñòü cap(G) îáëàñòi G.

Ç îãëÿäó íà Òâåðäæåííÿ 1.2.2, äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ κ ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (5)
¹ ëîêàëüíèìè ìiíiìiçàíòàìè ôóíêöiîíàëà Eκ[u] â Jpq. Ó ãðàíèöi κ → ∞ íå-
ðiâíiñòü (10) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà ðiâíiñòü, ïðè öüîìó ñàìi ëîêàëüíi ìiíiìiçàíòè
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çáiãàþòüñÿ ñëàáêî â H1(G;C) äî ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (11). Ó âèïàäêó êîëè àáî
p 6= d, àáî (òà) q 6= d ëîêàëüíi ìiíiìiçàíòè ìàþòü íóëi (âèõîði) ðîçòàøîâàíi
áiëÿ ìåæi îáëàñòi G i äðóãèé äîäàíîê â ïðàâié ÷àñòèíi (10) îïèñó¹ ¨õ êâàíòîâàíi
¹íåðãi¨.

Ó Ïiäðîçäiëi 1.3 âèâ÷à¹òüñÿ çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ ïîâíîãî ôóíêöiîíàëà
Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó (ùî âðàõîâó¹ ìàãíiòíi åôåêòè)

Fκ[u,A] =
1

2

∫
G

|∇u− iAu|2dx+
1

2

∫
Ω

|curlA|2dx+
κ2

4

∫
G

(|u|2 − 1)2dx (12)

âiäíîñíî (u,A) ∈ Jp×H1(Ω;R2) äëÿ îäíîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi G = Ω , äå A � ïîòåí-
öiàë ìàãíiòíîãî ïîëÿ curlA = ∂A2

∂x1
− ∂A1

∂x2
. Äîâåäåíî, ùî íà âiäìiíó âiä ñïðîùåíîãî

ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó ìiíiìiçàíòè çàâæäè iñíóþòü äëÿ κ < 1/
√

2:

Òåîðåìà 1.3.1. (i) Iíôiìóì

mp(κ) := inf{Fκ[u,A]; (u,A) ∈ Jp ×H1(Ω;R2)}. (13)

çàâæäè äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ 0 < κ < 1/
√

2, òîáòî äîâiëüíà ìiíiìiçóþ÷à ïîñëiäîâ-
íiñòü çáiãà¹òüñÿ (ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi) äî ãëîáàëüíîãî ìiíiìiçàíòà
(13).
(ii) ßêùî κ > 1/

√
2 òîäi iíôiìóì mp(κ) íiêîëè íå äîñÿãà¹òüñÿ îêðiì òðiâiàëü-

íîãî âèïàäêó p = 0 (ó îñòàííþìó âèïàäêó ìiíiìiçàíòàìè ¹ u ≡ Const ∈ S1,
A ≡ 0).

Âèâ÷åíî òàêîæ àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ìiíiìiçàíòiâ ïðè κ → 1/
√

2 − 0.
Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ κ = 1/

√
2 (iíòåãðîâàíèé âèïàäîê) ìi-

íiìiçàíòè áóëî îïèñàíî ó ðîáîòi À. Áóòå äå Ìîíâåëü, Â. Ãåîðãåñêó i Ð. Ïóðiñ 29,
âîíè ôîðìóþòü 2|p|-ïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ ÿêó ìîæíà çàïàðàìåòðèçóâàòè ïðèïè-
ñóþ÷è ïîëîæåííÿ âèõîðiâ â Ω.

Ó Ïiäðîçäiëi 1.3 âèâ÷à¹òüñÿ ñèíãóëÿðíà ïîâåäiíêà ìiíiìiçàíòiâ ôóíêöiîíàëà
(12) ç çàäàíèìè ñòåïåíÿìè âiäîáðàæåííÿ íà êîìïîíåíòàõ ìåæi. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ
ìîäåëüíà çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëà (12) ç çàäàíèìè íóëüîâèì i îäèíè÷íèì
ñòåïåíÿìè ïàðàìåòðà ïîðÿäêó íà âíóòðiøíié ∂ω i çîâíiøíié ∂Ω êîìïîíåíòàõ
ìåæi äâîçâÿçíî¨ îáëàñòi G = Ω\ω, äå Ω, ω � ãëàäêi îáìåæåíi îäíîçâ'ÿçíi îáëàñòi
i ω ⊂ Ω.

Òåîðåìà 1.4.1. Ìiíiìiçàíòè ôóíêöiîíàëà (12) â J01 × H1(G;R2) çàâæäè
iñíóþòü äëÿ 0 < κ < 1/

√
2 i íiêîëè íå iñíóþòü ÿêùî κ ≥ 1/

√
2. Íåõàé

0 < κ < 1/
√

2 i íåõàé (uκ, Aκ) � ìiíiìiçàíò, òîäi, ïðè κ→ 1/
√

2− 0,

29Boutet de Monvel-Berthier, A., Georgescu, V., Purice, R.: A boundary value problem related to the Ginzburg-
Landau model. Comm. Math. Phys. 142, 1�23 (1991)
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(i) uκ ìà¹ òî÷íî îäèí íóëü (âèõîð) ξκ;

(ii) ç òî÷íiñòþ äî âèäiëåííÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi, ξκ → ξ∗ ∈ ∂Ω êîëè κ→ 1/
√

2−0
i ξ∗ ìàêñèìiçó¹ |∂V0/∂ν| íà ∂Ω, äå ∂V0/∂ν � íîðìàëüíà ïîõiäíà ôóíêöi¨ V ,
ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì (ñêàëÿðíî¨) çàäà÷i{

∆V0 = V0 â G

V0 = 0 íà ∂Ω, i V0 = 1 íà ∂ω;
(14)

(iii) òàíãåíöiàëüíà êîìïîíåíòà âåêòîðà ñòðóìó jκ = uκ× (∇uκ− iAκuκ) íà ∂Ω
çáiãà¹òüñÿ äî 2πδξ∗ â D′(∂Ω), äå δξ∗ � äåëüòà-ôóíêöiÿ Äiðàêà ç öåíòðîì â ξ∗.

Ïiëðîçäië 1.5 ïðèñâÿ÷åíî ðîçïîâñþäæåííþ ðåçóëüòàòiâ Ïiäðîçäiëó 1.2 íà
âèïàäîê ïîâíîãî ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó. Ââåäåíî àíàëîã ôóíêöiîíàëà
(8), iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî êàëiáðîâî÷íèõ ïåðåòâîðåíü u 7→ eiφu, A 7→ A + ∇φ
(äå φ ∈ H2(Ω)):

Φ̃(u,A) = − 1

2π

∫
G

(
u×

(( ∂u
∂x2
− iA2u

)∂V0

∂x1
−
( ∂u
∂x1
− iA1u

)∂V0

∂x2

)
+A · ∇⊥V0

)
dx,

(15)
äå ∇⊥V0 = (−∂x2

V0, ∂x1
V0) i V0 � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (14). Äëÿ ïî-

áóäîâè ëîêàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ ïîâíîãî ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó çàìiñòü
çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ (5) ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàñòóïíà

m̃κ(p, q, d) := inf{Fκ[u,A]; (u,A) ∈ Jpq×H1(Ω;R2), Φ̃(u,A) ∈ [d−1/2, d+1/2]}
(16)

äëÿ çàäàíèõ p, q, d ∈ Z.

Òåîðåìà 1.5.2. Äëÿ äîâiëüíèõ öiëèõ p, q òà d > 0 (d < 0) ç d ≥ max{p, q}
(d ≤ min{p, q}) iñíó¹ κ̃1 = κ̃1(p, q, d) > 0, òàêå ùî iíôiìóì â (16) çàâæäè
äîñÿãà¹òüñÿ êîëè κ ≥ κ̃1 i êîæíèé ìiíiìiçàíò (16) ¹ ëîêàëüíèì ìiíiìiçàíòîì
Fκ[u,A] â Jpq ×H1(Ω;R2).

Ó Ïiäðîçäiëi 1.6 âèâ÷à¹òüñÿ ïèòàííÿ iñíóâàííÿ êðèòè÷íèõ òî÷îê òèïó ïåðå-
âàëà äëÿ ñïðîùåíîãî ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó (4) â äîâiëüíié îáìåæåíié
îäíîçâ'ÿçíié ãëàäêié îáëàñòi G = Ω, ç çàäàíèì ñòåïåíåì âiäîáðàæåííÿ íà ìåæi.
Êîæíà êðèòè÷íà òî÷êà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó

−∆u+ κ2(|u|2 − 1)u = 0 â Ω (17)

ç êðàéîâèìè óìîâàìè

|u| = 1,
∂u

∂ν
× u = 0 íà ∂Ω. (18)
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Òåîðåìà 1.6.1. Íåõàé Ω � äîâiëüíà îáìåæåíà ãëàäêà îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü
â R2. Äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ κ > 0 iñíóþòü ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (17)-(18), ùî ìàþòü
îäèíè÷íèé ñòåïiíü âiäîáðàæåííÿ íà ìåæi.

Äëÿ êîíñòðóþâàííÿ êðèòè÷íèõ òî÷îê çðó÷íî ïåðåéòè âiä îáëàñòi Ω çàãàëü-
íîãî âèãëÿäó äî îäèíè÷íîãî äèñêó D çà äîïîìîãîþ êîíôîðìíîãî âiäîáðàæåííÿ
F : Ω→ D, ïðè öüîìó ôóíêöiîíàë (4) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà

Eβ[u] =
1

2

∫
D
|∇u|2dx+

1

4

∫
D
β(x)(1− |u|2)2dx, (19)

äå β = κ2JacF−1. Íà ïåðøîìó êðîöi äîâåäåííÿ Òåîðåìè 1.6.1 â âàðiàöiéíié
çàäà÷i çàíàõîäèòüñÿ ãåîìåòðiÿ òèïó (ãiðñüêîãî) ïåðåâàëà, ùî äîçâîëÿ¹ ñêîí-
ñòðóþâàòè ïîñëiäîâíîñòi Ïàëå-Ñìåéëà (ìàéæå êðèòè÷íèõ òî÷îê) çà äîïîìî-
ãîþ êëàñè÷íîãî ðåçóëüòàòà À. Àìáðîçåòòi i Ï. Ðàáiíîâè÷à30 . Äëÿ çàäà÷i, ùî
ðîçãëÿäà¹òüñÿ, ïîñëiäîâíiñòþ Ïàëå-Ñìåéëà íàçèâà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié
un ∈ H1(D;C), ùî çàäîâîëüíÿ¹ òàêèì óìîâàì: un ∈ ∪p∈ZJp, Eβ[un] → c∗ ïðè
n→∞, i∣∣∣∣∫

Ω

(
∇un · ∇v + β(x)(|un|2 − 1)un · v

)
dx

∣∣∣∣ ≤ εn‖v‖H1, ∀ v ∈ H1
0(D;C),∣∣∣∣∫

Ω

(un ×∇un) · ∇ζdx
∣∣∣∣ ≤ δn‖∇ζ‖L2, ∀ ζ ∈ H1(Ω)

ç εn, δn → 0 ïðè n → ∞. Íà äðóãîìó êðîöi, êîíòðîëþþ÷è c∗, âñòàíîâëþ¹òüñÿ
ðåçóëüòàò ïðî iñíóâàííÿ êðèòè÷íèõ òî÷îê, ùî ñïèðà¹òüñÿ íà íàñòóïíó òåîðå-
ìó ïðî ñòðóêòóðó ïîñëiäîâíîñòåé Ïàëå-Ñìåéëà. Öÿ òåîðåìà ìà¹ ñàìîñòiéíèé
iíòåðåñ.

Òåîðåìà 1.6.53. Íåõàé {un} � ïîñëiäîâíiñòü Ïàëå-Ñìåéëà äëÿ ôóíêöiîíà-
ëà (19) â ∪p∈ZJp. Òîäi, ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, iñíóþòü: êðèòè÷íà òî÷êà
u ôóíêöiîíàëà Eβ â ∪p∈ZJp, öiëå ÷èñëî K ≥ 0, òî÷êè a1(n), . . . , aK(n) ∈ D,
ôóíêöi¨ Baj(n), j ∈ {1, . . . K}, äå Ba = z−a

za−1 àáî Ba = z−a
za−1 , i ñòàëà γ ∈ S1, òàêi

ùî

|aj(n)| → 1 ïðè n→∞, ∀j ∈ {1, . . . K}; (20)

un − γu
K∏
j=1

Baj(n) → 0 ñèëüíî â H1(D;C) ïðè n→∞; (21)

Eβ(un) = Eβ(u) +Kπ + cn, ç cn → 0 ïðè n→∞. (22)

Çîêðåìà, c∗ = Eβ(u) +Kπ.

30Ambrosetti, A., Rabinowitz, P.H.: Dual variational methods in critical point theory and applications. J. Funct.
Anal. 14, 349�381 (1973)
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Ó Ðîçäiëi 2 äîñëiäæóþòüñÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíi ñïåêòðàëüíi çàäà÷i äëÿ íåñè-
ìåòðè÷íèõ åëiïòè÷íèõ îïåðàòîðiâ. Áiëüøà ÷àñòèíà ðåçóëüòàòiâ ñòîñó¹òüñÿ àñèì-
ïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè îñíîâíèõ ñòàíiâ, òîáòî ïåðøèõ âëàñíèõ çíà÷åíü i âiäïîâiä-
íèõ âëàñíèõ ôóíêöié. Çãiäíî ç Òåîðåìîþ Êðåéíà-Ðóòìàíà ïåðøå âëàñíå çíà÷å-
ííÿ λε ìà¹ êðàòíiñòü 1 i ¹ äiéñíèì ÷èñëîì, à âiäïîâiäíà âëàñíà ôóíêöiÿ çáåðiãà¹
çíàê, òîìó ¨¨ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi uε = e−Wε/ε (ÂÊÁ-àíçàö), äå ε > 0 �
ìàëèé ïàðàìåòð çàäà÷i. Ïiäñòàíîâêîþ òàêîãî ïðåäñòàâëåííÿ çàäà÷à çâîäèòüñÿ
äî êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíîãî ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà-ßêîái. Äëÿ
äîñëiäæåííÿ îñòàííüî¨ çàäà÷i ðîçâèíóòî àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè, ùî áàçóþòüñÿ íà
ïðèíöèïi ìàêñèìóìó i ïîíÿòòi â'ÿçêiñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Ó Ïiäðîçäiëi 2.1 âèâ÷åíî çàäà÷ó Äiðiõëå äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíîãî íåñèìå-
òðè÷íîãî îïåðàòîðà ç ëîêàëüíî ïåðiîäè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè

Lεu = ε2aij(x, x/εα)
∂2u

∂xi∂xj
+ εbj(x, x/εα)

∂u

∂xj
+ c(x, x/εα)u (23)

â îáìåæåíié îáëàñòi Ω ⊂ RN , N ≥ 2, äå α > 0 ¹ ôiêñîâàíèì ïàðàìåòðîì (εα îïè-
ñó¹ ïåðiîä ìiêðîñòðóêòóðè). Êîðèñòóþ÷èñü ïðåäñòàâëåííÿì uε(x) = e−Wε(x)/ε

äëÿ ïåðøî¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨ uε ðiâíÿííÿ äëÿ íå¨ çâåäåíî äî

−εaij(x, x/εα)
∂2Wε

∂xi∂xj
+H(∇Wε, x, x/ε

α) = λε, (24)

äå H(p, x, y) = aij(x, y)pipj − bj(x, y)pj + c(x, y), ç êðàéîâîþ óìîâîþ Wε = +∞
íà ∂Ω. Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó çáóðåíèõ òåñòîâèõ ôóíêöié çðîáëåíî ãðàíè÷íèé
ïåðåõiä â (24) ïðè ε → 0, â ðåçóëüòàòi îäåðæàíî àäèòèâíó çàäà÷ó íà âëàñíi
çíà÷åííÿ:

H(∇W (x), x) = λ â Ω, H(∇W (x), x) ≥ λ íà ∂Ω (25)

ç åôåêòèâíèì ãàìiëüòîíiàíîì H(p, x) ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç ðîçâ'ÿçêè äå-
ÿêèõ êîìiðêîâèõ çàäà÷ (ðiçíîãî òèïó äëÿ α > 1, α = 1 àáî 0 < α < 1, íàïðè-
êëàä, äëÿ α = 1 ãàìiëüòîíiàí H(p, x) ¹ ïåðøèì âëàñíèì çíà÷åííÿì ðiâíÿííÿ
aij(x, y) ∂2ϑ

∂yi∂yj
+ (bj(x, y)− 2aij(x, y)pi)

∂ϑ
∂yj

+H(p, x, y)ϑ = H(p, x)ϑ ç ïåðiîäè÷íè-
ìè êðàéîâèìè óìîâàìè). ßê ðiâíÿííÿ òàê i êðàéîâà óìîâà â (25) ðîçóìiþòüñÿ ó
â'ÿçêiñíîìó ñåíñi: ôóíêöiÿW ∈ C(Ω) íàçèâà¹òüñÿ â'ÿçêiñíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i
(25) ÿêùî (i) äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ Ω i äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ϕ êëàñó C∞ , òàêî¨
ùîW −ϕ ìà¹ ìàêñèìóì (ìiíiìóì) â x âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü H(∇ϕ(x), x) ≤ λ
(H(∇ϕ(x), x) ≥ λ), (ii) äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ ∂Ω i äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ϕ êëàñó
C∞, òàêî¨ ùî ìiíiìóìW −ϕ ïî Ω äîñÿãà¹òüñÿ â òî÷öi x, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
H(∇ϕ(x), x) ≥ λ.

Òåîðåìà 2.1.1. Ïåðøi âëàñíi çíà÷åííÿ λε ðiâíÿííÿ (23) ç óìîâîþ Äiðiõëå
íà ìåæi çáiãàþòüñÿ ïðè ε → 0 äî ãðàíèöi λ, ùî ¹ ¹äèíèì äiéñíèì ÷èñëîì
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äëÿ ÿêîãî çàäà÷à (25) ìà¹ íåïåðåðâíèé â'ÿçêiñíèé ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöi¨ Wε(x),
íîðìàëiçîâàíi ðiâíiñòþ minWε = 0, çáiãàþòüñÿ (ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi)
äî ãðàíèöiW (x) ðiâíîìiðíî íà êîìïàêòàõ â Ω i êîæíà ãðàíè÷íà ôóíêöiÿW (x),
ïðîäîâæåíà çà íåïåðåðâíiñòþ íà Ω, ¹ â'ÿçêiñíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (25).

Åôåêòèâíà çàäà÷à (25) ìà¹ ðiâíî îäíå âëàñíå çíà÷åííÿ λ = λH (äëÿ ÿêîãî âî-
íà ìà¹ íåïåðåðâíèé â'ÿçêiñíèé ðîçâ'ÿçîê), ïðîòå ìîæå ìàòè áàãàòî (êîíòèíóóì)
âëàñíèõ ôóíêöié (íîðìîâàíèõ ðiâíiñòþ minW = 0). Öå ìîòèâó¹ äâà ïîâ'ÿçàíèõ
ìiæ ñîáîþ ïèòàíííÿ ïðî óòî÷íåííÿ àñèìïòîòèê äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü i ñåëåêöiþ
ðîçâ'ÿçêóW (x) åôåêòèâíî¨ çàäà÷i, ùî âiäïîâiäà¹ ãðàíèöi ôóíêöiéWε(x). Öi ïè-
òàííÿ ðîçãëÿíóòî ó âèïàäêó, êîëè ìîëîäøi ÷ëåíè îïåðàòîðà ìàþòü îäíàêîâèé
ïîðÿäîê i α = 1, òàê ùî ïiñëÿ ïåðåïîçíà÷åíü çàäà÷à íàáóâà¹ âèãëÿä

εaij(x, x/ε)
∂2uε
∂xi∂xj

+ bj(x, x/ε)
∂uε
∂xj

+ c(x, x/ε)uε = λεuε (26)

Iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü/íå¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ åôåêòèâíî¨ çàäà÷i (25) âèçíà÷à¹òüñÿ
ñòðóêòóðîþ òàê çâàíî¨ ìíîæèíè Îáði, ÿêà âiäiãðà¹ ðîëü ïðèõîâàíî¨ ìåæi. Çîêðå-
ìà, äëÿ òîãî ùîá ïåðøå âëàñíå çíà÷åííÿ λε çàäà÷i (26) áóëî îáìåæåíèì íåîáõi-
äíî ùîá ìíîæèíà Îáði AH ,

ξ ∈ AH ⇐⇒ sup
δ>0

inf
{∫ t

0

L(η̇, η)dτ ; η(τ) ∈ Ω, η(0) = η(t) = ξ, t > δ
}

= 0 (27)

(äå L(v, η) � åôåêòèâíèé ëàãðàíæiàí), áóëà íåïóñòîþ. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî
äëÿ ðiâíÿííÿ (26) åôåêòèâíèé ëàãðàíæiàí ¹ åêâiâàëåíòíèì êâàäðàòè÷íîìó∑

(vj + b
j
(η))2 (c1

∑
(vj + b

j
(η))2 ≤ L(v, η) ≤ c2

∑
(vj + b

j
(η))2, c1, c2 > 0),

äå bj � êîìïîíåíòè âåêòîðà åôåêòèâíîãî çíåñåííÿ, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíî-

ñòÿìè b
j
(η) :=

∫
Y b

j(η, y)θ∗(η, y)dy ÷åðåç Y -ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè θ∗ ðiâíÿííÿ
∂2

∂yi∂yj

(
aij(η, y)θ∗

)
− ∂

∂yj

(
bj(η, y)θ∗

)
= 0 ç íîðìàëiçîâàíèìè ñåðåäíiìè çíà÷åí-

íÿìè
∫
Y θ
∗dy = 1 (Y = (0, 1)N � êîìiðêà ïåðiîäè÷íîñòi). Òîäi óìîâà AH 6= ∅

åêâiâàëåíòíà iñíóâàííþ ïîâíî¨ òðà¹êòîði¨ η(t) ∈ Ω, −∞ < t < +∞, ðiâíÿííÿ
η̇ = −b(η), à òèïîâèì âèïàäêîì ñòðóêòóðè AH ¹ ñêií÷åííå ÷èñëî ãiïåðáîëi÷íèõ
íåðóõîìèõ òî÷îê i ãðàíè÷íèõ öèêëiâ öüîãî ðiâíÿííÿ.

Òåîðåìà 2.1.20. Íåõàé ìíîæèíà Îáði AH åôåêòèâíîãî ãàìiëüòîíiàíà äëÿ
ðiâíÿííÿ (26) ñêëàäà¹òüñÿ çi ñêií÷åííîãî ÷èñëà ãiïåðáîëi÷íèõ íåðóõîìèõ òî÷îê
i ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ðiâíÿííÿ η̇ = −b(η), ÿêi öiëêîì íàëåæàòü Ω, òîäi (i) ïåðøå
âëàñíå çíà÷åííÿ çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ (26) ìà¹ ãðàíèöþ

lim
ε→0

λε = max
{
σ1(ξ) + σ2(ξ); ξ ∈ AH

}
, (28)
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äå σ1(ξ) ¹ àáî ñóìîþ âiä'¹ìíèõ äiéñíèõ ÷àñòèí âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi(
− ∂b

i

∂xj
(ξ)
)
i,j=1,N

ÿêùî ξ ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ, àáî σ1(ξ) = 1
P

∑
|Λk(ξ)|<1 log |Λk(ξ)|

ÿêùî ξ ëåæèòü íà ãðàíè÷íîìó öèêëi, äå P = P (ξ) > 0 � ïåðiîä öèêëó, i Λk(ξ) �
âëàñíi çíà÷åííÿ ëiíåàðiçîâàíîãî âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå; â (28) äîäàíîê σ2(ξ)
âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ σ2(ξ) =

∫
Y c(ξ, y)θ∗(ξ, y)dy ÿêùî ξ ¹ ôiêñîâàíîþ òî-

÷êîþ, àáî σ2(ξ) = 1
P

∫ P
0

∫
Y c
(
η(t), y

)
θ∗
(
η(t), y

)
dydt (η̇ = −b(η), η(0) = ξ),

ÿêùî ξ ëåæèòü íà ãðàíè÷íîìó öèêëi. (ii) ßêùî ìàêñèìóì â (28) äîñÿãà¹òüñÿ
íà òî÷íî îäíié çâ'ÿçíié êîìïîíåíòi ìíîæèíè Îáði (íåðóõîìié òî÷öi àáî ãðàíè-
÷íîìó öèêëi), òîäi ôóíêöi¨ Wε(x) = −ε log uε(x) çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîì-
ïàêòàõ â Ω äî ìàêñèìàëüíîãî â'ÿçêiñíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i H(∇W (x), x) = 0 â
Ω, H(∇W (x), x) ≥ 0 íà ∂Ω, ùî äîðiâíþ¹ íóëþ íà çãàäàíié êîìïîíåíòi ìíîæèíè
Îáði.

Òàêîæ äåòàëüíî âèâ÷åíî ïîâåäiíêó âëàñíèõ ôóíêöié uε íà ìàñøòàái
√
ε â

îêîëi êîìïîíåíòè ìíîæèíè Îáði äå âiäáóâà¹òüñÿ êîíöåíòðàöiÿ uε. Çàçíà÷èìî,
ùî ó âèïàäêó êîëè êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ (26) íå ¹ øâèäêî îñöèëþþ÷èìè ôóí-
êöiÿìè i ìîëîäøèé ÷ëåí äîðiâíþ¹ íóëþ, ðåçóëüòàò àíàëîãi÷íèé òâåðäæåííþ (i)
Òåîðåìè 2.1.20 áóëî îòðèìàíîÞ.Êiôåðîì 19 çà äîïîìîãîþ éìîâiðíiñíî¨ òåõíiêè,
áåç îïèñàííÿ ïîâåäiíêè âëàñíèõ ôóíêöié.

Ó Ïiäðîçäiëi 2.2 äîñëiäæó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà îñíîâíèõ ñòàíiâ
ñèíãóëÿðíî çáóðåíî¨ ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ

εaij(x)
∂2uε
∂xi∂xj

+ bj(x)
∂uε
∂xj

+ c(x)uε = λεuε (29)

â ãëàäêié îáìåæåíié îáëàñòi Ω ⊂ RN ç óìîâîþ Íåéìàíà

∂uε
∂ν

= 0 íà ∂Ω. (30)

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ öi¹¨ çàäà÷i ïåðøå âëàñíå çíà÷åííÿ çàâæäè ¹ îáìåæåíèì, à
ôóíêöi¨ Wε = −ε log uε ðiâíîìiðíî çáiãàþòüñÿ, ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi,
äî â'ÿçêiñíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i{

H(∇W (x), x) = 0 â Ω,
∂W
∂ν = 0 íà ∂Ω,

(31)

äå H(p, x) = aij(x)pipj − bi(x)pi. Ãàìiëüòîíiàí H(p, x) íå çàëåæèòü âiä êîåôi-
öi¹íòó c(x) ïðè ìîëîäøîìó ÷ëåíi â ðiâíÿííi, áiëüø òîãî, ó âèïàäêó, êîëè öåé
êîåôiöi¹íò ¹ ñòàëèì îñíîâíi ñòàíè λε i uε (òðèâiàëüíî) çíàõîäèòüñÿ ÿâíî. Ïðîòå
àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà îñíîâíèõ ñòàíiâ ¹ äîñòàòíüî íåòðèâiàëüíîþ êîëè c(x)
íå ¹ ñòàëîþ ôóíêöi¹þ, çîêðåìà, âëàñíà ôóíêöiÿ ìîæå äåìîíñòðóâàòè åêñïîíåí-
öiàëüíó ëîêàëiçàöiþ.
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Ìíîæèíà Îáði AH çàäà÷i (31) âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

ξ ∈ AH ⇐⇒ ∀δ > 0 inf
{∫ t

0

L(−v(s), η(s)) ds, η(0) = η(t) = ξ, t > δ
}

= 0,

(32)
äå L(v, η) = supp∈RN (v · p−H(p, η)), η(t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Ñêîðîõîäà:{

η(t) ∈ Ω, t ≥ 0

η̇(t) + α(t)ν(η(t)) = v(t) ç α(t) ≥ 0 i α(t) = 0 êîëè η(t) /∈ ∂Ω.
(33)

Àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïåðøîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ i âëàñíî¨ ôóíêöi¨ çàäà÷i
(29)�(30) âèâ÷åíî â ïðèïóùåííi, ùî AH ìà¹ íàñòóïíó ñòðóêòóðó:
AH ñêëàäà¹òüñÿ çi ñêií÷åííîãî ÷èñëà çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíòAk i êîæíà ç íèõ ¹ àáî
içîëüîâàíîþ òî÷êîþ àáî çàìêíåíîþ êðèâîþ, ùî ëåæèòü ïîâíiñòþ àáî â Ω àáî
íà ∂Ω. Êðiì òîãî, ÿêùî Ak ⊂ Ω, òîäi Ak ¹ àáî ãiïåðáîëi÷íîþ íåðóõîìîþ òî÷êîþ
àáî ãiïåðáîëi÷íèì öèêëîì ðiâíÿííÿ η̇ = b(η); ÿêùî Ak ⊂ ∂Ω, òîäi íîðìàëüíà
êîìïîíåíòà bν(x) ïîëÿ b(x) ¹ ñòðîãî äîäàòíîþ íà Ak i Ak ¹ àáî ãiïåðáîëi÷íîþ
íåðóõîìîþ òî÷êîþ àáî ãiïåðáîëi÷íèì ãðàíè÷íèì öèêëîì ðiâíÿííÿ η̇ = bτ(η) íà
∂Ω, äå bτ(x) ïîçíà÷à¹ òàíãåíöiàëüíó êîìïîíåíòó b(x) íà ∂Ω.

Òåîðåìà 2.2.1. Íåõàé ìíîæèíà Îáði AH çàäà÷i (31) ìà¹ îïèñàíó âèùå
ñòðóêòóðó. Òîäi ïåðøi âëàñíi çíà÷åííÿ λε çàäà÷i (29)�(30) çáiãàþòüñÿ ïðè ε→ 0
äî

lim
ε→0

λε = max
{
σ1(ξ) + σ2(ξ); ξ ∈ AH

}
, (34)

äå σ1(ξ) âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ëiíåàðiçàöi¨ ðiâíÿííÿ η̇ = −b(η) àáî η̇ =
−bτ(η) (ó âèïàäêó êîìïîíåíòè íà ∂Ω) àíàëîãi÷íî Òåîðåìi 2.1.20, σ2(ξ) = c(ξ) ó

âèïàäêó íåðóõîìî¨ òî÷êè i σ2(ξ) = 1
P

∫ P
0 c(η(τ))dτ ó âèïàäêó ãðàíè÷íîãî öèêëó.

Êðiì òîãî, ÿêùî ìàêñèìóì â (34) äîñÿãà¹òüñÿ òî÷íî íà îäíié êîìïîíåíòi M,
òîäi ôóíêöi¨ Wε(x), íîðìàëiçîâàíi ðiâíiñòþ minWε = 0, çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî
â Ω äî ìàêñèìàëüíîãî â'ÿçêiñíîãî ðîçâ'ÿçêóW çàäà÷i (31), ÿêèé äîðiâíþ¹ íóëþ
íàM.

Ó Ïiäðîçäiëi 2.3 äîñëiäæóþòüñÿ ñïåêòðàëüíà çàäà÷à äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðå-
íèõ åëiïòè÷íèõ îïåðàòîðiâ äðóãîãî ïîðÿäêó âèçíà÷åíèõ â òîíêîìó öèëiíäði ç
êðàéîâîþ óìîâîþ Íåéìàíà íà ái÷íié ïîâåðõíi i Ôóð'¹ íà îñíîâàõ. Âèâ÷à¹òüñÿ
âèïàäîê êîëè îñíîâè ïîðîäæóþòü ïðèìåæîâèé øàð, ÿêèé âïëèâà¹ íà ïîâåäiíêó
ðîçâÿçêiâ â öiëîìó i òîìó ïîòðåáó¹ äåòàëüíîãî âèâ÷åííÿ.

Ó öèëiíäði (0, L)× εω, äå çàäàíi L > 0, ãëàäêà îáìåæåíà îáëàñòü ω ∈ RN−1,
i ìàëèé ïàðàìåòð ε > 0, ðîçãëÿäà¹òüñÿ åëiïòè÷íèé îïåðàòîð Lε âèãëÿäó

L̃εu = ε2aij(x1, x/ε)
∂2u

∂xi∂xj
+ εbj(x1, x/ε)

∂u

∂xj
+ c(x1, x/ε)u. (35)
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Êîåôiöi¹íòè aij, bj i c � øâèäêî îñöèëþþ÷i ëîêàëüíî ïåðiîäè÷íi ôóíêöi¨: âîíè
çàëåæàòü âiä x1 (ïîâiëüíà çìiííà) i y = x/ε (øâèäêà çìiííà), çà çìiííîþ y1 âîíè
¹ 1-ïåðiîäè÷íèìè. Íà ái÷íié ïîâåðõíi öèëiíäðà íàêëàäà¹òüñÿ îäíîðiäíà óìîâà
Íåéìàíà,

∂u

∂νa
= 0 íà (0, L)× ε∂ω, (36)

äå ∂u
∂νa

= aij(x1, x/ε)
∂u
∂xj
νi � ïîõiäíà ïî êîíîðìàëi. Íà îñíîâàõ ðîçãëÿäà¹òüñÿ

óìîâà Ôóð'¹

ε
∂u

∂νa
+ g±(x′/ε)u = 0, êîëè x = (x1, x

′/ε) ∈
{
L± L

2

}
× ω. (37)

Äëÿ ïðîñòîòèòè ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî iíòåðâàë (0, L) ìiñòèòü öiëå ÷èñëî ïåðiîäiâ,
ε = L/n.

Àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïåðøîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ i ïåðøî¨ âëàñíî¨ ôóí-
êöi¨ îïèñó¹ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 2.3.3. Ïåðøi âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðiâ (35) ç êðàéîâèìè óìîâà-
ìè (36)�(37) çáiãàþòüñÿ ïðè ε→ 0 äî λ = max

{
h±,maxx1∈[0,L] minp1

H(x1, p1)
}
,

äå åôåêòèâíèé ãàìiëüòîíiàí H(x1, p1) ¹ ïåðøèì âëàñíèì çíà÷åííÿì ðiâíÿí-
íÿ aij(x1, y) ∂2θ

∂yi∂yj
+ (bj(x1, y) − 2a1j(x1, y)p1)

∂θ
∂yj

+ (a11(x1, y)p2
1 − b1(x1, y)p1)θ =

H(x1, p1)θ â R × ω ç óìîâîþ 1-ïåðiîäè÷íîñòi âiäíîñíî y1 i êðàéîâîþ óìîâîþ
∂θ
∂νa
− νiai1p1θ = 0 íà R × ∂ω; ÷èñëà h± âèçíà÷åíî íèæ÷å. Ìàñøòàáîâàíi ëîãà-

ðèôìi÷íi ïåðåòâîðåííÿ Wε = −ε log uε ïåðøèõ âëàñíèõ ôóíêöié uε (íîðìàëi-
çîâàíèõ ðiâíiñòþ maxuε = 1) çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî (ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëi-
äîâíîñòi) äî â'ÿçêiñíîãî ðîçâ'ÿçêó W (x1) çàäà÷i H(x1,W

′(x1)) = λ íà (0, L),

g∗±(H(x1,W
′(x1))) = 0 i ±∂H

∂p1
(x1,W

′(x1)) ≤ 0 â x1 = (L ± L)/2), äå ôóíêöi¨
g∗±(h) âèçíà÷åíî íèæ÷å.

Äëÿ ïîáóäîâè ôóíêöié ïðèìåæîâîãî øàðó â îêîëi {0} × ω âèâ÷àþòüñÿ ðiâ-
íÿííÿ â íàïiâîáìåæåíîìó öèëiíäði

aij
∂2v

∂yi∂yj
+

(
bj + 2aij

∂ log θ

∂yi
− 2a1jp1

)
∂v

∂yj
= 0 â (0,+∞)× ω, (38)

äå çàôiêñîâàíî x1 = 0, ç êðàéîâèìè óìîâàìè

∂v

∂νa
= 0 íà (0,+∞)× ∂ω (39)

i
∂v

∂νa
+

(
g−(y′) + a11p1 +

∂ log θ

∂νa

)
v = g−(p1)v íà {0} × ω. (40)

Íåâiäîìèìè ó çàäà÷i (38)�(40) ¹ ÷èñëî g−(p1) i ôóíêöiÿ v.
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Òåîðåìà 2.3.1. Iñíó¹ ñòðîãî çðîñòàþ÷à íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ g∗−(h) íà
[minp1

H(0, p1),+∞) (ùî çðîñòà¹ ïðè h → +∞ íå ïîâiëüíiøå íiæ ëiíiéíà ôóí-
êöiÿ), òàêà ùî çàäà÷à (38)-(40) ìà¹ îáìåæåíèé äîäàòíèé ðîçâ'ÿçîê ÿêèé çáiãà-
¹òüñÿ äî äîäàòíî¨ ñòàëî¨ ïðè y1 → +∞ òîäi i òiëüêè òîäi êîëè âèêóíóþòüñÿ
îäíà ç íàòóïíèõ äâîõ óìîâ: (i) ∂H

∂p1
(0, p1) ≥ 0 i g−(p1) = g∗−(H(0, p1)), àáî (ii)

∂H
∂p1

(0, p1) < 0 i g−(p1) < g∗−(H(0, p1)).

Àíàëîãè÷íèé ðåçóëüòàò ¹ ñïðàâåäëèâèì äëÿ x1 = L ç äåÿêîþ ôóíêöi¹þ g∗+(h).
Çà äîïîìîãîþ g∗±(h) ÷èñëî h± ç Òåîðåìè 2.3.2 âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ g∗±(h±) = 0 ÿêùî âií iñíó¹ i h± = −∞ â ïðîòèâíîìó âèïàäêó.

Ó Ïiäðîçäiëi 2.3 ïîáóäîâàíî òàêîæ äâî÷ëåííi àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè äëÿ
ïåðøîãî i íàñòóïíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü çà ñòðóêòóðíîãî ïðèïóùåííÿ ùîäî åôå-
êòèâíî¨ çàäà÷i:

Òåîðåìà 2.3.11. Ïðèïóñòèìî, ùî ìàêñèìóì â

λ = max

{
h±, max

x1∈[0,L]
min
p1

H(x1, p1)

}
äîñÿãà¹òüñÿ ó âíóòðiøíié òî÷öi ξ ∈ (0, L) i −V := d2

dx2
1

(
minp1

H(x1, p1)
)
< 0 â

x1 = ξ. Òîäi äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü λ = λ
(k)
ε îïåðàòîðà (35)�(37), çàíóìåðîâàíèõ çà

âåëè÷èíîþ äiéñíèõ ÷àñòèí (ó ñïàäàþ÷îìó ïîðÿäêó), ñïðàâåäëèâi àñèìïòîòè÷íi
ôîðìóëè

λ(k)
ε = λ− εµ̂(k) + o(ε),

äå µ̂(k) � âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà −q d2

dz2
1
+ 1

2V z
2
1 +m íà R, µ̂(k) = m+

√
2qV (k−

1/2), k = 1, 2, . . . , à ÷èñëà q > 0 i m âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç ðîçâ'ÿçêè êîìiðêîâèõ
çàäà÷.

Ðîçäië 3 ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ äâîõ çàäà÷ óñåðåäíåííÿ.
Ó Ïiäðîçäiëi 3.1 äîñëiäæó¹òüñÿ äâîâèìiðíà ìîäåëü íàäïðîâiäíèêà ç âåëè-

êèì ÷èñëîì ìiëêèõ îòâîðiâ (äiðîê) â ïðèñóòíîñòi çîâíiøíüîãî ìàãíiòíîãî ïî-
ëÿ. Îáëàñòü Ωε, ÿêó çàéìà¹ íàäïðîâiäíèê, çàäà¹òüñÿ ïåðôîðàöi¹þ ôiêñîâàíî¨
îäíîçâ'ÿçíî¨ îáìåæåíî¨ îáëàñòi Ω ⊂ R2 âåëèêèì ÷èñëîì Nε ìiëêèõ äiðîê ωεj ç
öåíòðàìè ó âåðøèíàõ ïðÿìîêóòíî¨ ε-ïåðiîäè÷íî¨ ãðàòêè. Ïðèïóñêàòüñÿ, ùî çîâ-
íiøí¹ ìàãíiòíå ïîëå ¹ ñëàáèì äëÿ òîãî ùîá âèõîði ç'ÿâèëèñÿ â òiëi çðàçêà i âîíè
ìîæóòü iñíóâàòè òiëüêè íà äiðêàõ. Çà òàêèõ óìîâ ñòàöiîíàðíi ñòàíè íàäïðî-
âiäíèêiâ äðóãîãî ðîäó (ç âåëèêèìè çíà÷åííÿìè ïàðàìåòðà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó)
ìîæíà îïèñàòè çàäà÷åþ ìiíiìiçàöi¨

Mε = inf{Fε(u,A); u ∈ H1(Ωε;S1), A ∈ H1(Ω; R2)} (41)
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äëÿ ôóíêöiîíàëà

Fε(u,A) =
1

2

∫
Ωε

|∇u− iAu|2dx+
1

2

∫
Ω

(curlA− hεext)2dx, (42)

äå hεext � çîâíiøí¹ ìàãíiòíå ïîëå. Íåõàé d
ε
j � (öiëi) ñòåïåíi âiäîáðàæåííÿ ìiíi-

ìiçàíòà uε íà ∂ωεj . Âèâ÷àþòüñÿ ñëàáêi ãðàíèöi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié D(x) =
w − limε→0 ε

2
∑
dεjδaεj(x) ïðè ε → 0, ÿêi äàþòü óñåðåäíåíå îïèñàííÿ ðîçïîäiëiâ

âèõîðiâ. Ðîçãëÿíóòî ñïåöiàëüíi ìàñøòàáíi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ïåðiîäîì, ðîçìi-
ðîì äiðîê i âåëè÷èíîþ çîâíiøíüîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ, ùî âåäóòü äî íåòðiâiàëüíèõ
ðîçïîäiëiâ ç êðàòíèìè âèõîðàìè ó âêëàäåíèõ îáëàñòÿõ.

Òåîðåìà 3.1.9. Íåõàé diam(ωεj) = e−γ/ε
2

i hεext = σ/ε2, òîäi ðîçïîäiëè
Dε(x) = ε2

∑
dεjδaεj(x) ïîáóäîâàíi ïî ñòåïåíÿì dεj ìiíiìiçàíòiâ (41) ñëàáêî çái-

ãàþòüñÿ ïðè ε → 0 äî ôóíêöi¨ D ÿêà ìiíiìiçó¹ ìàñøòàáîâàíó Γ-ãðàíèöþ ôóí-
êöiîíàëiâ Fε(u,A):

E0(D) =
1

2

∫
Ω

(
|∇h̄|2 + (h̄− σ)2

)
dx+ πγ

∫
Ω

Φ(D(x))dx, (43)

äå h̄ = h̄(D) � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i{
−∆h̄+ h̄ = 2πD(x) â Ω

h̄ = σ íà ∂Ω,

i Φ(D) = (2k + 1)|D| − k − k2 ÿêùî k ≤ |D| < k + 1, k = 0, 1, 2, . . . .

Àíàëiç ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i (43) çà äîïîìîãîþ îïóêëî¨ äóàëüíîñòi ïîêàçó¹, ùî
¨¨ ìiíiìiçàíò ¹ êóñêîâî ïîñòiéíîþ ôióíêöi¹þ, ùî îïèñó¹ ñòðóêòóðè ç êðàòíèìè
âèõîðÿìè ó âëîæåíèõ îáëàñòÿõ.

Ó Ïiäðîçäiëi 3.2 âèâ÷à¹òüñÿ àñèìòîòè÷íà ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâèõ çà-
äà÷ 

−div a(∇uε, x/ε) + λuε = f â Ωε

a(∇uε, x/ε) · ν = 0 íà ∂Ω

a(∇uε, x/ε) · ν = g(uε, x/ε) íà Sε,

(44)

äå Ωε � îáìåæåíà ïåðiîäè÷íî ïåðôîðîâàíà îáëàñòü â RN (N ≥ 2), ε > 0 � ìàëèé
ïàðàìåòð (ïåðiîä). Îáëàñòü Ωε çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Íåõàé Y = (0, 1)N

(N ≥ 2)� êîìiðêà ïåðiîäè÷íîñòi, G � äîâiëüíà âiäêðèòà ïiäìíîæèíà Y , òàêà ùî
G ⊂ Y , ç ëiïøèöåâîþ ìåæåþ. Ïîêëàäåìî Y ∗ = Y \ G i S =

⋃
m∈Z(∂G + m).

Äëÿ çàäàíî¨ âiäêðèòî¨ îáëàñòi Ω ⊂ RN ç ëiïøèöåâîþ ìåæåþ ∂Ω, ïåðôîðîâàíà
îáëàñòü Ωε âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

Ωε = Ω \
⋃
m∈Iε

(εG+mε), Iε = {m ∈ ZN ;Y (m)
ε ⊂ Ω},
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äå Y (m)
ε = ε(Y +m). Ìà¹ìî ∂Ωε = ∂Ω ∪ Sε, äå Sε � ìåæà ñóêóïíîñòi äiðîê. Çà-

çíà÷èìî, ùî ìiðà Sε íåîáìåæåíî çðîñòà¹ êîëè ε→ 0, òîáòî çàäà÷à ¹ ñèíãóëÿðíî
çáóðåíîþ ìåæåþ. Ïðîòå íà ôóíêöiþ g(u, y) â êðàéîâié óìîâi íàêëàäà¹òüñÿ óìî-
âà ïðî íóëüîâi ñåðåäíi: ∫

S∩Y
g(u, y)dσy = 0, ∀u ∈ R, (45)

i (â ïðèïóùåííi ïåðiîäè÷íîñòi g(u, y) âiäíîñíî y) öå äîçâîëÿ¹ êîìïåíñóâàòè çðî-
ñòàííÿ ìiðè Sε. Çîêðåìà, çà äåÿêèìè äîäàòêîâèìè óìîâàìè, ñåðåä ÿêèõ îñíîâ-
íîþ ¹ óìîâà ñòðîãî¨ ìîíîòîííîñòi a(ξ, y) âiäíîñíî ξ, äîâåäåíî, ùî äëÿ ε < ε0 (ç
äåÿêèì ε0 > 0) i äîñòàòíüî âåëèêèõ λ, λ ≥ λ0, iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê (44) äëÿ äîâiëüíî¨
ïðàâî¨ ÷àñòèíè f ∈ L2(Ω).

Òåîðåìà 3.2.2. Íåõàé a(ξ, y) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Êàðàòåîäîði, êðiì òîãî
äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨ κ > 0 (a(ξ, y)−a(ζ, y)) · (ξ− ζ) ≥ κ|ξ− ζ|2 ∀ξ, ζ ∈ RN ; ôóíêöi¨
a(ξ, y) òà g(u, y) ¹ Y -ïåðiîäè÷íèìè âiäíîñíî y, i iñíóþòü ñòàëi C1, . . . , C8 > 0,
òàêi ùî −C1 +C2|ξ|2 ≤ a(ξ, y) · ξ, |a(ξ, y)| ≤ C3|ξ|+C4, |g(u, y)| ≤ C5|u|+C6,
|g(u, y) − g(v, y)| ≤ C7|u − v|, |g′u(u, y) − g′u(v, y)| ≤ C8|u − v|(1 + |u| + |v|)−1.
Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî λ ≥ λ0 i f ∈ L2(Ω) ðîçâ'ÿçêè (44) çáiãàþòüñÿ (ó ñåíñi
‖uε − u‖L2(Ωε) → 0 ïðè ε→ 0) äî ðîçâ'ÿçêó óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i{

div a∗(∇u, u) + b∗(∇u, u) + |Y ∗|(f − λu) = 0 â Ω

a∗(∇u, u) · ν = g∗(u) · ν íà ∂Ω.
(46)

äå a∗(ξ, u), b∗(ξ, u), g∗(u) âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè a∗(ξ, u) =
∫
Y ∗ a(ξ +

∇yw, y)dy, b∗(ξ, u) =
∫
S∩Y g

′
u(u, y)wdσy, g

∗(u) =
∫
Y ∗ g(u, y)ydσy, i w = w(y; ξ, u)

� ¹äèíèé (ç òî÷íiñòþ äî àäèòèâíî¨ êîíñòàíòè) ðîçâ'ÿçîê êîìiðêîâî¨ çàäà÷i
div a(ξ +∇yw, y) = 0 â Y ∗

a(ξ +∇yw, y) · ν = g(u, y) íà S ∩ Y
w ¹ Y -ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ.

(47)

Çàçíà÷èìî, ùî ðàíiøå âèâ÷àëèñÿ ëiíiéíi àíàëîãè çàäà÷i (44) à òàêîæ âàði-
àöiéíi çàäà÷i ïîäiáíi (44) ç óìîâîþ Äiðiõëå íà çîâíiøíié ìåæi. Ïðîòå, îêðiì
òîãî, ùî Òåîðåìà 3.2.2 âêëþ÷à¹ íåñèìåòðè÷íi íåëiíiéíi çàäà÷i, ÿêi íå çâîäÿòüñÿ
äî âàðiàöiéíèõ çàäà÷, ¨¨ ãîëîâíà íîâèçíà ïîëÿãà¹ â âèÿâëåííi íîâîãî êîëåêòèâ-
íîãî åôåêòó âêëþ÷åíü ÿêèé ïîëÿãà¹ â âèíèêíåííi íåòðèâiàëüíî¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè
â êðàéîâié óìîâi íà ∂Ω. Ó Ïiäðîçäiëi 3.2 âèâ÷åíî òàêîæ ïàðàáîëi÷íèé àíàëîã
ñòàöiîíàðíî¨ çàäà÷i (44) i îäåðæàíî ðåçóëüòàò ïîäiáíèé Òåîðåìi 3.2.2.
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Ó Ðîçäiëi 4 äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à ç âiëüíîþ ìåæåþ, ùî ìîäåëþ¹ ðóõ æè-
âèõ êëiòèí íà ñóáñòðàòi. Ìîäåëü, ÿêà â îñíîíîìó íàñëiäó¹ 31 , ñêëàäà¹òüñÿ ç
ãiäðîäiíàìi÷íîãî ðiâíÿííÿ äëÿ ïîòîêó u àêòîìiîçèíó âñåðåäåíi êëiòêè

∇div u+ α∇m = u â Ω(t), (48)

ïî¹äíàíîãî ç ðiâíÿííÿì àäâåêöi¨-äèôóçi¨ äëÿ ùiëüíîñòi ìiîçèíó m,

∂tm = ∆m− div(um) â Ω(t). (49)

Ðiâíÿííÿ (48)�(49) ðîçãëÿäàþòüñÿ â îáëàñòi Ω(t) ⊂ R2 íà (âiëüíié) ìåæi ÿêî¨
ïîâèííi âèêîíóâàòèñü óìîâè íóëüîâîãî íàïðóæåííÿ i íóëüîâîãî ïîòîêó, âiäïî-
âiäíî:

div u+ αm = 0 íà ∂Ω(t), (50)

∂m

∂ν
= ((u · ν)− Vν)m íà ∂Ω(t), (51)

äå ν � îäèíè÷íà çîâíiøíÿ íîðìàëü äî ∂Ω(t). Åâîëþöiÿ âiëüíî¨ ìåæi ∂Ω(t) îïè-
ñó¹òüñÿ êiíåìàòè÷íîþ êðàéîâîþ óìîâîþ äëÿ íîðìàëüíî¨ øâèäêîñòi Vν:

Vν = (u · ν)− βκ+ λ íà ∂Ω(t), (52)

äå κ � êðèâèçíà ∂Ω(t), i λ � ñòàëà âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ λ :=
2πβ−

∫
∂Ω(t)

(u·ν)dσ

|∂Ω(t)| (âîíà
îáóìîâëþ¹ çáåðåæåííÿ ïëîùè).

Äëÿ çàäà÷i (48)�(52) âèâ÷åíî ïèòàííÿ iñíóâàííÿ íàéâàæëèâiøèõ ïðîñòèõ
ðîçâ'ÿçêiâ: ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ i ðîçâ'ÿçêiâ òèïó áiæíèõ õâèëü. Äëÿ òàêèõ
ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ó (48)�(52) çâåäåíî äî çàäà÷i ç âiëüíîþ ìåæåþ äëÿ ðiâíÿííÿ ç
åêñïîíåíöiàëüíîþ íåëiíiéíiñòþ (ðiâíÿííÿ òèïó Ëióâiëëÿ):

−∆S + S = ΛeS−xV â Ω, (53)

ç êðàéîâèìè óìîâàìè

S = 0 i V νx =
∂S

∂ν
− βκ+ λ íà ∂Ω, (54)

äå íåâiäîìèìè ¹ îáëàñòü Ω, ôóíêöiÿ S, à òàêîæ ñòàëi Λ ≥ 0 i λ. Âñòàíîâëåíî
iñíóâàííÿ êîíòèíóóìó ðàäiàëüíî ñèìåòðè÷íèõ íåðóõîìèõ (V = 0) ðîçâ'ÿçêiâ
çàäà÷i (53)�(54), i ¨õ áiôóðêàöiþ äî áiæíèõ õâèëü, ùî ¹ ãîëîâíèì ðåçóëüòàòîì
ðîçäiëó:

31Barnhart, E., Lee, K., Allen, G.M., Theriot, J.A., Mogilner, A.: Balance between cell-substrate adhesion and
myosin contraction determines the frequency of motility initiation in �sh keratocytes. Proc Natl Acad Sci U.S.A.
112(16), 5045�5050 (2015)
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Òåîðåìà 4.1.14. Äëÿ êîæíîãî çàäàíîãî R > 0 i ìàéæå âñiõ β > 0 (çà âè-
êëþ÷åííÿì, ìîæëèâî, ïîñëiäîâíîñòi çíà÷åíü ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ) iñíó¹ ñiì'ÿ
ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (53)�(54) ç íåíóëüîâèìè ñêîðîñòÿìè V . Öi ðîçâ'ÿçêè áiôóðêó-
þòü ç ïåâíîãî íåðóõîìîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (53)�(54) ç ñiì'¨ ðàäiàëüíî ñèìåòðè-
÷íèõ íåðóõîìèõ ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ çàäà÷i, ùî ìàþòü â ÿêîñòi îáëàñòi Ω äèñê ðàäióñà
R > 0.

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 4.1.14 ïðîâåäåíî çà äîïîìîãîþ òîïîëîãi÷íèõ ìiðêóâàíü, ÿêi
ñïèðàþòüñÿ íà ïîíÿòòÿ ñòåïåíi Ëåðå-Øàóäåðà.

Çíàéäåíî òàêîæ ðåçóëüòàò ïðî áiôóðêàöiþ íåðóõîìèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (53)�
(54), ÿêi íå ìàþòü ðàäiàëüíî¨ ñèìåòði¨.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñèðòàöiéíié ðîáîòi ðîçãëÿíóòî íåêîìïàêòíi âàðiàöiéíi çàäà÷i äëÿ ôóíêöiî-
íàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó ç çàäàíèìè ñòåïåíÿìè âiäîáðàæåííÿ íà ìåæi îáëàñòi i
ïîáóäîâàíî íîâó òåîðiþ òàêèõ çàäà÷; ðîçâèíåíî ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ñïåêòðàëü-
íèõ çàäà÷ äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ íåñèìåòðè÷íèõ åëiïòè÷íèõ îïåðàòîðiâ; òà-
êîæ äîñëiäæåíî äåÿêi çàäà÷i óñåðåäíåííÿ i âèâ÷åíî áiôóðêàöiþ ðîçâ'ÿçêiâ òèïó
áiæíèõ õâèëü äëÿ çàäà÷i ç âiëüíîþ ìåæåþ, ùî ìîäåëþ¹ ðóõ æèâèõ êëiòèí íà
ñóáñòðàòi.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi âèâ÷åíî âàðiàöiéíi çàäà÷i äëÿ ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-
Ëàíäàó ó êëàñi êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêöié ç îäèíè÷íèìè àáñîëþòíèìè çíà-
÷åííÿìè i çàäàíèìè ñòåïåíÿìè âiäîáðàæåííÿ íà çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíòàõ ìåæi
îáëàñòi. Ó Ïiäðîçäiëi 1.1 äîâåäåíî ãiïîòåçó ïðî íåiñíóâàííÿ ìiíiìiçàíòiâ â
äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ ç ¹ìíiñòþ ìåíøîþ π, ÿêó áóëî âèñóíóòî â ðîáîòi Ë. Áåð-
ëÿíäà i Ï. Ìiðîíåñêó 16 : äîâåäåíî iñíóâàííÿ ñêií÷åííîãî ïîðîãîâîãî çíà÷å-
ííÿ ïàðàìåòðà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó κ, òàêîãî ùî iíôiìóì ôóíêöiîíàëà â êëàñi
ôóíêöié ç îäèíè÷íèìè ñòåïåíÿìè íà îáîõ êîìïîíåíòàõ ìåæi çàâæäè äîñÿãà-
¹òüñÿ ÿêùî κ ¹ ìåíøèì ïîðîãîâîãî çíà÷åííÿ i íiêîëè íå äîñÿãà¹òüñÿ ÿêùî κ
¹ áiëüøèì öüîãî çíà÷åííÿ. Çàçíà÷èìî, ùî ó âñiõ âiäîìèõ âèïàäêàõ iñíóâàííÿ
ãëîáàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ, âîíè íå ìàþòü íóëiâ (âèõîðiâ). Íà âiäìiíó âiä ãëîáàëü-
íèõ ìiíiìiçàíòiâ, ïîêàçàíî, ùî iñíóþòü iíøi êðèòè÷íi òî÷êè ôóíêöiîíàëà, ÿêi
ìàþòü âèõîði. Çîêðåìà, ó Ïiäðîçäiëi 1.2 ðîçâèíåíî âàðiàöiéíi ìåòîäè âñòàíîâ-
ëåííÿ ëîêàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ ç âèõîðàìè äëÿ äîñòàíüî âåëèêèõ κ òà âèâ÷åíî
àñèìòîòè÷íó ïîâåäiíêó öèõ ìiíiìiçàíòiâ ó ãðàíèöi Ëîíäîíiâ κ → ∞. Äîâåäå-
íî, ùî âèõîðè çíàõîäÿòüñÿ áiëÿ ìåæi i â ¨õ îêîëàõ àêóìóëþþòüñÿ ñêií÷åííi
êâàíòîâàíi ¹íåðãi¨, íà âiäìiíó âiä âíóòðiøíiõ âèõîðiâ, ÿêi âèíèêàþòü â çàäà÷i
Äèðèõëå. Öi ðåçóëüòàòè ó Ïiäðîçäiëi 1.5 ðîçïîâñþäæåíî i íà âèïàäîê ïîâíîãî
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ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó, ùî âðàõîâó¹ ìàãíiòíi åôåêòè. Ó Ïiäðîçäiëi 1.3
äëÿ ïîâíîãî ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó â îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ äîâåäíî
òåîðåìó, ùî ïîâíiñòþ îïèñó¹ iñíóâàííÿ/íåiñíóâàííÿ ãëîáàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ ç
çàäàíèì ñòåïåíåì íà ìåæi. Ïîêàçàíî, ùî, íà âiäìiíó âiä ñïðîùåíîãî ôóíêöiîíà-
ëà, ìiíiìiçàíòè iñíóþòü äëÿ 0 < κ ≤ 1/

√
2 i íå iñíóþòü äëÿ κ > 1/

√
2. Ïîðãîâå

çíà÷åííÿ κ = 1/
√

2 âiäîìå â ôiçè÷íié ëiòåðàòóði ÿê ìåæà ðîçäiëó ìiæ íàäïðî-
âiäíèêàìè I-ãî i II-ãî ðîäó. Ó Ïiäðîçäiëi 1.4 ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ ïîâíî-
ãî ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó â äâîçâ'ÿçíié îáëàñòi ç çàäàíèìè îäèíè÷íèì
i íóëüîâèì ñòåïåíÿìè íà êîìïîíåíòàõ ìåæi. Äîâåäåíî, ùî ÿê i â îäíîçâ'ÿçíié
îáëàñòi ìiíiìiçàíòè iñíóþòü äëÿ 0 < κ < 1/

√
2, àëå äëÿ κ = 1/

√
2 (i áiëüøèõ)

iíôiìóì íå äîñÿãà¹òüñÿ. Öå ïðèçâîäèòü äî ñèíãóëÿðíî¨ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäií-
êè ìiíiìiçàíòiâ ïðè κ → 1/

√
2 − 0, ùî ïðîÿâëÿ¹òüñÿ â δ-ïîäiáíîìó ñòðóìi íà

ìåæi. Ó ðîáîòi ðîçâèíåíî âàðiàöiéíó òåõíiêó äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè ìiíiìiçàí-
òiâ ïðè κ→ 1/

√
2− 0, ÿêà, çîêðåìà, äîçâîëÿ¹ âñòàíîâèòè ãðàíè÷íi ïîëîæåííÿ

âèõîðiâ. Íàñàìêiíåöü, ó Ïiäðîçäiëi 1.6 âèâ÷åíî ñòðóêòóðó ïîñëiäîâíîñòåé Ïàëå-
Cìåéëà (ìàéæå êðèòè÷íèõ òî÷îê), îïèñàíî ìåõàíiçì âòðàòè êîìïàêòíîñòi öèõ
ïîñëiäîâíîñòåé i êâàíòóâàííÿ âiäïîâiäíèõ åíåðãié. Çà äîïîìîãîþ öèõ ðåçóëüòà-
òiâ âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ êðèòè÷íèõ òî÷îê íåìiíiìiçàöiéíîãî õàðàêòåðó (òèïó
ïåðåâàëà).

Ó äðóãîìó ðîçäiëi äîñëiäæåíî ñïåêòðàëüíi çàäà÷i äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ
íåñèìåòðè÷íèõ åëiïòè÷íèõ îïåðàòîðiâ (ç ìàëèì ïàðàìåòðîì çáóðåííÿ ε > 0) â
îáìåæåíèõ îáëàñòÿõ ç ðiçíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè íà ìåæi. Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó
ñòîñóþòüñÿ, ïåðø çà âñå, àñèìòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ïåðøîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ λε
i ïåðøî¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨. Îñòàííþ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi uε = e−Wε(x)/ε

(öå ¹, òàê çâàíèé, ÂÊÁ àíçàö), òîäi äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ uε ïåðåïè-
ñó¹òüñÿ ÿê ñèíãóëÿðíî çáóðåíå ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà-ßêîái äëÿ ôóíêöi¨ Wε i
âëàñíîãî çíà÷åííÿ λε. Äëÿ äîñëiäæåííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ïàðè λε i Wε

çàñòîñîâàíî òåõíiêó â'ÿçêiñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ó Ïiäðîçäiëi 2.1 ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó
Äiðiõëå ç îñöèëþþ÷èìè ëîêàëüíî ïåðiîäè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè i âèâåäåíî åôå-
êòèâíå ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà-ßêîái äëÿ ãðàíèöü λε i ôóíêöié Wε ïðè ε → 0, òà
äîâåäåíî, ùî êðàéîâà óìîâà Wε(x) = +∞ íà ìåæi ó ãðàíèöi ðåëàêñó¹òüñÿ äî
êðàéîâî¨ óìîâè ó âèãëÿäi ôàçîâîãî îáìåæåííÿ (state constraint boundary condi-
tion). Çíàéäåíà ãðàíè÷íà (åôåêòèâíà) çàäà÷à ¹ àäèòèâíîþ çàäà÷åþ íà âëàñíi
çíà÷åííÿ äëÿ ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà-ßêîái. Âîíà ìà¹ ðiâíî îäíå âëàñíå çíà÷åííÿ,
ùî îïèñó¹ ãîëîâíèé ÷ëåí àñèìïòîòèêè λε, ïðîòå âëàñíèõ ôóíêöié ìîæå áàãàòî
ó çàëåæíîñòi âiä ñòðóêòóðè ìíîæèíè Îáði ïîâ'ÿçàíî¨ ç åôåêòèâíîþ çàäà÷åþ.
Ó Ïiäðîçäiëi 2.1 ðîçãëÿíóòî òàêîæ ïèòàííÿ ïðî óòî÷íåíi àñèìïòîòèêè âëàñíèõ
çíà÷åíü i ñåëåêöiþ âëàñíî¨ ôóíêöi¨ åôåêòèâíî¨ çàäà÷i ó âèïàäêó êîëè ìîëîäøi
÷ëåíè îïåðàòîðà ìàþòü îäíàêîâèé ïîðÿäîê, òà ìíîæèíà Îáði ñêëàäà¹òüñÿ ç ãi-
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ïåðáîëi÷íèõ íåðóõîìèõ òî÷îê i ãðàíè÷íèõ öèêëiâ åôåêòèâíîãî çíåñåííÿ. Äëÿ
öüîãî ðîçâèíåíî òåõíiêó àñèìòîòè÷íîãî àíàëiçó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ åëå-
ìåíòiâ ÿê ëîêàëiçàöiÿ i óñåðåäíåííÿ íà ïðîìiæíîìó ìàñøòàái. Ó Ïiäðîçäiëi 2.2
âèâ÷åíî ñèíãóëÿðíî çáóðåíó çàäà÷ó ç óìîâîþ Íåéìàíà íà ìåæi, ó ïðèïóùåí-
íi, ùî êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ íå çàëåæàòü âiä ε, à ìàëèé ìíîæíèê ε ïðèñóòíié
òiëüêè â ñòàðøîìó ÷ëåíi ðiâíÿííÿ. Çà óìîâè, ùî ìíîæèíà Îáði âiäïîâiäíî¨
çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà-ßêîái ñêëàäà¹òüñÿ ç ãiïåðáîëi÷íèõ
íåðóõîìèõ òî÷îê i ãðàíè÷íèõ öèêëiâ åôåêòèâíîãî çíåñåííÿ çàäà÷i Ñêîðîõîäà
ïîðîäæåíî¨ êîíâåêòèâíèì ÷ëåíîì, çíàéäåíî ãðàíèöi âëàñíèõ çíà÷åíü i ôóíêöié
Wε (= −ε log uε). Äëÿ äîñëiäæåííÿ ëîêàëiçàöi¨ âëàñíèõ ôóíêöié íà êîìïîíåí-
òàõ ìíîæèíè Îáði ðîçòàøîâàíèõ íà ìåæi ðîçâèíóòî ìåòîä, ùî áàçóþòüñÿ íà
ïîáóäîâi ñïåöiàëüíèõ ñóá- i ñóïåððîçâ'ÿçêiâ. Ó Ïiäðîçäiëi 2.3 âèâ÷åíî ñïåêòð
ñèíãóëÿðíî çáóðåíî¨ çàäà÷i ç îñöèëþþ÷èìè êîåôiöi¹íòàìè ó òîíêîìó öèëiíäði
ç óìîâîþ Íåéìàíà íà ái÷íié ïîâåðõíi i Ôóð'¹ íà îñíîâàõ. Îïèñàíî àñèìòîòè÷íó
ïîâåäiíêó ïåðøîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ i âëàñíî¨ ôóíêöi¨, äëÿ ãðàíèöi âëàñíèõ
çíà÷åíü i ôóíêöié Wε (= −ε log uε) âèâåäåíî îäíîâèìiðíó àäèòèâíó çàäà÷ó íà
âëàñíi çíà÷åííÿ ç åôåêòèâíèìè ãðàíè÷íèì óìîâàìè. Öi ãðàíè÷íi óìîâè îòðèìà-
íî â ðåçóëüòàòi äîñëiäæåííÿ ïðèìåæîâèõ øàðiâ áiëÿ îñíîâ. Äëÿ ïîáóäîâè îñòàí-
íiõ âèâ÷åíî ñïåêòðàëüíi çàäà÷i â íàïiâîáìåæåíîìó öèëiíäði ç óìîâîþ Ñòåêëîâà
íà îñíîâi, öi ðåçóëüòàòè ìàþòü íåçàëåæíèé iíòåðåñ. Êðiì òîãî, ó ñòðóêòóðíîìó
ïðèïóùåííi ùîäî åôåêòèâíî¨ çàäà÷i (ÿêå âåäå äî ëîêàëiçàöi¨, â ïåâíîìó ñåíñi,
âëàñíèõ ôóíêöié âñåðåäèíi öèëiíäðó) çíàéäåíî äâî÷ëåííi àñèìòîòè÷íi ôîðìóëè
äëÿ ïåðøîãî i íàñòóïíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi âèâ÷åíî äâi çàäà÷i óñåðåäíåííÿ ç íåòðiâiàëüíèìè êîëå-
êòèâíèìè åôåêòàìè ñïðè÷èíåíèìè íåîäíîðiäíîñòÿìè. Ó Ïiäðîçäiëi 3.1 îïèñàíî
âèõîðîâi ñòðóêòóðè â íàäïðîâiäíèêàõ ç ïåðiîäè÷íî ðîçòàøîâàíèìè îòâîðàìè,
ùî ìîäåëþþòü ÷óæîðiäíi äîìiøêè. Âñòàíîâëåíî ìàñøòàáíi ñïiââiäíîøåíÿ ìiæ
ïðîñòîðîâèì ïåðiîäîì, ðîçìiðîì îòâîðiâ i âåëè÷èíîþ çîâíiøíüîãî ìàãíèòíîãî
ïîëÿ äëÿ ÿêèõ âèíèêàþòü ñòðóêòóðè ó âèãëÿäi âëîæåíèõ îáëàñòåé ç êðàòíèìè
âèõîðÿìè. Äëÿ äîñëiäæåííÿ öi¹¨ ìîäåëi çàñòîñîâàíî òåõíiêó Γ-çáiæíîñòi, êîí-
ñòðóêöi¨ ïîäiáíi ìiðàì ßíãà i åëåìåíòè ìåòîäiâ îïóêëîãî àíàëiçó. Ó Ïiäðîçäiëi
3.2 âèâ÷åíî ñòàöiîíàðíi åëiïòè÷íi êðàéîâi çàäà÷i (i ¨õ ïàðàáîëi÷íi àíàëîãè) äëÿ
ìîíîòîííèõ îïåðàòîðiâ â ïåðôîðîâàíèõ îáëàñòÿõ ç óìîâîþ Ôóð'¹ íà ìåæi äi-
ðîê i Íåéìàíà íà çîâíiøíié ìåæi. Ó ïðèïóùåííi ïðî íóëüîâi ñåðåäíi â êðàéîâié
óìîâi íà ìåæi äiðîê, äëÿ äîñëiäæåííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ çà-
ñòîñîâàíî òåõíiêó äâîõìàñøòàáíî¨ çáiæíîñòi i âèâåäåíî åôåêòèâíó (óñåðåäíåíó)
çàäà÷ó. Âèíàéäåíî íåòðiâiàëüíèé êîëåêòèâíèé åôåêò ñïðè÷èíåíèé êðàéîâèìè
óìîâàìè íà ìåæi äiðîê, ÿêèé ïîëÿãà¹ ó âèíèêíåííi íîâîãî ÷ëåíó â åôåêòèâíié
êðàéîâié óìîâi íà çîâíiøíié ìåæi.
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Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ç âiëüíîþ ìåæåþ, ùî ìîäåëþ¹ ðóõ
æèâèõ êëiòèí íà ñóáñòðàòi. Äîñëiäæåíî ñiì'þ ðàäiàëüíî ñèìåòðè÷íèõ ñòàöiîíàð-
íèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i i çðîáëåíî ¨¨ áiôóðêàöiéíèé àíàëiç, ùî äîçâîëèëî äîâåñòè
iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òèïó áiæíî¨ õâèëi i ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ áåç ðàäiàëüíî¨
ñèìåòði¨. Äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òèïó áiæíî¨ õâèëi âèêîðèñòàíî
òîïîëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ ç çàñòîñóâàííÿì ïîíÿòòÿ ñòåïåíÿ Ëåðå-Øàóäåðà.

Óñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ íàâåäåíî ç ïîâíèìè äîâåäåííÿìè. Äèñåð-
òàöiéíà ðîáîòà ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòè i ìåòîäè äèñåðòàöiéíî¨
ðîáîòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ äîñëiäæåííÿ iíøèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨
ôiçèêè.
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Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äèñèðòàöiéíî¨ ðîáîòi ðîçãëÿíóòî íåêîìïàêòíi âàðiàöié-
íi çàäà÷i äëÿ ôóíêöiîíàëà Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó ó êëàñi êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóí-
êöié ç îäèíè÷íèìè àáñîëþòíèìè çíà÷åííÿìè íà ìåæi îáëàñòi i çàäàíèìè ñòå-
ïåíÿìè âiäîáðàæåííÿ íà ¨¨ çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíòàõ. Ïîáóäîâàíî íîâó òåîðiþ òà-
êèõ çàäà÷. Çîêðåìà, äîñëiäæåíî ïèòàííÿ iñíóâàííÿ/íåiñíóâàííÿ ãëîáàëüíèõ ìi-
íiìiçàíòiâ ç çàäàíèìè ñòåïåíÿìè âiäîáðàæåííÿ; ðîçâèíóòî âàðiàöiéíèé ìåòîä
äëÿ ïîáóäîâè ëîêàëüíèõ ìiíiìiçàíòiâ ç íóëÿìè (âèõîðàìè); âèâ÷åíî ñèíãóëÿðíó
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àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ìiíiìiçàíòiâ i âñòàíîâëåíî ãðàíè÷íi ïîëîæåííÿ âèõî-
ðiâ êîëî ìåæi; äîñëiäæåíî ñòðóêòóðó ïîñëiäîâíîñòåé Ïàëå-Ñìåéëà i äîâåäåíî
iñíóâàííÿ êðèòè÷íèõ òî÷îê òèïó ïåðåâàëà. Ó äðóãîìó ðîçäiëi ðîçâèíåíî ìåòî-
äè äîñëiäæåííÿ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ íåñèìåòðè÷íèõ
åëiïòè÷íèõ îïåðàòîðiâ. Çíàéäåíî åôåêòèâíó çàäà÷ó, ùî îïèñó¹ àñèìïòîòè÷íó
ïîâåäiíêó îñíîâíèõ ñòàíiâ çàäà÷i Äiðiõëå ç ëîêàëüíî ïåðiîäè÷íèìè îñöèëþþ÷è-
ìè êîåôiöi¹íòàìè, ïîáóäîâàíî óòî÷íåíi àñèìïòîòèêè ïåðøèõ âëàñíèõ çíà÷åíü i
âèíàéäåíî àëãîðèòì ñåëåêöi¨ ãðàíè÷íèõ âëàñíèõ ôóíêöié. Àíàëîãi÷íi ïèòàííÿ
ðîçãëÿíóòî äëÿ çàäà÷i Íåìàíà ç ïëàâíîçìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè. Òàêîæ âèâ÷åíî
ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó â òîíêîìó öèëiíòði ç óìîâàìè Ôóð'¹ íà îñíîâàõ. Ó òðåòüîìó
ðîçäiëi äîñëiäæåíî äâi çàäà÷i óñåðåäíåííÿ äëÿ ÿêèõ çíàéäåíî íîâi êîëåêòèâíi
åôåêòè ñïðè÷èíåíi íåîäíîðiäíîñòÿìè. Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi âèâ÷åíî áiôóðêà-
öiþ ðîçâ'ÿçêiâ òèïó áiæíèõ õâèëü äëÿ çàäà÷i ç âiëüíîþ ìåæåþ, ùî ìîäåëþ¹ ðóõ
æèâèõ êëiòèí íà ñóáñòðàòi.
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Â ïåðâîì ðàçäåëå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ðàññìîòðåíû íåêîìïàêòíûå âà-
ðèàöèîííûå çàäà÷è äëÿ ôóíêöèîíàëà Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó â êëàññå êîìïëåêñíî-
çíà÷íûõ ôóíêöèé ñ åäèíè÷íûìè àáñîëþòíèìè çíà÷åíèÿìè íà ãðàíèöå îáëà-
ñòè è çàäàííûìè ñòåïåíÿìè îòîáðàæåíèÿ íà åå ñâÿçíûõ êîìïîíåíòàõ. Ïîñòðî-
åíà íîâàÿ òåîðèÿ òàêèõ çàäà÷. Â ÷àñòíîñòè, èññëåäîâàíû âîïðîñû ñóùåñòâîâà-
íèÿ/íåñóùåñòâîâàíèÿ ãëîáàëüíûõ ìèíèìèçàíòîâ ñ çàäàííûìè ñòåïåíÿìè îòî-
áðàæåíèÿ; ðàçâèò âàðèàöèîííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ëîêàëüíûõ ìèíèìèçàíòîâ
ñ íóëÿìè (âèõðÿìè); èçó÷åíî ñèíãóëÿðíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìèíèìè-
çàíòîâ è óñòàíîâëåíû ïðåäåëüíûå ïîëîæåíèÿ âèõðåé âîçëå ãðàíèöû; èññëåäî-
âàíà ñòðóêòóðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ïàëå-Ñìåéëà è äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê òèïà ïåðåâàëà. Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàçâèòû ìåòîäû èññëå-
äîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ íåñèììåòðè÷íûõ
ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ. Íåéäåíà ýôôåêòèâíàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ îïèñûâà-
åò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé çàäà÷è Äèðèõëå ñ ëîêàëü-
íî ïåðèîäè÷åñêèìè îñöèëëèðóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè, ïîñòðîåíû óòî÷íåííûå
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àñèìòîòèêè ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è íàéäåí àëãîðèòì ñåëåêöèè ïðåäåëü-
íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Àíàëîãè÷íûå âîïðîñû ðàññìîòðåíû äëÿ çàäà÷è Íå-
éìàíà ñ ïëàâíî ìåíÿþùèìèñÿ êîýôôèöèåíòàìè. Òàêæå èçó÷åíà ñïåêòðàëüíàÿ
çàäà÷à â òîíêîì öèëèíäðå ñ óñëîâèÿìè Ôóðüå íà îñíîâàíèÿõ. Â òðåòüåì ðàçäåëå
èññëåäîâàíû äâå çàäà÷è óñðåäíåíèÿ äëÿ êîòîðûõ íàéäåíû íîâûå êîëëåêòèâíûå
ýôôåêòû âûçâàííûå íåîäíîðîäíîñòÿìè. Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå èçó÷åíà áèôóð-
êàöèÿ ðåøåíèé òèïà áåãóùèõ âîëí äëÿ çàäà÷è ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé, êîòîðàÿ
ìîäåëèðóåò äâèæåíèå æèâûõ êëåòîê íà ñóáñòðàòå.
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ABSTRACT

Rybalko, V.O. Existence and asymptotic behavior of solutions to

problems of mathematical physics. � Manuscript.
Thesis for a Doctoral Degree in Physics and Mathematics: Speciality 01.01.03

� Mathematical Physics. � B.I.Verkin Institute for Low Temperature Physics and
Engineering, National Academy of Sciences of Ukraine, Kharkiv, 2019.

The �rst section of the thesis is devoted to the study of the variational problem
for the Ginzburg-Landau functional in a class of complex valued functions with unit
absolute value on the boundary and given degrees on its connected components.
A new theory of such problems is developed. In particular, we study the issues
of existence/nonexistence of global minimizers with given degrees; we develop a
variational method for constructing local minimizers with zeros (vortices); we study
singular behavior of minimizers and establish limiting locations of vortices near the
boundary; we study the structure of Palais-Smale sequences and prove existence of
mountain pass type critical points. In the second section we develop methods which
allow one to study spectral problems for singularly perturbed nonsymmetric elliptic
operators. We �nd an e�ective problem describing asymptotic behavior of ground
states for Dirichlet problem with strongly oscillating locally periodic coe�cients,
establish improved asymptotic formulas for �rst eigenvalues and propose a selection
algorithm for the limiting eigenfunctions. Analogous questions are considered for
the Neumann problem with smoothly varying coe�cients. Also, we study a spectral
problem in a thin cylinder with Fourier conditions on its bases. In the third section we
study two homogenization problems for which we discover new collective e�ect due
to the inhomogeneities. In the �nal forth section we study bifurcation of traveling
wave solutions in a free boundary problem modeling motility of living cells on a
substratum.

Key words: : variational problems, Ginzburg-Landau functional, homogenizati-
on theory, singular perturbations, free boundary problems


