
Îá îäíîé ïðîáëåìå Ãðîìîâà

Ä.Â.Áîëîòîâ

Ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü Ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ áûëà îïðåäåëåíà Ì.
Ãðîìîâûì â [3]. Â íåêîòîðîì ñìûñëå îíà õàðàêòåðèçóåò òîëùèíó ìíîãîîáðàçèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1 Ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà V íå
ïðåâîñõîäèò k ( dimmc V ≤ k) åñëè ñóùåñòâóåò k - ìåðíûé ïîëèýäð P è ñîáñòâåííîå
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : V → P òàêèå ÷òî Diam(ϕ−1(p)) ≤ ε äëÿ âñåõ p ∈ P
è íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà ε. Ñêàæåì, ÷òî dimmcV = k,
åñëè k íåëüçÿ óìåíüøèòü.

Âèäíî, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå çàâèñèò îò Ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà ìíîãîîáðàçèè.
Îäíàêî çàìåòèì, ÷òî åñëè ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññîòðåíèåì ïðîñòðàíòâ, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè íàêðûòèÿìè êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ ïîäíÿòîé
ìåòðèêîé, òî îïðåäåëåíèå óæå íå áóäåò çàâèñåòü îò âûáîðà ìåòðèêè. Ýòî ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî ëþáûå äâå ïîäíÿòûå ìåòðèêè g1 è g2 áóäóò ýêâèâàëåíòíû â ñëåäóþùåì
ñìûñëå: Ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû c è C òàêèå ÷òî cg1 ≤ g2 ≤ Cg1.

Â [3] ñòàâèòñÿ âîïðîñ:

Cóùåñòâóåò ëè çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå M ðàçìåðíîñòè n,
òàêîå ÷òî dimmcM̃ = n − 1 â ñëó÷àå êîãäà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà M íå èìååò
êðó÷åíèÿ.

Çäåñü M̃ � óíèâåðñàëüíàÿ íàêðûâàþùàÿ M .
Â [1] äàåòñÿ îòâåò íà ýòîò âîïðîñ â ñëó÷àå, êîãäà n = 3 áåç îãðàíè÷åíèÿ íà

ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó. Â äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå
Êíåçåðà-Ìèëíîðà îðèåíòèðóåìîãî çàìêíóòîãî 3-ìíîãîîáðàçèÿ. Òàê æå èñïîëüçóåòñÿ
àïïàðàò òåîðèè ãðóáûõ êîãîìîëîãèé Ðî.

Â ñëó÷àé áîëüøåé ðàçìåðíîñòè ïðîáëåìà ñòàíîâèòñÿ ÷ðåçâà÷àéíî òðóäíîé õîòÿ
áû ïîòîìó ÷òî êîìïàêòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè áîëüøåé òðåõ ìîãóò óæå
ñîäåðæàòü ëþáóþ êîíå÷íî ïîðîæäåííóþ ãðóïïó â êà÷åñòâå ôóíäàìåíòàëüíîé, à
ïðîáëåìà âî ìíîãîì çàâèñèò èìåííî îò ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû. Êðîìå òîãî åñëè
ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ïîñóòè çàâåðøåíà (Ïåðåëüìàí ?)
òî â ñëó÷àå áîëüøåé ðàçìåðíîñòè êëàññèôèêàöèÿ â ïðèíöèïå íåâîçìîæíà (Ìàðêîâ).

Îäíàêî, îáðàòèì âíèìàíèå íà äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû Ãðîìîâà -
ãîìîòîïè÷åñêèé è ãåîìåòðè÷åñêèé:

1. Ãîìîòîïè÷åñêèé ïîäõîä ê äàííîé ïðîáëåìå èñïîëüçóåò òåîðèþ ïðåïÿòñòâèé.
À èìåííî åñëè f : Mn → Bπ - êëàññèôèöèðóþùåå îòîáðàæåíèå, ãäå π -
ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ìíîãîîáðàçèÿ M , òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé: Åñëè f
ñòÿãèâàåòñÿ íà n− 1 - ìåðíûé îñòîâ êëàññèôèöèðóþùåãî ïðîñòðàíñòâà Bπ, òî f
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ñòÿãèâàåòñÿ è íà n−2 - ìåðíûé îñòîâ Bπ. Òåïåðü, êîãäà ïðîáëåìà ñâåäåíà ê òåîðèè
ïðåïÿòñòâèé, ÿñíî ÷òî âñÿ ñëîæíîñòü ñîäåðæèòñÿ â ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå, íî äàæå
äëÿ ñâîáîäíûõ àáåëåâûõ ãðóïï ïðîáëåìà ïðåäñòàâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî íåòðèâèïëüíîé.

2. Ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â îáîáùåíèè ïîíÿòèÿ êàòåãîðèè
Ëþñòåðíèêà - Øíèðåëüìàíà, à èìåííî:

Îïðåäåëåíèå 2 Ñêàæåì, ÷òî Cat1(M) = k, åñëè M ìîæíî ïîêðûòü k + 1
îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè Bs (s = 1, . . . , k), êàæäîå èç êîòîðîãî èíäóöèðóåò
òðèâèàëüíûé ãîìîìîðôèçì ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï îòíîñèòåëüíî âëîæåíèÿ is :
Bs → M è ÷èñëî k - ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîêðûòèå {Bs, s = 1, . . . , k} ïîäíèìàåòñÿ â ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åííîå ïîêðûòèå {B̃s, s = 1, . . . , k} óíèâåðñàëüíîãî íàêðûòèÿ M̃ è
êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå â íåðâ ïîðûòèÿ áóäåò ñîáñòâåííûì è êîîãðàíè÷åííûì.
Ïîýòîìó òåïåðü äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû Ãðîìîâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè
Cat1(M

n) = n − 1, òî Cat1(M
n) = n − 2. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî êàòåãîðèÿ

Cat1(M) ñâÿçàíà ñ îöåíêîé ÷èñëà sys1(M), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê íèæíÿÿ ãðàíèöà
çàìêíóòûõ íåñòÿãèâàåìûõ êðèâûõ â M [2].

Íàêîíåö îòìåòèì, ÷òî ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü òåñíî ñâÿçàíà ñ ïðîáëåìîé
Ãðîìîâà - Ëîóñåíà î âîçìîæíîñòè çàäàíèÿ ìåòðèêè ïîëîæèòåëüíîé ñêàëÿðíîé
êðèâèçíû íà çàìêíóòîì àñôåðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
óíèâåðñàëüíàÿ íàêðûâàþùàÿ àñôåðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, áóäó÷è ñòÿãèâàåìîé,
èìååò ìàêðîñêîïè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü ðàâíóþ ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ. Ïîýòîìó
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîáëåìû Ãðîìîâà - Ëîóñåíà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü , ÷òî
ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü óíèâåðñàëüíîãî íàêðûòèÿ çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ
ïîëîæèòåëüíîé ñêàëÿðíîé êðèâèçíû ïàäàåò êàê ìèíèìóì íà åäèíèöó èëè
Cat1(M

n) = n − 1. Çàìåòèì, ÷òî èçëàãàåìàÿ ïðîáëåìà Ãðîìîâà óòâåðæäàåò, ÷òî
ïàäåíèå ïðîèçîéäåò ñðàçó íà äâå ðàçìåðíîñòè.
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