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Вступ

Посiбник складається з п’яти роздiлiв. У першому роздiлi
розглянуто базовi поняття теорiї звичайних диференцiальних
рiвнянь i дослiджено деякi рiвняння першого порядку. У дру-
гому роздiлi розглянуто лiнiйнi диференцiальнi рiвняння та си-
стеми: загальна теорiя лiнiйних рiвнянь та систем з неперерв-
ними коефiцiєнтами; теорiя лiнiйних рiвнянь та систем зi стали-
ми коефiцiєнтами, включаючи побудову i вивчення властивостей
функцiй вiд матриць; базовi поняття i факти теорiї крайових за-
дач; методи iнтегрування степеневими рядами, зокрема функцiї
Бесселя i рiвняння Бесселя та їх модифiкованi версiї. У третьо-
му роздiлi розглянуто нелiнiйнi системи: теореми iснування та
єдиностi, теореми про неперервнiсть i теореми про диференцi-
йовнiсть розв’язкiв задачi Кошi; продовження розв’язкiв задачi
Кошi; загальнi iнтеграли i пов’язанi з ними способи розв’язання
нелiнiйних систем, а також лiнiйних i квазiлiнiйних диференцi-
альних рiвнянь з частинними похiдними. У четвертому роздiлi
для лiнiйних систем розглянуто стiйкiсть за Ляпуновим, зокрема
методи Ляпунова; окремий випадок систем зi сталими коефiцi-
єнтами i класифiкацiю точок спокою для систем другого поряд-
ку. У п’ятому роздiлi розглянуто елементи математичної теорiї
керування. У цьому роздiлi вмiщено дещо доопрацьований ма-
терiал навчального посiбника [13], написаного авторкою та Г.М.
Скляром.

Одним з основних iнструментiв, використаних при дослi-
дженнi диференцiальних рiвнянь та систем, є вiдображення,
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зокрема оператор. У загальному виглядi лiнiйнi рiвняння та си-
стеми подаються в операторнiй формi, далi дослiджуються вла-
стивостi вiдповiдних операторiв, i вже потiм формулюються ре-
зультати, стосовно цих рiвнянь та системи. Крiм того, усi резуль-
тати, що стосуються рiвнянь n-го порядку одержано з вiдповiд-
них результатiв для систем n-го порядку за допомогою вiдобра-
ження, побудованого на основi стандартного способу зведення
рiвняння n-го порядку до системи n-го порядку, за винятком
результатiв, що стосуються рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами,
якi вивчаються безпосередньо. У рамках цього пiдходу теорема
про iснування та єдинiсть i теорема про неперервнiсть розв’язку
задачi Кошi доводяться iз застосуванням поняття стискальних
вiдображень i теореми про нерухому точку. Метод послiдовних
наближень у посiбнику також розглянуто на прикладi доведення
теореми про iснування та єдинiсть розв’язку для лiнiйної систе-
ми з неперервними коефiцiєнтами.

У посiбнику викладено дещо нестандартний (принаймнi для
такого типу посiбникiв) пiдхiд до побудови функцiй вiд матриць,
якi є базовим iнструментом для розв’язання лiнiйних систем ди-
ференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами. Побудова фун-
кцiй вiд матриць здiйснюється послiдовно для класiв функцiй,
якi поступово розширюються. Спочатку розглядається клас по-
лiномiв. Далi — клас аналiтичних функцiй, заданих степеневим
рядом, круг збiжностi, якого мiстить спектр матрицi, i вивчаю-
ться властивостi вiдповiдного матричного ряду, зокрема, уста-
новлюється, що цей ряд можна подати деяким полiномом, i ви-
вчаються його властивостi (за фактом це iнтерполяцiйний полi-
ном Лагранжа–Сiльвестра). Нарештi поняття функцiї вiд матри-
цi розширюється на клас функцiй, визначених на спектрi цiєї ма-
трицi, беручи за основу властивостi iнтерполяцiйного полiному,
одержаного для дiйсно-аналiтичних функцiй. Однiєю з переваг
такого пiдходу є те, що студентам ясно видно звiдки береться
поняття iнтерполяцiйного полiнома i означення функцiї вiд ма-
трицi, яке на ньому базується.

Однiєю з особливостей цього посiбника є роздiл, який мiстить
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елементи математичної теорiї керування. Теорiя керування є вiд-
носно молодим роздiлом математики, який на даний момент до-
сить iнтенсивно розвивається i має численнi застосування при
моделюваннi реальних процесiв. Тому включення базових понять
i фактiв цього роздiлу математики є важливим i доцiльним. Для
продовження вивчення цiєї теорiї див., наприклад, [5].

Мета посiбника — ознайомлення читачiв з основними понят-
тями, фактами та сучасними методами теорiї звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь

В одному посiбнику неможливо охопити всi аспекти теорiї
звичайних диференцiальних рiвнянь. Iснує багато навчальних
посiбникiв, у кожному з яких реалiзовано свiй пiдхiд до ви-
кладання цiєї дисциплiни (див., наприклад, [3, 6, 8, 11, 14–20]).
У цьому посiбнику викладено пiдхiд до викладання курсу зви-
чайних диференцiальних рiвнянь, характерний для механiко-
математичного факультету, а згодом i факультету математи-
ки та iнформатики Харкiвського нацiонального унiверситету
iм. В.Н. Каразiна, де авторка посiбника викладала зазначений
курс упродовж багатьох рокiв.



Роздiл 1

Початковi вiдомостi

1.1. Рiвняння першого порядку
Означення 1.1.1. Рiвняння

F (t, y, y′) = 0, (1.1.1)

де y є шуканою функцiєю, що залежить вiд t, називається зви-
чайним диференцiальним рiвнянням першого порядку. Тут F є
функцiєю трьох змiнних: t, x i z, визначеною на множинi Ω̃ ⊂
R3.

Означення 1.1.2. Рiвняння

y′ = f(t, y), (1.1.2)

де y є шуканою функцiєю, що залежить вiд t, називає-
ться звичайним диференцiальним рiвнянням першого порядку,
розв’язаним вiдносно похiдної або рiвнянням першого порядку,
записаним в нормальнiй формi. Тут f є функцiєю двох змiнних:
t i x, визначеною на множенi Ω ⊂ R2.

Зрозумiло, що рiвняння (1.1.2) є окремим випадком (1.1.1).
Далi будемо розглядати рiвняння першого порядку, записанi

в нормальнiй формi, тобто рiвняння (1.1.2).

10
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Означення 1.1.3. Функцiя

y = ϕ(t), t ∈ I, (1.1.3)

називається розв’язком рiвняння (1.1.2), якщо

1. ∀t ∈ I (t, ϕ(t)) ∈ Ω,

2. ∀t ∈ I ϕ̇(t) = f(t, ϕ(t)).

Тут i далi розглядаємо розв’язки диференцiальних рiвнянь
на зв’язних множинах, тобто I є або (a, b), або (a, b], або [a, b),
або [a, b], де a,b ∈ R = R ∪ {−∞,+∞}.

Означення 1.1.4. Множина точок {(t, ϕ(t)) | t ∈ I} нази-
вається iнтегральною траєкторiєю рiвняння (1.1.2), якщо y =
ϕ(t), t ∈ I, є розв’язком (1.1.2).

Означення 1.1.5. Множина всiх розв’язкiв (1.1.2) називає-
ться загальним розв’язком цього рiвняння.

Клас функцiй, неперервних на Ω, позначатимемо через C(Ω).
Клас функцiй, k разiв неперервно диференцiйовних на Ω, позна-
чатимемо через Ck(Ω).

Означення 1.1.6. Функцiя u (яка залежить вiд змiнних t
та y) класу C1(Ω) називається загальним iнтегралом рiвняння
(1.1.2), якщо для будь-якого розв’язку y = ϕ(t), t ∈ I, цього

рiвняння маємо u(t, ϕ(t)) ≡ const та
∂u(t, y)

∂y
6= 0 на Ω.

Означення 1.1.7. Нехай (t0, y0) ∈ Ω. Задача пошуку роз-
в’язку рiвняння (1.1.2), який задовольняє початкову умову
y(t0) = y0, називається задачею Кошi для цього рiвняння.

Iншими словами, задача Кошi є задачею визначення iнте-
гральної траєкторiї рiвняння (1.1.2), яка проходить через точку
(t0, y0).
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Приклад 1.1.8. Розглянемо рiвняння

ẏ = −2y, (t, y) ∈ R2. (1.1.4)

Загальний розв’язок цього рiвняння має вигляд y = Ce−2t, t ∈
R, де C ∈ R є довiльною сталою. Загальними iнтегралами є,
наприклад, такi функцiї:

u1(t, y) = ye2t,

u2(t, y) =
(
ye2t

)3
+ ye2t,

u3(t, y) = arctan
(
ye2t

)
.

Зрозумiло, рiвняння uk(t, y) = const, k = 1, 2, 3, задають iнте-
гральнi траєкторiї рiвняння (1.1.4).

Розглянемо для рiвняння (1.1.4) початкову умову

y(0) = 0. (1.1.5)

Функцiя y = 0, t ∈ R, є розв’язком задачi Кошi (1.1.4), (1.1.5).
Iнтегральнi траєкторiї рiвняння (1.1.4) зображено на рис. 1.1.

1.1.1. Рiвняння з вiдокремлюваними
змiнними

Означення 1.1.9. Нехай a, b, c, d ∈ R. Рiвняння вигляду

y′ = g(t)h(y), (t, y) ∈ Ω = (a, b)× (c, d), (1.1.6)

називається рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними.

Якщо для деякого y0 ∈ (c, d) маємо h(y0) = 0, то y = y0,
t ∈ (a, b), є розв’язком рiвняння (1.1.6). Далi ми розглядатимемо
випадок, коли h(y) 6= 0 на (c, d).

Розглянемо теорему про загальний iнтеграл рiвняння з вiд-
окремлюваними змiнними.
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t

y

0

iнтегральна траєкторiя,
яка вiдповiдає
розв’язку задачi Кошi
iншi iнтегральнi траєкторii

Рис. 1.1. Iнтегральнi траєкторiї рiвняння (1.1.4)

Теорема 1.1.10. Нехай g ∈ C(a, b), h ∈ C(c, d) та h(y) 6= 0
на (c, d). Нехай також G та H є функцiями, визначеними на
(a, b) та (c, d), вiдповiдно, такими, що G′(t) ≡ g(t) на (a, b) та

H ′(y) ≡ 1

h(y)
на (c, d). Тодi функцiя u(t, y) ≡ G(t)−H(y) на Ω є

загальним iнтегралом рiвняння (1.1.6).

Доведення. Маємо

∂u(t, y)

∂y
≡ −H ′(y) ≡ 1

h(y)
6= 0 на Ω.

Нехай y = ϕ(t), t ∈ I, є розв’язком (1.1.6). Тодi

ϕ̇(t) ≡ g(t)h(y) на I.

Оскiльки h(y) 6= 0 на (c, d), маємо
(
H(ϕ(t))

)′ ≡ ϕ̇(t)

h(ϕ(t))
≡ g(t) ≡ G′(t) на I.

Тому G(t) − H(ϕ(t)) ≡ const на I (оскiльки множина I є
зв’язною). Таким чином, u(t, y) ≡ G(t)−H(y) на Ω є загальним
iнтегралом рiвняння (1.1.6).
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Припустимо, що виконано умови щойно доведеної теореми.
Позначимо

P = {p0 ∈ R | ∃(t0, y0) ∈ Ω G(t0)−H(y0) = p0}. (1.1.7)

Зафiксуємо p0 ∈ P та розглянемо функцiональне рiвняння

G(t)−H(y) = p0, (t, y) ∈ Ω. (1.1.8)

Розв’язком такого рiвняння називається функцiя y = ψ, t ∈ J ,
класу C1(J), для якої виконано тотожнiсть G(t) −H(ψ(t)) ≡ p0

на J . Тут J є зв’язною множиною. Розглянемо будь-яку точку
(t0, y0) ∈ Ω таку, що p0 = G(t0)−H(y0), i покажемо, що в деякому
околi цiєї точки рiвняння (1.1.8) має єдиний розв’язок. Оскiльки
h(y) 6= 0 на (c, d), функцiяH є монотонною i диференцiйовною на
(c, d). Позначимо (γ, δ) = H

(
(c, d)

)
. Тодi iснує обернена функцiя

H−1 : (γ, δ) → (c, d). Тому iснує окiл J точки t0 такий, що фун-
кцiя H−1(G(t)−p0) ≡ ψ(t) визначена та диференцiйовна в цьому
околi. Очевидно, за побудовою, що y = ψ(t), t ∈ J , є розв’язком
(1.1.8). Крiм цього,

ψ̇(t) ≡
(
H−1(G(t)− p0)

)′ ≡ 1

H ′(ψ(t))
G′(t) ≡ h(ψ(y))g(t) на J.

Отже, y = ψ(t), t ∈ J , є також розв’язком рiвняння (1.1.6).
З теореми 1.1.10 випливає, що кожний розв’язок рiвняння

(1.1.6) є розв’язком класу C1 рiвняння (1.1.8). Виявляється, що
обернене твердження також справедливе. Отже, доведено теоре-
му про загальний розв’язок рiвняння з вiдокремлюваними змiн-
ними.

Теорема 1.1.11. Нехай g ∈ C(a, b), h ∈ C(c, d), та h(y) 6=
0 на (c, d). Нехай G : (a, b) → R, H : (c, d) → R, такi функцiї,

що G′(t) ≡ g(t) на (a, b), H ′(y) ≡ 1

h(y)
на (c, d) i P визначено

спiввiдношенням (1.1.7). Тодi

1. Для будь-якого розв’язку y = ϕ(t), t ∈ I, рiвняння (1.1.6)
iснує p0 ∈ P таке, що ця функцiя є також розв’язком
(1.1.8).
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2. Для будь-якого фiксованого p0 ∈ P розв’язок y = ψ(t), t ∈ J ,
класу C1(J) рiвняння (1.1.8) є розв’язком рiвняння (1.1.6).

Iншими словами, загальний розв’язок рiвняння (1.1.6) опису-
ється функцiональним рiвнянням (1.1.8), де p0 ∈ P .

Приклад 1.1.12. Розглянемо рiвняння

y′ =
y

1 + t2
, (t, y) ∈ R× (0,+∞), (1.1.9)

i знайдемо його загальний розв’язок. Це рiвняння є рiвнянням з

вiдокремлюваними змiнними, де g(t) =
1

1 + t2
, t ∈ R, i h(y) = y,

y ∈ (0,+∞). Маємо

dy

y
=

dt

1 + t2
, (t, y) ∈ R× (0,+∞),

тому за теоремою 1.1.11 про загальний розв’язок рiвняння з вiд-
окремлюваними змiнними функцiональне рiвняння

ln y = arctan t+M

визначає всi розв’язки рiвняння (1.1.9), коли M ∈ R. Отже,

y = Cearctan t, t ∈ R,

де C > 0 — довiльна стала, є загальним розв’язком рiвняння
(1.1.9).

1.1.2. Рiвняння першого порядку, записанi
в симетричнiй формi

Розглянемо рiвняння

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0, (x, y) ∈ Ω, (1.1.10)

де Ω ⊂ R2 є вiдкритою зв’язною множиною, M,N ∈ C(Ω),
|M(x, y)| + |N(x, y)| 6= 0, (x, y) ∈ Ω. Зафiксуємо (x0, y0) ∈ Ω та
розглянемо два випадки:
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1. M(x0, y0) 6= 0,

2. N(x0, y0) 6= 0.

1. Нехай M(x0, y0) 6= 0. Тодi iснує окiл U1(x0, y0) ⊂ Ω такий,
що M(x, y) 6= 0, (x, y) ∈ U1(x0, y0). Отже, рiвняння (1.1.10) є
еквiвалентним рiвнянню

dx

dy
= −N(x, y)

M(x, y)
, (1.1.11)

якщо (x, y) ∈ U1(x0, y0). Рiвняння (1.1.11) є рiвнянням першо-
го порядку, розв’язаним вiдносно похiдної, усi розв’язки якого є
розв’язками (1.1.10).

2. Нехай N(x0, y0) 6= 0. Тодi iснує окiл U2(x0, y0) ⊂ Ω такий,
що N(x, y) 6= 0, (x, y) ∈ U2(x0, y0). Отже, рiвняння (1.1.10) є
еквiвалентним рiвнянню

dy

dx
= −M(x, y)

N(x, y)
, (1.1.12)

якщо (x, y) ∈ U2(x0, y0). Рiвняння (1.1.12) є рiвнянням першо-
го порядку, розв’язаним вiдносно похiдної, усi розв’язки якого є
розв’язками (1.1.10).

Таким чином, розв’язками рiвняння (1.1.10) можуть бути як
функцiї y = ϕ(x), x ∈ I, так i функцiї x = ψ(y), y ∈ J .

Означення 1.1.13. Функцiя y = ϕ(x), x ∈ I, називається
розв’язком рiвняння (1.1.10), якщо

∀x ∈ I
(
(x, ϕ(x)) ∈ Ω ∧ M(x, ϕ(x)) dx+N(x, ϕ(x)) dϕ(x) = 0

)
.

Функцiя x = ψ(y), y ∈ J , називається розв’язком рiвняння
(1.1.10), якщо

∀y ∈ J
(
(ψ(y), y) ∧ M(ψ(y), y) dψ(y) +N(ψ(y), y) dy = 0

)
.

Означення 1.1.14. Множина усiх розв’язкiв рiвняння
(1.1.10) називається загальним розв’язком цього рiвняння.
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Означення 1.1.15. Функцiя u (яка залежить вiд змiнних x
та y) класу C1(Ω) називається загальним iнтегралом (1.1.10),
якщо ∣∣∣∣

∂u(x, y)

∂x

∣∣∣∣+

∣∣∣∣
∂u(x, y)

∂y

∣∣∣∣ 6= 0, (x, y) ∈ Ω,

та для будь-якого розв’язку y = ϕ(x), x ∈ I, цього рiвняння
маємо u(x, ϕ(x)) ≡ const на I i для будь-якого розв’язку x =
ψ(y), y ∈ J , цього рiвняння маємо u(ψ(y), y) ≡ const на J .

Кожнiй точцi (x0, y0) ∈ Ω вiдповiдає пряма

M(x0, y0)(x− x0) +N(x0, y0)(y − y0) = 0,

яка є дотичною до iнтегральної траєкторiї, що проходить через
точку (x0, y0).

Означення 1.1.16. Множина Ω, кожнiй точцi (x0, y0) якої
поставлено у вiдповiднiсть пряма виду (1.1.2), називається полем
напрямкiв, яке вiдповiдає рiвнянню (1.1.10).

Означення 1.1.17. Лiнiя, вздовж якої кут нахилу прямих,
що утворюють поле напрямкiв, є сталим, називається iзоклiною.

Приклад 1.1.18. Розглянемо рiвняння

dy + xy dx = 0, (x, y) ∈ R2. (1.1.13)

Зрозумiло, що y = 0 є розв’язком (1.1.13). Вiдокремлюючи змiн-

нi, маємо
dy

y
= −x dx. Тому ln |y| = −x2/2 + K, K ∈ R. Крiм

того, y = 0, x ∈ R, також є розв’язком цього рiвняння. Отже,
y = Ce−x

2/2, C ∈ R, є загальним розв’язком (1.1.13). Функцiя
u(x, y) = ex

2/2y є загальним iнтегралом (1.1.13).
Кут нахилу прямої поля напрямкiв у точцi (x, y) дорiвнює

dy

dx
= −xy. Тому кривi xy = const є iзоклiнами. Iнтегральнi тра-

єкторiї, iзоклiни та прямi поля напрямкiв зображено на рис. 1.2.
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x

y

0

iнтегральнi траєкторiї

iзоклiни
прямi поля напрямкiв

Рис. 1.2. Iнтегральнi траєкторiї, iзоклiни та прямi поля напрям-
кiв рiвняння (1.1.13)

1.1.3. Рiвняння в повних диференцiалах

Розглянемо рiвняння

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0, (x, y) ∈ Ω = (a, b)× (c, d), (1.1.14)

де M,N ∈ C(Ω), |M(x, y)| + |N(x, y)| 6= 0, (x, y) ∈ Ω, a ∈ R, b ∈
R, c ∈ R, d ∈ R.

Клас функцiй, диференцiйовних на Ω, позначатимемо через
D(Ω). Клас функцiй, k разiв диференцiйовних на Ω, позначати-
мемо через Dk(Ω).

Означення 1.1.19. Рiвняння вигляду (1.1.14) називається
рiвнянням у повних диференцiалах, якщо iснує функцiя F ∈
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D(Ω) така, що

dF (x, y) = M(x, y) dx+N(x, y) dy, (x, y) ∈ Ω. (1.1.15)

Нехай M,N ∈ C1(Ω). З’ясуємо, за яких умов на M ,N рiв-
няння (1.1.14) буде рiвнянням у повних диференцiалах. Якщо
виконано (1.1.15), то

∂F (x, y)

∂x
= M(x, y), (x, y) ∈ Ω, (1.1.16)

∂F (x, y)

∂y
= N(x, y), (x, y) ∈ Ω. (1.1.17)

Звiдси одержуємо

∂N(x, y)

∂x
≡ ∂2F (x, y)

∂x ∂y
≡ ∂2F (x, y)

∂y ∂x
≡ ∂M(x, y)

∂y
на Ω.

Таким чином, умова

∂M(x, y)

∂y
=
∂N(x, y)

∂y
, (x, y) ∈ Ω, (1.1.18)

є необхiдною умовою того, що рiвняння (1.1.14) є рiвнянням
у повних диференцiалах. Виявляється, що ця умова є також
i достатньою умовою. Розглянемо критерiй того, що рiвняння
(1.1.14) є рiвнянням у повних диференцiалах.

Теорема 1.1.20. Нехай M,N ∈ C1(Ω). Рiвняння (1.1.14) є
рiвнянням у повних диференцiалах тодi i лише тодi, коли вико-
нано умову (1.1.18).

Доведення. 1. Необхiднiсть доведено вище.
2. Достатнiсть. Нехай (1.1.18) виконано. Спробуємо зна-

йти функцiю F ∈ C1(Ω), таку, яка задовольняє умови (1.1.16),
(1.1.17). З (1.1.16) одержуємо

F (x, y) =

∫ x

x0

M(ξ, y) dξ + ϕ(y), (x, y) ∈ Ω,
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тут x0 ∈ (a, b), ϕ ∈ C1(c, d). Продиференцiюємо цю рiвнiсть за y
та скористаємося (1.1.17), (1.1.18):

N(x, y) =
∂F (x, y)

∂y
=

∫ x

x0

∂M(ξ, y)

∂y
dξ + ϕ′(y)

=

∫ x

x0

∂N(ξ, y)

∂ξ
dξ + ϕ′(y) =

∫ x

x0

∂N(ξ, y)

∂ξ
dξ + ϕ′(y)

= N(x, y)−N(x0, y) + ϕ′(y), (x, y) ∈ Ω.

Тому

F (x, y) =

∫ x

x0

M(ξ, y) dξ +

∫ y

y0

N(x0, µ) dµ+ C, (x, y) ∈ Ω,

де y0 ∈ (c, d), C ∈ R. Скориставшись (1.1.16), (1.1.17), звiдси
одержуємо (1.1.15).

Зауваження 1.1.21. Критерiй того, що рiвняння (1.1.14) є
рiвнянням у повних диференцiалах, залишається справедливим,
якщо область Ω = (a, b)× (c, d) замiнити на будь-яку однозв’язну
область в R2 з кусково-гладкою межею. Умова (1.1.18) є необ-
хiдною для того щоб рiвняння (1.1.14) було рiвнянням у повних
диференцiалах для будь-якої вiдкритої зв’язної множини в R2.

З прикладу бачимо, що для багатозв’язних множин умови
(1.1.18) недостатньо для того, щоб рiвняння було рiвнянням у
повних диференцiалах.

Приклад 1.1.22. Розглянемо рiвняння

ydx

x2 + y2
− xdy

x2 + y2
= 0, (x, y) ∈ Ω = (−1, 1)2\{(0, 0)}. (1.1.19)

Тут область Ω не є однозв’язною. Маємо

M(x, y) =
y

x2 + y2
, (1.1.20)

N(x, y) = − x

x2 + y2
. (1.1.21)
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Отже, M ∈ C1(Ω), N ∈ C1(Ω),

∂M(x, y)

∂y
=

x2 − y2

(x2 + y2)2
=
∂N(x, y)

∂x
, (x, y) ∈ Ω,

тобто умову (1.1.18) виконано. Нехай y 6= 0. Тодi

∂F (x, y)

∂x
=

y

y2
x2 + y2 =

∂

∂x

(
arctan

x

y

)
.

Отже, F (x, y) = arctan
x

y
+ ϕ(y), тому

∂F (x, y)

∂y
= − x

x2 + y2
+ ϕ′(y) = − x

x2 + y2
.

Тодi ϕ′(y) = 0. Отже,

F (x, y) = arctan
x

y
+K, якщо y > 0,

F (x, y) = arctan
x

y
+ L, якщо y < 0,

де K,L ∈ R є деякими сталими. Спробуємо пiдiбрати K, L так,
щоб F (x, y) ∈ C(Ω). Маємо

lim
y→+0

arctan
x

y
=





π

2
, x > 0,

−π
2
, x < 0,

lim
y→−0

arctan
x

y
=




−π

2
, x > 0,

π

2
, x < 0.

Тому з того, що F (x, 0+) = F (x, 0−), одержуємо

π

2
+K = L− π

2
, якщо x > 0,

−π
2

+K = L+
π

2
, якщо x < 0.
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Отже, L − K = π = K − L. Оскiльки це неможливо, не iснує
функцiї F ∈ C(Ω), яка б задовольняла умови (1.1.16), (1.1.17)
на Ω для M i N , заданих (1.1.20), (1.1.21). Таким чином, рiвня-
ння (1.1.19) не є рiвнянням у повних диференцiалах, але умову
(1.1.18) для нього виконано.

Зауваження 1.1.23. Нехай (1.1.14) є рiвнянням у повних ди-
ференцiалах та F ∈ D(Ω) така, що умову (1.1.15) виконано.
Оскiльки M,N ∈ C(Ω), маємо F ∈ C1(Ω). Позначимо

P = {p0 ∈ R | ∃(x0, y0) ∈ Ω F (x0, y0) = p0}. (1.1.22)

Зафiксуємо p0 ∈ P та розглянемо функцiональне рiвняння:

F (x, y) = p0. (1.1.23)

Розглянемо будь-яку точку (x0, y0) ∈ Ω таку, що F (x0, y0) = p0.
Маємо

M(x0, y0) =
∂F (x0, y0)

∂y
6= 0 або M(x0, y0) =

∂F (x0, y0)

∂x
6= 0.

Для визначеностi припустимо, що виконано першу з цих умов.
Оскiльки F ∈ C1(Ω), iснує окiл W (x0, y0) ⊂ Ω такий, що для
(x, y) ∈W (x0, y0)

∂F (x, y)

∂y
6= 0.

За теоремою про неявне вiдображення (див., наприклад, [10,
гл. 12, § 2]) одержуємо, що iснують околи U(x0), V (y0) та єдина
бiєктивна функцiя µ : U(x0) → V (y0) такi, що U(x0) × V (y0) ⊂
W (x0, y0) i F (x, µ(x)) ≡ p0 на U(x0). Окрiм того, µ ∈ C1(U(x0)).

Таким чином, для будь-якого значення p0 ∈ P рiвняння
(1.1.23) має єдиний розв’язок у досить малому околi будь-якої
точки (x0, y0) ∈ Ω, що задовольняє умову F (x0, y0) = p0.

Розглянемо теорему про загальний розв’язок рiвняння у пов-
них диференцiалах.
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Теорема 1.1.24. Нехай для F ∈ D(Ω) виконано умову
(1.1.15) i P визначено спiввiдношенням (1.1.22). Тодi

1. Для будь-якого розв’язку рiвняння (1.1.14) iснує p0 ∈ P та-
ке, що ця функцiя є також розв’язком функцiонального рiв-
няння (1.1.23).

2. Для будь-якого фiксованого p0 ∈ P розв’язок класу C1 рiвня-
ння (1.1.23) є також розв’язком диференцiального рiвняння
(1.1.14).

Iншими словами, загальний розв’язок рiвняння (1.1.14) опи-
сується функцiональним рiвнянням (1.1.23), де p0 ∈ P . Крiм того
(див. зауваження 1.1.23), для будь-якого p0 ∈ P рiвняння (1.1.23)
має хоча б один розв’язок класу C1.

Доведення. Оскiльки M,N ∈ C(Ω), маємо F ∈ C1(Ω).
1. Нехай y = ϕ(x), x ∈ I, є розв’язком рiвняння (1.1.14). Тодi

0 ≡M(x, ϕ(x))dx+N(x, ϕ(x)) dϕ(x)

≡
(
M(x, y) dx+N(x, y) dy

)∣∣
y=ϕ(x)

≡ dF (x, y)|y=ϕ(x) ≡ dF (x, ϕ(x)) на I.

Отже, F (x, ϕ(x)) ≡ const на I, тобто y = ϕ(x), x ∈ I, є розв’язком
класу C1(I) рiвняння (1.1.23) з деяким p0 ∈ P . Аналогiчно роз-
глядається випадок розв’язку x = ψ(y), y ∈ J , рiвняння (1.1.14).

2. Нехай y = µ(x), x ∈ I, є розв’язком класу C1(I) рiвняння
(1.1.23) з фiксованим p0 ∈ P . Тодi F (x, µ(x)) ≡ p0 на J . Отже,

0 ≡ dF (x, µ(x)) ≡ dF (x, y)|y=µ(x)

≡
(
M(x, y) dx+N(x, y) dy

)∣∣
y=µ(x)

≡M(x, µ(x)) dx+N(x, µ(x)) dµ(x) на I.

Тобто y = µ(x), x ∈ I, є розв’язком (1.1.14). Аналогiчно розгля-
дається випадок розв’язку x = ν(y), y ∈ J , класу C1(J) рiвняння
(1.1.23) з деяким p0 ∈ P .
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З цiєї теореми випливає наслiдок про загальний iнтеграл рiв-
няння в повних диференцiалах.

Наслiдок 1.1.25. Нехай для F ∈ D(Ω) виконано умову
(1.1.15). Тодi F є загальним iнтегралом рiвняння (1.1.14).

1.2. Системи диференцiальних рiвнянь та
диференцiальнi рiвняння вищих
порядкiв

Уведемо деякi позначення. Нехай g є вектор-функцiєю, ви-
значеною на [a, b], тобто g : [a, b]→ Rn. Маємо

g =



g1
...
gn


 ,

∫ β

α
g(t) dt =




∫ β
α g1(t) dt

...∫ β
α gn(t) dt


 ,

g′(t) =



g′1(t)
...

g′n(t)


 , lim

t→t0
g(t) =




lim
t→t0

g1(t)

...
lim
t→t0

gn(t)


 .

Як i в скалярному випадку, має мiсце нерiвнiсть
∣∣∣∣
∫ β

α
g(t) dt

∣∣∣∣ ≤
∫ β

α
|g(t)|dt, a ≤ α < β ≤ b.

Система

ẋ = f(t, x), (t, x) ∈ Ω ∈ Rt × Rnx, (1.2.1)

де f : Ω → Rn, називається нормальною системою диференцi-

альних рiвнянь n-го порядку. Якщо f =



f1
...
fn


, то в розгорнуто-
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му виглядi її можна записати так:




ẋ1 = f1(t, x1, . . . , xn), (t, x) ∈ Ω,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ẋn = fn(t, x1, . . . , xn), (t, x) ∈ Ω.

Означення 1.2.1. Вектор-функцiя x = ϕ(t), t ∈ I, називає-
ться розв’язком системи (1.2.1), якщо виконано наступнi умови:

1. ∀t ∈ I
(
t, ϕ(t)

)
∈ Ω;

2. ∀t ∈ I ϕ̇(t) = f
(
t, ϕ(t)

)
.

Означення 1.2.2. Множина точок
{(
t, ϕ(t)

)
| t ∈ I

}
назива-

ється iнтегральною траєкторiєю системи (1.1.2), якщо y = ϕ(t),
t ∈ I, є розв’язком (1.2.1).

Означення 1.2.3. Загальним розв’язком системи (1.2.1) на-
зивається множина всiх розв’язкiв цiєї системи.

Приклад 1.2.4. Для системи
{
ẋ1 = x2,

ẋ2 = −x1

загальний розв’язок має вигляд
{
x1 = C1 sin t+ C2 cos t,

x2 = C1 cos t− C2 sin t,

де C1 ∈ R, C2 ∈ R.

Покажемо, що будь-яке рiвняння n-го порядку, розв’язане
вiдносно старшої похiдної, можна звести до системи вигляду
(1.2.1). Розглянемо таке рiвняння:

y(n) = h
(
t, y, y′, . . . , y(n−1)

)
, (1.2.2)
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де h : Ω→ R, Ω ∈ Rt × Rnz , та розглянемо замiну:




x1 = y,

x2 = y′,

· · · · · · · · · ·
xn = y(n−1).

(1.2.3)

Тодi 



ẋ1 = x2,

ẋ2 = x3,

· · · · · · · · · · · ·
ẋn−1 = xn,

ẋn = h(t, x).

(1.2.4)

Система (1.2.4) — це система вигляду (1.2.1) з

f : Ω→ R, f(t, x) ≡




x2

x3
...
xn

h(t, x)



. (1.2.5)

Таким чином, рiвняння (1.2.2) еквiвалентно системi (1.2.4) та
перехiд мiж ними здiйснюється за формулами (1.2.3). Введемо
вiдображення An : D(n−1)[a, b] →

(
F [a, b]

)n, де F [a, b] є множи-
ною всiх функцiй, визначених на [a, b], за формулою

Ang =




g
g′

...
g(n−1)


 , g ∈ Dn−1[a, b]. (1.2.6)

Якщо ми розглянемо не всю множину F [a, b], а її пiдмножину

∆n[a, b] =
{
p ∈ (F [a, b])n | ∃z ∈ Dn−1[a, b] ∀i = 1, n pi = z(i−1)

}
,
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то вiдображення An : Dn−1[a, b] → ∆n[a, b] буде бiєктивним, i
вiдображення

A−1
n p = p1, p ∈ ∆n[a, b],

буде оберненим для нього.
Вiдображення An : Dn−1[a, b] → ∆n[a, b] встановлює взаєм-

но-однозначну вiдповiднiсть мiж множиною розв’язкiв системи
(1.2.4), заданих на [a, b], i множиною розв’язкiв рiвняння (1.2.3),
заданих на [a, b]. Тому далi бiльшiсть результатiв будемо дово-
дити для системи виду (1.2.1) i, застосовуючи оператор An, пе-
реносити цi результати на рiвняння виду (1.2.2).

Приклад 1.2.5. Спробуємо звести рiвняння

yıv = sin t+ y′′′ + y′y′′ − cos ty, t ∈ [a, b].

до системи вигляду (1.2.1). Зробимо замiну x = A4y, де A4 :
D3[a, b]→ ∆4[a, b]. Маємо





x1 = y,

x2 = y′,

x3 = y′′,

x4 = y′′′.

Отже, 



ẋ1 = x2,

ẋ2 = x3,

ẋ3 = x4,

ẋ4 = sin t+ x4 + x2x3 − cos tx1.

Означення 1.2.6. Задача пошуку розв’язку системи (1.2.1),
який задовольняє умову

x(t0) = x0, (1.2.7)

де
(
t0, x

0
)
∈ Ω, називається задачею Кошi для системи (1.2.1), а

умова (1.2.7) називається умовою Кошi або початковою умовою.
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Iншими словами, задача Кошi є задачею визначення iнте-
гральної траєкторiї системи (1.2.1), яка проходить через точку(
t0, x

0
)
.

Спробуємо поставити задачу Кошi для рiвняння (1.2.2). Для
цього зробимо замiну (1.2.3): x = Any, i для системи (1.2.4) роз-
глянемо задачу Кошi з умовою (1.2.7). Далi до задачi (1.2.4),
(1.2.7) застосуємо оператор A−1

n . Матимемо рiвняння (1.2.2) i по-
чаткову умову 




y(t0) = x0
1,

y′(t0) = x0
2,

· · · · · · · · · · · · · ·
y(n−1)(t0) = x0

n,

(1.2.8)

де
(
t0, x

0
)
∈ Ω.

Означення 1.2.7. Задача пошуку розв’язку рiвняння
(1.2.2), який задовольняє умову (1.2.8), називається задачею Ко-
шi для рiвняння (1.2.2), а умови (1.2.8) називаються умовами
Кошi або початковими умовами.

Приклад 1.2.8. Для рiвняння з прикладу (1.2.5) умови Кошi
матимуть вигляд 




y(t0) = x0
1,

y′(t0) = x0
2,

y′′(t0) = x0
3,

y′′′(t0) = x0
4,

де t0 ∈ [a, b], x0
k ∈ R, k = 1, 4.



Роздiл 2

Лiнiйнi диференцiальнi
рiвняння та системи

2.1. Лiнiйнi системи диференцiальних
рiвнянь

Нагадаємо деякi означення курсу лiнiйної алгебри.

Означення 2.1.1. Вiдображення | · | : Rn (або Cn) → R на-
зивається нормою вектора x ∈ R (або x ∈ Cn), якщо воно задо-
вольняє наступнi три умови:

1. |x| ≥ 0 ∧ (|x| = 0⇔ x = 0), x ∈ Rn (або x ∈ Cn);

2. |λx| = |λ||x|, x ∈ Rn, λ ∈ R (або x ∈ Cn, λ ∈ C);

3. |x+ y| ≤ |x|+ |y|, x, y ∈ Rn (або x, y ∈ Cn).

У просторi Rn розглянемо евклiдову норму

|x| =

√√√√
n∑

j=1

|xj |2, x =



x1
...
xn


 ∈ Rn.

29
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Для вiдображення 〈·, ·〉 : Rn × Rn → R, яке називається скаляр-
ним добутком i задається формулою

〈x, y〉 =
n∑

j=1

xjyj , x =



x1
...
xn


 ∈ Rn, y =



y1
...
yn


 ∈ Rn,

маємо |x|2 = 〈x, x〉, x ∈ Rn. Таким чином, ми розглядаємо про-
стiр Rn з евклiдовою нормою i скалярним добутком. В Rn роз-
глянемо також стандартний базис e1, . . . , en, де

el =



el1
...
eln


 , elj =

{
1, якщо j = l,

0, якщо j 6= l.

Тодi

x =
n∑

j=1

xje
j , x ∈ Rn,

де xj = 〈x, ej〉, j = 1, n.
Аналогiчно простiр Cn розглядаємо з нормою

|z| =

√√√√
n∑

j=1

|zj |2, z =



z1
...
zn


 ∈ Cn,

i скалярним добутком

〈z, w〉 =

n∑

j=1

zjwj , z =



z1
...
zn


 ∈ Cn, w =



w1
...
wn


 ∈ Cn,

де риска означає комплексне спряження.
Через lin

(
x1, . . . , xn

)
позначимо лiнiйну оболонку системи

векторiв x1, . . . , xn.
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Далi розглянемо множину M(n,m) матриць розмiру n × m
з дiйсними або комплексними коефiцiєнтами. Одиничну матри-
цю позначатимемо через I. Ця множина є лiнiйним простором.
Уведемо на цьому просторi норму, так звану, операторну норму:

‖A‖ = sup
|x|>0

|Ax|
|x| , A ∈M(n,m). (2.1.1)

Спочатку доведемо, що:

sup
|x|>0

|Ax|
|x| = max

|x|=1
|Ax|, A ∈M(n,m). (2.1.2)

Вiдображення |Ax| є неперервним на Rn (або Cn), а множина
{x ∈ Rn(або Cn) : |x| = 1} є компактом. Тому за теоремою Вейер-
штрасса

∃x0 ∈ Rn
(
|x0| = 1 ∧ |Ax0| = sup

|x|=1
|Ax0|

)
.

Отже, вираз max
|x|=1

|Ax| завжди має сенс.

Якщо x 6= 0, то позначивши ξ =
x

|x| , одержуємо |ξ| = 1. Отже,

|Ax|
|x| =

|A(|x|ξ)|
|x| =

|x||Aξ|
|x| = |Aξ|.

Тому

sup
|x|>0

|Ax|
|x| ≤ sup

|x|=1
|Ax| = max

|x|=1
|Ax|.

Очевидно, що

sup
|x|>0

|Ax|
|x| > sup

|x|=1
|Ax| = max

|x|=1
|Ax|.

Таким чином, (2.1.2) має мiсце. Далi покажемо, що формулою
(2.1.1) дiйсно задається норма, тобто виконуються наступнi три
умови:



32 Роздiл 2. Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння та системи

1. ‖A‖ ≥ 0 ∧ (‖A‖ = 0⇔ A = 0), A ∈M(n,m);

2. ‖λA‖ = |λ|‖A‖, A ∈M(n,m), λ ∈ R (або λ ∈ C);

3. ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖, A,B ∈M(n,m).

Доведення. 1. За означенням ‖A‖ ≥ 0. Маємо

‖A‖ = 0⇔ (∀x ∈ Rn Ax = 0)

⇔ N (A) = Rn ⇔ R(A) = 0⇔ A = 0,

де N (A) є нуль-множиною (ядром), а R(A) є образом лiнiйного
вiдображення, яке задається матрицею A.

2. Для λ ∈ R (або λ ∈ C) маємо

‖λA‖ = sup
|x|>0

|(λA)x|
|x| = sup

|x|>0

|λ(Ax)|
|x| = |λ| sup

|x|>0

|Ax|
|x| = |λ|‖A‖.

3. Скориставшись (2.1.2), одержуємо

‖A+B‖ = max
|x|=1

|(A+B)x| = max
|x|=1

|Ax+Bx| ≤

≤ max
|x|=1

|Ax|+ max
|x|=1

|Bx| = ‖A‖+ ‖B‖.

Отже, твердження 1–3 доведено.

Таким чином, формула (2.1.1) задає норму в лiнiйному про-
сторi M(n,m). Далi будемо розглядати лiнiйний нормований
простiр M(n,m) з такою нормою. З означення ‖A‖ випливає

|Ax| ≤ ‖A‖|x|, x ∈ Rn(або Cn), A ∈M(n,m). (2.1.3)

Має мiсце також наступна формула:

‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖, A ∈M(n, p), B ∈M(p,m). (2.1.4)

Дiйсно, скориставшись (2.1.3), для x 6= 0 одержуємо

|(AB)x|
|x| =

|A(Bx)|
|x| ≤ ‖A‖|Bx||x| = ‖A‖|Bx||x| .
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Тому

‖AB‖ = sup
|x|>0

|(AB)x|
|x| ≤ ‖A‖ sup

|x|>0

|Bx|
|x| = ‖A‖‖B‖.

Задача 2.1.2. Нехай λ1, . . . , λn — власнi значення A ∈M(n, n).
Довести, що

‖A‖ ≥ max
j=1,n

|λj |.

Зрозумiло, що лiнiйний простiр M(n,m) фактично є просто-
ром Rn×m (або Cn×m у випадку матриць з комплексними коефi-
цiєнтами). Тому природно було б порiвняти норму ‖A‖ з вiдпо-
вiдною евклiдовою нормою у цьому просторi. Нехай

A = {alj}l=1,m

j=1,n
=




a1
1 a2

1 · · · am1
a1

2 a2
2 · · · am2

...
...

...
a1
n a2

n · · · amn


 .

Для |x| = 1 та j = 1, n маємо
∣∣∣∣∣
m∑

l=1

aljxl

∣∣∣∣∣

2

≤ m
m∑

l=1

∣∣∣aljxl
∣∣∣
2
≤ m

m∑

l=1

∣∣∣alj
∣∣∣
2
.

Тому, скориставшись (2.1.3), одержуємо

‖Ax‖ ≤ √m

√√√√
n∑

j=1

m∑

l=1

∣∣∣alj
∣∣∣
2
. (2.1.5)

З iншого боку, для l = 1,m маємо
n∑

j=1

∣∣∣alj
∣∣∣
2

=
∣∣∣Ael

∣∣∣
2
≤ ‖A‖2,

отже, √√√√
n∑

j=1

m∑

l=1

∣∣∣alj
∣∣∣
2
≤ √m‖Ax‖. (2.1.6)
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Порiвнюючи (2.1.5) та (2.1.6), одержуємо

1√
m

√√√√
n∑

j=1

m∑

l=1

∣∣∣alj
∣∣∣
2
≤ ‖Ax‖ ≤ √m

√√√√
n∑

j=1

m∑

l=1

∣∣∣alj
∣∣∣
2
. (2.1.7)

2.1.1. Теорема про iснування та єдинiсть
розв’язку задачi Кошi для лiнiйної
системи

Розглянемо спочатку наступне допомiжне твердження (не-
рiвнiсть Ґронуолла–Беллмана).

Теорема 2.1.3 (Ґронуолл–Беллман). Нехай u, v ∈ C[a, b] є
невiд’ємними на [a, b] функцiями, якi задовольняють умову

v(t) ≤ C +

∫ t

a
v(ξ)u(ξ)dξ, t ∈ [a, b], (2.1.8)

де C ≥ 0. Тодi виконується нерiвнiсть

v(t) ≤ C exp

(∫ t

a
u(ξ)dξ

)
, t ∈ [a, b]. (2.1.9)

Зокрема, якщо C = 0, то v(t) ≡ 0 на [a, b].

Доведення. 1. Нехай C > 0. Позначимо

V (t) = C +

∫ t

a
v(ξ)u(ξ)dξ, t ∈ [a, b].

З (2.1.8) випливає

v(t) ≤ V (t), t ∈ [a, b]. (2.1.10)

Отже,
V ′(t) = v(t)u(t) ≤ u(t)V (t), t ∈ [a, b].
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Оскiльки V (t) ≥ C > 0, t ∈ [a, b], маємо

V ′(t)

V (t)
≤ u(t), t ∈ [a, b].

Ураховуючи умову V (a) = C та iнтегруючи у межах [a, t], одер-
жуємо

lnV (t)− lnC ≤
∫ t

a
u(ξ)dξ, t ∈ [a, b].

Отже, враховуючи (2.1.10), маємо

0 ≤ v(t) ≤ V (t) ≤ C exp

(∫ t

a
u(ξ)dξ

)
. (2.1.11)

2. Якщо C = 0, то для кожного C ′ > 0 виконується (2.1.8), а
отже, i (2.1.9). Тому v(t) ≡ 0 на [a, b].

За тiєю самою схемою можемо довести iнший варiант нерiв-
ностi Ґронуолла–Беллмана.

Наслiдок 2.1.4. Нехай u, v ∈ C[a, b] є невiд’ємними на [a, b]
функцiями, якi задовольняють умову

v(t) ≤ C +

∫ b

t
u(ξ)v(ξ)dξ, t ∈ [a, b], (2.1.12)

де C ≥ 0. Тодi виконується нерiвнiсть

v(t) ≤ C exp

(∫ b

t
u(ξ)dξ

)
, t ∈ [a, b]. (2.1.13)

Зокрема, якщо C = 0, то v(t) ≡ 0 на [a, b].

Розглянемо лiнiйну неоднорiдну систему

ẋ = A(t)x+ f(t), t ∈ [a, b], (2.1.14)

де A(t) ∈ M(n, n), f(t) ∈ Rn, t ∈ [a, b]; x ∈ Rn; A, f ∈ C[a, b]; з
початковою умовою

x(t0) = x0, (2.1.15)
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де t0 ∈ [a, b], x0 ∈ R.
Для того щоб довести теорему про iснування та єдинiсть

розв’язку задачi Кошi для лiнiйної системи, доведемо лему про
еквiвалентнiсть задачi Кошi iнтегральному рiвнянню.

Лема 2.1.5. Функцiя x = ϕ(t), t ∈ [a, b], класу C[a, b] є роз-
в’язком iнтегрального рiвняння

ϕ(t) = x0 +

∫ t

t0

(
A(τ)ϕ(τ) + f(τ)

)
dτ, t ∈ [a, b], (2.1.16)

тодi i лише тодi, коли вона є розв’язком задачi Кошi (2.1.14),
(2.1.15).

Доведення. 1. Нехай функцiя x = ϕ(t), t ∈ [a, b], класу C[a, b]
є розв’язком iнтегрального рiвняння (2.1.16). Тодi ϕ(t0) = x0.
Диференцiюючи (2.1.16) за змiнною t, одержуємо

ϕ̇(t) = A(t)ϕ(t) + f(t), t ∈ [a, b].

Отже, x = ϕ(t), t ∈ [a, b], є розв’язком (2.1.14), (2.1.15).
2. Нехай функцiя x = ϕ(t), t ∈ [a, b], є розв’язком задачi Кошi

(2.1.14), (2.1.15). Тодi, iнтегруючи (2.1.14) вiд a до t, враховую-
чи (2.1.15), бачимо, що ця функцiя є розв’язком класу C1[a, b]
iнтегрального рiвняння (2.1.16).

Доведемо, нарештi, теорему про iснування та єдинiсть роз-
в’язку задачi Кошi для лiнiйної системи.

Теорема 2.1.6. На сегментi [a, b] iснує єдиний розв’язок за-
дачi Кошi (2.1.14), (2.1.15).

Доведення. 1. Iснування. Доведемо, що iснує розв’язок iнте-
грального рiвняння (2.1.16). Для цього використаємо метод по-
слiдовних наближень. Позначимо

x0(t) ≡ x0, (2.1.170)

x1(t) ≡ x0 +

∫ t

t0

(
A(τ)x0(τ) + f(τ)

)
dτ, (2.1.171)
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x2(t) ≡ x0 +

∫ t

t0

(
A(τ)x1(τ) + f(τ)

)
dτ, (2.1.172)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

xk(t) ≡ x0 +

∫ t

t0

(
[A(τ)xk−1(τ) + f(τ)

)
dτ. (2.1.17k)

Очевидно, що xk ∈ C[a, b]. Доведемо, що ряд

x0 +
∞∑

k=0

(
xk+1(t)− xk(t)

)

є рiвномiрно збiжним на [a, b]. Спочатку перевiримо для k ∈ N
справедливiсть формули

|xk(t)− xk−1(t)| ≤
(
|x0|+ 1

)Mk

k!
|t− t0|k, t ∈ [a, b], (2.1.18k)

де M > 0 є сталою, яка задовольняє умови

‖A(t)‖ ≤M, |f(t)| ≤M, t ∈ [a, b]. (2.1.19)

Доведення (2.1.18k) будемо здiйснювати за методом математи-
чної iндукцiї. База iндукцii:

|x1(t)− x0(t)| =
∣∣∣∣
∫ t

t0

(A(τ)x0 + f(τ)) dτ

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫ t

t0

(
M(|x0|+ 1)

)
dτ

∣∣∣∣
= (|x0|+ 1)M |t− t0| , t ∈ [a, b].

Далi здiйснимо iндуктивний перехiд k  k + 1. Маємо

|xk+1(t)− xk(t)| =
∣∣∣∣
∫ t

t0

(A(τ)(xk(τ)− xk−1(τ))) dτ

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫ t

t0

‖A(τ)‖ |xk(τ)− xk−1(τ)| dτ
∣∣∣∣ , t ∈ [a, b].
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Ураховуючи (2.1.19), (2.1.18k), звiдси одержуємо

|xk+1(t)− xk(t)| ≤M
∣∣∣∣
∫ t

t0

(|x0|+ 1)
Mk

k!
|τ − t0|k dτ

∣∣∣∣

=
(
|x0|+ 1

) Mk+1

(k + 1)!
|t− t0|k+1, t ∈ [a, b].

Таким чином, нерiвнiсть (2.1.18k) доведено. З неї випливає

|xk(t)−xk−1(t)| ≤
(
|x0|+ 1

)Mk

k!
(b−a)k, t ∈ [a, b], k ≥ 1. (2.1.20)

Оскiльки ряд
∞∑

k=0

Mk

k!
(b− a)k

є збiжним, ряд

x0 +
∞∑

k=0

(
xk+1(t)− xk(t)

)

є рiвномiрно збiжним на [a, b] (див. (2.1.20)). Отже, послiдовнiсть
часткових сум цього ряду, яка є послiдовнiстю {xk(t)}∞k=0, рiвно-
мiрно збiгається на [a, b].

Нехай x = φ(t), t ∈ [a, b], є границею цiєї послiдовностi:

xk(t)⇒ φ(t) на [a, b], коли k →∞.

Покажемо, що x = φ(t), t ∈ [a, b], є розв’язком (2.1.16). З (2.1.17k)
та (2.1.19) одержуємо
∣∣∣∣xk(t)− x0 −

∫ t

t0

A(τ)φ(τ)dτ + f(τ)dτ

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫ t

t0

A(τ)(xk−1(τ)− φ(τ))dτ

∣∣∣∣

≤M
∣∣∣∣∣

∫ t

t0

(
sup
ξ∈[a,b]

|xk−1(ξ)− φ(ξ)|
)
dτ

∣∣∣∣∣
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≤M(b− a) sup
ξ∈[a,b]

|xk−1(ξ)− φ(ξ)| → 0, коли k →∞.

Отже,

xk(t)⇒ x0 +

∫ t

t0

(A(τ)φ(τ) + f(τ)) dτ на [a, b], коли k →∞.

Тому

φ(t) = x0 +

∫ t

t0

(A(τ)φ(τ) + f(τ)) dτ, t ∈ [a, b].

Таким чином, ми довели, що x = φ(t), t ∈ [a, b], задовольняє
умову (2.1.16), а отже, i (2.1.14), (2.1.15) (див. лему 2.1.5). Тому
iснування розв’язку задачi Кошi (2.1.14), (2.1.15) доведено.

2. Єдинiсть. Нехай x = ψ(t), x = ϕ(t), t ∈ [a, b] є розв’язками
задачi Кошi (2.1.14), (2.1.15). Тодi за лемою 2.1.5 цi функцiї
є розв’язками iнтегрального рiвняння (2.1.16). Скориставшись
(2.1.19), одержуємо

|ϕ(t)− ψ(t)| =
∣∣∣∣
∫ t

t0

A(τ)(ϕ(τ)− ψ(τ))dτ

∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣
∫ t

t0

M |ϕ(τ)− ψ(τ)|dτ
∣∣∣∣ , t ∈ [a, b].

Застосовуючи нерiвностi Ґронуолла–Беллмана (див. теорему
2.1.3 та наслiдок 2.1.4), одержуємо ϕ(t) ≡ ψ(t) на [a, b]. Отже,
єдинiсть розв’язку задачi Кошi (2.1.14), (2.1.15) доведено. Таким
чином, доведення теореми завершено.

2.1.2. Комплекснi розв’язки лiнiйних
систем

Розглянемо систему

ż = A(t)z + f(t), t ∈ [a, b], z ∈ Cn, (2.1.21)
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де A є матрицею (n× n) з комплексними коефiцiєнтами. Позна-
чимо z1 = Re z, z2 = Im z, A1 = ReA, A2 = ImA, f1 = Re f , f2 =
Im f . Тодi маємо, з одного боку,

ż(t) = A(t)z(t) + f(t),

з iншого —

ż(t) = ż1(t) + iż2(t)

=
[
A1(t)z1 −A2(t)z2

]
+ i
[
A2(t)z1 +A1(t)z2

]
+ f1(t) + if2(t),

тобто {
ż1(t) = A1(t)z1 −A2(t)z2 + f1(t),

ż2(t) = A2(t)z1 +A1(t)z2 + f2(t).

Таким чином,
(
ż1(t)
ż2(t)

)
=

(
A1(t) −A2(t)
A2(t) A1(t)

)(
z1

z2

)
+

(
f1(t)
f2(t)

)
. (2.1.22)

Отже, система (2.1.21) еквiвалентна системi (2.1.22). Тому далi
вивчаємо дiйснi розв’язки систем з дiйсними коефiцiєнтами.

2.1.3. Оператор LAn
Означення 2.1.7. Нехай H1 та H2 є лiнiйними просторами

над R (означення див., наприклад, в [12, гл. 1, § 4]). Вiдображення
G : H1 → H2 називається лiнiйним оператором, якщо

G(αx+ βy) = αGx+ βGy, α, β ∈ R, x, y ∈ H1.

Зазначимо, що класи Ck(Ω) та Dk(Ω) є лiнiйними просторами
над R (i над C), k ∈ N ∪ {0}, де Ω ⊂ Rn, n ∈ N.

Для лiнiйного оператора G : H1 → H2, де H1 та H2 є лiнiй-
ними просторами, позначимо

N (G) = {x ∈ H1 | Gx = 0}, R(G) = {y ∈ H2 | ∃x ∈ H1y = Gx}.
Легко бачити, що N (G) та R(G) є нуль-множиною (ядром) та
образом цього оператора, вiдповiдно, i утворюють лiнiйнi про-
стори.
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Означення 2.1.8. Система елементiв x1, x2, . . . , xn лiнiйного
простору H називається лiнiйно незалежною, якщо

∀M =



M1
...
Mn


 ∈ Rn




n∑

j=1

Mjxj = 0⇒M = 0


 .

ЯкщоH є простором (F [a, b])n або його пiдпростором, лiнiйно
незалежну систему елементiв називатимемо (вектор-) функцiя-
ми, лiнiйно незалежними на [a, b].

Розглянемо оператор

LAn : (D[a, b])n → (F [a, b])n,

LAnx =

(
I
dx

dt
−A(t)x

)
, x ∈ (D[a, b])n,

де A(t) ∈M(n, n), t ∈ [a, b], A ∈ C[a, b]. Формально цей оператор
записуватимемо так:

LAn = I
d

dt
−A(t).

Маємо

N
(
LAn
)

= {x ∈ (D[a, b])n | ẋ = A(t)x} ,
R
(
LAn
)

= {f ∈ (F [a, b])n | ẋ = A(t)x+ f(t)} .

2.1.4. Властивостi оператора LAn
Твердження 2.1.9. Оператор LAn є лiнiйним.

Доведення. Для всiх α, β ∈ Rn, x1, x2 ∈ (D[a, b])n маємо

LAn (αx1 + βx2) =

(
I
d

dt
−A(t)

)
(αx1 + βx2)

= α

(
I
d

dt
−A(t)

)
x1 + β

(
I
d

dt
−A(t)

)
x2

= αLAnx
1 + βLAnx

2.
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Твердження 2.1.10. Нехай x1 є розв’язком LAnx = f1, а
x2 — розв’язком LAnx = f2. Тодi для будь-яких α, β ∈ R функцiя
αx1 + βx2 є розв’язком LAnx = αf1 + βf2. Зокрема, N

(
LAn
)
та

R
(
LAn
)
є лiнiйними просторами.

Доведення. Маємо LAnx1 = f1 i LAnx2 = f2. Тодi αf1 + βf2 =
αLAnx

1 + βLAnx
2. Скориставшись твердженням 2.1.9, одержуємо

αf1 + βf2 = LAn (αx1 + βx2).

Твердження 2.1.11. Нехай LAnx
0 = f . Тодi для будь-якого

розв’язку x1 рiвняння LAnx = f iснує x2 — розв’язок рiвняння
LAnx = 0 такий, що x1 = x0 + x2. Тобто множина розв’язкiв
рiвняння LAnx = f має вигляд {x0}+N

(
LAn
)
.

Доведення. Маємо LAnx0 = f , LAnx1 = f . Позначивши x2 =
x1 − x0, за твердженням 2.1.10 одержуємо LAnx2 = Ln(x1 − x0) =
f − f = 0. Тому x2 ∈ N

(
LAn
)
.

Твердження 2.1.12. Iснує система лiнiйно незалежних
елементiв x1, x2, . . . , xn ∈ N

(
LAn
)
така, що lin

(
x1, . . . , xn

)
=

N
(
LAn
)
, тобто dimN

(
LAn
)

= n.

Доведення. Нехай ej , j = 1, n, є стандартним базисом
Rn (див. с. 30). За теоремою 2.1.6 про iснування та єдинiсть
розв’язку задачi Кошi для лiнiйної системи для кожного j =
1, n знайдемо розв’язок xj рiвняння LAnx = 0, який задоволь-
няє умову x(t0) = ej , t0 ∈ [a, b]. Покажемо, що так знайденi xj

утворюють базис N(LAn ), тобто:

1) функцiї x1, . . . , xn лiнiйно незалежнi,

2) lin(x1, . . . , xn) = N
(
LAn
)
.

1) Нехай M =



M1
...
Mn


 ∈ Rn i для всiх t ∈ [a, b] маємо

n∑

j=1

Mjx
j(t) = 0. Тодi 0 =

n∑

j=1

Mjx
j(t0) =

n∑

j=1

Mje
j . Тому M =

0, тобто 1) вiрно.
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2) Нехай x ∈ N
(
LAn
)
. Знайдемо C =



C1
...
Cn


 ∈ Rn таке, що

x(t0) =

n∑

j=1

Cje
j . Тодi x(t0) =

n∑

j=1

Cjx
j(t0). Отже, функцiя

x̂(t) =
n∑

j=1

Cjx
j(t), t ∈ [a, b],

є розв’язком LAnx = 0 i задовольняє умову x̂(t0) = x(t0). Тому за
теоремою 2.1.6 про iснування та єдинiсть розв’язку задачi Кошi
для лiнiйної системи маємо x̂(t) = x(t), t ∈ [a, b]. Таким чином,
2) також доведено.

2.1.5. Визначник Вронського

Означення 2.1.13. Нехай ϕj =



ϕi1
...
ϕjn


 : [a, b]→ Rn, j = 1, n.

Визначник

W
{
ϕj
}n
j=1

= det
(
ϕ1 · · ·ϕn

)
=

∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1
1 · · · ϕn1
...

...
ϕ1
n · · · ϕnn

∣∣∣∣∣∣∣

називається визначником Вронського системи вектор-функцiй
ϕ1, . . . , ϕn.

Розглянемо теорему про визначник Вронського системи лi-
нiйно залежних вектор-функцiй.

Теорема 2.1.14. Нехай ϕj : [a, b] → Rn, j = 1, n, є лiнiйно
залежними. Тодi W

{
ϕj
}n
j=1

(t) ≡ 0 на [a, b].
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Доведення. Якщо вектор-функцiї ϕ1, . . . , ϕn є лiнiйно зале-
жними на [a, b], то для кожного t ∈ [a, b] вектори ϕ1(t), . . . , ϕn(t)
є лiнiйно залежними. Отже,

∀t ∈ [a, b] det
(
ϕ1(t) · · ·ϕn(t)

)
= 0.

З цiєї теореми одразу випливає достатня умова лiнiйної неза-
лежностi системи вектор-функцiй.

Наслiдок 2.1.15. Нехай ϕj : [a, b] → Rn, j = 1, n, та iснує
t0 ∈ [a, b] таке, що W

{
ϕj
}n
j=1

(t0) 6= 0. Тодi ϕ1, . . . , ϕn є лiнiйно
незалежними на [a, b].

Приклад 2.1.16. Розглянемо вектор-функцiї

ϕ1(t) =

(
1
t

)
, ϕ2(t) =

(
sgn t
|t|

)
на [−1, 1].

та обчислимо їх визначник Вронського:

W
{
ϕ1, ϕ1

}
(t) ≡

∣∣∣∣
1 sgn t
t |t|

∣∣∣∣ ≡ |t| − t sgn t ≡ |t| − |t| ≡ 0 на [−1, 1].

Покажемо, що ϕ1, ϕ2 є лiнiйно незалежними на [−1, 1]. Маємо

M1ϕ
1(t) +M2ϕ

2(t) ≡ 0 на [−1, 1].

де M1,M2 ∈ R. Тобто
{
M1 +M2 sgn t ≡ 0,

M1t+M2|t| ≡ 0.

Отже,

M1 +M2 = 0, коли t = 1, (2.1.23)
M1 −M2 = 0, коли t = −1. (2.1.24)

ТомуM1 = M2 = 0, тобто ϕ1, ϕ2 є лiнiйно незалежними на [−1, 1].
Цей приклад демонструє, що умова нерiвностi нулю визна-

чника Вронського системи вектор-функцiй не є необхiдною, а є
лише достатньою умовою для лiнiйної незалежностi.
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Зафiксуємо A ∈ C[a, b], A(t) ∈ M(n, n), t ∈ [a, b]. У випадку,
коли розглядаємо не просто систему вектор-функцiй, а систему
функцiй iз N

(
LAn
)
, тобто систему розв’язкiв лiнiйної однорiдної

системи
ẋ = A(t)x, t ∈ [a, b], x ∈ Rn, (2.1.25)

ситуацiя iнша. Доведемо необхiдну умову лiнiйної незалежностi
системи функцiй iз N

(
LAn
)
.

Теорема 2.1.17. Нехай ϕj : [a, b] → Rn, j = 1, n, є лiнiйно
незалежними на [a, b] та ϕj ∈ N

(
LAn
)
, j = 1, n. Тодi

∀t ∈ [a, b] W
{
ϕj
}n
j=1

(t) 6= 0. (2.1.26)

Доведення. Припустимо супротивне. Нехай

∃t0 ∈ [a, b] W
{
ϕj
}n
j=1

(t0) = 0.

Тодi iснує M =



M1
...
Mn


 ∈ Rn\{0} таке, що

n∑

j=1

Mjϕ
j(t0) = 0.

Отже, функцiя

ϕ(t) =

n∑

j=1

Mjϕ
j(t), t ∈ [a, b],

є розв’язком (2.1.25) (див. твердження 2.1.10) та ϕ(t0) = 0. За те-
оремою 2.1.6 про iснування i єдинiсть розв’язку задачi Кошi для

лiнiйної системи одержуємо ϕ(t) ≡ 0 на [a, b]. Тому
n∑

j=1

Mjϕ
j(t) ≡

0 на [a, b], тобто функцiї ϕ1, . . . , ϕn є лiнiйно залежними на [a, b].
Одержана суперечнiсть доводить теорему.

З цiєї теореми та наслiдку 2.1.15 випливає критерiй лiнiйної
незалежностi системи функцiї з N (LAn ).
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Наслiдок 2.1.18. Нехай ϕj : [a, b] → Rn, ϕj ∈ N
(
LAn
)
, j =

1, n. Тодi вектор-функцiї ϕ1, . . . , ϕn є лiнiйно незалежними на
[a, b] в тому i лише в тому випадку, коли

∀t ∈ [a, b] W
{
ϕj
}n
j=1

(t) 6= 0. (2.1.27)

Звiдси одержуємо критерiй лiнiйної залежностi системи фун-
кцiї з N

(
LAn
)
.

Наслiдок 2.1.19. Нехай ϕj : [a, b] → Rn, ϕj ∈ N
(
LAn
)
, j =

1, n. Тодi вектор-функцiї ϕ1, . . . , ϕn є лiнiйно залежними на [a, b]
в тому i лише в тому випадку, коли

∀t ∈ [a, b] W
{
ϕj
}n
j=1

(t) = 0. (2.1.28)

Далi нам буде потрiбна лема про диференцiювання визначни-
ка.

Лема 2.1.20. Нехай матриця Γ =
{
γji

}v=1,n

i=1,n
∈ D[a, b]. Тодi:

(det Γ)′ =

n∑

i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ1
1 γ2

1 . . . γn1
...

...
...

γ1
i−1 γ2

i−1 . . . γni−1

(γ1
i )′ (γ2

i )′ . . . (γni )′

γ1
i+1 γ2

i+1 . . . γni+1
...

...
...

γ1
n γ2

n . . . γnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Доведення. Маємо det Γ =
∑

σ∈Sn

sgnσγ
σ(1)
1 · · · γσ(n)

n , де Sn є

множиною всiх пiдстановок з n елементiв.
Тому

(det Γ)′ =
∑

σ∈Sn

sgnσ
n∑

i=1

γ
σ(1)
1 · · · γσ(i−1)

i−1 (γ
σ(i)
i )′γ

σ(i+1)
i+1 · · · γσ(n)

n
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=

n∑

i=1

∑

σ∈Sn

sgnσγ
σ(1)
1 · · · γσ(i−1)

i−1 (γ
σ(i)
i )′γ

σ(i+1)
i+1 · · · γσ(n)

n

=
n∑

i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ1
1 γ2

1 . . . γn1
...

...
...

γ1
i−1 γ2

i−1 . . . γni−1

(γ1
i )′ (γ2

i )′ . . . (γni )′

γ1
i+1 γ2

i+1 . . . γni+1
...

...
...

γ1
n γ2

n . . . γnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Теорема 2.1.21 (Лiувiлль). Нехай Φ =
(
ϕ1 · · ·ϕn

)
, ϕj ∈

N
(
LAn
)
, j = 1, n. Тодi

(det Φ(t))′ = det Φ(t0) exp

{∫ t

t0

trA(τ)dτ

}
, t ∈ [a, b], (2.1.29)

де t0 ∈ [a, b].

Доведення. Нехай

Φ =
(
ϕ1 · · ·ϕn

)
=



ϕ1

1 · · · ϕn1
...

...
ϕ1
n · · · ϕnn


 , де ϕj =



ϕi1
...
ϕjn


 , j = 1, n.

Тодi Φ̇(t) ≡ A(t)Φ(t) на [a, b], j = 1, n. Тобто

ϕ̇i(t) =

n∑

k=1

aki (t)ϕk(t), t ∈ [a, b], i = 1, n. (2.1.30)

Тут ϕi = (ϕ1
i , . . . ϕ

n
i ) є i-м рядком матрицi Φ, i = 1, n, A ={

aji

}j=1,n

i=1,n
. За лемою 2.1.20 про диференцiювання визначника,
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враховуючи (2.1.30), маємо

(det Φ(t))′ =
n∑

i=1

det




ϕ1
...

ϕi−1

ϕ̇i

ϕi+1
...
ϕn




= det




ϕ1
...

ϕi−1
n∑

k=1

aki (t)ϕk

ϕi+1
...
ϕn




= det




ϕ1
...

ϕi−1

aii(t)ϕi

ϕi+1
...
ϕn




=

n∑

i=1

aii(t) det Φ(t) = (trA(t)) det Φ(t), t ∈ [a, b],

отже, (2.1.29) виконано.

2.1.6. Розв’язання лiнiйних систем
Нуль-множина N

(
LAn
)
оператора LAn є, з одного боку, лiнiй-

ним простором розмiрностi n (див. твердження 2.1.10 i 2.1.12), а
з iншого боку — множиною всiх розв’язкiв системи (2.1.25). Тому
базис простору N

(
LAn
)
дозволяє визначити загальний розв’язок

системи (2.1.25). З цим базисом пов’язано поняття фундамен-
тальної матрицi розв’язкiв лiнiйної системи.

Означення 2.1.22. Система лiнiйно незалежних розв’язкiв
ϕ1, . . . , ϕn системи (2.1.25) називається фундаментальною си-
стемою розв’язкiв (2.1.25), а матриця

Φ =
(
ϕ1 · · ·ϕn

)
=



ϕ1

1 · · · ϕn1
...

...
ϕ1
n · · · ϕnn


 , де ϕj =



ϕi1
...
ϕjn


 , j = 1, n,

називається фундаментальною матрицею розв’язкiв цiєї систе-
ми.
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Очевидно, det Φ = W
{
ϕj
}n
j=1

, якщо Φ =
(
ϕ1 · · ·ϕn

)
.

Далi розглянемо критерiй того, що матриця є фундаменталь-
ною матрицею розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи.

Теорема 2.1.23. Нехай Φ ∈ D[a, b], Φ(t) ∈ M(n, n), t ∈
[a, b]. Тодi Φ є фундаментальною матрицею розв’язкiв систе-
ми (2.1.25) в тому i лише в тому випадку, коли виконуються
двi умови:

1. ∀t ∈ [a, b] Φ̇ = A(t)Φ(t);

2. ∀t ∈ [a, b] det Φ(t) 6= 0.

Доведення. Умова 1 еквiвалентна твердженню про те, що ко-
жен стовпець матрицi Φ є розв’язком системи (2.1.25). За наслiд-
ком 2.1.18 умова 2 еквiвалентна лiнiйнiй незалежностi стовпцiв
матрицi Φ на [a, b].

Далi розглянемо теорему про зв’язок фундаментальних ма-
триць розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи.

Теорема 2.1.24. Нехай Φ0 є фундаментальною матрицею
розв’язкiв системи (2.1.25). Тодi для будь-якої фундаментальної
матрицi розв’язкiв Φ системи (2.1.25) iснує невироджена стала
матриця D така, що Φ(t) ≡ Φ0(t)D на [a, b].

Доведення. Не обмежуючи загальностi, можна вважати, що
стовпцi матрицi Φ0 є базисними векторами N(LAn ), побудованими
в твердженнi 2.1.12.

Нехай
Φ =

(
ϕ1 · · ·ϕn

)
, Φ0 =

(
ϕ1

0 · · ·ϕn0
)
.

Тодi lin(ϕ1
0, . . . , ϕ

n
0 ) = N

(
LAn
)
, ϕj ∈ N

(
LAn
)
, j = 1, n. Тому

∀j = 1, n ∃Dj =



dj1
...
djn


 ∈ Rn ∀i ∈ [a, b] ϕj(t) =

n∑

i=1

ϕi0(t)dji .
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Отже, ϕj(t) ≡ Φ0(t)Dj на [a, b]. Позначимо D =
(
D1 · · ·Dn

)
. Ма-

ємо D ∈M(n, n) i Φ(t) ≡ Φ0(t)D на [a, b].
Покажемо, що detD 6= 0. За попередньою теоремою має-

мо det Φ(t) 6= 0 та det Φ0(t) 6= 0, t ∈ [a, b]. Отже, detD =
det Φ(t)/det Φ0(t) 6= 0.

Звiдси одержуємо теорему про загальний розв’язок лiнiйної
однорiдної системи.

Теорема 2.1.25. Нехай Φ =
(
ϕ1 · · ·ϕn

)
є фундаментальною

матрицею розв’язкiв системи (2.1.25). Тодi загальний розв’язок
цiєї системи має вигляд

x =

n∑

j=1

Cjϕ
j(t) = Φ(t)C, t ∈ [a, b], (2.1.31)

де C =



C1
...
Cn


 ∈ Rn є довiльним сталим вектором.

Доведення. За попередньою теоремою стовпцi будь-якої фун-
даментальної матрицi розв’язкiв (2.1.25) є базисом N(LAn ). Фун-
кцiя ψ(t), t ∈ [a, b], є розв’язком (2.1.25) в тому i лише в тому
випадку, коли ψ ∈ N(LAn ). Тому загальний розв’язок системи
(2.1.25) має вигляд 2.1.31.

Приклад 2.1.26. Розглянемо лiнiйну однорiдну систему

ẋ =

(
1− cos t cos t
−2 cos t 1 + 2 cos t

)
x, t ∈ [−α, α], x ∈ R2, (2.1.32)

i знайдемо її загальний розв’язок. Тут α є довiльною сталою.
Легко перевiрити, що вектор-функцiї

ϕ1(t) ≡
(

1
2

)
et+sin t, ϕ2(t) ≡

(
1
1

)
et на [−α, α],
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є розв’язками цiєї системи. Позначимо

Φ(t) ≡
(
ϕ1(t) ϕ2(t)

)
≡
(
et+sin t et

2et+sin t et

)
на [−α, α]. (2.1.33)

Маємо

det Φ(t) ≡ −e2t+sin t 6= 0 на [−α, α]. (2.1.34)

Тому Φ є фундаментальною матрицею розв’язкiв системи
(2.1.32) (див. критерiй того, що матриця є фундаментальною
матрицею розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи, тобто теорему
2.1.23). Тому за теоремою 2.1.25 про загальний розв’язок лiнiйної
однорiдної системи одержуємо, що

x = C1ϕ
1(t) + C2ϕ

2(t) =

(
C1e

t+sin t + C2e
t

2C1e
t+sin t + C2e

t

)
, t ∈ [−α, α],

де C1, C2 ∈ R є довiльними сталими, є загальним розв’язком
системи (2.1.32).

Означення 2.1.27. Будь-який окремо взятий розв’язок си-
стеми (2.1.14) називається частинним розв’язком цiєї системи.

З цiєї теореми та твердження 2.1.11 одразу випливає теорема
про загальний розв’язок лiнiйної неоднорiдної системи.

Теорема 2.1.28. Нехай Φ =
(
ϕ1 · · ·ϕn

)
є фундаментальною

матрицею розв’язкiв системи (2.1.25), а ϕ0(t), t ∈ [a, b], є ча-
стинним розв’язком системи (2.1.14). Тодi загальний розв’язок
цiєї системи має вигляд

x = ϕ0(t) +
n∑

j=1

Cjϕj(t) = ϕ0(t) + Φ(t)C, t ∈ [a, b], (2.1.35)

де C =



C1
...
Cn


 ∈ Rn є довiльним сталим вектором.
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2.1.7. Матриця Кошi лiнiйної системи.
Метод Кошi пошуку частинного
розв’язку лiнiйної неоднорiдної
системи

Розглянемо лiнiйну неоднорiдну систему (2.1.14) та вiдповiд-
ну їй лiнiйну однорiдну систему (2.1.25).

Означення 2.1.29. Матрицею Кошi системи (2.1.25) нази-
вається матриця

K(t, τ) = Φ(t)(Φ(τ))−1, (t, τ) ∈ [a, b]2,

де Φ є фундаментальною матрицею розв’язкiв системи (2.1.25).

Задача 2.1.30. Довести, що матриця Кошi не залежить вiд
вибору фундаментальної матрицi розв’язкiв. (Скористатись тео-
ремою про зв’язок фундаментальних матриць розв’язкiв.)

Розглянемо критерiй того, що матриця є матрицею Кошi лi-
нiйної однорiдної системи.

Теорема 2.1.31. Матриця K ∈ C1
(
[a, b]2

)
є матрицею Ко-

шi системи (2.1.25) в тому i лише в тому випадку, коли

1. ∀τ ∈ [a, b] K(·, τ) задовольняє (2.1.25);

2. ∀t ∈ [a, b] K(t, t) = I.

Доведення. Необхiднiсть 1 та 2.
1. Нехай τ ∈ [a, b] зафiксовано. Позначимо C = (Φ(τ))−1. То-

дi K(·, τ) = Φ(·)C. За критерiєм того, що матриця є фундамен-
тальною матрицею розв’язкiв (див. теорему 2.1.23) маємо Φ̇(t) ≡
A(t)Φ(t) на [a, b], тому умову 1 виконано.

2. Маємо K(t, t) ≡ Φ(t)(Φ(t))−1 ≡ I на [a, b].
Достатнiсть 1 та 2. Зафiксуємо довiльне τ ∈ [a, b]. З 1 ви-

пливає, що K(·, τ) є матрицею розв’язкiв (2.1.25). Тому за теоре-
мою Лiувiлля (див. теорему 2.1.21)

detK(t, τ) = detK(τ, τ) exp

{∫ t

τ
trA(ξ)dξ

}
, t ∈ [a, b].
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Оскiльки за умовою 2 маємо detK(τ, τ) 6= 0, для будь-якого t ∈
[a, b] маємо detK(t, τ) 6= 0. Таким чином, за критерiєм того,
що матриця є фундаментальною матрицею розв’язкiв лiнiйної
однорiдної системи (див. теорему 2.1.23) одержуємо, що K(·, τ) є
фундаментальною матрицею розв’язкiв системи (2.1.25). Нехай
Φ є деякою фундаментальною матрицею розв’язкiв цiєї систе-
ми. Тодi за теоремою 2.1.24 про зв’язок фундаментальних ма-
триць розв’язкiв маємо K(t, τ) = Φ(t)C(τ), де C(τ) ∈ M(n, n),
detC(τ) 6= 0 на [a, b]. Скориставшись умовою 2, одержуємо

K(τ, τ) ≡ Φ(τ)C(τ) ≡ I на [a, b],

тому
K(t, τ) ≡ Φ(t)(Φ(τ))−1 на [a, b]2.

Наступна теорема дає можливiсть знайти частинний розв’я-
зок лiнiйної неоднорiдної системи методом Кошi, скориставшись
матрицею Кошi, яка побудована за допомогою фундаментальної
матрицi розв’язкiв вiдповiдної лiнiйної однорiдної системи.

Теорема 2.1.32. Нехай K є матрицею Кошi системи
(2.1.25). Тодi функцiя

x = ϕ0(t) ≡
∫ t

t0

K(t, τ)f(τ)dτ, t ∈ [a, b],

де t0 ∈ [a, b], є розв’язком (2.1.14).

Доведення. Маємо (див. умови 1, 2 попередньої теореми)

ϕ̇0(t) ≡
∫ t

t0

∂K(t, τ)

∂t
f(τ)dτ +K(t, t)f(t)

≡
∫ t

t0

A(t)K(t, τ)f(τ)dτ + f(t) ≡ A(t)ϕ0(t) + f(t) на [a, b].

Теорему доведено.

Звiдси одержуємо теорему про розв’язок задачi Кошi для лi-
нiйної неоднорiдної системи.
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Теорема 2.1.33. Нехай K є матрицею Кошi системи
(2.1.25). Тодi розв’язок задачi Кошi для (2.1.14) з початковою
умовою x(t0) = x0 є єдиним i має вигляд

x = K(t, t0)x0 +

∫ t

t0

K(t, τ)f(τ)dτ, t ∈ [a, b].

Доведення. З попередньої теореми та теореми про загаль-
ний розв’язок лiнiйної неоднорiдної системи одержуємо (теорема
2.1.28), що загальний розв’язок (2.1.14) має вигляд

x = Φ(t)C +

∫ t

t0

K(t, τ)f(τ)dτ, t ∈ [a, b],

де Φ є фундаментальною матрицею розв’язкiв (2.1.25), C ∈ Rn,
K(t, τ) = Φ(t)(Φ(τ))−1 на [a, b]2. За початковою умовою маємо
x0 = x(t0) = Φ(t0)C. Тому C = (Φ(t0))−1x0. Отже,

x = Φ(t)(Φ(t0))−1x0 +

∫ t

t0

K(t, τ)f(τ)dτ

= K(t, t0)x0 +

∫ t

t0

K(t, τ)f(τ)dτ, t ∈ [a, b].

Теорему доведено.

Приклад 2.1.34. Розглянемо лiнiйну неоднорiдну систему

ẋ =

(
1− cos t cos t
−2 cos t 1 + 2 cos t

)
x+

(
et

et

)
, t ∈ [−α, α], x ∈ R2, (2.1.36)

i знайдемо її загальний розв’язок. Тут α є довiльною сталою.
Цiй системi вiдповiдає лiнiйна однорiдна система (2.1.32),

фундаментальну матрицю розв’язкiв якої було знайдено в при-
кладi 2.1.26. За теоремою 2.1.28 про загальний розв’язок лiнiйної
неоднорiдної системи загальний розв’язок (2.1.36) має вигляд

x = ϕ0(t) + Φ(t)C, t ∈ [−α, α], (2.1.37)
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де C ∈ R2 є довiльним сталим вектором, Φ є фундаментальною
матрицею розв’язкiв системи (2.1.32) i задана формулою (2.1.33),
ϕ0(t), t ∈ [−α, α], є окремим розв’язком системи (2.1.36). Цей
розв’язок ми можемо знайти методом Кошi, i для цього нам зна-
добиться матриця Кошi. Обчислимо її. Спочатку знайдемо обер-
нену для матрицi Φ. Маємо

Φ−1(t) ≡
(
−e−t−sin t e−t−sin t

2e−t −e−t
)

на [−α, α]. (2.1.38)

Тому (див. 2.1.29)

K(t, ξ) ≡ Φ(t)Φ−1(ξ) ≡
(
et+sin t et

2et+sin t et

)(
−e−ξ−sin ξ e−ξ−sin ξ

2e−ξ −e−ξ
)

≡ et−ξ
(

2− esin t−sin ξ esin t−sin ξ − 1
2
(
1− esin t−sin ξ

)
2esin t−sin ξ − 1

)
на [−α, α]2.

За теоремою 2.1.32

ϕ0(t) ≡
∫ t

0
K(t, ξ)

(
eξ

eξ

)
dξ ≡ Φ(t)

∫ t

0
Φ−1(ξ)

(
eξ

eξ

)
dξ

≡ Φ(t)

∫ t

0

(
−e−ξ−sin ξ e−ξ−sin ξ

2e−ξ −e−ξ
)(

1
1

)
eξ dξ

≡
(
et+sin t et

2et+sin t et

)(
0
1

)∫ t

0
dξ ≡

(
1
1

)
tet на [−α, α]

є розв’язком системи (2.1.36). З (2.1.37) одержуємо, що

x =

(
x1

x2

)
=

(
1
1

)
tet +

(
et+sin t et

2et+sin t et

)(
C1

C2

)

=

(
tet + C1e

t+sin t + C2e
t

tet + 2C1e
t+sin t + C2e

t

)
, t ∈ [−α, α],

є загальним розв’язком системи (2.1.36), C1, C2 ∈ R є довiльними
сталими.
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2.1.8. Метод Лаґранжа розв’язання
лiнiйної неоднорiдної системи

Ми продовжуємо розглядати системи (2.1.14) та (2.1.25). У
цьому пiдроздiлi розглянемо метод Лаґранжа розв’язання лi-
нiйної неоднорiдної системи.

Нехай Φ є фундаментальною матрицею розв’язкiв системи
(2.1.25). Зробимо в системi (2.1.14) замiну змiнних:

x(t) = Φ(t)w(t), t ∈ [a, b]. (2.1.39)

З одного боку, маємо

ẋ = Φ̇(t)w(t) + Φ(t)ẇ(t) = A(t)Φ(t)w(t) + Φ(t)ẇ(t), t ∈ [a, b],

а з iншого —

ẋ = A(t)x(t) = A(t)Φ(t)w(t) + f(t), t ∈ [a, b].

Тому

A(t)Φ(t)w(t) + Φ(t)ẇ(t) = A(t)Φ(t)w(t) + f(t), t ∈ [a, b].

Отже,
Φ(t)ẇ(t) = f(t), t ∈ [a, b].

Оскiльки det Φ(t) 6= 0, t ∈ [a, b], система (2.1.14) еквiвалентна
системi

ẇ(t) = (Φ(t))−1f(t), t ∈ [a, b], w ∈ Rn. (2.1.40)

Розв’язавши цю систему, одержуємо загальний розв’язок систе-
ми (2.1.14) за допомогою формули (2.1.39).

Приклад 2.1.35. Розглянемо лiнiйну неоднорiдну систему
(2.1.36) з прикладу 2.1.34 i знайдемо її загальний розв’язок мето-
дом Лаґранжа. Цiй системi вiдповiдає лiнiйна однорiдна система
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(2.1.32), фундаментальну матрицю розв’язкiв якої було знайде-
но в прикладi 2.1.26. Вiдповiдно методу Лаґранжа розглянемо
замiну змiнних

x(t) = Φ(t)w(t), t ∈ [−α, α], (2.1.41)

де Φ є фундаментальною матрицею розв’язкiв системи (2.1.32) i
задана формулою (2.1.33). Ураховуючи (2.1.38) i (2.1.40), маємо

ẇ(t) =

(
−e−t−sin t e−t−sin t

2e−t −e−t
)(

et

et

)
=

(
0
1

)
, t ∈ [−α, α].

Отже,

w(t) =

(
0
t

)
+

(
C1

C2

)
, t ∈ [−α, α],

де C1, C2 ∈ R є довiльними сталими. Ураховуючи (2.1.33)
i (2.1.41), звiдси одержуємо, що загальний розв’язок системи
(2.1.36) має вигляд

x =

(
et+sin t et

2et+sin t et

)((
0
t

)
+

(
C1

C2

))

=

(
tet + C1e

t+sin t + C2e
t

tet + 2C1e
t+sin t + C2e

t

)
, t ∈ [−α, α],

де C1, C2 ∈ R є довiльними сталими.

2.2. Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння
Розглянемо лiнiйне неоднорiдне рiвняння

y(n)+an−1(t)y(n−1)+· · ·+a1(t)y′+a0(t)y = g(t), t ∈ [a, b], (2.2.1)

де aj , g ∈ C[a, b], j = 0, n− 1, а також вiдповiдне йому лiнiйне
однорiдне рiвняння

y(n) +an−1(t)y(n−1) + · · ·+a1(t)y′+a0(t)y = 0, t ∈ [a, b]. (2.2.2)
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Зробимо замiну x = Any (див. (1.2.6)). Тодi




ẋ1 = x2, t ∈ [a, b],

ẋ2 = x3, t ∈ [a, b],

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ẋn−1 = xn, t ∈ [a, b],

ẋn = −an−1(t)xn − · · · − a0(t)x1 + g(t), t ∈ [a, b].

Таким чином, рiвняння (2.2.1) є еквiвалентним системi

ẋ = A(t)x+ f(t), t ∈ [a, b], x ∈ Rn, (2.2.3)

де

A =




0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1
−a0 −a1 . . . −an−1


 , f =




0
...
0
g


 . (2.2.4)

З теореми про iснування та єдинiсть розв’язку задачi Кошi
для лiнiйних систем (див. теорему 2.1.6) одразу одержуємо вiд-
повiдну теорему для лiнiйних рiвнянь.

Дiйсно, умови 



y(t0) = y0,

y′(t0) = y1,

· · · · · · · · · · · · · · ·
yn−1(t0) = yn−1

(2.2.5)

є еквiвалентними умовi

x(t0) =




y0
...

yn−1


 .

Ураховуючи викладене вище, одержуємо теорему про iснування
та єдинiсть розв’язку задачi Кошi для лiнiйних рiвнянь.
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Теорема 2.2.1. Iснує єдиний розв’язок задачi Кошi (2.2.1),
(2.2.5) на [a, b].

Розглянемо наступнi вiдображення (an(t) ≡ 1):

Ln : Dn[a, b]→ F [a, b], Ln =
n∑

i=0

ai(t)

(
d

dt

)i
,

LAn : (D[a, b])n → (F [a, b])n , LAn = I
d

dt
−A(t),

де A задається формулою (2.2.4). Оскiльки

LAn = LnA
−1
n та Ln = LAnAn, (2.2.6)

маємо

LAnx =




0
...
0
g


⇔ LnA

−1
n x = g та Lny = g ⇔ LAnAny =




0
...
0
g


 .

Тому властивостi Ln можна одержати iз властивостей LAn та An.
Маємо

N
(
Ln
)

= {y ∈ Dn[a, b] | Lny = 0} = A−1
n (N(LAn )),

R
(
Ln
)

= {g ∈ F [a, b] | ∃y ∈ Dn[a, b] Ln = g} .

2.2.1. Властивостi An

Твердження 2.2.2. An, A−1
n є лiнiйними операторами.

Доведення. Маємо

An(αy1 + βy2) =




αy1 + βy2

(αy1 + βy2)′

...
(αy1 + βy2)(n−1)


= α




y1

y
′
1
...

y
(n−1)
1


+ β




y2

y
′
2
...

y
(n−1)
2



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= αAny1 + βAny2.

Також маємо

A−1
n (αp+ βz) = [αp+ βz]1 = αp1 + βz1 = αAnp+ βAnz,

де [u]1 означає першу координату вектора u.

З твердження 2.2.2 та (2.2.6) одержуємо наступнi тверджен-
ня.

Твердження 2.2.3. Нехай xj = Anyj, j = 1, k, де yj ∈
Dn−1[a, b], xj ∈ (D[a, b])n, j = 1, k. Вектор-функцiї x1, . . . , xn

є лiнiйно незалежними в (F [a, b])n тодi i лише тодi, коли ска-
лярнi функцiї y1, . . . , yn є лiнiйно незалежними в F [a, b].

Доведення. Нехай M =



M1
...
Mn


 ∈ Rk. Умова

k∑

j=1

Mjxj = 0 на [a, b]

еквiвалентна умовi

0 = A−1
n




k∑

j=1

Mjx
j


 =

k∑

j=1

MjA
−1
n xj =

k∑

j=1

Mjyj на [a, b].

Тому y1, . . . , yn є лiнiйно незалежними на [a, b] в тому i лише в
тому випадку, коли x1, . . . , xn є лiнiйно незалежними на [a, b].

2.2.2. Властивостi Ln
З твердження 2.2.2 та (2.2.6) одержуємо наступнi тверджен-

ня.

Твердження 2.2.4. Оператор Ln є лiнiйним.
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Твердження 2.2.5. Нехай y1 є розв’язком Lny = g1, а x2 є
розв’язком Lny = g2. Тодi для всiх α, β ∈ R функцiя αy1 + βy2 є
розв’язком Lny = αg1+βg2. Зокрема, N

(
Ln
)
, R
(
Ln
)
є лiнiйними

просторами.

Твердження 2.2.6. Нехай Lny0 = g. Тодi для будь-якого
розв’язку y1 рiвняння Lny = g iснує y2 — розв’язок Lny = 0
такий, що y1 = y0 + y2. Тобто множина розв’язкiв Lny = g має
вигляд {y0}+N

(
Ln
)
.

Твердження 2.2.7. Iснує система лiнiйно незалежних еле-
ментiв y1, . . . , yn ∈ N

(
Ln
)
така, що lin {y1, . . . , yn} = N

(
Ln
)
,

тобто dimN
(
Ln
)

= n.

2.2.3. Визначник Вронського
Означення 2.2.8. Нехай ϕj : [a, b] → R, j = 1, n. Тодi

матриця
(
Anϕ1 · · ·Anϕn

)
називається матрицею Вронського, а

W {ϕj}nj=1 = det
(
Anϕ1 · · ·Anϕn

)
— визначником Вронського си-

стеми скалярних функцiй ϕ1, . . . , ϕn.

За цим означенням маємо

W {ϕj}nj=1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1 · · · ϕn
ϕ′1 · · · ϕ′n
...

...
ϕ

(n−1)
1 · · · ϕ

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Оскiльки властивiсть системи функцiй бути незалежними є
iнварiантом операторiв An,A

−1
n (див. твердження 2.2.3), з вiдпо-

вiдних тверджень для вектор-функцiй (теорема 2.1.14, наслiдок
2.1.15) одразу одержуємо теорему 2.2.9 про визначник Вронсько-
го системи лiнiйно залежних функцiй та достатню умову лiнiйної
незалежностi системи функцiй (наслiдок 2.2.10).

Теорема 2.2.9. Нехай скалярнi функцiї ϕj : [a, b] → R, j =
1, n є лiнiйно залежними на [a, b]. Тодi

∀t ∈ [a, b] W {ϕ}nj=1 (t) = 0.
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Наслiдок 2.2.10. Нехай ϕj : [a, b]→ R, j = 1, n та

∃t0 ∈ [a, b] W {ϕ}nj=1 (t0) 6= 0.

Тодi скалярнi функцiї ϕ1, . . . , ϕn є лiнiйно незалежними на [a, b].

Як бачимо з наступного прикладу, обернене твердження не
справджується.

Приклад 2.2.11. Нехай ϕ1(t) ≡ t2, ϕ2 ≡ t|t|, t ∈ [−1, 1]. Тодi

W
{
t1, t|t|

}
≡
∣∣∣∣
t2 t|t|
2t 2|t|

∣∣∣∣ ≡ 0,

але функцiї t2, t|t| лiнiйно незалежнi на [−1, 1].

Ураховуючи ще й зв’язок мiж операторами LAn та Ln (див.
(2.2.6)), наслiдки 2.1.18 та 2.1.19, одержуємо критерiї лiнiйної
незалежностi та лiнiйної залежностi системи розв’язкiв лiнiйного
однорiдного рiвняння.

Наслiдок 2.2.12. Нехай ϕj : [a, b] → R, ϕj ∈ N
(
Ln
)
, j =

1, n. Тодi скалярнi функцiї ϕ1, . . . , ϕn є лiнiйно незалежними на
[a, b] в тому i лише тому випадку, коли

∀t ∈ [a, b] W {ϕj}nj=1 (t) 6= 0.

Наслiдок 2.2.13. Нехай ϕj : [a, b] → R, ϕj ∈ N
(
Ln
)
, j =

1, n. Тодi скалярнi функцiї ϕ1, . . . , ϕn є лiнiйно залежними на
[a, b] в тому i лише тому випадку, коли

∀t ∈ [a, b] W {ϕj}nj=1 (t) = 0.

З теореми Лiувiлля (див. теорему 2.1.21) одержуємо таку те-
орему.

Теорема 2.2.14 (Лiувiлль–Остроградський). Нехай ϕj :
[a, b]→ R, ϕj ∈ N

(
Ln
)
, j = 1, n. Тодi

W {ϕj}nj=1 (t) = W {ϕj}nj=1 (t0) exp

{
−
∫ t

t0

an(τ) dτ

}
, t ∈ [a, b],

де t0 ∈ [a, b].
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2.2.4. Розв’язання лiнiйних рiвнянь
Нуль-множинаN

(
Ln
)
оператора Ln є, з одного боку, лiнiйним

простором розмiрностi n (див. твердження 2.2.5 i 2.2.7), а з iншо-
го боку — множиною всiх розв’язкiв рiвняння (2.2.2). Тому базис
простору N

(
Ln
)
дозволяє визначити загальний розв’язок рiвня-

ння (2.2.2). З цим базисом пов’язано поняття фундаментальної
системи розв’язкiв лiнiйного рiвняння.

Означення 2.2.15. Система розв’язкiв ϕj : [a, b] → R, j =
1, n, рiвняння (2.2.2) на [a, b] називається фундаментальною си-
стемою розв’язкiв цього рiвняння, якщо функцiї ϕ1, . . . , ϕn є лi-
нiйно незалежними на [a, b].

З теореми 2.1.25 про загальний розв’язок лiнiйної однорiдної
системи, враховуючи зв’язок мiж операторами LAn та Ln (див.
(2.2.6)), одразу одержуємо теорему про загальний розв’язок лi-
нiйного однорiдного рiвняння.

Теорема 2.2.16. Нехай ϕ1, . . . , ϕn є фундаментальною си-
стемою розв’язкiв рiвняння (2.2.2). Тодi загальний розв’язок
цього рiвняння має вигляд

y =

n∑

j=1

Cjϕj(t), t ∈ [a, b],

де Cj ∈ R, j = 1, n.

Приклад 2.2.17. Розглянемо лiнiйне однорiдне рiвняння

y′′′ − 3 tanh t y′′ +
(
6 tanh2 t− 3

)
y′

+
(
5 tanh t− 6 tanh3 t

)
y = 0, t ∈ [−α, α], (2.2.7)

i знайдемо його загальний розв’язок. Тут α є довiльною сталою.
Легко перевiрити, що функцiї

ϕ1(t) ≡ t2 cosh t, ϕ2(t) ≡ t cosh t, ϕ1(t) ≡ cosh t на [−α, α] (2.2.8)
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є розв’язками цього рiвняння. Обчислимо визначник Вронського
для системи функцiй ϕ1, ϕ2, ϕ3. Маємо

W {ϕ1, ϕ2, ϕ3} (t)

≡

∣∣∣∣∣∣

t2 cosh t t cosh t cosh t
2t cosh t+ t2 sinh t cosh t+ t sinh t sinh t(

2 + t2
)

cosh t+ 4t sinh t t cosh t+ 2 sinh t cosh t

∣∣∣∣∣∣
≡ −2 cosh3 t на [−α, α]. (2.2.9)

Оскiльки цей визначник не дорiвнює нулю на [−α, α], функцiї
ϕ1, ϕ2, ϕ3 утворюють фундаментальну систему розв’язкiв рiвня-
ння (2.2.7) (див. наслiдок 2.2.12 i означення 2.2.15). За теоремою
про загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння одержу-
ємо, що загальний розв’язок рiвняння (2.2.7) має вигляд

y = C1ϕ1(t) + C2ϕ2(t) + C2ϕ2(t)

=
(
C1t

2 + C2t+ C3

)
cosh t, t ∈ [−α, α],

де C1, C2, C3 ∈ R є довiльними сталими.

Означення 2.2.18. Будь-який окремо взятий розв’язок рiв-
няння (2.2.1) називається частинним розв’язком цього рiвняння.

З теореми 2.1.28 про загальний розв’язок лiнiйної неоднорi-
дної системи, враховуючи зв’язок мiж операторами LAn та Ln
(див. (2.2.6)), одразу одержуємо теорему про загальний розв’язок
лiнiйного неоднорiдного рiвняння.

Теорема 2.2.19. Нехай ϕ1, . . . , ϕn є фундаментальною си-
стемою розв’язкiв рiвняння (2.2.2), а ϕ0(t), t ∈ [a, b], — частин-
ним розв’язком (2.2.1). Тодi загальний розв’язок (2.2.1) має ви-
гляд

y = ϕ0(t) +

n∑

j=1

Cjϕj(t), t ∈ [a, b],

де Cj ∈ R, j = 1, n.
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2.2.5. Метод Кошi розв’язання лiнiйного
неоднорiдного рiвняння

Означення 2.2.20. Нехай ϕ1, . . . , ϕn є фундаменталь-
ною системою розв’язкiв рiвняння (2.2.2) на [a, b], K(t, ξ) ={
Kj
l (t, ξ)

}j=1,n

l=1,n
= Φ(t)Φ−1(ξ), де Φ =

(
Anϕ1 · · ·Anϕn

)
. Функцiя

K(t, ξ) = Kn
1 (t, ξ) (останнiй елемент першого рядка матрицi Кошi

K) називається функцiєю Кошi рiвняння (2.2.2).

Зауваження 2.2.21. Функцiя Кошi не залежить вiд вибору
фундаментальної системи розв’язкiв.

Доведемо теорему про явний вигляд функцiї Кошi лiнiйного
однорiдного рiвняння.

Теорема 2.2.22. Нехай ϕ1, . . . , ϕn є фундаментальною си-
стемою розв’язкiв рiвняння (2.2.2) на [a, b]. Тодi

K(t, ξ) ≡ 1

W {ϕj}nj=1 (ξ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(ξ) · · · ϕn(ξ)
...

...
ϕ

(n−2)
1 (ξ) · · · ϕ

(n−2)
n (ξ)

ϕ1(t) · · · ϕn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
на [a, b].

Доведення. Позначимо Φ =
(
Anϕ1 · · ·Anϕn

)
=
{

Φj
l

}j=1,n

l=1,n
.

Тодi Φ є фундаментальною матрицею розв’язкiв системи (2.2.3) з
f = 0 i A вигляду (2.2.4). Позначимо Φ

l
j алгебраїчне доповнення

елемента Φj
l матрицi Φ. Тодi

Φ−1 =
1

det Φ

{
Φ
l
j

}l=1,n

j=1,n
.

Тому

K(t, ξ) ≡
{
Kj
l (t, ξ)

}j=1,n

l=1,n
≡ Φ(t)Φ−1(ξ)
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≡ 1

det Φ(ξ)

{
n∑

m=1

Φm
l (t)Φ

j
m(ξ)

}j=1,n

l=1,n

на [a, b]2.

Отже,

K(t, ξ) ≡ Kn
1 (t, ξ) ≡ 1

det Φ(ξ)

n∑

m=1

Φm
1 (t)Φ

n
m(ξ)

≡ 1

W {ϕj}nj=1 (ξ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(ξ) · · · ϕn(ξ)
...

...
ϕ

(n−2)
1 (ξ) · · · ϕ

(n−2)
n (ξ)

ϕ1(t) · · · ϕn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
на [a, b]2.

Теорему доведено.

Маємо наступний критерiй того, що функцiя є функцiєю Ко-
шi лiнiйного однорiдного рiвняння.

Теорема 2.2.23. Функцiя K ∈ Cn([a, b]2) є функцiєю Кошi
рiвняння (2.2.2) в тому i лише в тому випадку, коли вона задо-
вольняє двi умови:

1. ∀ξ ∈ [a, b] K(·, ξ) задовольняє (2.2.2);

2. ∀ξ ∈ [a, b] K(·, ξ) задовольняє умови




∂m

∂tm
K(t, ξ)

∣∣∣∣
ξ=t

= 0, m = 0, n− 2,

∂n−1

∂tn−1
K(t, ξ)

∣∣∣∣
ξ=t

= 1.

Доведення. З критерiю того, що матриця є матрицею Кошi
лiнiйної однорiдної системи (теорема 2.1.31), одержуємо, що умо-
ви 1 та 2 є необхiдними для того, щоб функцiя K ∈ Cn([a, b]2) була
функцiєю Кошi рiвняння (2.2.2).

Доведемо тепер достатнiсть умов 1 та 2 для того, щоб фун-
кцiя K ∈ Cn([a, b]2) була функцiєю Кошi рiвняння (2.2.2). Нехай
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ϕ1, . . . , ϕn є фундаментальною системою розв’язкiв цього рiвня-
ння. З умови 1 одержуємо

K(t, ξ) =

n∑

j=1

mj(ξ)ϕj(t), (t, ξ) ∈ [a, b]2. (2.2.10)

З умови 2 випливає
n∑

j=1

mj(ξ)ϕ
(i)
j (ξ) ≡ 0, на [a, b], i = 0, n− 2,

n∑

j=1

mj(ξ)ϕ
(n−1)
j (ξ) ≡ 1, на [a, b].

Таким чином, одержали алгебраїчну лiнiйну систему для знахо-
дження m1, . . . ,mn. Маємо

mj =
1

W {ϕj}nj=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1 · · · ϕj−1 0 ϕj+1 · · · ϕn
ϕ′1 · · · ϕ′j−1 0 ϕ′j+1 · · · ϕ′n
...

...
...

...
...

ϕ
(n−2)
1 · · · ϕ

(n−2)
j−1 0 ϕ

(n−2)
j+1 · · · ϕ

(n−2)
n

ϕ
(n−1)
1 · · · ϕ

(n−1)
j−1 1 ϕ

(n−1)
j+1 · · · ϕ

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

(2.2.11)

Позначимо Φ =
(
Anϕ1 · · ·Anϕn

)
=
{

Φj
l

}j=1,n

l=1,n
. Позначимо Φ

l
j ал-

гебраїчне доповнення елемента Φj
l матрицi Φ, та позначимо Φ =

{Φl
j}l=1,n

j=1,n
. Тодi з (2.2.11) одержуємо

mj(ξ) ≡ Φ
n
j (ξ)/ det Φ(ξ) на [a, b]].

Отже, можемо подати (2.2.10) у виглядi

K(t, ξ) ≡ Φ1(t)Φ
n
(ξ)/det Φ(ξ) на [a, b]2, (2.2.12)

де Φ1 =
(
Φ1

1 · · ·Φn
1

)
=
(
ϕ1 · · ·ϕn

)
, Φ

n
=




Φ
n
1
...

Φ
n
n


. Оскiльки Φ−1 =

Φ/det Φ, спiввiдношення (2.2.12) означає, що K(t, ξ) є останнiм
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елементом першого рядка матрицi Φ(t)Φ−1(ξ), тому за означен-
ням 2.2.20 функцiя K є функцiєю Кошi рiвняння (2.2.2).

З теореми 2.1.32, яка дає можливiсть знайти частинний
розв’язок лiнiйної неоднорiдної системи, скориставшись матри-
цею Кошi, одержуємо теорему про пошук частинного розв’язку
лiнiйного неоднорiдного рiвняння методом Кошi.

Теорема 2.2.24. Нехай K(t, ξ) є функцiєю Кошi рiвняння
(2.2.2). Тодi

y =

∫ t

t0

K(t, ξ)g(ξ) dξ, t ∈ [a, b],

є розв’язком (2.2.1), тут t0 ∈ [a, b].

Теореми 2.2.19 та 2.2.24 дають можливiсть знайти загальний
розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння, якщо для нього зна-
йдено будь-яку фундаментальну систему розв’язкiв.

Приклад 2.2.25. Розглянемо лiнiйне неоднорiдне рiвняння

y′′′ − 3 tanh t y′′ +
(
6 tanh2 t− 3

)
y′

+
(
5 tanh t− 6 tanh3 t

)
y = 6 cosh t, t ∈ [−α, α], (2.2.13)

i знайдемо його загальний розв’язок. Тут α є довiльною сталою.
Цьому рiвнянню вiдповiдає лiнiйне однорiдне рiвняння (2.2.7),
дослiджене в прикладi (2.2.17). За теоремою 2.2.19 про загаль-
ний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння одержуємо, що
загальний розв’язок рiвняння (2.2.13) має вигляд

y = ϕ0(t) + C1ϕ1(t) + C2ϕ2(t) + C3ϕ3(t), t ∈ [−α, α], (2.2.14)

де C1, C2, C3 ∈ R є довiльними сталими, ϕ1, ϕ2, ϕ3 є фундамен-
тальною системою розв’язкiв рiвняння (2.2.7) i задана форму-
лами (2.2.8), ϕ0 є розв’язком рiвняння (2.2.13). Шукатимемо цей
розв’язок методом Кошi. Спочатку обчислимо функцiю Кошi. За
теоремою 2.2.22 про явний вигляд функцiї Кошi маємо

K(t, ξ) ≡ − 1

2 cosh3 ξ

∣∣∣∣∣∣

ξ2 cosh ξ ξ cosh ξ cosh ξ
2ξ cosh ξ + ξ2 sinh ξ cosh ξ + ξ sinh ξ sinh ξ

t2 cosh t t cosh t cosh t

∣∣∣∣∣∣
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≡ − 1

2 cosh3 ξ

∣∣∣∣∣∣

0 0 cosh ξ
0 cosh ξ sinh ξ

(t− ξ)2 cosh t (t− ξ) cosh t cosh t

∣∣∣∣∣∣

≡ 1

2
(t− ξ)2 cosh t

cosh ξ
на [−α, α]2.

Тут ми скористалися формулою (2.2.9) для визначника Врон-
ського нашої фундаментальної системи розв’язкiв. Застосовуючи
теорему 2.2.24 про пошук частинного розв’язку лiнiйного неодно-
рiдного рiвняння методом Кошi, одержуємо, що

ϕ0(t) ≡ 6

2

∫ t

0
(t− ξ)2 cosh t

cosh ξ
cosh ξ dξ

≡ 3 cosh t

∫ t

0
(t− ξ)2 dξ ≡ t3 cosh t на [−α, α],

є розв’язком рiвняння (2.2.13). Пiдставляючи цю функцiю i фун-
кцiї ϕ1, ϕ2, ϕ3 (див. (2.2.8)) в (2.2.14), одержуємо загальний
розв’язок рiвняння (2.2.13)

y = t3 cosh t+
(
C1t

2 + C2t+ C3

)
cosh t, t ∈ [−α, α],

де C1, C2, C3 ∈ R є довiльними сталими.

2.2.6. Метод Лаґранжа розв’язання
лiнiйного неоднорiдного рiвняння

У цьому пiдроздiлi розглянемо метод Лаґранжа розв’язання
лiнiйного неоднорiдного рiвняння. Нехай ϕ1, . . . , ϕn є фундамен-
тальною системою розв’язкiв рiвняння (2.2.2) на [a, b], позначи-
мо Φ =

(
Anϕ1 · · ·Anϕn

)
. Тодi Φ є фундаментальною матрицею

розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи (2.2.3) з A i f вигляду
(2.2.4). Позначимо x(t) ≡ Φ(t)ω(t) на [a, b] та скористаємося ме-
тодом Лаґранжа розв’язання лiнiйної неоднорiдної системи.

Якщо

y =

n∑

j=1

ωj(t)ϕj(t), t ∈ [a, b], (2.2.15)
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то рiвняння (2.2.1) еквiвалентне системi




ϕ1(t)ω̇1(t) + · · ·+ ϕn(t)ω̇n(t) ≡ 0 на [a, b],

ϕ′1(t)ω̇1(t) + · · ·+ ϕ′n(t)ω̇n(t) ≡ 0 на [a, b],

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ϕ

(n−2)
1 (t)ω̇1(t) + · · ·+ ϕ(n−2)

n (t)ω̇n(t) ≡ 0 на [a, b],

ϕ
(n−1)
1 (t)ω̇1(t) + · · ·+ ϕ(n−1)

n (t)ω̇n(t) ≡ g(t) на [a, b].

(2.2.16)

Знаходячи з (2.2.16) функцiю ω(t) ≡



ω1(t)
...

ωn(t)


 на [a, b], за допо-

могою (2.2.15) одержуємо загальний розв’язок рiвняння (2.2.1).

Приклад 2.2.26. Розглянемо лiнiйне неоднорiдне рiвняння
(2.2.13) з прикладу 2.2.25 i розв’яжемо його методом Лаґранжа.
Цьому рiвнянню вiдповiдає лiнiйне однорiдне рiвняння (2.2.7),
яке розглянуто в прикладi 2.2.17. Скористаємося його фундамен-
тальною системою розв’язкiв ϕ1, ϕ2, ϕ3 (див. (2.2.8)) i запишемо
розв’язок рiвняння (2.2.13) у виглядi (2.2.15):

y = ω1(t)ϕ1(t) + ω2(t)ϕ2(t) + ω3(t)ϕ3(t), t ∈ [−α, α]. (2.2.17)

Для пошуку ω1, ω2, ω3 скористаємося системою (2.2.16):




t2 cosh t ω̇1(t) + t cosh t ω̇2(t) + cosh t ω̇1(t) ≡ 0 на [−α, α],
(
2t cosh t+ t2 sinh t

)
ω̇1(t)

+ (cosh t+ t sinh t) ω̇2(t) + sinh t ω̇3(t) ≡ 0 на [−α, α],
(
2 cosh t+ 4t sinh t+ t2 cosh t

)
ω̇1(t)

+ (2 sinh t+ t cosh t) ω̇2(t) + cosh t ω̇3(t) ≡ 6 cosh t на [−α, α].

Звiдси одержуємо

ω̇1(t) ≡ 3, ω̇2(t) ≡ −6t, ω̇3(t) ≡ 3t2 на [−α, α].

Тому

ω1(t) ≡ 3t+ C1, ω2(t) ≡ −3t2 + C2, ω3(t) ≡ t3 на [−α, α],
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де C1, C2, C3 ∈ R є довiльними сталими. Пiдставляючи знайденi
функцiї ω1, ω2, ω3 i функцiї ϕ1, ϕ2, ϕ3 (див. (2.2.8)) в (2.2.17),
одержуємо загальний розв’язок рiвняння (2.2.13):

y = t3 cosh t+
(
C1t

2 + C2t+ C3

)
cosh t, t ∈ [−α, α],

де C1, C2, C3 ∈ R є довiльними сталими.

2.3. Лiнiйнi рiвняння зi сталими
коефiцiєнтами

Розглянемо рiвняння вигляду (2.2.2) зi сталими коефiцiєнта-
ми

y(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a0y = 0, t ∈ R, (2.3.1)

де aj ∈ C, j = 1, n, та пов’язаний з ним оператор

Ln : Dn[a, b]→ F [a, b], Ln =

n∑

j=0

aj

(
d

dt

)j
,

де an = 1.
Застосовуючи цей оператор до функцiї eλt, одержуємо

Ln

(
eλt
)

=

n∑

j=0

aj
∂j

∂tj
eλt =




n∑

j=0

ajλ
j


 eλt = ρ(λ)eλt, (2.3.2)

де
ρ(λ) = λn + anλ

n−1 + · · ·+ a1λ+ a0 (2.3.3)

є характеристичним полiномом рiвняння (2.3.1).
Комплексна фундаментальна система розв’язкiв рiвняння

(2.3.1) подана в наступнiй теоремi.

Теорема 2.3.1. Нехай характеристичний полiном (2.3.3)
має k рiзних комплексних коренiв λ1, . . . , λk з кратностями
n1, . . . , nk. Тодi система

{
eλjt, teλjt, . . . , tnj−1eλjt | j = 1, k

}
(2.3.4)

є фундаментальною системою розв’язкiв рiвняння (2.3.1).
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Доведення. Враховуючи (2.2.16), для l ∈ N0 одержуємо

Ln

(
tleλt

)
= Ln

(
∂l

∂λl
eλt
)

=
∂l

∂λl
Ln

(
eλt
)

=
∂l

∂λl

(
ϕ(λ)eλt

)
=

l∑

m=0

(
l

m

)
ρ(m)(λ)tl−meλt.

Тому для кожних j = 1, k та l = 0, nj − 1 маємо Ln(tleλjt) = 0,
t ∈ R. Отже, функцiя tleλjt є розв’язком (2.3.1), j = 1, k та l =
0, nj − 1.

Доведемо, що функцiї (2.3.4) є лiнiйно незалежними на R.
Спочатку доведемо допомiжне твердження про похiдну ква-

зiполiнома. Для будь-якого полiнома R(t) маємо

∂

∂t

(
R(t)eλt

)
≡
(
R′(t) + λR(t)

)
eλt ≡ R1

(λ)(t)e
λt,

де R1
(λ)(t) ≡ (R′(t) + λR(t)), i якщо λ 6= 0, то degR1

λ = degR.
Позначимо

R0
(λ) = R; Rj(λ) =

∂

∂t

(
Rj−1

(λ)

)
+ λRj−1, j ∈ N.

Тодi
∂j

∂tj

(
R(t)e(λt)

)
≡ Rj(λ)(t)e

(λt) на R, (2.3.5)

де якщо λ 6= 0, то degRj(λ) = degR, j ∈ N.
Припустимо, що iснують полiноми Q1(t), . . . , Qn(t), degQi ≤

ni − 1, такi, що

Q1(t)eλ1t + · · ·+Qk(t)e
λkt ≡ 0 на R. (2.3.6)

Припустимо також, що не всi цi полiноми нульовi. Не обмежуючи
загальностi, вважаємо, що Qk 6= 0. Помноживши (2.3.6) на e−λ1t,
диференцiюючи n1-разiв та враховуючи (2.3.5), одержуємо

0 ≡ (Q2)n1

(λ2−λ1)(t)e
(λ2−λ1)t + · · ·+ (Qk)

n1

(λk−λ1)(t)e
(λk−λ1)t,
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де (Qs)
n1

(λs−λ1) є полiномом,

deg(Qs)
n1

(λs−λ1) = degQs, s = 2, k.

Помножуючи останню тотожнiсть на e(λ2−λ1)t та диференцiюючи
n2-разiв, одержуємо

0 ≡
(

(Q3)n1

(λ3−λ1)

)n2

(λ3−λ2)
(t)e(λ3−λ2)t + . . .

+
(

(Qk)
n1

(λk−λ1)

)n2

(λk−λ2)
(t)e(λk−λ2)t,

де
(

(Qk)
n1

(λs−λ1)

)n2

(λs−λ2)
є полiномом,

deg
(

(Qk)
n1

(λs−λ1)

)n2

(λs−λ2)
= degQs, s = 3, k.

Продовжуючи цей процес, нарештi одержуємо

0 ≡
((

(Qk)
n1

(λk−λ1)

)n2

(λk−λ2)
. . .

)nk−1

(λk−λk−1)

(t)e(λk−λk−1)t,

де
((

(Qk)
n1

(λk−λ1)

)n2

(λk−λ2)
. . .

)nk−1

(λk−λk−1)

є полiномом,

deg

((
(Qk)

n1

(λk−λ1)

)n2

(λk−λ2)
. . .

)nk−1

(λk−λk−1)

= degQk.

Отже, Qk(t) ≡ 0, що суперечить нашому припущенню. Таким
чином, функцiї системи (2.3.4) є лiнiйно незалежними.

Зауваження 2.3.2. Нехай aj ∈ R, j = 0, n. У цьому випадку,
якщо комплексне (не дiйсне) число є коренем характеристичного
полiнома, то комплексно спряжене число також є коренем цього
полiнома тiєї самої кратностi. Припустимо, що λ1, . . . , λ2p ∈ C\R,
λ2p+1, . . . , λk ∈ R є рiзними коренями характеристичного полi-
нома ρ рiвняння (2.3.1) з дiйсними коефiцiєнтами, тут λ2j−1 =
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λ̄2j = αj + iβj , αj , βj ∈ R, j = 1, p. Ураховуючи те, що e(αj+iβj)t =
eαjt(cos(βjt) + i sin(βjt)), одержуємо, що дiйсна фундаменталь-
на система розв’язкiв рiвняння (2.3.1) з дiйсними коефiцiєнтами
має вигляд
{
eαjt cos(βjt), te

αjt cos(βjt), . . . t
n2j−1eαjt cos(βjt) | j = 1, p

}
⋃{

eαjt sin(βjt), te
αjt sin(βjt), . . . t

n2j−1eαjt sin(βjt) | j = 1, p
}

⋃{
eλjt, teλjt, . . . , tnj−1eλjt | j = 2p+ 1, k

}
.

Тут ураховано те, що для рiвнянь з дiйсними коефiцiєнтами ма-
ємо

N
(
Ln
)

= Re {linC {ϕ1, . . . , ϕn}} ,
де ϕ1, . . . , ϕn є функцiями системи (2.3.4), linC{·} є лiнiйною обо-
лонкою системи векторiв над C.

Приклад 2.3.3. Розглянемо лiнiйне однорiдне рiвняння зi ста-
лими коефiцiєнтами

yıv − 2y′′′ + 5y′′ − 8y′ + 4y = 0, t ∈ R, (2.3.7)

i знайдемо його загальний розв’язок. Полiном

ρ(λ) ≡ λ4 − 2λ3 + 5λ2 − 8λ+ 4

є характеристичним для цього рiвняння. Легко побачити, що
λ1 = 2i, λ2 = −2i, λ3 = 1 є його коренями з кратностями n1 =
n2 = 1, n3 = 2. Скориставшись зауваженням 2.3.2, маємо фунда-
ментальну систему розв’язкiв рiвняння (2.3.7):

ϕ1(t) ≡ cos(2t), ϕ2(t) ≡ sin(2t), ϕ3(t) ≡ et, ϕ4(t) ≡ tet на R.

За теоремою 2.2.16 про загальний розв’язок лiнiйного однорiдно-
го рiвняння одержуємо, що

y = C1 cos t+ C2 sin t+ C3e
t + C4te

t, t ∈ R,

є загальним розв’язком рiвняння (2.3.7), де C1, C2, C3, C4 ∈ R є
довiльними сталими.
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2.3.1. Лiнiйнi неоднорiднi рiвняння з
квазiполiномiальною правою
частиною

Розглянемо рiвняння

y(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a0y = P (t)eγt, t ∈ R, (2.3.8)

де P є полiномом, γ ∈ C. Функцiя вигляду y = P (t)eγt, t ∈ R,
ї ї дiйсна i уявна частини та лiнiйнi комбiнацiї таких функцiй
називаються квазiполiномами.

Звичайно, для пошуку частинного розв’язку цього рiвняння
можемо скористатися методами Лаґранжа або Кошi. Але засто-
сування цих методiв у даному випадку призводить, як правило,
до необхiдностi обчислення iнтегралiв вiд квазiполiномiв, що є
досить трудомiстким завданням. Iснує iнший метод, що має на-
зву метод невизначених коефiцiєнтiв, який полягає в тому, що
розв’язки спочатку виписуються в певнiй формi з невiдомими
параметрами (коефiцiєнтами), а потiм цi параметри обчислюю-
ться. Цей метод розглянуто у цьому пiдроздiлi для розв’язання
лiнiйного неоднорiдного рiвняння з квазiполiномiальною правою
частиною.

Доведемо теорему про частинний розв’язок лiнiйного неодно-
рiдного рiвняння з квазiполiномiальною правою частиною.

Теорема 2.3.4. Iснує полiном Q, degQ = degP , такий що
функцiя ϕ0(t) = trQ(t)eγt, t ∈ R, є розв’язком рiвняння (2.3.8).
Тут r є кратнiстю кореня γ в характеристичному полiномi
(2.3.3) (якщо γ не є коренем цього полiнома, то r = 0).

Доведення. Нехай

Q(t) ≡
m∑

j=0

qjt
j ,
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де m = degP . Ураховуючи (2.3.2), одержуємо

(
Lnϕ0

)
(t) ≡ Ln

m∑

j=0

qjt
j+reγt ≡

m∑

j=0

qjLn

(
∂j+r

∂γj+r
eγt
)

≡
m∑

j=0

qj
∂j+r

∂γj+r
Ln
(
eγt
)
≡

m∑

j=0

qj
∂j+r

∂γj+r
(
ρ(γ)eγt

)

≡
m∑

j=0

qj

j+r∑

l=0

(
j + r

l

)
ρ(l)(γ)tj+r−leγt.

З того, що ϕ(l)(γ) = 0, l = 0, r − 1, випливає

(
Lnϕ0

)
(t) ≡

m∑

j=0

qj

j+r∑

l=r

(
j + r

l

)
ρ(l)(γ)tj+r−leγt

≡
m∑

j=0

qj

j∑

i=0

(
j + r − i
j + r

)
ρ(j+r−i)(γ)tieγt

≡
m∑

i=0




m∑

j=i

qj

(
j + r − i
j + r

)
ρ(j+r−i)(γ)


 tieγt.

Оскiльки ϕ0 має бути розв’язком (2.3.8), позначивши

P (t) ≡
m∑

i=0

pit
j ,

одержуємо

m∑

i=0

pit
jeγt ≡

m∑

i=0




m∑

j=i

qj

(
j + r − i
j + r

)
ρ(j+r−i)(γ)


 tieγt.

Отже, qj , j = 0,m, задовольняють трикутну систему

qi

(
i+ r

i

)
ρ(r)(γ) +

m∑

j=i+1

qj

(
j + r

i

)
Cij+rρ

(j+r−i)(γ) = pi, i = 0,m.
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Оскiльки γ є коренем полiнома ρ кратностi r, то ρ(r)(γ) 6= 0. Тому
з цiєї системи почергово знаходимо qm, qm−1, . . . , q0, розглядаю-
чи рiвняння цiєї системи для i = m, i = m− 1, . . . , i = 0. Таким
чином, доведено iснування полiнома Q iз бажаними властивостя-
ми.

Зауваження 2.3.5. Якщо γ = α+ iβ, β 6= 0, α, β ∈ R, то права
частина (2.3.8) має вигляд

P (t)eγt ≡ P (t)eαt(cosβt+ i sinβt).

Якщо P (t) та Ln мають дiйснi коефiцiєнти i ϕ(t), t ∈ R, є
розв’язком рiвняння (2.3.8), то Reϕ є розв’язком рiвняння

Lny = P (t)eαt cosβt, t ∈ R,

а Imϕ є розв’язком рiвняння

Lny = P (t)eαt sinβt, t ∈ R.

Розглянемо рiвняння

y(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a0y

= eαt(G(t) cosβt+H(t) sinβt), t ∈ R, (2.3.9)

де G,H є полiномами з дiйсними коефiцiєнтами, α, β ∈ R, aj ∈ R,
j = 0, n− 1. Маємо наслiдок про частинний розв’язок лiнiйного
неоднорiдного рiвняння з дiйсними коефiцiєнтами i квазiполiно-
мiальною правою частиною.

Наслiдок 2.3.6. Нехай m = max {degG, degH}. Iснують
полiноми R та S з дiйсними коефiцiєнтами, degR ≤ m, degS ≤
m, такi, що функцiя

ϕ̃(t) = eαttr(R(t) cosβt+ S(t) sinβt), t ∈ R, (2.3.10)

є розв’язком (2.3.9). Тут r є кратнiстю кореня γ = α + iβ в
характеристичному полiномi (2.3.3) (якщо γ не є коренем хара-
ктеристичного полiнома, то r = 0).
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Доведення. Розглянемо замiсть рiвняння (2.3.9) наступнi два
рiвняння:

Lny = eαtG(t) cosβt, t ∈ R, (2.3.11)
Lny = eαtH(t) sinβt, t ∈ R, (2.3.12)

i пов’язанi з ними рiвняння

Lny = eγtG(t), t ∈ R, (2.3.13)
Lny = eγtH(t), t ∈ R, (2.3.14)

де γ = α + iβ. Тодi за доведеною теоремою iснують полiноми
Qcos, Qsin , degQcos ≤ degG, degQsin ≤ degH, такi, що функцiї

ϕcos(t) ≡ eγttrQcos(t) на R

та
ϕsin(t) ≡ eγttrQsin(t) на R

є розв’язками рiвнянь (2.3.13) та (2.3.14) вiдповiдно. Отже (див.
(2.3.5), на R функцiї

ϕ̃cos(t) ≡ Reϕcos(t) ≡ Re
(
eαttr(cosβt+i sinβt)

(
Q1

cos(t) + iQ2
cos(t)

))

≡ eαttr
(
Q1

cos(t) cosβt− iQ2
cos(t) sinβt

)

та

ϕ̃sin(t) ≡ Imϕsin(t) ≡ Im
(
eαttr(cosβt+i sinβt)

(
Q1

sin(t) + iQ2
sin(t)

))

≡ eαttr
(
Q1

sin(t) cosβt− iQ2
sin(t) sinβt

)

є розв’язками рiвнянь (2.3.11) та (2.3.12) вiдповiдно. Тут Q1
p(t) ≡

ReQp(t), Q2
p ≡ ImQp(t), p = cos, sin. Тому degQjp ≤ m, j = 1, 2,

p = cos, sin. Скориставшись однiєю з властивостей оператора Ln
(див. твердження 2.2.5), одержуємо, що функцiя

ϕ̃(t) ≡ ϕ̃cos(t) + ϕ̃sin(t), t ∈ R, (2.3.15)

є розв’язком рiвняння (2.3.9). Зрозумiло, що (2.3.15) має вигляд
(2.3.10).
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Зауваження 2.3.7. Скориставшись твердженням 2.2.5 (див.
властивостi оператора Ln) та щойно доведеними теоремою i на-
слiдком, частинний розв’язок рiвняння

Lny = g1(t) + · · ·+ gd(t), t ∈ R, (2.3.16)

з дiйсними коефiцiєнтами є сумою частинних розв’язкiв рiвнянь

Lny = gj(t), t ∈ R, j = 1, d. (2.3.17)

Тут gj , j = 1, d, мають вигляд P (t)eγt, де γ ∈ R, коефiцiєнти
полiнома P дiйснi, або вигляд G(t)eαt cosβt + H(t)eαt sinβt, де
α, β ∈ R, коефiцiєнти полiномiв H,G дiйснi. Iншими словами,
ми можемо окремо знайти частинний розв’язок кожного з рiв-
нянь (2.3.17), а потiм обчислити їх суму, яка i буде частинними
розв’язком рiвняння (2.3.16). Рiвняння (2.3.16) називається лi-
нiйним неоднорiдним рiвнянням з квазiполiномiальною правою
частиною.

Приклад 2.3.8. Розглянемо лiнiйне неоднорiдне рiвняння зi
сталими коефiцiєнтами

yıv − 2y′′′ + 5y′′ − 8y′ + 4y = 10et + 25 cos(3t), t ∈ R, (2.3.18)

i знайдемо його загальний розв’язок. Лiнiйне однорiдне рiвнян-
ня, яке йому вiдповiдає, було дослiджено в прикладi 2.3.3. Зокре-
ма, там було знайдено коренi характеристичного полiнома цьо-
го рiвняння. Спочатку знайдемо частинний розв’язок рiвняння
(2.3.18), скориставшись методом невизначених коефiцiєнтiв (див.
пiдроздiл 2.3.1). Беручи до уваги зауваження 2.3.7, можемо окре-
мо шукати частиннi розв’язки ψ1(t), ψ2(t), t ∈ R, рiвнянь

yıv − 2y′′′ + 5y′′ − 8y′ + 4y = 10et, t ∈ R, (2.3.19)
yıv − 2y′′′ + 5y′′ − 8y′ + 4y = 25 cos(3t), t ∈ R. (2.3.20)

Знайдемо спочатку розв’язок ψ1(t), t ∈ R, рiвняння
(2.3.19). Для цього скористаємося теоремою 2.3.4 про частинний
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розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння з квазiполiномiаль-
ною правою частиною. Беручи до уваги результати прикладу
2.3.3, в термiнах цiєї теореми маємо

P (t) ≡ 10, degP = 0, γ = 1, r = 2.

Тому розв’язок ми шукатимемо у виглядi:

ψ1(t) = qt2et, t ∈ R,

де q ∈ R є шуканою сталою (полiном Q у нашому випадку має
степiнь нуль, тобто є ненульовою сталою, яку позначили через
q). Обчислимо похiднi функцiї ψ1. Маємо

ψ′1(t) ≡ q
(
2t+ t2

)
et, ψ′′1(t) ≡ q

(
2 + 4t+ t2

)
et,

ψ′′′1 (t) ≡ q
(
6 + 6t+ t2

)
et, ψıv

1 (t) ≡ q
(
12 + 8t+ t2

)
et.

Пiдставляючи функцiю ψ1 та її похiднi в (2.3.19), одержуємо

q
(

12 + 8t+ t2 − 2
(
6 + 6t+ t2

)
+ 5

(
2 + 4t+ t2

)

− 8
(
2t+ t2

)
+ 4t2

)
et ≡ 10 et.

Отже, q = 1, тому

ψ1(t) = t2et, t ∈ R. (2.3.21)

Знайдемо тепер розв’язок ψ2(t), t ∈ R, рiвняння (2.3.20). Для
цього скористаємося наслiдком 2.3.6 про частинний розв’язок лi-
нiйного неоднорiдного рiвняння з дiйсними коефiцiєнтами i ква-
зiполiномiальною правою частиною. Беручи до уваги результати
прикладу 2.3.3, в термiнах цього наслiдку маємо

G(t) ≡ 25, H(t) ≡ 0, m = 0, α = 0, β = 3, r = 0.

Тому розв’язок ми шукатимемо у виглядi:

ψ2(t) = r cos(3t) + s sin(3t), t ∈ R,
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де r, s ∈ R є шуканими сталими (полiноми R i S у нашому випад-
ку мають степiнь не бiльше нуля, тобто є сталими, якi позначили
через r i s). Обчислимо похiднi функцiї ψ2. Маємо

ψ′1(t) ≡ −3r sin(3t) + 3s cos(3t), ψ′′1(t) ≡ −9r cos(3t)− 9s sin(3t),

ψ′′′1 (t) ≡ 27r sin(3t)− 27s cos(3t), ψıv
1 (t) ≡ 81r cos(3t) + 81s sin(3t).

Пiдставляючи функцiю ψ2 та її похiднi в (2.3.20), одержуємо

81r cos(3t) + 81s sin(3t)− 2
(
27r sin(3t)− 27s cos(3t)

)

+5
(
− 9r cos(3t)− 9s sin(3t)

)
− 8
(
− 3r sin(3t) + 3s cos(3t)

)

+ 4
(
r cos(3t) + s sin(3t)

)
≡ 25 cos(3t).

Отже, r = 0.4, s = 0.3, тому

ψ2(t) = 0.4 cos(3t) + 0.3 sin(3t), t ∈ R. (2.3.22)

Скориставшись зауваженням 2.3.7, одержуємо, що функцiя
ψ1(t) + ψ2(t), t ∈ R, є розв’язком лiнiйного неоднорiдного рiвня-
ння (2.3.18). Цьому рiвнянню вiдповiдає лiнiйне однорiдне рiв-
няння (2.3.7), яке розглянуто в прикладi 2.3.3. Скористаємося
його фундаментальною системою розв’язкiв ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4. За
теоремою 2.2.19 про загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдно-
го рiвняння одержуємо, що загальний розв’язок рiвняння (2.3.18)
має вигляд

y = ψ1(t) + ψ2(t) + C1ϕ1(t) + C2ϕ2(t) + C3ϕ2(t) + C4ϕ4(t)

= t2et + 0.4 cos(3t) + 0.3 sin(3t)

+ C1 cos t+ C2 sin t+ C3e
t + C4te

t, t ∈ R.

Зазначимо, що не зважаючи на те, що права частина рiвняння
(2.3.18) мiстить лише функцiю cos i не мiстить sin, у розв’язок
входять обидвi функцiї: cos i sin.
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2.4. Лiнiйнi системи зi сталими
коефiцiєнтами

2.4.1. Матричнi ряди
Нехай

B =
{
bkm

}k=1,n

m=1,n
∈M(n, n),

Bj =
{(
bkm
)

(j)

}k=1,n

m=1,n
∈M(n, n), j = 0,∞.

Означення 2.4.1. Уважаємо, що матричний ряд
∞∑

j=0

Bj збi-

гається до матрицi B, якщо
∥∥∥∥∥

p∑

j=0

Bj −B
∥∥∥∥∥→ 0, коли p→∞.

Це записуємо як
∞∑

j=0

Bj = B.

Зауваження 2.4.2. Враховуючи (2.1.7), одержуємо

∞∑

j=0

Bj = B ⇔ ∀m, k = 1, k

∞∑

j=0

(
bkm
)

(j)
= bkm

m m

lim
p→∞

∥∥∥∥∥

p∑

j=0

Bj −B
∥∥∥∥∥ ⇔ ∀m, k = 1, k lim

p→∞

∣∣∣∣∣

p∑

j=0

(
bkm
)

(j)
− bkm

∣∣∣∣∣ = 0.

Означення 2.4.3. Матричний ряд
∞∑

j=0

Bj збiгається абсо-

лютно, якщо збiгається числовий ряд ряд
∞∑

j=0

‖Bj‖.
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Скориставшись оцiнкою (2.1.7), одержуємо достатню умову
збiжностi матричного ряду.

Теорема 2.4.4. Якщо матричний ряд є абсолютно збi-
жним, то вiн є збiжним.

Справедлива наступна необхiдна умова збiжностi матричного
ряду.

Теорема 2.4.5. Якщо ряд
∞∑

j=0

Bj збiгається, то ‖Bj‖ → 0,

коли j →∞. Зокрема, iснує M > 0 таке, що

‖Bj‖ ≤M, j = 0,∞. (2.4.1)

Доведення. Маємо Bj =

j∑

l=0

Bl−
j−1∑

l=0

Bl → 0, отже, ‖Bj‖ → 0,

коли j →∞. Звiдси випливає (2.4.1).

Справедлива також наступна мажорантна ознака збiжностi
матричного ряду

Теорема 2.4.6. Нехай ‖Bj‖ ≤ βj ∈ R, j = 0,∞, та нехай

ряд
∞∑

j=0

βj є збiжним. Тодi ряд
∞∑

j=0

Bj також є збiжним.

Доведення. За мажорантною ознакою збiжностi числового

ряду одержуємо, що ряд
∞∑

j=0

‖Bj‖ є збiжним, тобто ряд
∞∑

j=0

Bj

є абсолютно збiжним, отже, збiжним.

2.4.2. Мотивацiя введення функцiй вiд
матриць

Розглянемо задачу Кошi для лiнiйного рiвняння

ẋ = ax, x ∈ R, t ∈ R, (2.4.2)
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x(0) = x0, (2.4.3)

де a ∈ R, x0 ∈ R. Її розв’язок має вигляд

x = eatx0, t ∈ R.

Зазначимо, що функцiї eat, t ∈ R, притаманнi такi властивостi:
(i) eat

∣∣
t=0

= 1,

(ii) ∀t1 ∈ R ∀t1 ∈ R ea(t1+t2) = eat1eat2 ,

(iii) ∀t ∈ R
(
eat
)−1

= e−at.

Розглянемо також задачу Кошi для лiнiйної системи:

ẋ = Ax, x ∈ Rn, t ∈ R, (2.4.4)

x(0) = x0, (2.4.5)

де A ∈M(n, n), x0 ∈ Rn, n ∈ N. За теоремою 2.1.25 про загальний
розв’язок лiнiйної однорiдної системи її загальний розв’язок має
вигляд

x = Φ(t)C, t ∈ R, (2.4.6)

де C ∈ Rn, а Φ є фундаментальною матрицею розв’язкiв цiєї
системи. З теореми 2.1.24 про про зв’язок фундаментальних ма-
триць розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи випливає, що iснує
фундаментальна матриця розв’язкiв Φ нашої системи, яка задо-
вольняє умову Φ(0) = I. За цiєї умови функцiя

x = ϕ(t) ≡ Φ(t)x0, t ∈ R, (2.4.7)

є розв’язком задачi Кошi (2.4.4), (2.4.5). Справедлива теорема
про властивостi нормованої фундаментальної матрицi розв’язкiв
лiнiйної однорiдної системи.

Теорема 2.4.7. Iснує єдина фундаментальна матриця
розв’язкiв Φ системи (2.4.4), яка має такi властивостi:

(I) Φ(0) = I,
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(II) ∀t1 ∈ R ∀t1 ∈ R Φ(t1 + t2) = Φ(t1)Φ(t2),

(III) ∀t ∈ R
(
Φ(t)

)−1
= Φ(−t).

Доведення. Вище було зазначено, iснує фундаментальна ма-
триця розв’язкiв Φ системи (2.4.4), яка задовольняє умову Φ(0) =
I. З теореми 2.1.6 про iснування та єдинiсть розв’язку задачi Ко-
шi для лiнiйної системи випливає що така матриця є єдиною.
Таким чином, для цiєї матрицi умову (I) виконано.

Доведемо, що для цiєї матрицi справедливi й умови (II) та
(III). Зафiксуємо будь-який вектор x0 ∈ R. Тодi функцiя ϕ(t),
t ∈ R, задана формулою (2.4.7), є розв’язком задачi Кошi (2.4.4),
(2.4.5). Зафiксуємо також довiльне t0 ∈ R i позначимо

ψ(t) = ϕ(t+ t0), t ∈ R. (2.4.8)

Маємо

ψ̇(t) = ϕ̇(t+ t0) = Aϕ(t+ t0) = Aψ(t), t ∈ R.

Отже, функцiя ψ(t), t ∈ R, є розв’язком системи (2.4.4) i задо-
вольняє початкову умову

x(0) = ψ(0) = ϕ(t0). (2.4.9)

З (2.4.6), ураховуючи (2.4.9), одержуємо

ψ(t) = Φ(t)ψ(0) = Φ(t)ϕ(t0) = Φ(t)Φ(t0)x0, t ∈ R. (2.4.10)

Крiм того, з (2.4.7) i (2.4.8) випливає

ψ(t) = ϕ(t+ t0) = Φ(t+ t0)x0, t ∈ R. (2.4.11)

Порiвнюючи (2.4.10) i (2.4.11), для будь-яких t ∈ R, t0 ∈ R одер-
жуємо

∀x0 ∈ R
(
Φ(t+ t0)− Φ(t)Φ(t0)

)
x0 = 0.

Отже,
∀t ∈ R ∀t0 ∈ R Φ(t+ t0) = Φ(t)Φ(t0),
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тобто (II) виконано. Обираючи t0 = −t i враховуючи (I), маємо

∀t ∈ R I = Φ(t)Φ(−t).

Отже, (III) також виконано.

Зауваження 2.4.8. У щойно розглянутiй теоремi для фунда-
ментальної матицi розв’язкiв Φ системи (2.4.4) фактично дове-
дено, що з виконання для неї умови (I) випливає виконання умов
(II) i (III).

Розглянемо фундаментальну матрицю розв’язкiв Φ системи
(2.4.4), яка задовольняє умову Φ(0) = I. Порiвнюючи властивостi
(i)–(iii) функцiї eat, t ∈ R, i властивостi (I)–(III) матрицi Φ(t), t ∈
R, бачимо, що вони є цiлком подiбними. Для n = 1 маємо також
Φ(t) = eat, t ∈ R. Формально можемо позначити eAt = Φ(t), t ∈
R, i, таким чином, увести означення для значення функцiї eλt на
матрицi A. Але це означення не дозволяє ефективно обчислюва-
ти значення функцiї на матрицi, тому далi використаємо iнший
пiдхiд.

2.4.3. Основнi поняття спектральної теорiї
лiнiйних операторiв у скiнченному
просторi

Спочатку нагадаємо деякi вiдомостi з лiнiйної алгебри (див.,
наприклад, [7]).

Нехай P (λ) =

m∑

j=1

pjλ
j є полiномом, A ∈ M(n, n) (тобто A є

сталою матрицею розмiру n× n). Тодi

P (A) =

m∑

j=1

pjA
j .

Означення 2.4.9. Полiном ρ(λ) ≡ det (A− λI) називається
характеристичним полiномом матрицi A.
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Означення 2.4.10. Полiном ψ(λ) є анулювальним для ма-
трицi A, якщо ψ(A) = 0.

Теорема 2.4.11 (Гамiльтон–Келi). Характеристичний полi-
ном є анулювальним.

Означення 2.4.12. Ненульовий анулювальний полiном ма-
трицi A мiнiмального степеня, старший коефiцiєнт якого дорiв-
нює 1, називається мiнiмальним полiномом матрицi A.

Позначимо мiнiмальний полiном матрицi A так:

µ(λ) ≡ λp + µp−1λ
p−1 + · · ·+ µ0 ≡

p∑

j=0

µjλ
j , degµ = p,

де µp = 1.

Властивостi мiнiмального полiнома:

1) якщо A 6= 0, то 0 < p ≤ n;

2) якщо ψ є анулювальним полiномом A та degψ < p, то ψ(λ) =
0;

3) якщо ψ є анулювальним полiномом A, то ψ дiлиться на µ;

4) мiнiмальний полiном є єдиним;

5) якщо λ0 є коренем ρ, то λ0 є коренем µ.

Далi для матрицi A будемо завжди використовувати такi по-
значення:

λ1, . . . , λk — рiзнi коренi характеристичного полiнома (власнi
значення),

n1, . . . , nk — їх кратностi в характеристичному полiномi,

p1, . . . , pk — їх кратностi в мiнiмальному полiномi,

s1, . . . , sk — розмiрностi їх власних пiдпросторiв.
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Тодi

ρ(λ) ≡
k∏

j=1

(λ− λj)nj ,
k∑

j=1

nj = n. (2.4.12)

µ(λ) ≡
k∏

j=1

(λ− λj)pj ,
k∑

j=1

pj = p. (2.4.13)

Позначимо клiтину Жордана розмiру ν × ν через

Lν(λj) =




λj 1 . . . 0 0
0 λj 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 . . . . . . 1
0 0 . . . . . . λj



. (2.4.14)

Теорема 2.4.13 (Жордан). Будь-яку квадратну матрицю
A розмiру (n×n) можна звести невиродженим лiнiйним пере-
творенням T (detT 6= 0) до жорданової форми

TAT−1 =



L1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · Lk


 ,

де

Lj =




L
ν
sj
1

(λj) · · · 0

...
. . .

...
0 · · · L

ν
sj
sj

(λj)


 , j = 1, k,

i
sj∑

l=1

ν
sj
l = nj, pj − 1 ≤ nj − sj, j = 1, k.

Означення 2.4.14. Нехай є h полiномом. Вектор-рядок

h(Λ) =
(
h(λ1), . . . , h(p1−1)(λ1); . . . ;h(λk), . . . , h

(pk−1)(λk)
)
∈ C∗p

називається значенням полiнома h на спектрi матрицi A.
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Справедлива наступна теорема про рiвнiсть матричних полi-
номiв.

Лема 2.4.15. Нехай q та h є полiномами. Тодi

q(A) = h(A)⇔ q(Λ) = h(Λ).

Доведення. 1. Нехай q(Λ) = h(Λ). Тодi для полiнома ψ = q−
h маємо ψ(Λ) = 0, тобто ψ(l)(λj) = 0, l = 0, pj − 1, j = 1, k.
Отже, для кожного j = 1, k число λj є коренем ψ кратностi ≥
pj . Тому ψ = ωµ, де ω є полiномом. Звiдси випливає, що ψ(A) =
ω(A)µ(A) = 0, тобто q(A) = h(A).

2. Нехай q(A) = h(A). Тодi для ψ = q − h маємо ψ(A) = 0,
тобто ψ є анулювальним полiномом матрицi A. Тому вiн дiлиться
на µ: ψ = ωµ, де ω є полiномом. Оскiльки число λj є коренем
полiнома µ кратностi pj , це число є коренем полiнома ψ кратностi
≥ pj , j = 1, k . Отже, ψ(l)(λj) = 0, l = 0, pj − 1, j = 1, k, тобто
ψ(Λ) = 0. Тому q(Λ) = h(Λ).

Справедлива також теорема про рiвнiсть матричних полiно-
мiв степеня ≤ p− 1.

Лема 2.4.16. Нехай q та h є полiномами, q(Λ) = h(Λ) та
deg q = deg h ≤ p. Тодi q(λ) ≡ h(λ).

Доведення. Оскiльки q(Λ) = f(Λ) = h(Λ), за лемою 2.4.15
про рiвнiсть матричних полiномiв маємо q(A) = h(A). Отже, по-
лiном ψ = q − h є анулювальним для матрицi A i degψ ≤ p − 1,
тому ψ = 0, тобто q = h.

Перейдемо тепер до розгляду функцiй вiд матриць. З теореми
2.4.11 Гамiльтона–Келi ми одержуємо такий наслiдок.

Наслiдок 2.4.17. Маємо

Am =

p−1∑

s=0

ams A
s, m ≥ p, (2.4.15)
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де ams ∈ R, s = 0, p− 1, та

|ams | ≤M
m! max{am, am−p+1}

(m− p+ 1)!
, s = 0, p− 1, m ≥ p. (2.4.16)

Тут M > 0 не залежить вiд s та m, a = max{|λj | | j = 1, k}.

Доведення. Нехай qs, s = 1, p, є лiнiйно незалежними полiно-
мами степеня не вище нiж p− 1. Доведемо спочатку, що

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣

q1(Λ)
...

qp(Λ)

∣∣∣∣∣∣∣
6= 0. (2.4.17)

Припустимо супротивне. Нехай iснує вектор C =



C1
...
Cp


 ∈ R \

{0} такий, що
p∑

s=1

Csqs(Λ) = 0.

Тодi для полiнома

q(λ) ≡
p∑

s=1

Csqs(λ)

маємо q(Λ) = 0, отже, за лемою 2.4.15 про рiвнiсть матричних
полiномiв q(A) = 0. Оскiльки deg q ≤ p−1, за лемою про рiвнiсть
матричних полiномiв степеня ≤ p−1 (див. лему 2.4.16) маємо q =
0, тобто полiноми q1, . . . , qp є лiнiйно залежними, що суперечить
нашому припущенню. Таким чином, (2.4.17) доведено.

Позначимо
gl(λ) ≡ λl, l = 0,∞.

Зафiксуємо m ≥ p. Визначимо полiном rm за допомогою спiв-
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вiдношення ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

rm(λ) gm(Λ)
g0(λ) g0(Λ)
g1(λ) g1(Λ)

...
...

gp−1(λ) gp−1(Λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0. (2.4.18)

Диференцiюючи (2.4.18) за λ та пiдставляючи λj , одержуємо
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

r
(l)
m (λj) gm(Λ)

g
(l)
0 (λj) g0(Λ)
...

...
g

(l)
p−1(λj) gp−1(Λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0, i = 0, pj − 1, j = 1, k.

Серед стовпцiв матрицi




g0(Λ)
...

gp−1(Λ)


 є стовпець



g

(l)
0 (λj)
...

g
(l)
p−1(λj)


. Вiд-

нiмемо цей стовпець вiд першого:
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

r
(l)
m (λj)− g(l)

m (λj) gm(Λ)
0 g0(Λ)
...

...
0 gp−1(Λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, l = 0, pj − 1, j = 1, k.

Ураховуючи (2.4.17) з qs = gs−1, s = 1, p, маємо r(l)
m (λj) = g

(l)
m (λj),

l = 0, pj − 1, j = 1, k, тобто rm(Λ) = gm(Λ). Зрозумiло, що
deg rm ≤ p − 1. За лемою 2.4.15 про рiвнiсть матричних полi-
номiв одержуємо

Am = gm(A) = rm(A). (2.4.19)

З’ясуємо структуру полiнома rm. З (2.4.18) одержуємо

rm(λ) ≡
p−1∑

s=0

(−1)s
∆m
s

∆
λs, (2.4.20)
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де ∆m
s є детермiнантом матрицi одержаної з матрицi




gm(Λ)
g0(Λ)

...
gp−1(Λ)




пiсля викреслення (s+ 1)-го рядка, s = 0, p− 1. Отже, маємо

ams = (−1)s
∆m
s

∆
=

k∑

j=0

pj−1∑

l=0

ηljs
m!

(m− l)!λ
m−l
j , (2.4.21)

де ηljs не залежить вiд m, s = 0, p− 1, l = 0, pj − 1, j = 1, k.
З (2.4.19) та (2.4.20) випливає (2.4.15). Оцiнка (2.4.16) одразу
випливає з (2.4.21).

2.4.4. Функцiї вiд матриць
Уведемо поетапно (для рiзних класiв функцiй) означення

функцiї вiд матрицi A.

Означення 2.4.18 (полiнома вiд матрицi). Нехай

f(λ) ≡
m∑

j=0

fjλ
j , (2.4.22)

де fj ∈ C, j = 0,m. Тодi

f(A) =

r∑

j=0

fjA
j . (2.4.23)

Далi спробуємо поширити це означення на клас аналiтичних
функцiй. Нехай f(λ) є аналiтичною функцiєю, яка задана степе-
невим рядом

f(λ) ≡
∞∑

m=0

fmλ
m (2.4.24)
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з радiусом збiжностi 0 < R ≤ ∞, де fj ∈ C, j = 0,∞. Нехай
також a = max{|λj | | j = 1, k} < R. Дослiдимо, чи є збiжним
матричний степеневий ряд

∞∑

m=0

fmA
m. (2.4.25)

Для цього розглянемо його часткову суму та скористаємося на-
слiдком 2.4.17:

SM (A) =

M∑

m=0

fmA
m

=

M∑

m=0

fm

p−1∑

s=0

ams A
s =

p−1∑

s=0

As

(
M∑

m=0

fma
m
s

)
, (2.4.26)

де для m = 0, p− 1 вважаємо ams = δsm, s = 0, p− 1 (δsm є сим-
волом Кронекера). Дослiдiмо на збiжнiсть числовий ряд

∞∑

m=0

fma
m
s . (2.4.27)

Маємо

lim
m→∞

m
√
|fmams | ≤ lim

m→∞
m
√
|fm| lim

m→∞
m
√
|ams |. (2.4.28)

Оскiльки радiус збiжностi ряду (2.4.24) дорiвнює R, одержуємо

lim
m→∞

m
√
|fm| =

1

R
.

Скориставшись оцiнкою (2.4.16), продовжимо оцiнку (2.4.28):

lim
m→∞

m
√
|fmams | ≤

1

R
lim
m→∞

m

√
M

m!

(m− p+ 1)!
max{am, am−p+1}.

(2.4.29)
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За допомогою формули Стiрлiнґа [4]:
√

2πmm+1/2e−me1/(12m+1) ≤ m! ≤
√

2πmm+1/2e−me1/(12m),

яка справедлива для m ∈ N, одержуємо
(

m!

(m− p+ 1)!

) 1
m

≤ m

m− p+ 1

(
m

(m− p+ 1)3−2p

) 1
2m

e−
p−1
m e

1
m

(
1

12m
− 1

12(m−p+1)+1

)

∼
(
m(m− p+ 1)2p−3

) 1
2m → 1, коли m→∞. (2.4.30)

Тому можемо продовжити оцiнку (2.4.18):

lim
m→∞

m
√
|fmams | ≤

1

R
lim
m→∞

m
√

max{am, am−p+1} ≤ a

R
. (2.4.31)

Оскiльки a < R, ряд (2.4.27) є абсолютно збiжним. Позначивши

αs =

∞∑

m=0

fma
m
s , (2.4.32)

iз (2.4.26) одержуємо

∞∑

m=0

fmA
m = lim

m→∞
SM (A) =

p−1∑

s=0

αsA
s. (2.4.33)

Таким чином, матричний ряд (2.4.25) є збiжним (причому аб-
солютно), а його сума подається деяким полiномом, степеня не
бiльше p− 1. Позначивши

rfA(λ) ≡
p−1∑

s=0

αsλ
s, (2.4.34)

одержуємо
∞∑

m=0

fmA
m = rfA(A). (2.4.35)
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Означення 2.4.19 (аналiтичної функцiї вiд матрицi). Не-
хай f(λ) є аналiтичною функцiєю, яка задана степеневим рядом

f(λ) ≡
∞∑

j=0

fjλ
j

з радiусом збiжностi 0 < R ≤ ∞, де fj ∈ C, j = 0,∞. Нехай
також max{|λj | | j = 1, k} < R. Позначимо

f(A) =

∞∑

m=0

fmA
m.

Зрозумiло, що означення 2.4.18 є окремим випадком означе-
ння 2.4.19.

Для того щоб поширити це означення на клас, ширший за
клас аналiтичних функцiй, дослiдимо властивостi полiнома rfA
за умови a = max{|λj | | j = 1, k} < R. Ураховуючи (2.4.32),
абсолютну збiжнiсть ряду (2.4.27) та абсолютну збiжнiсть ряду
(2.4.22) при |λ| < R, для l = 0,∞ маємо

f (l)(λ)−
(
rfA

)(l)
(λ) ≡

∞∑

m=0

fm(λm)(l) −
p−1∑

s=0

(λs)(l)

( ∞∑

m=0

fma
m
s

)

≡
∞∑

m=0

fm(λm)(l) −
∞∑

m=0

fm

p−1∑

s=0

ams (λs)(l)

≡
∞∑

m=0

fm

(
λm −

p−1∑

s=0

ams λ
s

)(l)

≡
∞∑

m=p

fm

(
λm −

p−1∑

s=0

ams λ
s

)(l)

.

З (2.4.15) одержуємо, що полiном λm−
p−1∑

s=0

ams λ
s є анулювальним

для матрицi A, тому для кожного m = p,∞ iснує полiном um
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такий, що

λm −
p−1∑

s=0

ams λ
s ≡ µ(λ)um(λ), l = p,∞.

Тому

f (l)(λ)−
(
rfA

)(l)
(λ) ≡

∞∑

m=p

fm (µ(λ)um(λ))(l) , l = 0,∞. (2.4.36)

Ураховуючи (2.4.13), маємо

µ(l)(λj) = 0, l = 0, pj − 1, j = 1, k. (2.4.37)

Тому з (2.4.36) одержуємо

f (l)(λj) =
(
rfA

)(l)
(λj), l = 0, pj − 1, j = 1, k. (2.4.38)

Спiввiдношення (2.4.38) дозволить нам поширити означення
функцiї вiд матрицi на деякий клас неаналiтичних функцiй.

Означення 2.4.20 (функцiї, визначеної на спектрi матри-
цi). Функцiя f є визначеною на спектрi матрицi A, якщо

∀j = 1, k ∀l = 0, p− 1 ∃f (l)(λj) ∈ R.

Значення f на спектрi A позначаємо вектором-рядком

f(Λ) =
(
f(λ1), . . . , fp1−1(λ1); . . . ; f(λk), . . . , f

(pk−1)(λk)
)
∈ C∗p.

Означення 2.4.21 (iнтерполяцiйного полiнома функцiї на
спектрi матрицi). Нехай функцiя f визначена на спектрi ма-
трицi A. Полiном gfA називається iнтерполяцiйним полiномом
функцiї f на спектрi матрицi A, якщо

gfA(Λ) = f(Λ).
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Означення 2.4.22 (функцiї, визначеної на спектрi матри-
цi, вiд цiєї матрицi). Нехай f визначена на спектрi матрицi A,
gfA є iнтерполяцiйним полiномом цiєї функцiї на спектрi матрицi
A. Позначимо

f(A) = gfA(A).

Коректнiсть останнього означення випливає з леми 2.4.15.

Зауваження 2.4.23. За лемою 2.4.15 про рiвнiсть матричних
полiномiв означення 2.4.18 є окремим випадком означення 2.4.22.
У наступнiй теоремi доведено, що означення 2.4.19 також є окре-
мим випадком означення 2.4.22. Тому далi вважатимемо, що
функцiя вiд матрицi визначається означенням 2.4.22.

Теорема 2.4.24. Нехай

f(λ) ≡
∞∑

j=0

fjλ
j

є аналiтичною функцiєю з радiусом збiжностi 0 < R ≤ ∞,
max{|λj | | j = 1, k} < R, gfA є iнтерполяцiйним полiномом цiєї
функцiї на спектрi матрицi A. Тодi

f(A) = gfA(A) =

∞∑

m=0

fmA
m.

Доведення. Скориставшись (2.4.35), (2.4.38) та лемою 2.4.15
про рiвнiсть матричних полiномiв, одразу одержуємо тверджен-
ня теореми.

Означення 2.4.25 (iнтерполяцiйного полiнома Лаґран-
жа–Сiльвестра). Нехай f визначена на спектрi матрицi A. Iн-
терполяцiйний полiном rfA для функцiї f на спектрi матрицi A,
який задовольняє умову deg rfA ≤ p − 1, називається iнтерполя-
цiйним полiномом Лаґранжа–Сiльвестра.
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Полiном rfA, що задається формулою (2.4.34), який було по-
будовано вище, є iнтерполяцiйним полiномом Лаґранжа–Сiль-
вестра (див. (2.4.38)) для аналiтичної функцiї f . За лемою про
рiвнiсть матричних полiномiв степеня ≤ p− 1 (див. лему 2.4.16)
iснує лише один полiном Лаґранжа–Сiльвестра для заданої фун-
кцiї f . Наступна теорема про iснування та єдинiсть iнтерполяцiй-
ного полiнома Лаґранжа–Сiльвестра дає конструктивний спосiб
обчислення полiнома Лаґранжа–Сiльвестра для будь-якої фун-
кцiї, заданої на спектрi матрицi A.

Теорема 2.4.26. Нехай f визначена на спектрi матрицi A.
Iнтерполяцiйний полiном Лаґранжа–Сiльвестра визначається
формулою ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

rfA(λ) f(Λ)
q1(λ) q1(Λ)
...

...
qp(λ) qp(Λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0, (2.4.39)

де q1, . . . , qp є довiльними лiнiйно незалежними полiномами та-
кими, що deg qj ≤ p− 1, j = 1, p.

Доведення. Єдинiсть полiнома Лаґранжа–Сiльвестра випли-
ває з леми 2.4.16.

У наслiдку 2.4.17 було доведено, що умову (2.4.17) для
q1, . . . , qp виконано. Отже спiввiдношення (2.4.39) визначає по-
лiном rfA степеня не вище p− 1. Диференцiюючи (2.4.39) за λ та
пiдставляючи λj , одержуємо

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
rfA

)(i)
(λ) f(Λ)

q
(i)
1 (λ) q1(Λ)
...

...
q

(i)
p (λ) qp(Λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0, i = 0, pj − 1, j = 1, k.

Серед стовпцiв матрицi



q1(Λ)

...
qp(Λ)


 є стовпець



q

(i)
1 (λj)

...
q

(i)
p (λj)


. Вiднi-
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мемо цей стовпець вiд першого:
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
rfA

)(i)
(λj)− f (i)(λj) f(Λ)

0 q1(Λ)
...

...
0 qp(Λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0, i = 0, pj − 1, j = 1, k.

Тому (див.(2.4.17)) маємо
(
rfA

)(i)
(λj) = f (i)(λj), i = 0, pj − 1, j = 1, k,

тобто
rfA(Λ) = f(Λ).

Зрозумiло, що deg r ≤ p− 1. Теорему доведено.

З’ясуємо структуру полiнома rfA. З (2.4.39) одержуємо

rfA(λ) ≡
p−1∑

s=0

(−1)s
∆f
s

∆
qs(λ), (2.4.40)

де ∆f
s є детермiнантом матрицi одержаної з матрицi




f(Λ)
q1(Λ)

...
qp(Λ)




пiсля викреслення (s+ 1)-го рядка, s = 1, p. Отже, маємо

(−1)s
∆f
s

∆
=

k∑

j=0

pj−1∑

l=0

ηljsf
(l)(λj), (2.4.41)

де ηljs не залежить вiд f , s = 0, p− 1, l = 0, pj − 1, j = 1, k.

Позначаючи hjl =

p−1∑

s=0

ηljsqs, одержуємо

rfA(λ) ≡
k∑

j=1

pj−1∑

l=0

hjl (λ)f (l)(λj), (2.4.42)
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де полiном hjl не залежить вiд f , deg hjl ≤ p− 1, l = 0, pj − 1, j =

1, k. Доведемо, що hjl , l = 0, pj − 1, j = 1, k, є лiнiйно незалежни-
ми. Розглянемо

k∑

j=1

pj−1∑

l=0

C ljh
j
l (λ) ≡ 0 (2.4.43)

i знайдемо полiном τ такий, що deg τ ≤ p− 1 i

τ(Λ) = (C0
1 , . . . , C

p1−1
1 ; . . . ;C0

k , . . . , C
pk−1
k ) =: C. (2.4.44)

Тодi τ є iнтерполяцiйним полiномом Лаґранжа–Сiльвестра для
себе на спектрi A, тому (див.(2.4.42))

τ(λ) ≡
k∑

j=1

pj−1∑

l=0

hjl (λ)τ (l)(λj) ≡
k∑

j=1

pj−1∑

l=0

C ljh
j
l (λ) ≡ 0.

Отже, 0 = τ(Λ) = C. Тому hjl , l = 0, pj − 1, j = 1, k)), є лiнiйно
незалежними.

Зауваження 2.4.27. Таким чином, шукаючи на практицi iн-
терполяцiйний полiном Лаґранжа–Сiльвестра rfA, зручно скори-
статися формулою (2.4.42), де hjl , l = 0, pj − 1, j = 1, k, є лiнiйно
незалежними полiномами, якi не залежать вiд f та deg hjl ≤ p−1,
l = 0, pj − 1, j = 1, k. Ми знаємо, що для полiнома g, deg g ≤ p−
1, iнтерполяцiйним полiномом на спектрi A є саме цей полiном g.
Для того щоб знайти полiноми hjl , l = 0, pj − 1, j = 1, k, в форму-
лi (2.4.42) можемо вибрати p полiномiв q1, . . . , qp, deg ql ≤ p − 1,
l = 1, p, якi є лiнiйно незалежними, та пiдставити їх у формулу
(2.4.42):

qs(λ) ≡
k∑

j=1

pj−1∑

l=0

hjl (λ)q(l)
s (λj), s = 1, p. (2.4.45)

Це лiнiйна алгебраїчна система рiвнянь вiдносно невiдомих hjl ,
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l = 0, pj − 1, j = 1, k, з матрицею коефiцiєнтiв


q1(Λ)

...
qp(Λ)


 ,

детермiнант якої не дорiвнює 0 (див. (2.4.17)). Тому з (2.4.45)
можемо знайти hjl , l = 0, pj − 1, j = 1, k)), а отже, rfA для заданої
функцiї f .

Зауваження 2.4.28. Нехай λ1, . . . , λn є рiзними коренями ха-
рактеристичного полiнома ρ матрицiA та нехай функцiя f визна-
чена на спектрi цiєї матрицi. Зрозумiло, що цi коренi є простими
(p1 = · · · = pn = 1) i степiнь мiнiмального полiнома дорiвнює
степеню характеристичного полiному (p = n). У цьому випадку
полiном Лаґранжа–Сильвестра має вигляд

rfA(λ) ≡
n∑

j=1

hj0(λ)f(λj).

Позначимо

qs(λ) ≡
n∏

k=1
k 6=s

(λ− λk), s = 1, n.

Для цих полiномiв запишемо систему (2.4.45):

qs(λ) ≡ hs0(λ)qs(λs), s = 1, n,

оскiльки qs(λj) = 0 для j 6= s. Отже,

hs0(λ) ≡
n∏

k=1
k 6=s

λ− λk
λs − λk

, s = 1, n,

тому

rfA(λ) ≡
n∑

j=1

n∏

k=1
k 6=j

λ− λk
λj − λk

f(λj).
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Зауваження 2.4.29. Нехай характеристичний полiном ρ ма-
трицi A має лише один корiнь λ1 та нехай функцiя f визначена
на спектрi цiєї матрицi. Зрозумiло, що p1 = p ≤ n = n1. У цьому
випадку полiном Лаґранжа–Сильвестра має вигляд

rfA(λ) ≡
p−1∑

l=0

h1
l (λ)f (l)(λ1).

Позначимо
qs(λ) ≡ (λ− λ1)s−1, s = 1, p.

Для цих полiномiв запишемо систему (2.4.45):

qs(λ) ≡ h1
s−1(λ)(s− 1)!, s = 1, p,

оскiльки q(l)
s (λ1) = 0 для l 6= s− 1 i q(s−1)

s (λ1) = (s− 1)!, s = 1, p.
Отже,

h1
l (λ) ≡ 1

l!
(λ− λ1)l, l = 0, p− 1,

тому

rfA(λ) ≡
p−1∑

l=0

1

l!
(λ− λ1)lf (l)(λ1).

Зокрема, для A = Lν(λ1) (клiтини Жордана розмiру ν × ν,
див. (2.4.14)) маємо

f
(
Lν(λ1)

)
=




f(λ1) f ′(λ1)
1

2!
f ′′(λ1) · · · 1

(p− 1)!
f (p−1)(λ1)

0 f(λ1) f ′(λ1) · · · 1

(p− 2)!
f (p−2)(λ2)

0 0 f(λ1) · · · 1

(p− 3)!
f (p−3)(λ2)

...
...

...
. . .

...
0 0 0 · · · f(λ1)




.

(2.4.46)
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2.4.5. Властивостi функцiй вiд матриць
Розглянемо теорему про добуток функцiй вiд матрицi.

Теорема 2.4.30. Нехай f1, f2 є визначеними на спектрi ма-
трицi A та нехай f = f1f2. Тодi

f(A) = f1(A)f2(A) = f2(A)f1(A).

Доведення. Нехай r1 та r2 є iнтерполяцiйними полiномами f1

та f2 вiдповiдно. Позначимо r = r1r2. Тодi маємо

r(i)(λj) = (r1(λj)r2(λj))
(i) =

i∑

l=0

(
i

l

)
r

(l)
1 (λj)r

(i−l)
2 (λj)

=
i∑

l=0

(
i

l

)
f

(l)
1 (λj)f

(i−l)
2 (λj) = (f1(λj)f2(λj))

(i)

= f (i)(λj), i = 0, pj − 1, j = 1, k.

Тому r є iнтерполяцiйним полiномом f . Отже,

f(A) = r(A) = r1(A)r2(A) = f1(A)f2(A).

Крiм цього,

f(A) = r(A) = r2(A)r1(A) = f2(A)f1(A).

З цiєї теореми одразу одержуємо наслiдок про комутативнiсть
добутку функцiй вiд матриць.

Наслiдок 2.4.31. Нехай f1, f2 визначенi на спектрi матри-
цi A. Тодi f1(A)f2(A) = f2(A)f1(A).

Доведемо також теорему про функцiю вiд матрицi, подiбної
заданiй.

Теорема 2.4.32. Нехай f визначена на спектрi матрицi A,
T ∈ M(n, n), detT 6= 0. Тодi f визначена на спектрi матрицi
TAT−1 i f

(
TAT−1

)
= Tf(A)T−1.
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Доведення. Спектри матриць A i TAT−1 збiгаються мiж со-
бою, тому функцiя f визначена на спектрi матрицi TAT−1 i зна-
чення цiєї функцiї на спектрi A збiгається з її значенням на
спектрi TAT−1. З теореми 2.4.26 випливає, що iнтерполяцiйнi
полiноми Лаґранжа–Сильвестра для f на спектрах A i TAT−1 є
рiвними мiж собою

(
rfA = rf

TAT−1

)
, отже,

f
(
TAT−1

)
= rf

TAT−1

(
TAT−1

)

= rfA
(
TAT−1

)
= TrfA(A)T−1 = Tf(A)T−1.

Теорему доведено.

Далi розглянемо теорему про структуру функцiї вiд блокової
матрицi.

Теорема 2.4.33. Якщо A є блоковою матрицею:

A =



A1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · Au


 ,

де Am ∈M(rj , rj), j = 1, u,
u∑

j=1

rj = n, i функцiя f визначена на

спектрi матрицi A, то

f(A) =



f(A1) · · · 0

...
. . .

...
0 · · · f(Au)


 .

Доведення. Спектр матрицi A є об’єднанням спектрiв ма-
триць A1, . . . , As. Тому iнтерполяцiйний полiном gfA матрицi A
є також iнтерполяцiйним полiномом матицi Aj , j = 1, u. Тому

f(A) = gfA(A)

=



gfA(A1) · · · 0

...
. . .

...
0 · · · gfA(Au)


 =



f(A1) · · · 0

...
. . .

...
0 · · · f(Au)


 .
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Зауваження 2.4.34. Застосовуючи теореми 2.4.32, 2.4.33 i за-
уваження 2.4.29, одержуємо ще один метод обчислення функцiї
вiд матрицi:

1. Невиродженим лiнiйним перетворенням T (detT 6= 0) матри-
цю A зводимо до жорданової форми:

TAT−1 =



L1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · Lu


 ,

де Lj є клiтиною Жордана (див. (2.4.14)) розмiру rj×rj , j =

1, u,
u∑

j=1

rj = n. Це можливо завдяки теоремi Жордана (див.

теорему 2.4.13).

2. Для клiтини Жордана Lj обчислюємо f(Lj) за формулою
(2.4.46), j = 1, u.

3. Застосовуючи теореми 2.4.32 i 2.4.33, одержуємо

f(A) = T−1



f(L1) · · · 0

...
. . .

...
0 · · · f(Lu)


T.

Таким чином, ми маємо три рiзнi способи для обчислення
функцiї вiд матрицi:

(i) за допомогою iнтерполяцiйного полiнома Лаґранжа–Силь-
вестра (див. означення 2.4.22 i зауваження 2.4.27);

(ii) за допомогою матричного степеневого ряду (див. теорему
2.4.24);

(iii) за допомогою зведення матрицi до жорданової форми i об-
числення функцiї вiд клiтини Жордана (див. зауваження
2.4.34)
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Методи (i) i (iii) стосуються всiх функцiй, визначених на спе-
ктрi заданої матрицi, а (ii) — лише аналiтичних функцiй, круг
збiжностi яких мiстить спектр цiєї матрицi. Нижче в теоремi
2.4.40 буде наведено ще один спосiб обчислення, але його можна
застосовувати лише для експоненцiальної функцiї.

Для функцiї ft(λ) ≡ eλt (тут t ∈ R є параметром) її значення
на матрицi A називатимемо матричною експонентою i познача-
тимемо eAt.

Справедливi такi властивостi матричної експоненти.

Наслiдок 2.4.35. Для функцiї eAt справедливi твердження:

1) eAt
∣∣
t=0

= I,

2) ∀t1 ∈ R ∀t2 ∈ R eAt1eAt2 = eA(t1+t2),

3) ∀t ∈ R e−At =
(
eAt
)−1.

Доведення. 1) Маємо eλt
∣∣
t=0

= 1, тому виконується 1).
2) Позначимо f1(λ) ≡ eλt1 , f2(λ) ≡ eλt2 . Тодi за теоремою

2.4.30 про добуток функцiй вiд матрицi для f(λ) ≡ f1(λ)f2(λ)
маємо eA(t1t2)f(A) = f1(A)f2(A) = eAt1eAt2 .

3) У 2) позначимо t1 = t, t2 = −t. Тодi, скориставшись 1),
одержуємо eAte−At = eAt|t=0 = I, тому

(
eAt
)−1

= e−At.

З теореми 2.4.24 одразу одержуємо теорему про подання ма-
тричної експоненти степеневим рядом.

Теорема 2.4.36. Маємо

eAt =

∞∑

m=0

tm

m!
Am, t ∈ R.

З цiєї теореми випливає теорема про множення матричної
експоненти на числову.

Теорема 2.4.37. Нехай ν ∈ C. Тодi

e−νteAt = e(A−νI)t, t ∈ R.
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Доведення. Скориставшись теоремою 2.4.36, одержуємо

e−νteAt =
∞∑

s=0

ts

s!
(−ν)s

∞∑

k=0

tk

k!
Ak, t ∈ R.

Позначивши k = m− s, маємо

e−νteAt =
∞∑

m=0

tm

m!

m∑

s=0

m!

s!(m− s)! (−ν)sAm−s

=
∞∑

m=0

tm

m!
(A− νI)m = e(A−νI)t, t ∈ R.

Теорему доведено.

Скориставшись формулою (2.4.42), одразу одержуємо теоре-
му про оцiнку матричної експоненти.

Теорема 2.4.38. Нехай Λ = max{Reλj | j = 1, k}. Тодi
∥∥eAt

∥∥ ≤ C
(
1 + ‖A‖

)p−1(
1 + t

)p−1
eΛt

≤ C
(
1 + ‖A‖

)n−1(
1 + t

)n−1
eΛt, t ∈ [0,+∞),

де C > 0 є деякою сталою.

Розглянемо теорему про диференцiювання матричної експо-
ненти.

Теорема 2.4.39. Маємо
(
eAt
)′

= AeAt = eAtA, t ∈ R.

Доведення. Нехай r[t] є iнтерполяцiйним полiномом Лаґран-
жа–Сiльвестра для функцiї f[t](λ) ≡ eλt на спектрi матрицi A.
Скориставшись (2.4.42), одержуємо

eAt ≡ r[t](A) ≡
k∑

j=1

pj−1∑

l=0

hjl (A)tleλjt. (2.4.47)
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Отже,

(
eAt
)′ ≡

k∑

j=1

pj−1∑

l=0

hjl (A)
(
ltl−1 + λjt

l
)
eλjt. (2.4.48)

Нехай тепер q[t] є iнтерполяцiйним полiномом Лаґранжа–
Сiльвестра для функцiї g[t](λ) ≡ λeλt на спектрi матрицi A. Тодi

AeAt ≡ q[t](A) ≡
k∑

j=1

pj−1∑

l=0

hjl (A)
∂l

∂λl

(
λeλt

)∣∣∣∣
λ=λj

≡
k∑

j=1

pj−1∑

l=0

hjl (A)
∂l+1

∂λl∂t

(
λeλt

)∣∣∣∣
λ=λj

≡
k∑

j=1

pj−1∑

l=0

hjl (A)
∂

∂t

(
tleλt

)∣∣∣∣
λ=λj

≡
k∑

j=1

pj−1∑

l=0

hjl (A)
(
ltl−1 + λjt

l
)
eλjt. (2.4.49)

Порiвнюючи (2.4.48) та (2.4.49), одержуємо
(
eAt
)′

= AeAt, t ∈
R. Рiвнiсть AeAt = eAtA, t ∈ R, випливає з наслiдку 2.4.31 про
комутативнiсть добутку функцiй вiд матриць.

Також справедлива теорема про розкладання матричної екс-
поненти в скiнченну суму степенiв, яка дає ще один спосiб обчи-
слення матричної експоненти.

Теорема 2.4.40. Маємо

eAt ≡
p−1∑

s=0

αs(t)A
s на R, (2.4.50)

де αs ∈ C∞(R), s = 0, p− 1, та для кожного s = 0, p− 1 функцiя
αs задовольняє умови

µ

(
d

dt

)
αs(t) = 0, t ∈ R, (2.4.51)
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α(j)
s (0) = δsj , j = 0, p− 1, (2.4.52)

де µ є мiнiмальним полiномом, degµ = p, δsj є символом Кро-
некера, s, j ∈ Z.

Доведення. Ураховуючи формулу (2.4.42), за означенням
2.4.22 маємо

eAt =

k∑

j=1

pj−1∑

l=0

hjl (A)tleλjt, t ∈ R,

де hjl є полiномом, deg hjl ≤ p− 1, l = 0, pj − 1, j = 1, k. Перегру-
повуючи за степенями As, одержуємо

eAt =

p−1∑

s=0

αs(t)A
s, t ∈ R, (2.4.53)

де αs ∈ C∞(R) s = 0, p− 1).
Залишилось довести, що αs задовольняють умови (2.4.51) та

(2.4.52). Диференцiюючи (2.4.53) i користуючись теоремою про
диференцiювання матричної експоненти 2.4.39, одержуємо

AjeAt =

p−1∑

s=0

α(j)
s (t)As, t ∈ R, j = 0, p− 1. (2.4.54)

Для кожного j = 0, p− 1 множимо тотожнiсть (2.4.54) на µj (див.
(2.4.13)) i додаємо цi тотожностi одна до одної:

0 = µ(A)eAt =

p−1∑

s=0

µ

(
d

dt

)
αs(t)A

s, t ∈ R.

Маємо анулювальний полiном степеня менше p, тому цей полiном
тотожно дорiвнює нулю, отже, i всi його коефiцiєнти дорiвнюють
нулю, тобто (2.4.51) виконано.
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Пiдставляючи t = 0 в (2.4.54), одержуємо

Aj =

p−1∑

s=0

α(j)
s (0)As, j = 0, p− 1,

отже,

p−1∑

s=0
s 6=j

α(j)
s (0) +As +

(
α

(j)
j (0)− 1

)
Aj = 0, j = 0, p− 1.

Таким чином, для кожного j = 0, p− 1 одержали анулювальний
полiном степеня менше p, тому всi коефiцiєнти цього полiнома
нульовi, тобто умову (2.4.52) також виконано.

Розглянемо також теорему про про матрицю, спряжену до
матричної експоненти.

Теорема 2.4.41. Маємо
(
eAt
)∗ ≡ eA∗t на R. (2.4.55)

Доведення. За теоремою 2.4.40 про розкладання матричної
експоненти в скiнченну суму степенiв eAt має вигляд (2.4.50), де
αs ∈ C∞(R), s = 0, p− 1, та для кожного s = 0, p− 1 функцiя αs
задовольняє умови (2.4.51), (2.4.52) (нагадаємо, що µ є мiнiмаль-
ним полiномом, degµ = p), а

eA
∗t ≡

p−1∑

s=0

βs(t)A
s на R, (2.4.56)

де βs ∈ C∞(R), s = 0, p− 1, та для кожного s = 0, p− 1 функцiя
βs задовольняє умови

µ∗
(
d

dt

)
βs(t) ≡ 0 на R, s = 0, p− 1,

β(j)
s (0) = δsj , j = 0, p− 1, s = 0, p− 1,
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µ∗ є мiнiмальним полiномом матрицi A∗. Оскiльки (див. (2.4.13))

µ(λ) ≡
k∏

j=1

(λ− λj)pj ,
k∑

j=1

pj = p,

маємо

µ∗(λ) ≡
k∏

j=1

(λ− λj)pj ,
k∑

j=1

pj = p.

Отже, βs(t) ≡ αs(t), s = 0, p− 1, тому з (2.4.50) i (2.4.56) одер-
жуємо (2.4.55).

2.4.6. Розв’язання лiнiйних систем за
допомогою матричної експоненти

Розглянемо теорему про фундаментальнiсть матричної екс-
поненти.

Теорема 2.4.42. Позначимо Φ(t) ≡ eAt. Тодi Φ є фундамен-
тальною матрицею розв’язкiв системи

ẋ = Ax, x ∈ Rn, t ∈ R. (2.4.57)

Доведення. За критерiєм того, що матриця є фундаменталь-
ною матрицею системи (2.4.57) (див. теорему 2.1.23), нам досить
перевiрити виконання двох умов:

Φ̇(t) = AΦ(t), t ∈ R, (2.4.58)
det Φ(t) 6= 0, t ∈ R, (2.4.59)

щоб довести бажане. Умова (2.4.58) випливає з теореми 2.4.39
про диференцiювання матричної експоненти, а умова (2.4.59) ви-
конується за властивiстю 3) матричної експоненти.

Скориставшись теоремою 2.1.6 про iснування та єдинiсть
розв’язку задачi Кошi для лiнiйної системи, з наслiдку 2.4.35
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про властивостi матричної експоненти i теореми 2.4.42 про фун-
даментальнiсть матричної експоненти одержуємо, що фундамен-
тальна матриця розв’язкiв, розглянута в теоремi 2.4.7 про вла-
стивостi нормованої фундаментальної матрицi розв’язкiв лiнiй-
ної однорiдної системи, є матричною експонентою eAt, t ∈ R.

З теореми 2.1.25 про загальний розв’язок лiнiйної однорiдної
системи та теореми 2.4.42 про фундаментальнiсть матричної екс-
поненти одержуємо наступний наслiдок про загальний розв’язок
лiнiйної однорiдної системи зi сталими коефiцiєнтами.

Наслiдок 2.4.43. Загальний розв’язок системи (2.4.57) має
вигляд

x = eAtC, t ∈ R,

де C ∈ Rn.

Розглянемо лiнiйну неоднорiдну систему зi сталими коефiцi-
єнтами:

ẋ = Ax+ f, x ∈ Rn, t ∈ R, (2.4.60)

де f ∈ C(R), та
З теореми 2.1.28 про загальний розв’язок лiнiйної неоднорi-

дної системи та теореми 2.4.42 про фундаментальнiсть матри-
чної експоненти одержуємо наступний наслiдок про загальний
розв’язок лiнiйної неоднорiдної системи зi сталими коефiцiєнта-
ми.

Наслiдок 2.4.44. Нехай ϕ0(t), t ∈ [a, b], є частинним
розв’язком системи (2.4.60). Тодi загальний розв’язок цiєї си-
стеми має вигляд

x = ϕ0(t) + eAtC, t ∈ R, (2.4.61)

де C ∈ Rn є довiльним сталим вектором.

Доведемо також наслiдок про розв’язок задачi Кошi для лi-
нiйної неоднорiдної системи зi сталими коефiцiєнтами.
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Наслiдок 2.4.45. Розв’язок задачi Кошi для рiвняння
(2.4.60) з початковою умовою x(t0) = x0, де x0 ∈ Rn, має ви-
гляд

x = eA(t−t0)x0 +

∫ t

t0

eA(t−ξ)f(ξ)dξ, t ∈ R.

Доведення. З означення 2.1.29 матрицi Кошi, теореми 2.4.35
про властивостi матричної експоненти та теореми 2.4.42 про фун-
даментальнiсть матричної експоненти одержуємо, що

K(t, ξ) ≡ eAte−Aξ ≡ eA(t−ξ)

є матрицею Кошi системи (2.4.60). Тому за теоремою 2.1.33 про
розв’язок задачi Кошi для лiнiйної неоднорiдної системи маємо

x = K(t, t0)x0 +

∫ t

t0

K(t, ξ)f(ξ)dξ

= eA(t−t0)x0 +

∫ t

t0

eA(t−ξ)f(ξ)dξ, t ∈ [a, b].

Маємо також теорему про фундаментальну матрицю
розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи.

Теорема 2.4.46. Кожна фундаментальна матриця систе-
ми (2.4.57) може бути записана в формi

Φ(t) ≡
k∑

j=1

Qj(t)e
λjt, (2.4.62)

де Qj(t) є полiномом з матричними коефiцiєнтами, degQj =
pj − 1, j = 1, k.

Доведення. Нехай Φ0(t) ≡ eAt. Тодi за теоремою 2.1.24 про
зв’язок фундаментальних матриць розв’язкiв лiнiйної однорiдної
системи для кожної фундаментальної матрицi розв’язкiв Φ(t)
iснує матриця B, detB 6= 0, така, що Φ(t) ≡ Φ0(t)B ≡ eAtB.
Маємо

eAt ≡
k∑

j=1

pj−1∑

l=0

hjl (A)tleλjt,
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де hjl , l = 0, p− 1, j = 1, k, є лiнiйно незалежними полiномами,
deg hjl ≤ p− 1, l = 0, p− 1, j = 1, k. Тому

Φ(t) ≡
k∑

j=1



pj−1∑

l=0

hll(A)Btl


 eλjt ≡

k∑

j=1

Qj(t)e
λjt,

де Qj(t) ≡
pj−1∑

l=0

hll(A)Btl, j = 1, k.

Доведемо тепер, що degQj = pj − 1, j = 1, k, тобто
hjpj−1(A)B 6= 0, j = 1, k. Якщо б hjpj−1(A)B = 0 для деякого
j = 1, k, то полiном hjpj−1 був би анулювальним полiномом сте-
пеня менше p− 1, отже, hjpj−1(λ) ≡ 0, що суперечило б тому, що
hjl , l = 0, p− 1, j = 1, k, є лiнiйно незалежними. Таким чином,
hjpj−1(A)B 6= 0, отже, degQj = pj − 1, j = 1, k.

У наступних двох прикладах скористаємося схемою, наведе-
ною в зауваженнi 2.4.27, для обчислення матричної експоненти i
розв’язання лiнiйної однорiдної системи.

Приклад 2.4.47. Знайдемо загальний розв’язок системи

ẋ =




2 1 0
1 3 −1
−1 2 3


x, t ∈ R, x ∈ R3. (2.4.63)

Позначимо

A =




2 1 0
1 3 −1
−1 2 3


 . (2.4.64)

Обчислимо спочатку матричну експоненту eAt. Маємо

ρ(λ) ≡ det(A− λI) ≡

∣∣∣∣∣∣

2− λ 1 0
1 3− λ −1
−1 2 3− λ

∣∣∣∣∣∣
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≡ (2− λ)(λ2 − 6λ+ 11)− (2− λ)

≡ −λ3 + 8λ2 − 22λ+ 20

≡ −(λ− 2)(λ2 − 6λ+ 10)

≡ −(λ− 2)(λ− (3 + i))(λ− (3− i)).

Таким чином, λ1 = 2, λ2 = 3+i, λ2 = 3−i є власними значеннями
матрицi A. Оскiльки маємо три рiзнi коренi характеристичного
полiнома, одержуємо p1 = p2 = p3 = 1. Отже, формула (2.4.42) у
нашому випадку набуває вигляду

rfA(λ) ≡ h1(λ)f(2) + h2(λ)f(3 + i) + h3(λ)f(3− i). (2.4.65)

Виберемо три довiльнi лiнiйно незалежнi полiноми степеня не
бiльше нiж p − 1 (у нашому випадку p − 1 = 2), наприклад,
q1(λ) ≡ λ− 2, q2(λ) ≡ λ− 3− i, q3(λ) ≡ λ2− 6λ+ 10. Тодi система
(2.4.45) має вигляд

q1(λ) ≡ λ− 2 ≡ (1 + i)h2(λ) + (1− i)h3(λ),

q2(λ) ≡ λ− 3− i ≡ (−1− i)h1(λ) + (−2i)h3(λ),

q3(λ) ≡ λ2 − 6λ+ 10 ≡ 2h1(λ).

Звiдси одержуємо

h1(λ) ≡ 1

2

(
λ2 − 6λ+ 10

)
,

h2(λ) ≡ 1

4i

(
λ2 − 4λ+ 4− i(λ2 − 6λ+ 8)

)
,

h3(λ) ≡ − 1

4i

(
λ2 − 4λ+ 4 + i(λ2 − 6λ+ 8)

)
.

Пiдставляючи знайденi значення та функцiю f(λ) = eλt (t є па-
раметром) в (2.4.65), одержуємо

rfA(λ) ≡ 1

2

(
λ2 − 6λ+ 10

)
e2t

+
1

4i

(
λ2 − 4λ+ 4− i(λ2 − 6λ+ 8)

)
e(3+i)t
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− 1

4i

(
λ2 + 4λ+ 4− i(λ2 − 6λ+ 8)

)
e(3+i)t

≡ 1

2

(
λ2 − 6λ+ 10

)
e2t − 1

2
(λ2 − 6λ+ 8)e3t cos t

+
1

2
(λ2 − 4λ+ 4)e3t sin t.

Оскiльки

A2 =




5 5 −1
6 8 −6
−3 11 7


 ,

A2 − 6A+ 10I =




3 −1 −1
0 0 0
3 −1 −1


 ,

A2 − 6A+ 8I =




1 −1 −1
0 −2 0
3 −1 −3


 ,

A2 − 4A+ 4I =




1 1 −1
2 0 −2
1 3 −1


 ,

маємо

eAt ≡ 1

2




3 −1 −1
0 0 0
3 −1 −1


 e2t − 1

2




1 −1 −1
0 −2 0
3 −1 −3


 e3t cos t

+
1

2




1 1 −1
2 0 −2
1 3 −1


 e3t sin t. (2.4.66)

Таким чином, загальний розв’язок системи (2.4.63) з матрицею
(2.4.64) має вигляд

x = eAtC, t ∈ R,

де C ∈ Rn, а eAt задається формулою (2.4.66).
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Приклад 2.4.48. Знайдемо загальний розв’язок системи

ẋ =




2 −1 −1
2 −1 −2
−1 1 2


x, t ∈ R, x ∈ R3. (2.4.67)

Позначимо

A =




2 −1 −1
2 −1 −2
−1 1 2


 . (2.4.68)

Обчислимо спочатку матричну експоненту eAt. Маємо

ρ(λ) ≡ det(A− λI) ≡

∣∣∣∣∣∣

2− λ −1 −1
2 −1− λ −2
−1 1 2− λ

∣∣∣∣∣∣
≡ (2− λ)(λ2 − λ) + (2− 2λ)− (1− λ)

≡ −(λ− 1)(λ2 − 2λ+ 1) ≡ −(λ− 1)3.

Таким чином, λ1 = 1 є власним значенням матрицi A, n1 = 3.
Обчислимо його кратнiсть у мiнiмальному полiномi цiєї матрицi.
Для цього можемо, наприклад, скористатися формулою pj − 1 ≤
nj−sj . Якщо n ≤ 3 (у нас матриця A має розмiр 3×3), то замiсть
знака нерiвностi стоїть знак рiвностi, тобто pj−1 = nj−sj . Тому
в нашому випадку маємо

s1 = n− rank(A− λ1I) = 3− rank




1 −1 −1
2 −2 −2
−1 1 1


 = 3− 1 = 2,

p1 = n1 − s1 + 1 = 3− 2 + 1 = 2 = p.

Отже, формула (2.4.42) у нашому випадку має вигляд

rfA(λ) ≡ h1(λ)f(1) + h2(λ)f ′(1). (2.4.69)

Виберемо два довiльнi лiнiйно незалежнi полiноми степеня не
бiльше нiж p−1 (у нашому випадку маємо p−1 = 1), наприклад,
q1(λ) ≡ 1, q2(λ) ≡ λ− 1. Тодi система (2.4.45) набуває вигляду

q1(λ) ≡ 1 ≡ h1(λ),
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q2(λ) ≡ λ− 1 ≡ h2(λ).

Пiдставляючи знайденi значення та функцiю f(λ) ≡ eλt (t є па-
раметром) в (2.4.69), одержуємо

rfA(λ) ≡ et + (λ− 1)tet.

Тому

eAt ≡




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 et +




1 −1 −1
2 −2 −2
−1 1 1


 tet. (2.4.70)

Таким чином, загальний розв’язок системи (2.4.67) з матрицею
(2.4.68) має вигляд

x = eAtC, t ∈ R,

де C ∈ Rn, а eAt задається формулою (2.4.70).

Для обчислення матричної експоненти в наступних двох при-
кладах скористаємося теоремою про розкладання матричної екс-
поненти в скiнченну суму степенiв 2.4.40.

Приклад 2.4.49. Знайдемо загальний розв’язок системи
(2.4.63) з прикладу 2.4.47, скориставшись методом розкладан-
ня матричної експоненти в скiнченну суму степенiв. Матриця
визначена формулою (2.4.64). У прикладi 2.4.47 було одержано,
що, що λ1 = 2, λ2 = 3 + i, λ2 = 3 − i є власними значеннями
матрицi A i p1 = p2 = p3 = 1. З умови (2.4.51) теореми 2.4.40
одержуємо

eAt ≡ α0(t)I + α1(t)A+ α2(t)A2. (2.4.71)

Для запису αj скористаємося теоремою 2.3.1 про загальний
розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння та зауваженням 2.3.2
до неї, а також тим фактом, що характеристичний полiном рiвня-
ння (2.4.51) є мiнiмальним полiномом матрицi A. Для j = 0, 1, 2
маємо

αj(t) ≡ C1
j e

2t + C2
j e

3t cos t+ C3
j e

3t sin t, (2.4.72)
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α′j(t) ≡ 2C1
j e

2t + (3C2
j + C3

j )e3t cos t+ (−C2
j + 3C3

j )e3t sin t,

α′′j (t) ≡ 4C1
j e

2t + (8C2
j + 6C3

j )e3t cos t+ (−6C2
j + 8C3

j )e3t sin t.

Пiдставляючи t = 0, для j = 0, 1, 2 одержуємо

αj(0) = C1
j + C2

j ,

α′j(0) = 2C1
j + 3C2

j + C3
j ,

α′′j (0) = 4C1
j + 8C2

j + 6C3
j .

Для j = 0, 1, 2 з умов (2.4.52) теореми 2.4.40 випливає




α0(0) = 1,

α′0(0) = 0,

α′′0(0) = 0,





α1(0) = 0,

α′1(0) = 1,

α′′1(0) = 0,





α2(0) = 0,

α′2(0) = 0,

α′′2(0) = 1.

Для j = 0, 1, 2 маємо

C1
j =

1

2

(
10αj(0)− 6α′j(0) + α′′j (0)

)
,

C2
j =

1

2

(
−8αj(0) + 6α′j(0)− α′′j (0)

)
,

C3
j =

1

2

(
4αj(0)− 4α′j(0) + α′′j (0)

)
.

Тому, пiдставляючи знайденi значення в (2.4.72), одержуємо

α0(t) ≡ 1

2

(
10e2t − 8e3t cos t+ 4e3t sin t

)
,

α1(t) ≡ 1

2

(
−6e2t + 6e3t cos t− 4e3t sin t

)
,

α2(t) ≡ 1

2

(
e2t − e3t cos t+ e3t sin t

)
.

Пiдставляючи знайденi коефiцiєнти в (2.4.71), маємо

eAt ≡ 1

2

(
10e2t − 8e3t cos t+ 4e3t sin t

)
I

+
1

2

(
−6e2t + 6e3t cos t− 4e3t sin t

)
A
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+
1

2

(
e2t − e3t cos t+ e3t sin t

)
A2

≡ 1

2

(
A2 − 6A+ 10I

)
e2t

− 1

2

(
A2 − 6A+ 8I

)
e3t cos t+

1

2

(
A2 − 4A+ 4I

)
e3t sin t

≡ 1

2




3 −1 −1
0 0 0
3 −1 −1


 e2t − 1

2




1 −1 −1
0 −2 0
3 −1 −3


 e3t cos t

+
1

2




1 1 −1
2 0 −2
1 3 −1


 e3t sin t. (2.4.73)

Тут ми скористалися обчисленнями значень вiдповiдних полi-
номiв, зроблених для одержання формули (2.4.66) у прикладi
2.4.47. Таким чином, загальний розв’язок системи (2.4.63) з ма-
трицею (2.4.64) має вигляд

x = eAtC, t ∈ R,

де C ∈ Rn, а eAt задається формулою (2.4.73), що збiгається з
результатом прикладу 2.4.47.

Приклад 2.4.50. Знайдемо загальний розв’язок системи
(2.4.67) з прикладу 2.4.48, скориставшись методом розкладання
матричної експоненти в скiнченну суму степенiв. Матриця ви-
значена формулою (2.4.68). У прикладi 2.4.48 було одержано, що
λ1 = 1 i p = p1 = 2. З умови (2.4.51) теореми 2.4.40 одержуємо

eAt ≡ α0(t)I + α1(t)A. (2.4.74)

Для запису αj ми скористаємося теоремою 2.3.1 про загальний
розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння та зауваженням 2.3.2
до неї, а також тим фактом, що характеристичний полiном рiв-
няння (2.4.51) є мiнiмальним полiномом матрицi A. Для j = 0, 1
маємо

αj(t) ≡ C1
j e
t + C2

j te
t, (2.4.75)
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α′j(t) ≡ C1
j e
t + C2

j (t+ 1)et.

Пiдставляючи t = 0, для j = 0, 1 одержуємо

αj(0) = C1
j ,

α′j(0) = C1
j + C2

j .

Для j = 0, 1, з умов (2.4.52) теореми 2.4.40 випливає
{
α0(0) = 1,

α′0(0) = 0,

{
α1(0) = 0,

α′1(0) = 1,

Для j = 0, 1, маємо

C1
j = αj(0),

C2
j = α′j(0)− αj(0).

Тому, пiдставляючи знайденi значення в (2.4.75), одержуємо

α0(t) ≡ et − tet,
α1(t) ≡ tet.

Пiдставляючи знайденi коефiцiєнти в (2.4.74), маємо

eAt ≡
(
et − tet

)
I + tetA = Iet + (A− I)tet

≡




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 et +




1 −1 −1
2 −2 −2
−1 1 1


 tet. (2.4.76)

Таким чином, загальний розв’язок системи (2.4.67) з матрицею
(2.4.68) має вигляд

x = eAtC, t ∈ R,

де C ∈ Rn, а eAt задається формулою (2.4.76), що збiгається з
результатом прикладу 2.4.48.
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2.4.7. Лiнiйнi системи зi сталими
коефiцiєнтами i квазiполiномiальною
правою частиною

Розглянемо лiнiйну систему (2.4.60) зi спецiальною правою
частиною та доведемо теорему про частинний розв’язок лiнiй-
ної системи з елементарним квазiполiномом (див. с. 75) у правiй
частинi.

Теорема 2.4.51. Нехай

f(t) = btmeγt, t ∈ R,

де b ∈ Cn, γ ∈ C, m ∈ N∪{0}. Тодi iснує полiном Q з векторними
коефiцiєнтами, Q(t) ∈ Cn, t ∈ R, degQ ≤ m + r, такий, що
функцiя

ϕ0(t) = Q(t)eγt, t ∈ R, (2.4.77)

є розв’язком системи (2.4.60). Тут r є кратнiстю кореня γ в
мiнiмальному полiномi µ матрицi A (якщо γ не є коренем, то
r = 0).

Доведення. Скориставшись теоремою Жордана (див. теоре-
му 2.4.13), знайдемо матрицю T розмiру n × n таку, що detT 6=
0 та

TAT−1 = Ã =



L1 0

. . .
0 Lu


 ,

де Lj є клiтиною Жордана розмiру rj × rj , j = 1, u. Позначивши
x̃ = Tx, b̃ = Tb, бачимо, що система (2.4.60) еквiвалентна системi

˙̃x = Ãx+ b̃tmeγt, x ∈ Rn, t ∈ R. (2.4.78)

Розглянемо функцiю

ϕ̃0(t) = Q̃(t)eγt, t ∈ R, (2.4.79)
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де Q̃ є полiномом з векторними коефiцiєнтами, Q̃(t) ∈ Cn, t ∈ R,
deg Q̃ ≤ m+ r. Розiб’ємо матрицi Ã, b̃, Q̃, x̃, ϕ̃0 на такi блоки:

Ã =



L1 0

. . .
0 Lu


 , b̃ =



b1
...
bu


 ,

Q̃ =



Q1
...
Qu


 , x̃ =



x1
...
xu


 , ϕ̃0 =



ϕ0

1
...
ϕ0
u


 ,

де bj ∈ Rrj , Qj(t) ∈ Rrj , xj(t) ∈ Rrj ∈ Rrj , ϕ0
j (t) ∈ Rrj ∈ Rrj , t ∈

R, j = 1, u. Для доведення теореми досить перевiрити, що для
системи

ẋj = Ljxj + bjt
meγt, t ∈ R, (2.4.80)

iснує полiном Qj з векторними коефiцiєнтами такий, що функцiя

ϕ0(t) = Qj(t)e
γt, t ∈ R, (2.4.81)

є розв’язком (2.4.80), до того ж, якщо γ збiгається з дiагональним
елементом Lj , то degQj ≤ m+rj , iнакше degQj = m. Перевiримо
це. Зафiксуємо j = 1, u. Тодi

Lj =




λ 1 · · · 0

0 λ
. . .

...
...

...
. . . 1

0 0 · · · λ



,

де λ ∈ C є деяким власним значенням матрицi A. Пiдставляючи
(2.4.81) в (2.4.80), одержуємо

Q̇(t) ≡ (Lj − γI)Q(t) + bjt
m, на R. (2.4.82)

Розглянемо два випадки: 1) γ 6= λ; 2) γ = λ.
1) Нехай γ 6= λ. Позначивши

Qj(t) ≡
m∑

s=0

qst
s на R,
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з (2.4.82) одержуємо

m−1∑

s=0

qs+1(s+ 1)ts ≡
m∑

s=0

(Lj − γI)qsts + bjt
m на R.

Отже,

qm = (Lj − γI)−1bj , qs = (Lj − γI)−1qs+1(s+ 1), s = 0,m− 1.

Оскiльки qm 6= 0, degQj = m. Таким чином, полiном Qj з ве-
кторними коефiцiєнтами такий, що функцiя (2.4.81) є розв’язком
(2.4.80), у випадку γ 6= λ побудовано.

2) Нехай γ = λ. Тодi кратнiсть γ в мiнiмальному полiномi
матрицi Lj дорiвнює rj . За наслiдком 2.4.45 про розв’язок зада-
чi Кошi для лiнiйної неоднорiдної системи зi сталими коефiцi-
єнтами задача Кошi для системи (2.4.82) з початковою умовою
Qj(0) = 0 має єдиний розв’язок:

Qj(t) ≡
∫ t

0
e(Lj−γI)(t−ξ)bjξ

m dξ на R.

З теореми 2.4.36 про подання матричної експоненти степеневим
рядом одержуємо

Qj(t) ≡
∞∑

s=0

(Lj − γI)sbj
1

s!

∫ t

0
(t− ξ)sξm dξ

≡
rj−1∑

s=0

(Lj − γI)sbj
1

s!

∫ t

0
(t− ξ)sξm dξ на R,

тому, що (Lj − γI)s = 0, s = rj ,∞. Оскiльки на R маємо
∫ t

0
(t− ξ)sξm dξ ≡ ts+m+1

∫ 1

0
(1− µ)sµm dµ

≡ ts+m+1B(s+ 1,m+ 1) =
ts+m+1s!m!

(s+m+ 1)!
,
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де B(·, ·) є бета-функцiєю Ейлера (див. [2, с. 258, роздiл 6]), звiдси
одержуємо

Qj(t) ≡
rj−1∑

s=0

(Lj − γI)sbj
ts+m+1m!

(s+m+ 1)!
на R.

Зрозумiло, що degQj ≤ rj + m. Таким чином, полiном Qj з ве-
кторними коефiцiєнтами такий, що функцiя (2.4.81) є розв’язком
(2.4.80), побудовано i у випадку γ = λ.

Отже, для полiномiального вектора Q̃ =



Q1
...
Qu


 функцiя

(2.4.79) є розв’язком системи (2.4.78), при цьому, deg Q̃ ≤ m +
r. Таким чином, функцiя

ϕ0(t) = T−1ϕ̃0(t) = T−1Q̃(t)eγt = Q(t)eγt, t ∈ R,

є розв’язком системи (2.4.60), де Q = T−1Q̃ — полiном з вектор-
ними коефiцiєнтами, degQ ≤ m+ r.

З цiєї теореми одразу випливають два наслiдки. Перший з
них — про частинний розв’язок лiнiйної системи з квазiполiно-
мiальною правою частиною.

Наслiдок 2.4.52. Нехай

f(t) = P (t)eγt, t ∈ R,

де P є полiномом з векторними коефiцiєнтами, P (t) ∈ Cn, t ∈
R, γ ∈ C. Нехай також m = degP . Тодi iснує полiном Q з
векторними коефiцiєнтами, Q(t) ∈ Cn, t ∈ R, degQ ≤ m + r
такий, що функцiя

ϕ0(t) = Q(t)eγt, t ∈ R,

є розв’язком системи (2.4.60). Тут r — кратнiсть кореня γ в
мiнiмальному полiномi µ матрицi A (якщо γ не є коренем, то
r = 0). Якщо γ, коефiцiєнти матрицi A i полiнома P є дiйсни-
ми, то коефiцiєнти полiнома Q також є дiйсними.



126 Роздiл 2. Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння та системи

Другий наслiдок — про дiйсний частинний розв’язок лiнiйної
неоднорiдної системи з дiйсними коефiцiєнтами i квазiполiномi-
альною правою частиною, доводимо цiлком аналогiчно наслiдку
2.3.6 про частинний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння
з дiйсними коефiцiєнтами i квазiполiномiальною правою части-
ною.

Наслiдок 2.4.53. Нехай

f(t) = (G(t) cos(βt) +H(t) sin(βt))eαt, t ∈ R,

де G, H є полiномами з дiйсними векторними коефiцiєнта-
ми, G(t), H(t) ∈ Rn, t ∈ R, α, β ∈ R. Нехай також m =
max{degG, degH}. Тодi iснують полiноми R, S з дiйсними ве-
кторними коефiцiєнтами, R(t), S(t) ∈ Rn, t ∈ R, degR ≤ m+ r,
degS ≤ m+ r такi, що функцiя

ϕ0(t) = (R(t) cos(βt) + S(t) sin(βt))eαt, t ∈ R,

є розв’язком системи (2.4.60). Тут r — кратнiсть кореня γ =
α + iβ в мiнiмальному полiномi µ матрицi A (якщо γ не є ко-
ренем, то r = 0).

Зауваження 2.4.54. Нехай матриця A має дiйснi коефiцiєнти.
Скориставшись твердженням 2.1.10 (див. властивостi оператора
LAn ) та наслiдками 2.4.52 i 2.4.53, частинний розв’язок системи

LAnx = f1(t) + · · ·+ fd(t), t ∈ R, x ∈ Rn, (2.4.83)

є сумою частинних розв’язкiв систем

LAnx = fj(t), t ∈ R, x ∈ Rn, j = 1, d. (2.4.84)

Тут fj , j = 1, d, мають вигляд P (t)eγt, де γ ∈ R, P є полiномом з
дiйсними векторними коефiцiєнтами, або вигляд G(t)eαt cosβt+
H(t)eαt sinβt, де α, β ∈ R, H,G є полiномами з дiйсними вектор-
ними коефiцiєнтами. Iншими словами, ми можемо окремо знайти
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частинний розв’язок кожної iз систем (2.4.84), а потiм обчислити
їх суму, яка i буде частинними розв’язком системи (2.4.83).

Зазначимо, що система вигляду (2.4.83) називається лiнiйною
неоднорiдною системою з квазiполiномiальною правою части-
ною. Метод пошуку частинного розв’язку такої системи, в якому
розв’язки спочатку виписуються в певнiй формi з невiдомими па-
раметрами (коефiцiєнтами), називається методом невизначених
коефiцiєнтiв. У наслiдках 2.4.52 i 2.4.53, фактично, стверджу-
ється, що частинний розв’язок лiнiйної неоднорiдної системи з
квазiполiномiальною правою частиною може бути знайденим ме-
тодом невизначених коефiцiєнтiв.

Приклад 2.4.55. Розглянемо лiнiйну неоднорiдну систему зi
сталими коефiцiєнтами

ẋ = Ax+ f1(t) + f2(t), t ∈ R, x ∈ R3. (2.4.85)

i знайдемо її загальний розв’язок. Тут

A =




2 −1 −1
2 −1 −2
−1 1 2


 , f1(t) ≡




1
1
−1


 et, f2(t) ≡




0
1
0


 cos t.

Лiнiйну однорiдну систему, яка їй вiдповiдає, було дослiджено в
прикладi 2.4.48. Зокрема, там було знайдено коренi мiнiмального
полiнома матрицi A. Цей полiном має лише один корiнь λ1 = 0
кратностi 2. Позначимо

p0 =




1
1
−1


 , g0 =




0
1
0


 , ξ1 =




1
1
0


 , ξ2 =




0
1
−1


 , ξ3 =




1
0
0


 .

Зрозумiло, що вектори ξ1, ξ2, ξ3 утворюють базис в R3, ξ1 i ξ2 є
власними векторами матрицi A, якi вiдповiдають власному зна-
ченню λ1, i утворюють базис власного пiдпростору цiєї матрицi,
який вiдповiдає цьому власному значенню, оскiльки розмiрнiсть
цього власного пiдпростору дорiвнює двом (див. приклад 2.4.48).
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Спочатку знайдемо частинний розв’язок рiвняння (2.4.85), ско-
риставшись методом невизначених коефiцiєнтiв (див. пiдроздiл
2.4.7). Беручи до уваги зауваження 2.4.54, можемо окремо шу-
кати частиннi розв’язки ψ1(t), ψ2(t), t ∈ R, систем

ẋ = Ax+ f1(t), t ∈ R, x ∈ R2, (2.4.86)

ẋ = Ax+ f2(t), t ∈ R, x ∈ R2. (2.4.87)

Знайдемо спочатку частинний розв’язок ψ1(t), t ∈ R, системи
(2.4.86) методом невизначених коефiцiєнтiв. Для цього скориста-
ємося наслiдком 2.4.52. Маємо

P (t) ≡ p0 = ξ2 + ξ3, m = degP = 0, γ = 1, r = 2.

Маємо f1(t) ≡ p0et на R. Тому можемо знайти частинний
розв’язок системи у такому виглядi:

ψ1(t) ≡
(
q0 + q1t+ q2t2

)
et на R, (2.4.88)

де q0, q1, q2 ∈ R3 є шуканими векторами. Для того щоб їх знайти,
пiдставимо ψ1 в систему (2.4.86). Маємо
(
q0 + q1 + (q1 + 2q2)t+ q2t2

)
et ≡ A

(
q0 + q1t+ q2t2

)
et + p0et.

Отже,

q0 + q1 = Aq0 + p0, (2.4.89)

q1 + 2q2 = Aq1, (2.4.90)

q2 = Aq2. (2.4.91)

Для розв’язання системи (2.4.89)–(2.4.91) ми можемо кожен з ве-
кторiв q0, q1, q2 записати покоординатно вiдносно стандартного
базису {e1, e2, e3} в R3 (див. с. 30) i одержати лiнiйну алгебра-
їчну систему з 9 рiвняннями, матриця якої є виродженою, для
знаходження 9 змiнних (координат векторiв q0, q1, q2). Але ви-
бiр базису {ξ1, ξ2, ξ3} замiсть стандартного базису значно спро-
щує ситуацiю, оскiльки ξ1 i ξ2 є власними векторами матрицi A.
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Рiвняння (2.4.91) означає, що q3 є власним вектором матрицi A,
який вiдповiдає власному значенню λ1, i розкладається за бази-
сом {ξ1, ξ2} власного пiдпростору цiєї матрицi. Скориставшись
тим, що {ξ1, ξ2, ξ3} є базисом в R3, запишемо

q0 = µ1ξ
1 + µ2ξ

2 + µ3ξ
3,

q1 = ν1ξ
1 + ν2ξ

2 + ν3ξ
3,

q2 = η1ξ
1 + η2ξ

2.

Пiдставляємо цi q0, q1, q2 в (2.4.89), (2.4.90). Одержана
лiнiйна алгебраїчна система 6 рiвнянь вiдносно 8 змiнних
(µ1, µ2, µ3, ν1, ν2, ν3, η1, η2) має вироджену матрицю. Розмiрнiсть
пiдпростору розв’язкiв цiєї системи не бiльша 5. З рiвняння
(2.4.89), ураховуючи p0 = ξ2 + ξ3, одержуємо

ν1 = µ3, ν2 = µ3 + 1, ν3 = 1.

З рiвняння (2.4.90) одержуємо

η1 =
1

2
ν3 =

1

2
, η2 =

1

2
ν3 =

1

2
.

Таким чином, змiннi µ1, µ2, µ2 залишилися довiльними пiсля
розв’язання нашої лiнiйної алгебраїчної системи. Оскiльки ми
шукаємо частинний (а не загальний) розв’язок лiнiйної неодно-
рiдної системи (2.4.86), цi змiннi можемо обрати довiльно за вла-
сним бажанням. Покладемо µ1 = µ2 = µ3 = 0. Тодi

q0 =




0
0
0


 , q1 = ξ2+ξ3 =




1
1
−1


 , q2 =

1

2

(
ξ1+ξ2

)
=

1

2




1
2
−1


 .

Звiдси, скориставшись (2.4.88), одержуємо розв’язок системи
(2.4.86):

ψ1(t) ≡






1
1
−1


 t+

1

2




1
2
−1


 t2


 et на R. (2.4.92)
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Знайдемо тепер частинний розв’язок ψ2(t), t ∈ R, системи
(2.4.87) методом невизначених коефiцiєнтiв. Для цього скориста-
ємося наслiдком 2.4.53. Маємо

G(t) ≡ g0, H(t) ≡ 0, m = max{degG,degH} = 0, γ = i, r = 0.

Крiм того, f2(2) = g0 cos t. Тому можемо знайти частинний роз-
в’язок системи у такому виглядi:

ψ2(t) ≡ r0 cos t+ s0 sin t на R, (2.4.93)

де r0, s0 ∈ R3 є шуканими векторами. Для того щоб їх знайти,
пiдставимо ψ2 в систему (2.4.87). Маємо

s0 cos t− r0 sin t ≡
(
Ar0 + g0

)
cos t+As0 sin t.

Отже,

s0 = Ar0 + g0, (2.4.94)

r0 = −As0. (2.4.95)

Пiдставляючи (2.4.95) в (2.4.94), одержуємо

(
A2 + I

)
s0 = g0.

У прикладi 2.4.48 було показано, що степiнь мiнiмального полi-
нома матрицi A дорiвнює 2 i λ1 = 1 є єдиним власним значенням
цiєї матрицi. Тому A2 − 2A+ I = 0. Отже, A2 + I = 2A i

2As0 = g0.

Звiдси одержуємо

s0 =
1

2
A−1g0 =

1

2




0 1 1
−2 3 2
1 −1 0






0
1
0


 =

1

2




1
3
−1


 .
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Пiдставляючи s0 в (2.4.95), маємо

r0 = −As0 = −1

2
g0 = −1

2




0
1
0


 .

Звiдси, скориставшись (2.4.93), одержуємо розв’язок системи
(2.4.87):

ψ2(t) ≡ 1

2






1
3
−1


 sin t−




0
1
0


 cos t


 на R. (2.4.96)

Зазначимо, що не зважаючи на те, що вектор-функцiя f2 в правiй
частинi системи (2.4.87) мiстить лише функцiю cos i не мiстить
sin, у розв’язок входять обидвi функцiї: cos i sin.

Таким чином, функцiя ψ(t) = ψ1(t)+ψ2(t), t ∈ R, є частинним
розв’язком системи (2.4.85) (див. зауваження 2.4.54). За теоре-
мою 2.4.42 про фундаментальнiсть матричної експоненти матри-
ця

eAt ≡




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 et +




1 −1 −1
2 −2 −2
−1 1 1


 tet на R,

яку було обчислено в прикладi 2.4.48, є фундаментальною ма-
трицею розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи, яка вiдповiдає
неоднорiднiй системi (2.4.85). За наслiдком 2.4.44 про загаль-
ний розв’язок лiнiйної неоднорiдної системи зi сталими коефi-
цiєнтами, враховуючи (2.4.92) i (2.4.96), одержуємо загальний
розв’язок системи (2.4.85):

x = ψ(t) + eAt



C1

C2

C3


 =

1

2




2t+ t2

2t+ 2t2

−2t− t2


 et +

1

2




sin t
3 sin t− cos t
− sin t




+






1 0 0
0 1 0
0 0 1


 et +




1 −1 −1
2 −2 −2
−1 1 1


 tet





C1

C2

C3


 , t ∈ R,

де C1, C2, C3 ∈ R3 є довiльними сталими.
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2.5. Крайова задача
Оскiльки диференцiальнi рiвняння та системи диференцiаль-

них рiвнянь мають нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв, для вiд-
окремлення розв’язкiв таких рiвнянь та систем використовую-
ться додатковi умови. Наприклад, початковi умови, якi разом iз
рiвнянням або системою утворюють задачу Кошi. Замiсть поча-
ткових умов ми можемо розглядати крайовi умови, якi разом з
рiвнянням або системою утворюють крайову задачу. Саме ви-
вченню таких задач i присвячено цей пiдроздiл.

2.5.1. Крайова задача та матриця Ґрiна
для лiнiйних систем

Розглянемо крайову задачу

ẋ = A(t)x+ f(t), t ∈ (a, b), x ∈ Rn, (2.5.1)

Mx(a) +Nx(b) = x0, (2.5.2)

де a, b ∈ R, a < b, x0 ∈ Rn; A(t) ∈ M(n, n), f(t) ∈ Rn, t ∈ [a, b];
A ∈ C[a, b], f ∈ C[a, b]; M,N ∈ M(n, n) є сталими матрицями,
rank(M,N) = 2.

Розглянемо також однорiдну крайову задачу, яка вiдповiдає
(2.5.1), (2.5.2):

ẋ = A(t)x, t ∈ (a, b), x ∈ Rn, (2.5.3)
Mx(a) +Nx(b) = 0. (2.5.4)

Зрозумiло, що ця задача є окремим випадком задачi (2.5.1),
(2.5.2).

Означення 2.5.1. Задача пошуку розв’язку системи (2.5.1),
який задовольняє умову (2.5.2), називається крайовою задачею
для системи (2.5.1), а умова (2.5.2) називається крайовою умо-
вою.
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Розглянемо теорему про єдинiсть розв’язку крайової задачi
для лiнiйної системи.

Теорема 2.5.2. Нехай Φ є фундаментальною матрицею
розв’язкiв системи (2.5.3) та нехай ∆ = MΦ(a) + NΦ(b). То-
дi наступнi три умови є еквiвалентними:

(i) det ∆ 6= 0;

(ii) задача (2.5.3), (2.5.4) має лише нульовий розв’язок;

(iii) якщо задача (2.5.1), (2.5.2) має розв’язок, то вiн єдиний.

Задача 2.5.3. Довести, що для будь-яких фундаментальних
матриць Φ1 та Φ2 системи (2.5.3) вiдповiднi матрицi ∆1 та ∆2

або обидвi задовольняють умову (i) теореми, або обидвi її не
задовольняють.

Доведення. Будемо доводити теорему 2.5.2 за схемою:

(i)
1)⇔ (ii)

2)⇔ (iii).

1) Доведемо (i)⇔ (ii). За теоремою 2.1.25 про загальний
розв’язок лiнiйної однорiдної системи будь-який розв’язок (2.5.3)
має вигляд x = Φ(t)C, t ∈ [a, b], де C ∈ Rn. Пiдставляючи цей
розв’язок у (2.5.4), одержуємо 0 = MΦ(a)C + NΦ(b)C = ∆C.
Ця алгебраїчна система має лише тривiальний розв’язок C =
0 в тому i лише в тому випадку, коли det ∆ 6= 0. Тому задача
(2.5.3), (2.5.4) має лише нульовий розв’язок у тому i лише в тому
випадку, коли det ∆ 6= 0. Таким чином, (i)⇔ (ii) доведено.

2) Доведемо (ii)⇔ (iii). Нехай x = ϕ1(t), x = ϕ2(t), t ∈ [a, b] —
два розв’зки задачi (2.5.1), (2.5.2). Тодi x = ϕ1(t) − ϕ2(t), t ∈
[a, b], є розв’язком задачi (2.5.3), (2.5.4). Якщо задача (2.5.3),
(2.5.4) має лише нульовий розв’язок, то ϕ1(t) ≡ ϕ2(t) на [a, b],
тобто (2.5.1), (2.5.2) не може мати двох рiзних розв’язкiв. Отже,
доведено, що (ii)⇒ (iii)

Якщо ж будь-якi два розв’язки (2.5.1), (2.5.2) збiгаються мiж
собою (ϕ1(t) ≡ ϕ2(t) на [a, b]), то задача (2.5.3), (2.5.4) має лише
єдиний розв’язок x = 0, t ∈ [a, b]. Отже, доведено (iii)⇒ (ii).
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Означення 2.5.4. Нехай Ω+ = {(t, ξ) ∈ [a, b]2 | ξ > t} та
Ω− = {(t, ξ) ∈ [a, b]2 | ξ < t} (див. рис. 2.1). Матричнозначна
функцiя G : Ω− ∪ Ω+ → M(n, n) називається матрицею Ґрiна
задачi (2.5.3), (2.5.4), якщо вона задовольняє умови:

G ∈ C1(Ω− ∪ Ω+) (2.5.5)
G(ξ+, ξ)−G(ξ−, ξ) = I, ξ ∈ [a, b]; (2.5.6)

A(t)G(t, ξ) =
∂

∂t
G(t, ξ), (t, ξ) ∈ Ω− ∪ Ω+; (2.5.7)

MG(a, ξ) +NG(b, ξ) = 0, ξ ∈ [a, b]. (2.5.8)

t0

ξ

a

b

Ω+

a b

Ω−

Рис. 2.1. Ω+ та Ω−

Далi розглянемо теорему про iснування i єдинiсть розв’язку
неоднорiдної крайової задачi для лiнiйної системи.

Теорема 2.5.5. Нехай Φ є фундаментальною матрицею
розв’язкiв системи (2.5.3), нехай ∆ = MΦ(a) + NΦ(b) та не-
хай

det ∆ 6= 0. (2.5.9)

Тодi

(i) матриця

G(t, ξ) =

{
−Φ(t)∆−1NΦ(b)Φ−1(ξ), (t, ξ) ∈ Ω+,

Φ(t)∆−1MΦ(a)Φ−1(ξ), (t, ξ) ∈ Ω−,
(2.5.10)
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є матрицею Ґрiна задачi (2.5.3), (2.5.4);

(ii) функцiя

x = Φ(t)∆−1x0 +

∫ b

a
G(t, ξ)f(ξ)dξ, t ∈ [a, b], (2.5.11)

є єдиним розв’язком задачi (2.5.1), (2.5.2).

Задача 2.5.6. Довести, що матриця Ґрiна G, яка обчислює-
ться за формулою (2.5.10), не залежить вiд вибору фундамен-
тальної матрицi розв’язкiв Φ системи (2.5.3).

Доведення. (i) Для побудови матрицi Ґрiна G скористаємо-
ся її означенням. Застосовуючи теорему 2.1.25 про загальний
розв’язок лiнiйної однорiдної системи, з (2.5.7) одержуємо

G(t, ξ) =

{
Φ(t)∆+(ξ), (t, ξ) ∈ Ω+,

Φ(t)∆−(ξ), (t, ξ) ∈ Ω−.
(2.5.12)

З (2.5.6) випливає, що

I ≡ Φ(ξ)
(
∆−(ξ)−∆+(ξ)

)
на [a, b],

отже,
∆−(ξ)−∆+(ξ) ≡ Φ−1(ξ) на [a, b]. (2.5.13)

Скориставшись (2.5.8), маємо

MΦ(a)∆+(ξ) +NΦ(b)∆−(ξ) ≡ 0 на [a, b].

Ураховуючи (2.5.13), звiдси одержуємо

0 ≡MΦ(a)∆+(ξ) +NΦ(b)
(
Φ−1(ξ) + ∆+(ξ)

)

≡ ∆∆+(ξ) +NΦ(b)Φ−1(ξ) на [a, b].

Отже,

∆+(ξ) ≡ −∆−1NΦ(b)Φ−1(ξ) на [a, b]. (2.5.14)
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Ще раз скориставшись (2.5.13), звiдси маємо

∆−(ξ) ≡
(
I−∆−1NΦ(b)

)
Φ−1(ξ) ≡ ∆−1

(
∆−NΦ(b)

)
Φ−1(ξ)

≡ ∆−1MΦ(a)
(
Φ−1(ξ) на [a, b]. (2.5.15)

Пiдставляючи (2.5.14) i (2.5.15) в (2.5.12), одержуємо (2.5.10).
(ii) Покажемо спочатку, що функцiя

ϕ1(t) ≡
∫ b

a
G(t, ξ)f(ξ)dξ ≡

∫ t

a
G(t, ξ)f(ξ)dξ +

∫ b

t
G(t, ξ)f(ξ)dξ

є розв’язком задачi (2.5.1), (2.5.4). Маємо

ϕ̇1(t) ≡ G(t, t−)f(t) +

∫ t

a
Gt(t, ξ)f(ξ) dξ

−G(t, t+)f(t) +

∫ b

t
Gt(t, ξ)f(ξ) dξ

≡ If(t) +A(t)ϕ1(t) на [a, b],

тобто ϕ1(t), t ∈ [a, b], є розв’язком (2.5.1). Далi маємо

Mϕ1(a) +Nϕ1(b) =

∫ b

a

(
MG(a, ξ) +NG(b, ξ)

)
f(ξ)dξ = 0.

Таким чином, ϕ1(t), t ∈ (a, b), є розв’язком (2.5.1), (2.5.4).
Доведемо, що ϕ2(t) ≡ Φ(t)∆−1x0, t ∈ (a, b), є розв’язком зада-

чi (2.5.3), (2.5.2). Очевидно, ϕ2(t) , t ∈ (a, b), задовольняє (2.5.3).
Маємо

Mϕ2(a) +Nϕ2(b) =
(
MΦ(a) +NΦ(b)

)
∆−1x0 = ∆∆−1x0 = x0,

тобто ϕ2(t), t ∈ [a, b], є розв’язком (2.5.3), (2.5.2).
Отже, x = ϕ1(t) + ϕ2(t), t ∈ (a, b), є розв’язком задачi (2.5.1),

(2.5.2). За теоремою єдиностi (див. теорему 2.5.5) цей розв’язок
є єдиним.

З теореми 2.5.5 одразу одержуємо твердження.
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Твердження 2.5.7. Матриця Ґрiна задовольняє умову

G(t, t−)−G(t, t+) ≡ I на [a, b].

Приклад 2.5.8. Розглянемо крайову задачу

ẋ =

(
1− cos t cos t
−2 cos t 1 + 2 cos t

)
x+

(
et

et

)
, t ∈ (0, π), x ∈ R2, (2.5.16)

(
−1 1
2 −1

)
x(0) +

(
2 −1
−1 1

)
x(π) =

(
πeπ

0

)
(2.5.17)

i знайдемо її розв’язок. Тут

M =

(
−1 1
2 −1

)
, N =

(
2 −1
−1 1

)
.

Зрозумiло, що rank(M,N) = 2. У прикладi 2.1.26 було знайдено
фундаментальну матрицю розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiв-
няння, яке вiдповiдає рiвнянню (2.5.16) (див. (2.1.33)):

Φ(t) ≡
(
et+sin t et

2et+sin t et

)
на [0, π].

Маємо

MΦ(0) =

(
1 0
0 1

)
, NΦ(π) = eπ

(
0 1
1 0

)
. (2.5.18)

Тому

∆ = MΦ(0) +NΦ(π) =

(
1 eπ

eπ 1

)

i det ∆ = 1 − e2π 6= 0, отже, з теореми 2.5.5 про iснування i єди-
нiсть розв’язку неоднорiдної крайової задачi для лiнiйної систе-
ми одержуємо, що крайова задача (2.5.16), (2.5.17) має єдиний
розв’язок. Знайдемо його. Маємо

∆−1 =
1

1− e2π

(
1 −eπ
−eπ 1

)
.
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Скориставшись формулами (2.5.18), обчислимо матрицi D+ :=
∆−1NΦ(π) i D− := ∆−1MΦ(0):

D+ =
eπ

1− e2π

(
1 −eπ
−eπ 1

)(
0 1
1 0

)
=

eπ

1− e2π

(
−eπ 1

1 −eπ
)
,

D− =
1

1− e2π

(
1 −eπ
−eπ 1

)(
1 0
0 1

)
=

1

1− e2π

(
1 −eπ
−eπ 1

)
.

З пункту (i) теореми 2.5.5 про iснування i єдинiсть розв’язку
неоднорiдної крайової задачi для лiнiйної системи випливає, що
матриця Ґрiна, яка вiдповiдає задачi (2.5.16), (2.5.17), має ви-
гляд:

G(t, ξ) = Φ(t)

{
−D+Φ−1(ξ), ξ > t,

D−Φ−1(ξ), ξ < t.

Маємо

Φ−1(t) ≡
(
−e−t−sin t e−t−sin t

2e−t −e−t
)

на [0, π].

Позначаючи неоднорiдну частину рiвняння (2.5.16) через f , одер-
жуємо

Φ−1(ξ)f(ξ) ≡
(
−e−ξ−sin ξ e−ξ−sin ξ

2e−ξ −e−ξ
)(

1
1

)
eξ =

(
0
1

)
на [0, π].

Маємо
∫ π

0
G(t, ξ)f(ξ) dξ

= Φ(t)

(
D−

∫ t

0
Φ−1(ξ)f(ξ) dξ −D+

∫ π

t
Φ−1(ξ)f(ξ) dξ

)

= Φ(t)

(
D−

(
0
1

)∫ t

0
dξ −D+

(
0
1

)∫ π

t
dξ

)

=
1

1− e2π
Φ(t)

((
−eπ

1

)
t−
(

1
−eπ

)
eπ(π − t)

)
. (2.5.19)



2.5. Крайова задача 139

Крiм того, позначаючи праву частину крайової умови (2.5.17)
через x0, одержуємо

Φ(t)∆−1x0 =
πeπ

1− e2π
Φ(t)

(
1 −eπ
−eπ 1

)(
1
0

)

=
πeπ

1− e2π
Φ(t)

(
1
−eπ

)
. (2.5.20)

Застосовуючи пункт (ii) теореми 2.5.5 про iснування i єдинiсть
розв’язку неоднорiдної крайової задачi для лiнiйної системи i
враховуючи (2.5.19), (2.5.20), бачимо, що функцiя

x = Φ(t)∆−1x0 +

∫ π

0
G(t, ξ)f(ξ) dξ

=
1

1− e2π
Φ(t)

((
1
−eπ

)
πeπ +

(
−eπ

1

)
t−
(

1
−eπ

)
eπ(π − t)

)

= tΦ(t)

(
0
1

)
= t

(
et+sin t et

2et+sin t et

)(
0
1

)
=

(
1
1

)
tet, t ∈ [0, π],

є єдиним розв’язком крайової задачi (2.5.16), (2.5.17).

Зауваження 2.5.9. Якщо A(t) ≡ A (стала матриця), то Φ(t) ≡
eAt є фундаментальною матрицею розв’язкiв системи (2.5.3) за
теоремою 2.4.42 про фундаментальнiсть матричної експоненти i
∆ = MeAa +NeAb.

Тому матриця Ґрiна набуває вигляду

G(t, ξ) =

{
−eAt∆−1NeA(b−ξ), (t, ξ) ∈ Ω+,

eAt∆−1MeA(a−ξ), (t, ξ) ∈ Ω−.
(2.5.21)

Отже, розв’язок задачi (2.5.1), (2.5.2) має вигляд

x = eAt∆−1

(
x0 +M

∫ t

a
eA(a−ξ)f(ξ)dξ

− N

∫ b

t
eA(b−ξ)f(ξ)dξ

)
, t ∈ [a, b]. (2.5.22)
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2.5.2. Крайова задача та функцiя Ґрiна
для лiнiйних рiвнянь n-го порядку

Розглянемо крайову задачу

y(n) + an−1(t)y(n−1) + · · ·
+ a1(t)y′ + a0(t)y = f(t), t ∈ (a, b]), (2.5.23)

M




y
y′

...
y(n−1)


(a) +N




y
y′

...
y(n−1)


 (b) = y0, (2.5.24)

де a, b ∈ R, a < b, y0 ∈ Rn; aj ∈ C[a, b], j = 0, n− 1, f ∈ C[a, b]
M,N ∈M(n, n) є сталими матрицями, rank(M,N) = 2.

Розглянемо також однорiдну крайову задачу, яка вiдповiдає
(2.5.23), (2.5.24):

y(n) + an−1(t)y(n−1) + · · ·
+ a1(t)y′ + a0(t)y = 0, t ∈ (a, b), (2.5.25)

M




y
y′

...
y(n−1)


(a) +N




y
y′

...
y(n−1)


 (b) = 0. (2.5.26)

Означення 2.5.10. Задача пошуку розв’язку рiвняння
(2.5.23), який задовольняє умову (2.5.24), називається крайовою
задачею для рiвняння (2.5.23), а умова (2.5.24) називається кра-
йовою умовою.

Зробивши в (2.5.23) замiну x = Any (див. (1.2.6)), одержуємо
систему вигляду (2.5.1), де матриця A i вектор-функцiя f мають
вигляд (2.2.4). Скориставшись теоремою про iснування та єди-
нiсть розв’язку крайової задачi для лiнiйної системи (див. тео-
рему 2.5.2), одержуємо наступну теорему про єдинiсть розв’язку
крайової задачi для лiнiйного рiвняння n-порядку.
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Теорема 2.5.11. Нехай ϕ1, . . . , ϕn є фундаментальною си-
стемою розв’язкiв рiвняння (2.5.25) та нехай

∆ = M
(
Anϕ

1, . . .Anϕ
n
)
(a) +N

(
Anϕ

1, . . .Anϕ
n
)
(b).

Тодi наступнi три умови є еквiвалентними:

(i) det ∆ 6= 0;

(ii) задача (2.5.25), (2.5.26) має лише нульовий розв’язок;

(iii)якщо задача (2.5.23), (2.5.24) має розв’язок, то вiн єдиний.

Означення 2.5.12. Нехай Ω+ = {(t, ξ) ∈ [a, b]2 | ξ > t} та
Ω− = {(t, ξ) ∈ [a, b]2 | ξ < t} (див. рис. 2.1). Функцiя g : Ω− ∪
Ω+ → R називається функцiєю Ґрiна задачi (2.5.25), (2.5.26),
якщо вона задовольняє умови:

g ∈ Cn(Ω− ∪ Ω+) (2.5.27)

∂i

∂ti
g(ξ+, ξ)− ∂i

∂ti
g(ξ−, ξ) = 0, ξ ∈ [a, b], i = 0, n− 2; (2.5.28)

∂n−1

∂tn−1
g(ξ+, ξ)− ∂n−1

∂tn−1
g(ξ−, ξ) = 1, ξ ∈ [a, b]; (2.5.29)

∂n

∂tn
g(t, ξ) + an−1(t)

∂n−1

∂tn−1
g(t, ξ) + · · ·

+ a1(t)
∂

∂t
g(t, ξ) + a0(t)g(t, ξ) = 0, (t, ξ) ∈ Ω− ∪ Ω+; (2.5.30)

M
(
Ang

)
(a, ξ) +N

(
Ang

)
(b, ξ) = 0, ξ ∈ [a, b], (2.5.31)

де оператор An застосовано до функцiї g(·, ξ) при фiксованому
ξ ∈ (a, b).

З теореми про iснування i єдинiсть розв’язку неоднорiдної
крайової задачi для лiнiйної системи (див. теорему 2.5.5) одер-
жуємо наступну теорему про iснування i єдинiсть розв’язку кра-
йової задачi для лiнiйного рiвняння n-го порядку.
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Теорема 2.5.13. Нехай ϕ1, . . . , ϕn є фундаментальною си-
стемою розв’язкiв рiвняння (2.5.25), нехай

∆ = M
(
Anϕ

1 · · · Anϕ
n
)

(a) +N
(
Anϕ

1 · · · Anϕ
n
)

(b)

та нехай
det ∆ 6= 0. (2.5.32)

Тодi iснує функцiя Ґрiна g(t, ξ) задачi (2.5.25), (2.5.26), i функцiя

y =

∫ b

a
g(t, ξ)f(ξ) dξ, t ∈ [a, b],

є єдиним розв’язком задачi (2.5.23), (2.5.26).

Зауваження 2.5.14. Нехай ϕ1, . . . , ϕn є фундаментальною си-
стемою розв’язкiв рiвняння (2.5.25). З означення функцiї Ґрiна
випливає, що вона має вигляд

g(t, ξ) =





n∑

j=1

pj(ξ)ϕj(t), (t, ξ) ∈ Ω+,

n∑

j=1

qj(ξ)ϕj(t), (t, ξ) ∈ Ω−,

де pj , qj , j = 1, n, можуть бути знайденi з умов (2.5.28), (2.5.29),
(2.5.31).

Приклад 2.5.15. Розглянемо крайову задачу

y′′′ − 3 tanh t y′′ +
(
6 tanh2 t− 3

)
y′

+
(
5 tanh t− 6 tanh3 t

)
y = 6 cosh t, t ∈ (−1, 1), (2.5.33)

cosh2 1 y(−1)−
(
4 cosh2 1 + 2

)
y(1)

− 2 sinh 1 cosh 1 y′(1) + cosh2 1 y′′(1) = 0, (2.5.34)

sinh 1 cosh 1 y(−1) + cosh2 1 y′(−1) +
(
2 cosh2 1 + 2

)
y(1)

+ 2 sinh 1 cosh 1 y′(1)− cosh2 1 y′′(1) = 0, (2.5.35)
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(
cosh2 1− 2

)
y(−1) + 2 sinh 1 cosh 1 y′(−1) + cosh2 1 y′′(−1)

− 2 sinh 1 cosh 1 y(1) + 2 cosh2 1 y′(1) = 0 (2.5.36)

i знайдемо її розв’язок. Маємо

M =




cosh2 1 0 0
sinh 1 cosh 1 cosh2 1 0
cosh2 1− 2 2 sinh 1 cosh 1 cosh2 1


 ,

N =



−4 cosh2 1− 2 −2 sinh 1 cosh 1 cosh2 1
2 cosh2 1 + 2 2 sinh 1 cosh 1 − cosh2 1
−2 sinh 1 cosh 1 2 cosh2 1 0


 .

Зрозумiло, що rank(M,N) = 2. У прикладi 2.2.17 було знайдено
фундаментальну систему розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвня-
ння, яке вiдповiдає рiвнянню (див. (2.2.8)). На [−1, 1] позначимо

Φ(t) ≡
(
A3ϕ1 A3ϕ2 A3ϕ3

)

≡




t2 cosh t t cosh t cosh t
2t cosh t+ t2 sinh t cosh t+ t sinh t sinh t(

2 + t2
)

cosh t+ 4t sinh t t cosh t+ 2 sinh t cosh t


 .

Тодi

∆ = MΦ(−1) +NΦ(1) = cosh3 1



−2 −6 −4
−1 4 3
6 2 0


 .

Оскiльки det ∆ = 8 cos9 1 6= 0, за теоремою 2.5.13 про iснування
i єдинiсть розв’язку крайової задачi для лiнiйного рiвняння n-го
порядку крайова задача (2.5.33)–(2.5.36) має єдиний розв’язок.
Для знаходження цього розв’язку обчислимо функцiю Ґрiна g
цiєї задачi, скориставшись зауваженням 2.5.14. На [−1, 1]2 маємо

g(t, ξ) ≡ cosh t

{
g+(t, ξ), ξ > t,

g−(t, ξ), ξ < t,
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де

g+(t, ξ) ≡
(
p0(ξ) + p1(ξ)t+ p2(ξ)t2

)
,

g−(t, ξ) ≡
(
q0(ξ) + q1(ξ)t+ q2(ξ)t2

)
.

Знайдемо p0, p1, p2, q0, q1, q2 з умов (2.5.28), (2.5.29), (2.5.31).
Оскiльки

∂

∂t
(g+(t, ξ) cosh t) ≡

(
p1(ξ) + 2p2(ξ)t

)
cosh t

+
(
p0(ξ) + p1(ξ)t+ p2(ξ)t2

)
sinh t, ξ > t,

∂

∂t
(g−(t, ξ) cosh t) ≡

(
q1(ξ) + 2q2(ξ)t

)
cosh t

+
(
q0(ξ) + q1(ξ)t+ q2(ξ)t2

)
sinh t, ξ < t,

∂2

∂t2
(g+(t, ξ) cosh t) ≡

(
2p2(ξ) + p0(ξ) + p1(ξ)t+ p2(ξ)t2

)
cosh t

+
(
2p1(ξ) + 4p2(ξ)t

)
sinh t, ξ > t,

∂2

∂t2
(g−(t, ξ) cosh t) ≡

(
2q2(ξ) + q0(ξ) + q1(ξ)t+ q2(ξ)t2

)
cosh t

+
(
2q1(ξ) + 4q2(ξ)t

)
sinh t, ξ < t,

з умов (2.5.28), (2.5.29) одержуємо
(
q0(ξ)− p0(ξ)

)
+
(
q1(ξ)− p1(ξ)

)
ξ +

(
q2(ξ)− p2(ξ)

)
ξ2 ≡ 0,(

q1(ξ)− p1(ξ)
)

+ 2
(
q2(ξ)− p2(ξ)

)
ξ ≡ 0,

2
(
q2(ξ)− p2(ξ)

)
≡ 1

cosh ξ
,

а з умов (2.5.31) —

p0(ξ)− p1(ξ) + p2(ξ)− 5q0(ξ)− 5q1(ξ)− 3q2(ξ) ≡ 0,

p1(ξ)− 2p2(ξ) + 3q0(ξ) + 3q1(ξ) + q2(ξ) ≡ 0,

−p0(ξ) + p1(ξ)− p2(ξ) + 2q1(ξ) + 4q2(ξ) ≡ 0.

Звiдси на [−1, 1] маємо

p0(ξ) ≡
(
−17ξ2 + 6ξ + 5

)

8 cosh ξ
, q0(ξ) ≡

(
−13ξ2 + 6ξ + 5

)

8 cosh ξ
,
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p1(ξ) ≡
(
9ξ2 + 2ξ − 5

)

8 cosh ξ
, q1(ξ) ≡

(
9ξ2 − 6ξ − 5

)

8 cosh ξ
,

p2(ξ) ≡
(
−3ξ2 + 2ξ − 1

)

8 cosh ξ
, q2(ξ) ≡

(
−3ξ2 + 2ξ + 3

)

8 cosh ξ
.

Отже,

g(t, ξ) ≡ cosh t

cosh ξ

{
g̃+(t, ξ), ξ > t,

g̃−(t, ξ), ξ < t,

де

g̃+(t, ξ) ≡ 1

8

(
− 17ξ2 + 6ξ + 5 +

(
9ξ2 + 2ξ − 5

)
t

+
(
−3ξ2 + 2ξ − 1

)
t2
)

на [−1, 1],

g̃−(t, ξ) ≡ 1

8

(
− 13ξ2 + 6ξ + 5 +

(
9ξ2 − 6ξ − 5

)
t

+
(
−3ξ2 + 2ξ + 3

)
t2
)

на [−1, 1].

За теоремою 2.5.13 про iснування i єдинiсть розв’язку крайової
задачi для лiнiйного рiвняння n-го порядку функцiя

ϕ0(t) ≡ 6

∫ 1

−1
g(t, ξ) cosh ξ dξ

≡ 3

4
cosh t

(∫ t

−1
g̃−(t, ξ) dξ +

∫ 1

t
g̃+(t, ξ) dξ

)

≡ t3 cosh t на [−1, 1]

є єдиним розв’язком задачi (2.5.33)–(2.5.36).

2.6. Iнтегрування диференцiальних
рiвнянь та систем степеневими рядами

Одним iз важливих методiв розв’язання диференцiальних
рiвнянь є метод iнтегрування за допомогою степеневих рядiв.
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2.6.1. Матричнi ряди спецiального вигляду
Розглянемо ряд

∞∑

j=0

Gj(z − z0)j ,

де z ∈ C, Gj = {gmlj }
m=1,n

l=1,n
∈ M(n, n), gmlj ∈ C, z0 ∈ C. Не обме-

жуючи загальностi, можемо вважати, що z0 = 0, тобто можемо
розглядати ряд

∞∑

j=0

Gjz
j .

Теорема 2.6.1 (Абель). Нехай ряд
∞∑

j=0

Gjz
j
0 збiгається для

деякого z0 ∈ C\{0}. Тодi для кожного z ∈ C такого, що |z| <

|z0|, ряд
∞∑

j=0

Gjz
j абсолютно збiгається.

Доведення. За необхiдною ознакою збiжностi степеневого ря-
ду (див. теорему 2.4.5) iснує M > 0 таке, що ‖Gjzj0‖ ≤ M , j =
0,∞. Зафiксуємо будь-яке z ∈ C таке, що |z| ≤ |z0| i позначимо
r =

|z|
|z0|

. Тодi 0 < r < 1 та

∥∥Gjzj
∥∥ =

∥∥∥∥∥Gjz
j
0

(
z

z0

)j∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥Gjzj0

∥∥∥ rj ≤Mrj , j = 0,∞.

За мажорантною умовою збiжностi матричного ряду зi збiжностi

ряду
∞∑

j=0

Mrj випливає абсолютна збiжнiсть ряду
∞∑

j=0

Gjz
j .

Зауваження 2.6.2. За теоремою Абеля множина збiжностi
степеневого ряду з матричними коефiцiєнтами є кругом.
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Означення 2.6.3. Радiус круга збiжностi степеневого ря-
ду з матричними коефiцiєнтами називається радiусом збiжностi
степеневого ряду.

Зауваження 2.6.4. За зауваженням 2.4.2 ряд
∞∑

j=0

Gjz
j є збi-

жним в тому i лише в тому випадку, коли для кожного m = 1, n

ряд
∞∑

j=0

gmlj z
j є збiжним. Тому радiус збiжностi ряду

∞∑

j=0

Gjz
j є

мiнiмумом вiд радiусiв збiжностi рядiв
∞∑

j=0

gmlj z
j , коли m, l = 1, n.

Зауваження 2.6.5. Скориставшись зауваженням 2.4.2, може-
мо перенести всi теореми про неперервнiсть, диференцiйовнiсть,
iнтегрованiсть степеневих рядiв та теореми про їх почленне ди-
ференцiювання та iнтегрування.

2.6.2. Лiнiйнi однорiднi системи з
аналiтичними коефiцiєнтами

Розглянемо лiнiйну однорiдну систему з аналiтичними кое-
фiцiєнтами

ẋ = A(t)x, t ∈ (−R,R), x ∈ Rn, (2.6.1)

де R > 0,

A(t) =

∞∑

j=0

Ajt
j , t ∈ (−R,R), (2.6.2)

Aj ∈M(n, n), j = 0,∞. Доведемо спочатку допомiжну лему про
аналiтичнiсть розв’язку задачi Кошi для деякого рiвняння 1-го
порядку.

Лема 2.6.6. Нехай послiдовнiсть {Cj}∞j=0 визначена умова-
ми

C0 = 1, (2.6.3)



148 Роздiл 2. Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння та системи

(j + 1)Cj+1 =

j∑

m=0

M

rm
Cj−m, j = 0,∞, (2.6.4)

де M > 0, r > 0. Тодi Cj > 0, j = 0,∞, i радiус збiжностi ряду
∞∑

j=0

Cjt
j дорiвнює r.

Доведення. Позначимо (формально)

y(t) ≡
∞∑

j=0

Cjt
j . (2.6.5)

Умова (2.6.3) означає, що y(0) = 1. З умови (2.6.4) випливає

ẏ(t) ≡



∞∑

j=0

Cjt
j



′

≡
∞∑

j=0

(j + 1)Cj+1t
j ≡

∞∑

j=0

tj
j∑

m=0

M

rm
Cj−m

≡
∞∑

m=0

M

rm
tm

∞∑

j=m

Cj−mt
j−m ≡ Mr

r − ty(t). (2.6.6)

Таким чином, функцiя y, яка задається рядом (2.6.5), є
розв’язком задачi Кошi:

ẏ =
Mr

r − ty, t ∈ (−r, r), (2.6.7)

y(0) = 1. (2.6.8)

Отже, одержуємо

y(t) = C(r − t)−Mr = Cr−Mr

(
1− t

r

)−Mr

, t ∈ (−r, r).

За (2.6.8) маємо
1 = y(0) = Cr−Mr,
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отже, C = rMr та

y =
1

(1− t/r)Mr
, t ∈ (−r, r),

є розв’язком (єдиним) задачi Кошi (2.6.7), (2.6.8). Отже, спiввiд-
ношення (2.6.6) справедливi для t ∈ (−r, r) i радiус збiжностi
ряду (2.6.6) дорiвнює r.

Розглянемо теорему про фундаментальну матрицю розв’яз-
кiв лiнiйної однорiдної системи з аналiтичними коефiцiєнтами.

Теорема 2.6.7. Будь-яка фундаментальна матриця роз-
в’язкiв Φ системи (2.6.1) може бути записана у виглядi

Φ(t) =

∞∑

j=0

Φjt
j , t ∈ (−R,R), (2.6.9)

де Φj ∈ M(n, n), j = 0,∞, зокрема Φ є дiйсно-аналiтичною в
околi нуля.

Доведення. Нехай спочатку Φ є такою фундаментальною ма-
трицею розв’язкiв, що

Φ(0) = I. (2.6.10)

За критерiєм того, що матриця є фундаментальною матрицею
розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи (див. теорему 2.1.23), ма-
ємо

Φ̇(t) ≡ A(t)Φ(t) на (−R,R). (2.6.11)

Спробуємо подати Φ у виглядi (2.6.9). Пiдставимо (2.6.9) в
(2.6.11):

∞∑

j=0

(j + 1)Φj+1t
j ≡ A(t)

∞∑

j=0

Φjt
j ≡

∞∑

m=0

Ajt
j
∞∑

k=0

Φjt
j

≡
∞∑

j=0

tj
j∑

m=0

AmΦj−m на (−R,R).
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За припущенням (2.6.10) Φ0 = I. Маємо

Φj+1(j + 1) =

j∑

m=0

AmΦj−m, j = 0,∞. (2.6.12)

Покажемо тепер, що для таких Φj ряд
∞∑

j=0

Φjt
j збiгається на

(−R,R). Зафiксуємо будь-яке r ∈ (0, R). За необхiдною умовою
збiжностi матричного ряду (див. теорему 2.4.5) та (2.6.2) одер-
жуємо, що iснує M > 0 таке, що

‖Amrm‖ = ‖Am‖rm ≤M, m = 0,∞. (2.6.13)

Нехай Cj задовольняють умови (2.6.3) i (2.6.4) з щойно обра-
ними r i M . Покажемо, що

‖Φj‖ ≤ Cj , j = 0,∞. (2.6.14)

Для доведення цiєї оцiнки використаємо метод математичної iн-
дукцiї. База iндукцiї : ‖Φ0‖ = 1 = C0. Зробимо iндуктивний пе-
рехiд k  k + 1:

‖Φk+1‖ ≤
1

k + 1

k∑

m=0

‖Am‖‖Φj−1‖ ≤
1

k + 1

k∑

m=0

M

rm
= Ck+1.

Таким чином, (2.6.14) доведено.

Оскiльки ряд
∞∑

j=0

Cjt
j збiгається i має радiус збiжностi r, за

мажорантною ознакою збiжностi ряд
∞∑

j=0

Φjt
j також збiгається i

має радiус збiжностi не менше r. Оскiльки r є довiльним числом

з промiжку (0, R), радiус збiжностi
∞∑

j=0

Φjt
j не менше R. Тобто

функцiя

Φ(t) ≡
∞∑

j=0

Φjt
j
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визначена на (−R,R) i є розв’язком системи (2.6.1).
Оскiльки Φ(0) = I, маємо det Φ(t) 6= 0, t ∈ (−R,R) (див. те-

орему 2.1.21). За критерiєм того, що матриця є фундаменталь-
ною матрицею розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи (див. тео-
рему 2.1.23) Φ є фундаментальною матрицею розв’язкiв системи
(2.6.1), яка задовольняє умову Φ(0) = I.

Скориставшись теоремою 2.1.24 про зв’язок фундаменталь-
них матриць розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи, одержуємо,
що для будь-якої фундаментальної матрицi розв’язкiв Φ1 систе-
ми (2.6.1) iснує невироджена стала матриця B така, що

Φ1(t) ≡ Φ(t)B на (−R,R).

Тому

Φ1(t) ≡
∞∑

j=0

ΦjBt
j на (−R,R),

де ‖ΦjB‖ ≤ ‖Φj‖‖B‖ ≤ Cj‖B‖.

З цiєї теореми одразу одержуємо наслiдок про аналiтичнiсть
розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи з аналiтичними коефiцi-
єнтами.

Наслiдок 2.6.8. Будь-який розв’язок системи (2.6.1) є
дiйсно-аналiтичною в околi нуля функцiєю, причому, радiус збi-
жностi вiдповiдного степеневого ряду не менше R.

Приклад 2.6.9. Розглянемо систему

ẋ = 2tAx, t ∈ R, x ∈ Rn, (2.6.15)

де A ∈M(n, n). Це система з аналiтичними коефiцiєнтами (2tA)
з радiусом збiжностi R = ∞. Тому за наслiдком 2.6.8 будь-який
її розв’язок має вигляд

x =
∞∑

m=0

bmt
m, t ∈ R, (2.6.16)
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де bm ∈ Rn, m = 0,∞. Пiдставимо цей розв’язок у систему
(2.6.15):

∞∑

m=0

bm+1(m+ 1)tm = 2

∞∑

m=1

Abmt
m, t ∈ R.

Маємо

m = 0 : b1 = 0,

m ≥ 1 : bm+1(m+ 1) = 2Abm−1.

Отже,

b2k+1 = 0, k = 0,∞,

b2k =
1

k
Ab2(k−1), k = 1,∞.

Продовжуючи останню рiвнiсть, одержуємо

b2k =
1

k
Ab2(k−1) =

1

k(k − 1)
A2b2(k−2) = · · · = 1

k!
Akb0,

де b0 ∈ Rn є довiльним вектором. Пiдставляючи знайденi ко-
ефiцiєнти в (2.6.16), одержуємо загальний розв’язок системи
(2.6.15):

x =
∞∑

k=0

t2k

k!
Akb0 = eAt

2
b0, t ∈ R.

2.6.3. Лiнiйнi однорiднi рiвняння з
аналiтичними коефiцiєнтами

Розглянемо лiнiйне однорiдне рiвняння з аналiтичними кое-
фiцiєнтами

y(n) + an−1(t)y(n−1) + · · ·
+ a1(t)y′ + a0(t)y = 0, t ∈ (−R,R), (2.6.17)
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де R > 0,

aj(t) =
∞∑

k=0

ajkt
k, t ∈ (−R,R), j = 0, n− 1, (2.6.18)

ajk ∈ R, k = 0,∞, j = 0, n− 1.
Зробивши замiну x = Any (див. (1.2.6)), одержуємо систе-

му вигляду (2.6.1), де матриця A має вигляд (2.2.4), тому за-
довольняє умову (2.6.2). Скориставшись наслiдком 2.6.8, одер-
жуємо наступну теорему про аналiтичнiсть розв’язкiв лiнiйного
однорiдного рiвняння n-го порядку з аналiтичними коефiцiєнта-
ми.

Теорема 2.6.10. Будь-який розв’язок рiвняння (2.6.17) є
дiйсно-аналiтичною в околi нуля функцiєю, причому радiус збi-
жностi вiдповiдного степеневого ряду не менше R.

2.6.4. Функцiї Бесселя
Розглянемо функцiї Бесселя α-го порядку в двох випадках:

α /∈ Z i α ∈ Z.
1. Нехай α /∈ Z. Позначимо

Jα(t) =

(
t

2

)α ∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(k + α+ 1)

(
t

2

)2k

, t ∈ (0,+∞).

Це функцiя Бесселя 1-го роду α-го порядку. Тут Γ є гама-функ-
цiєю Ейлера (див. [2, с. 258, роздiл 6]). Покажемо, що степеневий
ряд, який множиться на (t/2)α в означеннi цiєї функцiї, має ра-
дiус збiжностi ∞. Дiйсно, маємо

∣∣∣∣
(−1)k

k!Γ(k + α+ 1)22k

∣∣∣∣ ≤
M

k!22k
, k = 0,∞,

з деяким M > 0, ряд
∞∑

k=0

t2k

k!22k
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має радiус збiжностi ∞, отже, дослiджуваний ряд також має
радiус збiжностi ∞.

Доведемо, що Jα та J−α є лiнiйно незалежними на (0,+∞).
Для цього розглянемо їх довiльну лiнiйну комбiнацiю:

CαJα(t) + C−αJ−α(t) ≡ 0 на (0,+∞).

Переходячи до границi, коли t → 0+, одержуємо, що C−|α| =
0. Тому C|α|J|α|(t) ≡ 0 на (0,+∞). Але тодi C|α| = 0 тому, що
J|α|(t) 6≡ 0 на (0,+∞). Таким чином, ми довели, що Jα та J−α є
лiнiйно незалежними на (0,+∞).

Розглянемо також функцiю

Yα(t) =
Jα(t) cos(απ)− J−α(t)

sin(απ)
, t ∈ (0,+∞).

Це функцiя Бесселя 2-го роду α-го порядку. Її ще називають фун-
кцiєю Ноймана або функцiєю Вебера.

Зрозумiло, що Jα та Yα є лiнiйно незалежними на (0,+∞).
2. Нехай α ∈ Z. У цьому випадку позначимо

Jα(t) = lim
ν→α

Jν(t), t ∈ (0,+∞),

Yα(t) = lim
ν→α

Yν(t), t ∈ (0,+∞).

Позначивши n = |α|, одержуємо

Jn(t) =

(
t

2

)n ∞∑

k=0

(−1)k

k!(k + n)!

(
t

2

)2k

, t ∈ (0,+∞),

J−n(t) =

(
t

2

)−n ∞∑

k=n

(−1)k

k!(k − n)!

(
t

2

)2k

= (−1)n
(
t

2

)n ∞∑

p=0

(−1)p

p!(p+ n)!

(
t

2

)2p

= (−1)nJn(t), t ∈ (0,+∞).
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Рис. 2.2. Функцiї Бесселя 1-го роду

Це функцiї Бесселя 1-го роду n-го та −n-го порядку (див. графi-
ки на рис. 2.2). Зрозумiло, що степеневий ряд, який множиться
на (t/2)α в означеннi цих функцiй, має радiус збiжностi ∞.

Позначивши ν = n+ ε, ε ∈ (0, 1), маємо

Yν(t) =
Jn+ε(t) cos((n+ ε)π)− J−n−ε(t)

sin((n+ ε)π)

=
(−1)n

sin(επ)

(
Jn+ε(t)(−1)n cos(επ)− J−n−ε(t)

)

=
(−1)n

sin(επ)

(
(−1)nJn+ε(t)− J−n−ε(t)

)

− (−1)n

sin(επ)

(
1− cos(επ)

)
Jn+ε(t)

=
(−1)n

sin(επ)

(
(−1)nJn+ε(t)− J−n−ε(t)

)

− (−1)n
sin(επ/2)

cos(επ/2)
Jn+ε(t)

∼
ε→0

1

π

(
Jn+ε(t)− Jn(t)

ε
+ (−1)n

J−n(t)− J−n−ε(t)
ε

)
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−→
ε→0

1

π

(
∂

∂ν
Jν(t)

∣∣∣∣
ν=n

+ (−1)n
∂

∂ν
Jν(t)

∣∣∣∣
ν=−n

)
, t ∈ (0,∞).

Таким чином,

Yn(t) =
1

π

(
∂

∂ν
Jν(t)

∣∣∣∣
ν=n

+ (−1)n
∂

∂ν
Jν(t)

∣∣∣∣
ν=−n

)
, t ∈ (0,∞).

(2.6.19)
Для кожного фiксованого t ∈ (0,∞) обчислимо похiдну Jν за

ν у точцi ν = n:

∂

∂ν
Jν(t) = ln

t

2

(
t

2

)ν ∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(ν + k + 1)

(
t

2

)2k

−
(
t

2

)ν ∞∑

k=0

(−1)k

k!

Γ′(ν + k + 1)

Γ2(ν + k + 1)

(
t

2

)2k

.

Маємо (див. [2, с. 258, формули 6.3.1 i 6.3.2])

Γ′(m+ 1) = m!ψ(m+ 1), m = 0,∞,

де

ψ(1) = −γ, ψ(k + 1) = −γ +

k∑

p=1

1

p
, k ∈ N,

γ є сталою Ейлера:

γ = lim
k→∞




k∑

p=1

1

p
− ln k


 ≈ 0, 5772156649 . . .

Тому

∂

∂ν
Jν(t)

∣∣∣∣
ν=n

= ln
t

2
Jn(t)

−
(
t

2

)ν ∞∑

k=0

(−1)k

k!(n+ k)!
ψ(n+ k + 1)

(
t

2

)2k

, t ∈ (0,∞). (2.6.20)
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Далi для кожного фiксованого t ∈ (0,∞) обчислимо похiдну
Jν за ν у точцi ν = −n. Ураховуючи те, що

1

Γ(1− z) =
sin(πz)

π
Γ(z), z /∈ Z,

одержуємо

Jν(t) =

(
t

2

)ν (n−1∑

k=0

(−1)k

k!Γ(k + ν + 1)

(
t

2

)2k

+
∞∑

k=n

(−1)k

k!Γ(k + ν + 1)

(
t

2

)2k
)

=

(
t

2

)ν (
−
n−1∑

k=0

(−1)k

k!
Γ(−k − ν)

sin(π(ν + k))

π

(
t

2

)2k

+
∞∑

k=n

(−1)k

k!Γ(k + ν + 1)

(
t

2

)2k
)
, t ∈ (0,∞).

Отже,

∂

∂ν
Jν(t) = ln

t

2

(
t

2

)ν ∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(ν + k + 1)

(
t

2

)2k

−
(
t

2

)ν ∞∑

k=0

(−1)k

k!

(
Γ′(−ν − k)

sin(π(ν + k))

π

+ Γ(−ν − k) cos(π(ν + k))

)(
t

2

)2k

−
(
t

2

)ν ∞∑

k=n

(−1)k

k!

Γ′(ν + k + 1)

Γ2(ν + k + 1)

(
t

2

)2k

, t ∈ (0,∞).

Тому

∂

∂ν
Jν(t)

∣∣∣∣
ν=−n

= ln
t

2
Jn(t)



158 Роздiл 2. Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння та системи

−
(
t

2

)−n n−1∑

k=0

(−1)k

k!
(−1)n−kΓ(n− k)

(
t

2

)2k

−
(
t

2

)−n ∞∑

k=n

(−1)k

k!(k − n)!
ψ(k − n+ 1)

(
t

2

)2k

= (−1)n

(
ln
t

2
Jn(t)−

(
t

2

)−n n−1∑

k=0

(n− k − 1)!

k!

(
t

2

)2k

−
(
t

2

)n ∞∑

k=0

(−1)k

k!(n+ k)!
ψ(k + 1)

(
t

2

)2k
)
, t ∈ (0,∞). (2.6.21)

Скориставшись (2.6.19)–(2.6.21), одержуємо

Yn(t) =
2

π
Jn(t) ln

t

2
− 1

π

(
t

2

)−n n−1∑

k=0

(n− k − 1)!

k!

(
t

2

)2k

− 1

π

(
t

2

)n ∞∑

k=0

(−1)k

k!(k + n)!

(
ψ(k + 1)

+ ψ(k + n+ 1)
)( t

2

)2k

, t ∈ (0,+∞).

Це функцiя Бесселя 2-го роду n-го порядку, ї ї ще називають фун-
кцiєю Ноймана або функцiєю Вебера (див. графiки на рис. 2.3).

Доведемо, що ряд

∞∑

k=0

(−1)k

k!(k + n)!
[ψ(k + 1) + ψ(k + n+ 1)]

(
t

2

)2k

(2.6.22)

має радiус збiжностi ∞. Для ψ(k + 1) маємо

ψ(k + 1)− 1 + γ =

k∑

p=2

1

p
≤
∫ k

1

dx

x
= ln k,

тобто
ψ(k + 1) ≤ −γ + 1 + ln k, k ∈ N.
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Рис. 2.3. Функцiї Бесселя 2-го роду

Тому загальний член степеневого ряду (2.6.22) має оцiнку зверху:
∣∣∣∣
(−1)l(ψ(k + 1) + ψ(k + n+ 1))

k!(k + n)!22k

∣∣∣∣ ≤
2 + ln k + ln(k + n)

k!(k + n)!22k

≤ M

k!(k + n)!
≤ M

k!22k
.

З того, що ряд
∞∑

k=0

M

k!22k
t2k

має радiус збiжностi ∞, випливає, що i ряд (2.6.22) має радiус
збiжностi ∞. Таким чином, функцiя Yn визначена на (0,+∞).

Перевiримо тепер, що Jn та Yn є лiнiйно незалежними на
(0,+∞). Розглянемо їх довiльну лiнiйну комбiнацiю:

C1Jn(t) + C2Yn(t) ≡ 0 на (0,+∞).

Переходячи до границi при t → 0+, одержуємо C2 = 0, отже,
C1Jn(t) ≡ 0, тому C1 = 0.

Аналогiчно одержуємо формулу для Y−n:

Y−n(t) = (−1)nYn(t), t ∈ (0,∞).
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Зрозумiло, що J−n та Y−n є лiнiйно незалежними на (0,+∞).
Для ν ∈ R позначимо також

H(1)
ν (t) = Jν(t) + iYν(t), t ∈ (0,∞),

H(2)
ν (t) = Jν(t)− iYν(t), t ∈ (0,∞).

Це функцiї Бесселя 3-го роду ν-го порядку, їх ще називають фун-
кцiями Ганкеля.

2.6.5. Рiвняння Бесселя
Розглянемо рiвняння Бесселя

t2y′′ + ty′ + (t2 − ν2)y = 0, t > 0, (2.6.23)

де ν ≥ 0, яке є рiвнянням так званого класу Фукса (див., на-
приклад, [8, гл. 4, § 5]), та розглянемо теорему про загальний
розв’язок рiвняння Бесселя.

Теорема 2.6.11. Функцiя

y = C1Jν(t) + C2Yν(t), t ∈ (0,+∞),

де C1, C2 ∈ R, є загальним розв’язком рiвняння Бесселя (2.6.23).

Зауваження 2.6.12. Фактично маємо два випадки.

1. Якщо ν /∈ Z, то загальний розв’язок рiвняння (2.6.23) має
вигляд

y = C1Jν(t) + C2J−ν(t), t ∈ (0,+∞), (2.6.24)

де C1, C2 ∈ R.

2. Якщо ν ∈ Z, то загальний розв’язок рiвняння (2.6.23) має
вигляд

y = C1Jν(t) + C2Yν(t), t ∈ (0,+∞), (2.6.25)

де C1, C2 ∈ R.
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Доведення теореми 2.6.11. Припустимо, що розв’язок рiвня-
ння (2.6.23) можна в деякому правому околi нуля подати узагаль-
неним степеневим рядом:

y =

∞∑

j=0

ajt
j+α.

Тодi

∞∑

j=0

aj [(j + α)(j + α− 1) + (j + α)− ν2]tj+α +
∞∑

j=2

aj−2t
j+α ≡ 0.

Маємо

j = 0 : a0(α2 − ν2) = 0, (2.6.26)

j = 1 : a1((α+ 1)2 − ν2) = 0, (2.6.27)

j ≥ 2 : aj [(α+ j)2 − ν2] + aj+2 = 0. (2.6.28)

Позначимо α = ν. Тодi a1 = 0, отже (див.(2.6.28)), маємо a2k+1 =
0, k ≥ 0. З (2.6.28) також випливає

a2k = −
a2(k−1)

4k(k + ν)
=

a2(k−2)

42k(k + ν)(k − 1)(k + ν − 1)

=
(−1)ka0

22kk!(k + ν)(k + ν − 1) · · · (ν + 1)

=
(−1)ka02νΓ(ν + 1)

22k+νk!Γ(k + ν + 1)
, k ≥ 0.

Позначивши a0 =
1

2νΓ(ν + 1)
, одержуємо, що функцiя

y1(t) ≡
∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(k + ν + 1)

(
t

2

)2k+ν

≡ Jν(t) на (0,+∞)

є розв’язком (2.6.23).
Далi розглянемо два випадки: ν /∈ Z та ν ∈ Z.
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1. Припустимо, що ν /∈ Z та позначимо α = −ν. Тодi з
(2.6.26)–(2.6.28) маємо

a2k+1 = 0, k ≥ 0,

a2k =
−a2(k−1)

4k(k − ν)
=

a2(k−2)

4kk(k − ν)(k − 1)(k − ν − 1)

=
(−1)ka0

22kk!(k − ν)(k − ν − 1) · · · (1− ν)

=
(−1)ka02−νΓ(1− ν)

22k−νk!Γ(k − ν + 1)
, k ≥ 0.

Отже, при a0 =
1

2−νΓ(1− ν)
одержуємо, що

y2(t) ≡
∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(k − ν + 1)

(
t

2

)2k−ν
≡ J−ν(t) на (0,+∞)

є розв’язком (2.6.23).
Оскiльки Jν та J−ν є лiнiйно незалежними на (0,+∞), за-

гальний розв’язок (2.6.23) у цьому випадку має вигляд (2.6.24).
2. Нехай тепер ν ∈ Z. Як доведено вище i в цьому випадку

функцiя y1(t) ≡ Jν(t), t ∈ (0,+∞), є розв’язком (2.6.23).
Знайдемо розв’язок y2 рiвняння (2.6.23) такий, що y1 та y2

є лiнiйно незалежними на (0,+∞). Скориставшись теоремою
Лiувiлля–Остроградського (див. теорему 2.2.14), одержуємо
∣∣∣∣
y1(t) y2(t)
y′1(t) y′2(t)

∣∣∣∣ ≡ exp

{
−
∫
dt

t

}
≡ K

t
в правому околi нуля,

де K ∈ R буде вибрано далi. Маємо
(
y2(t)

y1(t)

)′
≡ t

ty2
1(t)
≡ K

t2ν+1ϕ2(t)
в правому околi нуля. (2.6.29)

Тут ми позначили

Jν(t) = tνϕ(t), t ∈ (0,+∞). (2.6.30)
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Зрозумiло, що ϕ є парною дiйсно-аналiтичною на R функцiєю
та ϕ(0) 6= 0. Тому функцiя 1/ϕ2 є парною дiйсно-аналiтичною в
деякому правому околi нуля, тобто

1

ϕ2(t)
≡
∞∑

k=0

pkt
2k в правому околi нуля.

Отже (див.(2.6.29)),
(
y2(t)

y1(t)

)′
≡ K

∞∑

k=0

pkt
2k−2ν−1 в правому околi нуля,

тому

y2(t) ≡ Ky1(t)

(
M +

∞∑

k=0
k 6=ν

pk
2(k − ν)

t2(k−ν) + pν ln t

)

в правому околi нуля.

Таким чином, шуканий розв’язок y2 має вигляд

y2(t) ≡ bJν(t) ln t+ µ(t) в правому околi нуля, (2.6.31)

де
µ(t) ≡ t−ν µ̃(t).

Тут µ̃ є парною дiйсно-аналiтичною в околi нуля функцiєю. Пiд-
ставимо тепер (2.6.31) в (2.6.23):

bt2J ′′ν (t) ln t+ 2bt2J ′ν(t)
1

t
− bt2Jν(t)

1

t2
+ t2µ′′(t) + btJ ′ν(t) ln t

+ btJν(t)
1

t
+ tµ′(t) + b

(
t2 − ν2

)
Jν(t) ln t

+
(
t2 − ν2

)
µ(t) ≡ 0 в правому околi нуля.

Звiдси одержуємо, що µ задовольняє спiввiдношення

t2µ′′+tµ′+
(
t2 − ν2

)
µ ≡ − 4

π
tJ ′ν(t) в правому околi нуля. (2.6.32)
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Тут вибрано b = 2/π. З (2.6.31) одержуємо, що

µ(t) ≡
∞∑

k=0

mkt
2k−ν в правому околi нуля.

Пiдставляючи цей вираз в (2.6.32), одержуємо

∞∑

k=0

mk[(2k − ν)2 − ν2]t2k−ν +

∞∑

k=1

mk−1t
2k−ν

≡ − 4

π

∞∑

l=0

(−1)l(2l + ν)

22l+ν l!(l + ν)!
t2l+ν

≡ − 4

π

∞∑

k=ν

(−1)k−ν(2k − ν)

22k−ν(k − ν)!k!
t2k−ν в правому околi нуля.

Звiдси маємо

k = 1, ν − 1 :

mk = − mk−1

4k(k − ν)
=

mk

4k(ν − k)
=
m0(ν − k − 1)!

22kk!(ν − 1)!
, (2.6.33)

k = ν :

mν є довiльним,

mν−1 = − 4ν

π2νν!
= − 4

π2ν(ν − 1)!
, (2.6.34)

k = ν + 1,∞ :

mk =

(
mk−1

4k(k − ν)
+

4(−1)k−ν(2k − ν)

π22k−ν(k − ν)!k!4k(k − ν)

)

= −
(
ml+ν−1

4l(l + ν)
+

4(−1)l(2l + ν)

π22l+ν(l + ν)!l!4(l + ν)l

)

= − 1

4l(l + ν)

(
− ml+ν−2

4(l − 1)(l + ν − 1)

− 4(−1)l−1(2l + ν − 2)

π22l+ν−2(l + ν − 1)!(l − 1)!4(l + ν − 1)(l − 1)

)
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− 4(−1)l(2l + ν)

π22l+ν(l + ν)!l!4(l + ν)l

=
(−1)lν!mν2ν

22l+ν l!(l + ν)!
− 1

π

(−1)l

22l+ν l!(l + ν)!

l∑

j=0

2j + ν

j(j + ν)

=
(−1)lν!mν2ν

22l+ν l!(l + ν)!

− 1

π

(−1)l

22l+ν l!(l + ν)!

(
γ + ψ(l + 1)

+ ψ(l + ν + 1)− ψ(ν + 1)
)
, (2.6.35)

де γ є сталою Ейлера. З (2.6.33) та (2.6.34) одержуємо

m0

22ν−2((ν − 1)!)2
= mν−1 =

4

π2ν(ν − 1)!
,

отже,

m0 = −2ν(ν − 1)!

π
. (2.6.36)

Покладемо

mν =
1

2νν!π
(γ − ψ(ν + 1)− 2 ln 2) .

Тодi

y2(t) ≡ 2

π
Jν(t) ln t− 1

π

(
t

2

)−ν ν−1∑

l=0

(ν − l − 1)!

l!

(
t

2

)2l

+
1

π
(γ − ψ(ν + 1)− 2 ln 2)

(
t

2

)ν ∞∑

l=0

(−1)l

l!(l + ν)!

(
t

2

)2l

− 1

π

(
t

2

)ν ∞∑

l=0

(−1)l

l!(l + ν)!

(
γ + ψ(l + 1)

+ ψ(l + ν + 1)− ψ(ν + 1)
)( t

2

)2l
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≡ 2

π
Jν(t) ln

t

2
− 1

π

(
t

2

)−ν ν−1∑

l=0

(ν − l − 1)!

l!

(
t

2

)2l

− 1

π

(
t

2

)ν ∞∑

l=0

(−1)l

l!(l + ν)!

(
ψ(l + 1) + ψ(l + ν + 1)

)( t
2

)2l

≡ Yν(t) на (0,+∞).

Таким чином, одержали розв’язок y2 рiвняння (2.6.23).
Оскiльки Jν та Yν є лiнiйно незалежними на (0,+∞), загаль-

ний розв’язок (2.6.23) у цьому випадку має вигляд (2.6.24). Та-
ким чином, теорему доведено.

2.6.6. Модифiкованi функцiї Бесселя
Розглянемо модифiкованi функцiї Бесселя. Доведення їх вла-

стивостей цiлком аналогiчнi доведенням властивостей вiдповiд-
них функцiй Бесселя, тому їх не наводитимо. Розглянемо два
випадки.

1. Нехай α /∈ Z. Позначимо

Iα(t) =

(
t

2

)α ∞∑

k=0

1

k!Γ(k + α+ 1)

(
t

2

)2k

, t ∈ (0,+∞).

Це модифiкована функцiя Бесселя 1-го роду α-го порядку.
Функцiї Iα та I−α є лiнiйно незалежними на (0,+∞).
Розглянемо також функцiю

Kα(t) =
π

2

I−α(t)− Iα(t)

sin(απ)
, t ∈ (0,+∞).

Це модифiкована функцiя Бесселя 2-го роду α-го порядку.
Зрозумiло, що Iα та Kα є лiнiйно незалежними на (0,+∞).
2. Нехай α ∈ Z. Позначимо

Iα(t) = lim
ν→α

Iν(t), t ∈ (0,+∞),

Kα(t) = lim
ν→α

Kν(t), t ∈ (0,+∞).
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Позначивши n = |α|, одержуємо

In(t) =

(
t

2

)n ∞∑

k=0

1

k!(k + n)!

(
t

2

)2k

, t ∈ (0,+∞),

I−n(t) =

(
t

2

)−n ∞∑

k=n

1

k!(k − n)!

(
t

2

)2k

=

(
t

2

)n ∞∑

p=0

1

p!(p+ n)!

(
t

2

)2p

= In(t), t ∈ (0,+∞).

Це модифiкована функцiї Бесселя 1-го роду n-го та −n-го поряд-
ку (див. графiки на рис. 2.4).

1 2 3 4 5

2

4

6

8

10

x

y
y = I0(x)

y = I1(x)

y = I2(x)

y = I3(x)

y = I4(x)

Рис. 2.4. Модифiкованi функцiї Бесселя 1-го роду

Маємо

Kn(t) = (−1)n+1In(t) ln
t

2

+
1

2

(
t

2

)−n n−1∑

k=0

(n− k − 1)!

k!
(−1)k

(
t

2

)2k
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+
(−1)n

2

(
t

2

)n ∞∑

k=0

1

k!(k + n)!
[ψ(k + 1)

+ ψ(k + n+ 1)]

(
t

2

)2k

, t ∈ (0,+∞).

Це функцiя Бесселя 2-го роду n-го порядку, ї ї ще називають фун-
кцiєю Макдональда (див. графiки на рис. 2.5).

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

1

2

3

4

x

y
y = K0(x)

y = K1(x)

y = K2(x)

y = K3(x)

y = K4(x)

Рис. 2.5. Модифiкованi функцiї Бесселя 2-го роду

Функцiї In та Kn є лiнiйно незалежними на (0,+∞).
Для K−n маємо

K−n(t) = Kn(t), t ∈ (0,∞).

Зрозумiло, що I−n та K−n є лiнiйно незалежними на (0,+∞).

2.6.7. Модифiковане рiвняння Бесселя
Розглянемо тепер модифiковане рiвняння Бесселя

t2y′′ + ty′ − (t2 + ν2)y = 0, t > 0, (2.6.37)

де ν ≥ 0, яке є рiвнянням класу Фукса (див., наприклад, [8, гл. 4,
§ 5]).
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Аналогiчно теоремi 2.6.11 про загальний розв’язок рiвняння
Бесселя, одержуємо наступну теорему про загальний розв’язок
модифiкованого рiвняння Бесселя.

Теорема 2.6.13. Функцiя

y = C1Iν(t) + C2Kν(t), t ∈ (0,+∞),

де C1, C2 ∈ R, є загальним розв’язком модифiкованого рiвняння
Бесселя (2.6.37).

Зауваження 2.6.14. Фактично маємо два випадки.

1. Якщо ν /∈ Z, то загальний розв’язок рiвняння (2.6.37) має
вигляд

y = C1Iν(t) + C2I−ν(t), t ∈ (0,+∞), (2.6.38)

де C1, C2 ∈ R.

2. Якщо ν ∈ Z, то загальний розв’язок рiвняння (2.6.37) має
вигляд

y = C1Iν(t) + C2Kν(t), t ∈ (0,+∞), (2.6.39)

де C1, C2 ∈ R.



Роздiл 3

Нелiнiйнi системи

3.1. Теореми про iснування та єдинiсть
розв’язку

Розглянемо задачу Кошi

ẋ = f(t, x), (t, x) ∈ Ω, (3.1.1)

x(t0) = x0, (3.1.2)

де Ω ⊂ Rt × Rnx є областю (вiдкритою зв’язною множиною), f :
Ω → Rn,

(
t0, x

0
)
∈ Ω. Тут система (3.1.1) є нелiнiйною в загаль-

ному випадку.
Спочатку доведемо лему про еквiвалентнiсть задачi Кошi iн-

тегральному рiвнянню.

Лема 3.1.1. Нехай f ∈ C(Ω). Функцiя x = ϕ(t), t ∈ I, є
розв’язком задачi Кошi (3.1.1), (3.1.2) в тому i лише тому ви-
падку, коли вона є неперервним розв’язком iнтегрального рiвня-
ння

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, x(τ)) dτ, (t, x) ∈ Ω. (3.1.3)

Доведення. Нехай x = ϕ(t), t ∈ I, є розв’язком (3.1.1), (3.1.2),
тобто

ϕ̇(t) = f(t, ϕ(t)), t ∈ I, ϕ(t0) = x0.

170
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Iнтегруючи цю рiвнiсть в межах [t0, t], t ∈ I, одержуємо

ϕ(t)− ϕ(t0) ≡
∫ t

t0

f(τ, ϕ(τ))dτ,

отже, x = ϕ(t) є розв’язком (3.1.3).
Нехай тепер x = ϕ(t), t ∈ I, є неперервним розв’язком (3.1.3),

тобто

ϕ(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, ϕ(τ)) dτ, t ∈ I.

Диференцiюючи цю рiвнiсть, одержуємо

ϕ̇(t) = f(t, ϕ(t)), t ∈ I.

Пiдставляючи t = t0, маємо ϕ(t0) = x0. Тобто x = ϕ(t), t ∈ I є
розв’язком задачi Кошi (3.1.1), (3.1.2).

Означення 3.1.2. Функцiя g називається лiпшицевою в D ⊂
Rk з константою Лiпшиця L (g ∈ Lip(D,L)), якщо

∀u ∈ D ∀v ∈ D |g(u)− g(v)| ≤ L|u− v|.

Означення 3.1.3. Функцiя f називається лiпшицевою за x
в Ω ⊂ Rt × Rnx з константою Лiпшиця L (f ∈ Lipx(Ω, L)), якщо

∀(t, ξ) ∈ Ω ∀(t, η) ∈ Ω |f(t, ξ)− f(t, η)| ≤ L|ξ − η|.

Розглянемо теорему про iснування i єдинiсть розв’язку задачi
Кошi для нелiнiйної системи.

Теорема 3.1.4 (Пiкар–Лiндельоф). Нехай

Ω̃ =
{

(t, x) ∈ Rn+1 |
∣∣t− t0

∣∣ ≤ a ∧
∣∣x− x0

∣∣ ≤ b
}
⊂ Ω

i f ∈ C
(
Ω̃
)
∩ Lipx

(
Ω̃, L

)
. Нехай також

M ≥ max
(t,x)∈Ω̃

|f(t, x)|, h < min

{
a,

b

M
,

1

L

}
.

Тодi на множинi Th = [t0−h, t0+h] iснує єдиний розв’язок задачi
Кошi (3.1.1), (3.1.2).
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Доведення. За щойно доведеною лемою можемо замiнити за-
дачу Кошi (3.1.1), (3.1.2) iнтегральним рiвнянням (3.1.3).

Розглянемо повний лiнiйний нормований простiр C(Th) з нор-
мою

‖x‖ = sup{|x(t)| | t ∈ Th}.
Множина

Cb(Th) = {x ∈ C(Th) | ‖x− x0‖ ≤ b}
є замкненою в C(Th). Отже, Cb(Th) в свою чергу утворює повний
метричний простiр з метрикою p(ξ, η) = ‖ξ−η‖. Розглянемо опе-
ратор B : Cb(Th)→ C(Th) з областю визначення D(B) = Cb(Th),
який дiє за правилом

(Bx)(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, x(τ)) dτ t ∈ Th, x ∈ D(B).

Для x ∈ Cb(Th) маємо

|(Bx− x0)(t)| =
∣∣∣∣
∫ t

t0

f(τ, x(τ)) dτ

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫ t

t0

|f(τ, x(τ))| dτ
∣∣∣∣ ≤M(t− t0) ≤Mh ≤ b.

Отже, B : Cb(Th)→ Cb(Th).
Покажемо, що B є стискальним оператором. Нехай x, x̃ ∈

Cb(Th). Тодi

|(Bx−Bx̃)(t)| ≤
∣∣∣∣
∫ t

t0

|f(τ, x(τ))− f(τ, x̃(τ))| dτ
∣∣∣∣

≤ L
∣∣∣∣
∫ t

t0

|x(τ)− x̃(τ)| dτ
∣∣∣∣ ≤ L

∣∣∣∣
∫ t

t0

‖x− x̃‖dτ
∣∣∣∣

≤ L|t− t0|‖x− x̃‖ ≤ Lh‖x− x̃‖.

Оскiльки Lh < 1, оператор B є стискальним. Отже, рiвняння

x = Bx
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має в Cb(Th) розв’язок ϕ, причому єдиний, оскiльки стискальний
оператор B : Cb(Th) → Cb(Th) має єдину нерухому точку ϕ в
просторi Cb(Th) за теоремою Банаха [10, гл. 10, § 5]. Отже, ϕ(t),
t ∈ Th, є єдиним розв’язком iнтегрального рiвняння (3.1.3), а
тому (за лемою 3.1.1) i єдиним розв’язком задачi Кошi (3.1.1),
(3.1.2).

Доведемо тепер достатню умову лiпшицевостi.

Теорема 3.1.5. Нехай f ∈ C1
(
Ω̂
)
, де Ω̂ ⊂ Rn+p є компактом.

Тодi f ∈ Lipx
(
Ω̂, L

)
для деякого L > 0.

Доведення. Маємо (за теоремою Лаґранжа)

∀(ξ, x) ∈ Ω̂ ∀(ξ, x̃) ∈ Ω̂ |f(ξ, x)− f(ξ, x̃)| ≤ L|x− x̃|.

де L = sup
(ξ,x)∈Ω̂

∣∣∣∣
∂f(ξ, x)

∂x

∣∣∣∣. Оскiльки Ω̂ є компактом, супремум є

скiнченною величиною.

Розглянемо приклад, який iлюструє цю теорему.

Приклад 3.1.6. Розглянемо задачу Кошi:

ẋ =
3

4
x2/3, t ∈ R, x ∈ R, (3.1.4)

x(3) =

(
3

2

)3

= 3.375. (3.1.5)

Тут t0 = 3 i x0 = 3.375. Вiзьмемо a = 1.5 i b = 2.375. Тодi
множина Ω̃ з теореми 3.1.4 має вигляд Ω̃ = [1.5, 4.5] × [1, 5.75].
Знайдемо сталi M , L i h з цiєї теореми. Маємо

M = max
x∈[1,5.75]

∣∣∣∣
3

4
x2/3

∣∣∣∣ = 0.75× 5.752/3.

З теореми 3.1.5 одержуємо

L = max
x∈[1,5.75]

∣∣∣∣
1

2
x−1/3

∣∣∣∣ = 0.5× 1−1/3 = 0.5.
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Тому

min

{
a,

b

M
,

1

L

}
= min

{
1.5,

2.375

0.75× 5.752/3
, 2

}
> 0.98 =: h.

За теоремою 3.1.4 на вiдрiзку [t0 − h, t0 + h] = [2.02, 3.98] iснує
єдиний розв’язок задачi Кошi (3.1.4), (3.1.5).

Можемо також безпосередньо обчислити загальний розв’язок
рiвняння (3.1.4) та задачi Кошi (3.1.4), (3.1.5). Дiйсно, загальний
розв’язок має вигляд

x = 0, x =
1

64
(t− C)3, t ∈ R, (3.1.6)

де C ∈ R є довiльною сталою, а розв’язок задачi Кошi (3.1.4),
(3.1.5) — вигляд

x =
1

64
(t+ 3)3, t ∈ R.

Як бачимо, у дiйсностi розв’язок задачi Кошi (3.1.4), (3.1.5) iснує
на множинi бiльшiй за ту, яку одержуємо в теоремi 3.1.4. Питан-
ням глобального продовження локальних розв’язкiв присвячено
пiдроздiл 3.2 (див. нижче).

Ситуацiю, що розглянута в цьому прикладi, зображено на
рис. 3.1.

Приклад 3.1.7. Розглянемо для рiвняння (3.1.4) задачу Кошi
з умовою

x(0) = 0. (3.1.7)

У попередньому прикладi було знайдено загальний розв’язок рiв-
няння (3.1.4) (див. (3.1.6)). Звiдси одержуємо, що задача Кошi
(3.1.4), (3.1.7) має безлiч розв’язкiв в будь-якому околi точки
(0, 0). Але це не суперечить теоремi 3.1.4 тому, що для цього рiв-
няння умову Лiпшиця не виконано в жодному околi точки (0, 0).

Розглянемо тепер теорему про iснування i єдинiсть розв’язку
задачi Кошi для нелiнiйного рiвняння.
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t

x

0

x0

x0 − b

x0 + b

t0t0 − a t0 + ah− h+

Рис. 3.1. Iнтегральнi траєкторiї рiвняння (3.1.4) i розв’язок задачi
Кошi (3.1.4), (3.1.5) на вiдрiзку [h−, h+] = [t0 − h, t0 + h]

Теорема 3.1.8. Нехай

Ω̃ =
{

(t, x) ∈ Rn+1 |
∣∣t− t0

∣∣ ≤ a ∧
∣∣x− x0

∣∣ ≤ b
}

i g ∈ C
(
Ω̃
)
∩ Lipx

(
Ω̃, L

)
. Нехай також

M ≥ max
(t,x)∈Ω̃

|g(t, x)|, h < min

{
a,

b√
(|x0|+ b)2 +M2

,
1√

1 + L2

}
.

Тодi на множинi Th = [t0−h, t0+h] iснує єдиний розв’язок задачi
Кошi:

y(n) = g
(
t, y, y′, ..., y(n−1)

)
, (3.1.8)





y(t0) = x0
1,

y′(t0) = x0
2,

· · · · · · · · · · · · · · ·
y(n−1)(t0) = x0

n.

(3.1.9)



176 Роздiл 3. Нелiнiйнi системи

Доведення. За допомогою оператора An (див. с. 26) зводи-
мо задачу Кошi (3.1.8), (3.1.9) до еквiвалентної їй задачi Кошi
вигляду (3.1.1), (3.1.2), де x = Any,

f(t, x) =




x2
...

xn−1

g(t, x)


 .

Для цiєї функцiї f маємо

|f(t, x)| ≤
√
|x|2 + |g(t, x)|2

≤
√

(|x0|+ b)2 +M2, (t, x) ∈ Ω̃,

|f(t, ξ)− f(t, η)| ≤
√
|ξ − η|2 + |g(t, ξ)− g(t, η)|2

≤
√
|ξ − η|2 + L2|ξ − η|2

≤
√

1 + L2|ξ − η|, (t, ξ), (t, η) ∈ Ω̃.

Застосовуючи теорему iснування та єдиностi розв’язку задачi
Кошi для нелiнiйної системи (3.1.1), (3.1.2) (див. теорему 3.1.4),
одержуємо, що iснує єдиний розв’язок ϕ(t), t ∈ Th цiєї системи.
Отже, ψ(t) =

(
A−1
n ϕ

)
(t), t ∈ Th, є єдиним розв’язком задачi Кошi

(3.1.8), (3.1.9).

3.1.1. Теореми про неперервну залежнiсть
розв’язку задачi Кошi вiд
параметрiв та початкових умов

Розглянемо залежну вiд параметрiв задачу Кошi

ẋ = f(t, x, ω), (t, x, w) ∈ Ω, (3.1.10)
x(ξ) = ν, (3.1.11)

де Ω ⊂ Rt×Rnx ×Rkw, ω = (ξ, ν, µ) ∈ Rk = Rξ ×Rnν ×Rsµ, s ≥ 0, f :
Ω→ Rn.
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Розглянемо теорему про неперервну залежнiсть розв’язку за-
дачi Кошi вiд параметрiв та початкових умов.

Теорема 3.1.9. Нехай

Ω̂ =
{

(t, x, ω) ∈ Rt × Rnx × Rkw | ω = (ξ, ν, µ) ∈ Rξ × Rnν × Rsµ = Rk

∧
∣∣t− t0

∣∣ ≤ a ∧
∣∣x− x0

∣∣ ≤ b
∧
∣∣ξ − t0

∣∣ ≤ a ∧
∣∣ν − x0

∣∣ ≤ b ∧
∣∣µ− µ0

∣∣ ≤ c
}
,

(
t0, x

0, ω0
)
∈ Ω, ω0 =

(
t0, x

0, µ0
)
i f ∈ C

(
Ω̂
)
∩ Lipx

(
Ω̂, L

)
. Нехай

також

M ≥ max
(t,x,w)∈Ω̂

|f(t, x, w)|, h < min

{
a,

2b

3M + 1
,

2

3L

}
.

Тодi розв’язок x = ϕ(t, w), t ∈ Th = [t0−h, t0 +h], задачi (3.1.10),
(3.1.11) належить C(Ωh), де

Ωh =
{

(t, w) ∈ Rt × Rkw |
∣∣t− t0

∣∣ ≤ h ∧
∣∣ξ − t0

∣∣ ≤ h/2
∧
∣∣ν − x0

∣∣ < h/2 ∧
∣∣µ− µ0

∣∣ ≤ c
}
.

Доведення. За лемою 3.1.1 про еквiвалентнiсть задачi Кошi
iнтегральному рiвнянню можемо замiнити задачу Кошi (3.1.10),
(3.1.11) iнтегральним рiвнянням

x(t, ω) = ν +

∫ t

ξ
f
(
τ, x(τ, ω), ω

)
dτ, (t, x, ω) ∈ Ω̂. (3.1.12)

Розглянемо повний лiнiйний нормований простiр C(Ωh) з нор-
мою

‖x‖ = sup{|x(t, w)| | (t, w) ∈ Ωh}.
Множина Cb(Ωh) =

{
x ∈ C(Ωh) |

∥∥x − x0
∥∥ ≤ b

}
є компактною в

C(Ωh). Тому Cb(Ωh) утворює повний метричний простiр з метри-
кою ρ(ζ, η) = ‖ζ − η‖. Розглянемо оператор B : Cb(Ωh) → C(Ωh)
з областю визначення D(B) = Cb(Ωh), який дiє за правилом

(Bx)(t, ω) = ν +

∫ t

ξ
f
(
τ, x(τ, ω), ω

)
dτ, (t, ω) ∈ Ωh, x ∈ D(B).



178 Роздiл 3. Нелiнiйнi системи

Для x ∈ Cb(Ωh) маємо

∣∣(Bx− x0
)
(t, w)

∣∣ =
∣∣ν − x0

∣∣+

∣∣∣∣
∫ t

ξ
f(τ, x(τ, w), w)dτ

∣∣∣∣

≤ 1

2
h+

3

2
hM ≤ h3M + 1

2
≤ b.

Отже, B : Cb(Ωh)→ C(Ωh).
Покажемо, що B є стискальним оператором. Нехай x, x̃ ∈

Cb(Ωh). Тодi

|(Bx−Bx̃)(t, ω)| ≤
∣∣∣∣
∫ t

ξ

(
f(τ, x(τ, ω), ω)− f(τ, x̃(τ, ω), ω)

)
dτ

∣∣∣∣

≤ L
∣∣∣∣
∫ t

ξ
‖x− x̃‖dτ

∣∣∣∣ ≤
3

2
Lh‖x− x̃‖.

Оскiльки
3

2
Lh < 1, оператор B є стискальним. Отже, рiвняння

x = Bx

має в Cb(Ωh) розв’язок ϕ, причому єдиний, оскiльки стискаль-
ний оператор B : Cb(Ωh) → Cb(Ωh) має єдину нерухому точку
ϕ в просторi Cb(Ωh) за теоремою Банаха [10, гл. 10, § 5]. Отже,
функцiя ϕ(t, ω), (t, ω) ∈ Ωh є єдиним розв’язком iнтегрального
рiвняння (3.1.12), а тому (за лемою 3.1.1) i розв’язком задачi Ко-
шi (3.1.10), (3.1.11).

3.1.2. Теореми про диференцiйовнiсть
розв’язку задачi Кошi за
параметрами та початковими
умовами

Розглянемо залежну вiд параметрiв задачу Кошi (3.1.10),
(3.1.11).
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Для доведення теореми про диференцiйовнiсть розв’язку за-
дачi Кошi вiд параметрiв та початкових умов нам знадобиться
така лема про прирiст вектор-функцiї.

Лема 3.1.10. Нехай u : Ω1 × Ω2 → Rm, u ∈ C1(Ω1 × Ω2), де
Ω1 ⊂ Rnz є опуклою вiдкритою множиною, Ω2 ⊂ Rkγ. Тодi iснує
матрично-значна функцiя U ∈ C(Ω2

1×Ω2) така, що U(x, y, γ) ∈
M(m, k), (x, y, γ) ∈ Ω2

1 × Ω2, та

u(x, γ)−u(y, γ) = U(x, y, γ)(x− y), (x, y, γ) ∈ Ω2
1×Ω2. (3.1.13)

Доведення. Зафiксуємо довiльнi x ∈ Ω1, y ∈ Ω1, γ ∈ Ω2 i
позначимо ϕ(λ) = u(y + λ(x− y), γ), λ ∈ [0, 1]. Тодi

u(x, γ)− u(y, γ) = ϕ(1)− ϕ(0) =

∫ 1

0
ϕ′(λ) dλ

=

(∫ 1

0

∂u(z, γ)

∂z

∣∣∣∣
z=y+λ(x−y)

dλ

)
(x− y)

= U(x, y, γ)(x− y),

де

U(x, y, γ) =

∫ 1

0

∂u(z, γ)

∂z

∣∣∣∣
z=y+λ(x−y)

dλ,

тобто спiввiдношення (3.1.13) має мiсце. Зрозумiло, що U ∈
C(Ω2

1 × Ω2). Лему доведено.

Розглянемо теорему про диференцiйовнiсть розв’язку задачi
Кошi за параметрами та початковими умовами.

Теорема 3.1.11. Нехай f ∈ C1(Ω) i
(
t0, x

0, ω0
)
∈ Ω, ω0 =(

t0, x
0, µ0

)
. Тодi iснує таке h > 0, що для

Ωh =
{

(t, ω) ∈ Rt × Rkω |
∣∣t− t0

∣∣ < h ∧
∣∣ξ − t0

∣∣ < h

∧
∣∣ν − x0

∣∣ < h ∧
∣∣µ− µ0

∣∣ < h
}
⊂ Ω

iснує єдиний розв’язок x = ϕ(t, ω), (t, ω) ∈ Ωh, задачi Кошi
(3.1.10), (3.1.11), крiм того, ϕ ∈ C1(Ωh).
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Доведення. За теоремою 3.1.9 iснує таке h > 0, що для Ωh

iснує єдиний розв’язок x = ϕ(t, ω), (t, ω) ∈ Ωh, задачi Кошi
(3.1.10), (3.1.11), крiм того, ϕ ∈ C(Ωh). Маємо

ϕ̇(t, ω) = f
(
t, ϕ(t, ω), ω

)
, (t, ω) ∈ Ωh,

ϕ(ξ, ω) = ϕ(ξ, ξ, ν, µ) = ν, (ξ, ω) ∈ Ωh.

Позначивши ϕ̃(τ, ω) = ϕ(τ+ξ, ω), u(τ, x, ω) = f(τ+ξ, x, ω), звiдси
одержуємо

˙̃ϕ(τ, ω) = u
(
τ, ϕ̃(τ, ω), ω

)
, (τ, ω) ∈ Ω̃h, (3.1.14)

ϕ̃(0, ω) = ϕ(ξ, ξ, ν, µ) = ν, (0, ω) ∈ Ω̃h, (3.1.15)

де Ω̃h =
{

(τ, ω) ∈ Rτ × Rkω |
∣∣τ + ξ − t0

∣∣ < h ∧
∣∣ξ − t0

∣∣ < h ∧
∣∣ν −

x0
∣∣ < h ∧

∣∣µ− µ0
∣∣ < h

}
. Зрозумiло, що u ∈ C1

(
Ω̃h

)
.

Позначимо
{
e0, e1, . . . , en, en+1, . . . , en+s

}
— стандартний ба-

зис в Rk = Rξ × Rnν × Rsµ (див. с. 30). Зафiксуємо j = 1, k та
розглянемо прирiст ∆ за змiнною ωj , де |∆| > 0 є достатньо
малим. Маємо

˙̃ϕ
(
τ, ω + ∆ej

)

= u
(
τ, ϕ̃

(
τ, ω + ∆ej

)
, ω + ∆ej

)
, (τ, ω) ∈ Ω̃h, (3.1.16)

ϕ̃(0, ω + ∆ej)

=

{
ν, j = 0, j = n+ 1, n+ s

ν + ∆ej , j = 1, n
, (0, ω) ∈ Ω̃h. (3.1.17)

Позначивши ∆j x̃(τ, ω) = x̃(τ, ω+∆ej)−x̃(τ, ω), з (3.1.14), (3.1.16)
одержуємо

d

dτ

(
∆jϕ̃(τ, ω)

∆

)

=
1

∆

(
u
(
τ, ϕ̃

(
τ, ω + ∆ej

)
, ω + ∆ej

)
− u
(
τ, ϕ̃(τ, ω), ω

))
, (τ, ω) ∈ Ω̃h.
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Скориставшись лемою 3.1.10, бачимо, що iснують функцiї G i
g, неперервнi за всiма змiнними, коли (τ, ω) ∈ Ω̃h i |∆| > 0 є
достатньо малим, такi, що

d

dτ

(
∆jϕ̃(τ, ω)

∆

)

= G(τ, ω,∆)
∆jϕ̃(τ, ω)

∆
+ g(τ, ω,∆), (τ, ω) ∈ Ω̃h. (3.1.18)

З (3.1.15), (3.1.17) для достатньо малих |∆| > 0 одержуємо

∆jϕ̃(0, ω)

∆
=

{
0, j = 0, j = n+ 1, n+ s

ej , j = 1, n
, (0, ω) ∈ Ω̃h. (3.1.19)

Розглянемо для достатньо малих |∆| ≥ 0 задачу Кошi

ż = G(τ, ω,∆)z + g(τ, ω,∆), (τ, ω) ∈ Ω̃h, (3.1.20)

z(0, ω,∆) =

{
0, j = 0, j = n+ 1, n+ s

ej , j = 1, n
, (0, ω) ∈ Ω̃h. (3.1.21)

За теоремою 3.1.9 iснує таке h1 > 0, що на Ωh1 × (−h1, h1) iснує
єдиний розв’язок z(τ, ω,∆) задачi Кошi (3.1.20), (3.1.21), до то-
го ж z ∈ C(Ωh1 × (−h1, h1)). Для ∆ 6= 0 маємо ∆jϕ̃(τ, ω)/∆ =
z(τ, ω,∆), тому

∂ϕ̃(τ, ω)

∂ωj
= lim

∆→0

∆jϕ̃(τ, ω)

∆
= z(τ, ω, 0), (τ, ω) ∈ Ωh1 .

Таким чином,
∂ϕ̃

∂ωj
∈ C(Ωh1), j = 1, k, отже, ϕ ∈ C1(Ωh1). Теоре-

му доведено.

3.2. Продовження розв’язкiв
Розглянемо задачу Кошi (3.1.1), (3.1.2). Далi будемо вважати,

що ([ означає будь-яку з дужок: (, [, а ]) — будь-яку з дужок ), ].
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Означення 3.2.1. Розв’язок x = ϕ(t), t ∈ ([a, b]), рiвняння
(3.1.1) називається продовжуваним вправо, якщо iснує розв’язок
цього рiвняння x = ψ(t), t ∈ ([a, b1]), який задовольняє умови

(i) b < b1;

(ii) ψ(t) = ϕ(t), t ∈ ([a, b]).

Означення 3.2.2. Розв’язок x = ϕ(t), t ∈ ([a, b]), рiвняння
(3.1.1) називається продовжуваним влiво, якщо iснує розв’язок
цього рiвняння x = ψ(t), t ∈ ([a1, b]), який задовольняє умови

(i) a1 < a;

(ii) ψ(t) = ϕ(t), t ∈ ([a, b]).

Означення 3.2.3. Розв’язок x = ϕ(t), t ∈ (ω−, ω+), рiвняння
(3.1.1) називається непродовжуваним, якщо вiн не є продовжу-
ваним анi влiво, анi вправо.

Означення 3.2.4. Функцiя f називається локально лiпши-
цевою за x в Ω (позначається f ∈ Liploc

x (Ω)), якщо для будь-якої
точки x0 ∈ Ω iснують окiл U

(
x0
)
i стала L > 0, для яких f ∈

Lipx
(
U
(
x0
)
, L
)
.

Розглянемо критерiй продовжуваностi вправо.

Лема 3.2.5. Нехай f ∈ C(Ω)∩ Liploc
x (Ω). Розв’язок x = ϕ(t),

t ∈ [a, b), рiвняння (3.1.1) є продовжуваним вправо у тому i
лише тому випадку, коли iснує границя

lim
t→b−

ϕ(t) = η ∈ Rn, (3.2.1)

де (b, η) ∈ Ω.

Доведення. 1. Необхiднiсть iснування границi (3.2.1) одразу
випливає з означення 3.2.1.

2. Достатнiсть iснування границi (3.2.1). Нехай умову
(3.2.1) виконано. Тодi за теоремою про iснування та єдинiсть
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розв’язку задачi Кошi для нелiнiйної системи (див. теорему 3.1.4)
для рiвняння (3.1.1) iснує єдиний розв’язок x = ϕ1(t), t ∈ (b −
α, b+ α), задачi Кошi з початковою умовою

x(b) = η, (3.2.2)

де α > 0 є досить малим. Позначимо b1 = b+ α,

ψ(t) =

{
ϕ(t), t ∈ [a, b),

ϕ1(t), t ∈ [b, b1),

та покажемо, що x = ψ(t), t ∈ [a, b1), є неперервним розв’язком
iнтегрального рiвняння

x(t) = ψ(a) +

∫ t

a
f(τ, x(τ)) dτ, t ∈ [a, b1). (3.2.3)

Зрозумiло, що для t ∈ [a, b) функцiя ψ є розв’язком цього рiвня-
ння. Нехай t ∈ [b, b1). Пiдставимо ψ в праву частину (3.2.3):

ψ(a)+

∫ t

a
f
(
τ, ψ(τ)

)
dτ = ϕ(a)+

∫ b

a
f
(
τ, ϕ(τ)

)
dτ+

∫ t

b
f
(
τ, ϕ1(τ)

)
dτ.

Скориставшись лемою 3.1.1 про еквiвалентнiсть задачi Кошi iн-
тегральному рiвнянню, означенням ψ, (3.2.1) та (3.2.2), одержу-
ємо

ψ(a) +

∫ t

a
f
(
τ, ψ(τ)

)
dτ

= ϕ(b−) +

∫ t

b
f
(
τ, ϕ1(τ)

)
dτ = η +

∫ t

b
f
(
τ, ϕ1(τ)

)
dτ

= ϕ1(b) +

∫ t

b
f
(
τ, ϕ1(τ)

)
dτ = ϕ1(t) = ψ(t), t ∈ [b, b1).

Знову застосовуючи лему 3.1.1 про еквiвалентнiсть задачi Ко-
шi iнтегральному рiвнянню, бачимо, що x = ψ(t), t ∈ [a, b1), є
розв’язком рiвняння (3.1.1).
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Зрозумiло, що аналогiчний критерiй має мiсце i для продов-
жуваностi влiво.

Лема 3.2.6. Нехай f ∈ C(Ω)∩ Liploc
x (Ω). Розв’язок x = ϕ(t),

t ∈ (a, b], рiвняння (3.1.1) є продовжуваним влiво у тому i лише
тому випадку, коли iснує границя

lim
t→a+

ϕ(t) = θ ∈ Rn, (3.2.4)

де (a, θ) ∈ Ω.

Далi розглянемо лему про зв’язок локальної та глобальної
лiпшицевостi.

Лема 3.2.7. Нехай f ∈ C(Ω)∩Liploc
x (Ω). Тодi для будь-якого

компакту G ∈ Ω iснує LG > 0 таке, що f ∈ Lipx(G,LG).

Доведення. Припустимо супротивне. Нехай iснує компакт
G ∈ Ω, послiдовнiсть {Lk}k∈N ⊂ (0,+∞) така, що

Lk → +∞, коли k →∞,

i послiдовностi точок
{(
tk, x

k
)}

k∈N ⊂ G i
{(
tk, x̄

k
)}

k∈N ⊂ G такi,
що ∣∣∣f

(
tk, x

k
)
− f

(
tk, x̄

k
)∣∣∣ > Lk

∣∣xk − x̄k
∣∣. (3.2.5)

З послiдовностей
{(
tk, x

k
)}

k∈N i
{(
tk, x̄

k
)}

k∈N можемо вибра-
ти збiжнi пiдпослiдовностi

{(
tkm , x

km
)}

m∈N i
{(
tkm , x̄

km
)}

m∈N,
оскiльки G є компактом. Нехай
(
tkm , x

km
)
→
(
t0, x

0
)
i
(
tkm , x̄

km
)
→
(
t0, x̄

0
)
, коли m→∞.

Розглянемо функцiю F : V → Rn, де V ⊂ R2n+1 складається
з точок околу U

(
t0, x

0, x̄0
)
в R2n+1, для яких x 6= x̄, визначену

формулою

F (t, x, x̄) =
|f(t, x)− f(t, x̄)|

|x− x̄| .
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Якщо окiл U
(
t0, x

0, x̄0
)
є досить малим, то функцiя F є обме-

женою на V . Дiйсно, для точок x = x̄ це випливає з виконання
умови Лiпшиця в околi точки

(
t0, x

0
)
, а для x 6= x̄ це випливає

з неперервностi f . Але обмеженiсть F суперечить (3.2.5), що i
доводить лему.

Наступною є лема про область iснування розв’язкiв з поча-
тковими даними на компактi.

Лема 3.2.8. Нехай f ∈ C(Ω)∩Liploc
x (Ω). Для будь-якого ком-

пакту G ∈ Ω iснує µ > 0 таке, що для будь-якої точки
(
t0, x

0
)
∈

G iснує єдиний розв’язок x = ϕ(t), t ∈ [t0−µ, t0 +µ], задачi Кошi
(3.1.1), (3.1.2).

Доведення. Позначимо

2
√

2δ = dist(G, ∂Ω)

= inf
{∣∣(τ, ξ)− (t, x)

∣∣ | (τ, ξ) ∈ ∂Ω ∧ (t, x) ∈ G
}
.

Тодi для

Ĝ =
{

(t, x) ∈ Rn+1 | dist({(t, x)}, G) ≤
√

2δ
}

маємо (див. рис. 3.2)
G ⊂ Ĝ ⊂ Ω.

Зрозумiло, що множина Ĝ є обмеженою i замкненою, отже, Ĝ
є компактною множиною. З леми 3.2.7 випливає, що iснує стала
L > 0 така, що f ∈ Lipx(Ĝ, L). Позначимо

Ω̂
(
t0, x

0
)

=
{

(t, x) ∈ Rn+1 |∣∣t− t0
∣∣ ≤ δ ∧

∣∣x− x0
∣∣ ≤ δ

}
,
(
t0, x

0
)
∈ G.

Тодi
Ω̂
(
t0, x

0
)
⊂ Ĝ ⊂ Ω,

(
t0, x

0
)
∈ G.

Позначимо також

M = max
(t,x)∈Ĝ

|f(t, x)|, µ = min

{
δ,
δ

M
,

1

L

}
.
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G

Ω

Ĝ

t

x

0

Ω̂(t0, x
0)

x0

t0t0 − µ t0 + µ

Рис. 3.2. Схема розташування множин G, Ĝ, Ω та Ω̂
(
t0, x

0
)

Застосовуючи для будь-якої фiксованої точки
(
t0, x

0
)
∈ G те-

орему 3.1.4 про iснування та єдинiсть розв’язку задачi Кошi
для нелiнiйної системи в Ω̂

(
t0, x

0
)
, одержуємо, що iснує єдиний

розв’язок x = ϕ(t), t ∈ [t0−µ, t0 +µ], задачi Кошi (3.1.1), (3.1.2).
Лему доведено.

Далi розглянемо лему про продовжуванiсть розв’язку за межi
компакту.

Лема 3.2.9. Нехай f ∈ C(Ω) ∩ Liploc
x (Ω) та нехай G ⊂ Ω

є компактом. Тодi для будь-якої фiксованої точки
(
t0, x

0
)
∈ G

задача Кошi (3.1.1), (3.1.2) має єдиний розв’язок x = ϕ(t), t ∈
[t0, t0 + ε], крiм того,

(
t0 + ε, ϕ(t0 + ε)

)
∈ Ω \G.

Доведення. За теоремою 3.1.4 про iснування та єдинiсть
розв’язку задачi Кошi для нелiнiйної системи в деякому околi
будь-якої фiксованої точки

(
t0, x

0
)
∈ Ω iснує єдиний розв’язок

задачi Кошi (3.1.1), (3.1.2). Ми завжди зважатимемо на цей факт
упродовж доведення.

Побудуємо розв’язок, iнтегральна траєкторiя якого виходить
за межi компакту G. Схему побудови цього розв’язку проiлю-
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стровано рис. 3.3. Зафiксуємо будь-яку точку
(
t0, x

0
)
∈ G. За

лемою 3.2.8 про область iснування розв’язкiв з початковими да-
ними на компактi iснує µ > 0 та iснує єдиний розв’язок x = ϕ0(t),
t ∈ [t0 − µ, t0 + µ], задачi Кошi (3.1.1), (3.1.2). Якщо

(
t1, x

1
)

=
(
t0 + µ, ϕ0(t0 + µ)

)
∈ Ω \G,

то лему доведено. Якщо ж
(
t1, x

1
)
∈ G, то розглянемо для рiв-

няння (3.1.1) задачу Кошi з початковою умовою

x(t1) = x1.

Знову застосовуючи лему 3.2.8 про область iснування розв’язкiв
з початковими даними на компактi, бачимо, що iснує єдиний
розв’язок x = ψ1(t), t ∈ [t1 − µ, t1 + µ], цiєї задачi Кошi. Отже,

ϕ1(t) =

{
ϕ0(t), t ∈ [t0, t0 + µ],

ψ1(t), t ∈ [t0 + µ, t0 + 2µ],

є єдиним розв’язком задачi Кошi (3.1.1), (3.1.2) на [t0, t0 + 2µ].
Якщо (

t2, x
2
)

=
(
t1 + µ, ϕ1(t1 + µ)

)
∈ Ω \G,

то лему доведено. Якщо ж (t1, x
1) ∈ G, то зробимо наступний

крок. На m-му кроцi одержуємо, що для задачi Кошi для рiвня-
ння (3.1.1) з початковою умовою

x(tm) = xm

iснує єдиний розв’язок x = ψm(t), t ∈ [tm − µ, tm + µ], отже,

ϕm(t) =

{
ϕm−1(t), t ∈ [t0, t0 +mµ],

ψm(t), t ∈ [t0 +mµ, t0 + (m+ 1)µ],

є єдиним розв’язком задачi Кошi (3.1.1), (3.1.2) на промiжку
[t0, t0 + (m+ 1)µ]. Позначимо

(
tm+1, x

m+1
)

=
(
tm + µ, ϕm(tm + µ)

)
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G

Ω

t0

x0

t1

x1

t2

x2

tk−1

xk−1

tk

xk

t

x

0

Рис. 3.3. Побудова розв’язку, що виходить за межi компакту G

=
(
t0 + (m+ 1)µ, ϕm(t0 + (m+ 1)µ)

)
.

Зрозумiло, що
∣∣(t0, x0

)
−
(
tm+1, x

m+1
)∣∣ ≥ (m + 1)µ. Оскiльки

компакт G є обмеженим, для деякого k ∈ N маємо
(
tk, x

k
)
∈ Ω \

G. Лему доведено.

Нарештi розглянемо теорему про iснування та єдинiсть не-
продовжуваного розв’язку.

Теорема 3.2.10. Нехай f ∈ C(Ω) ∩ Liploc
x (Ω). Для будь-якої

точки
(
t0, x

0
)
∈ Ω задача Кошi (3.1.1), (3.1.2) має єдиний непро-

довжуваний розв’язок x = ϕ(t), t ∈ (ω−, ω+).

Доведення. З теореми 3.1.4 про iснування та єдинiсть роз-
в’язку задачi Кошi випливає, що умова f ∈ C(Ω) ∩ Liploc

x (Ω)
гарантує iснування та єдинiсть розв’язку задачi Кошi (3.1.1),
(3.1.2) для будь-якої точки

(
t0, x

0
)
∈ Ω в деякому околi цiєї то-

чки. Ми завжди зважатимемо на цей факт упродовж доведення.
Побудуємо непродовжуваний розв’язок задачi Кошi (3.1.1),

(3.1.2). Схему побудови цього розв’язку проiлюстровано рис. 3.4.
Зафiксуємо будь-яку точку

(
t0, x

0
)
∈ Ω. Доведемо спочатку iсну-

вання непродовжуваного вправо розв’язку x = ϕ(t), t ∈ [t0, ω+),
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задачi Кошi (3.1.1), (3.1.2). Позначимо

Gn =
{

(t, x) ∈ Ω | |(t, x)| ≤ n ∧ dist
(
{(t, x)}, ∂Ω

)
≥ 1/n

}
.

Зрозумiло, що

Gn є компактом, Gn ⊂ Ω, n ∈ N, та
⋃

n∈N
Gn = Ω.

Для точки
(
t0, x

0
)
знайдемо n0 ∈ N таке, що

(
t0, x

0
)
∈ Gn0 . Ско-

риставшись лемою 3.2.9 про продовження розв’язку за межi ком-
пакту, знайдемо розв’язок x = ϕ(t), t ∈ [t0, t0 + ε0] задачi Кошi
(3.1.1), (3.1.2), для якого виконано умову

(
t1, x

1
)

=
(
t0 + ε0, ϕ

0(t0 + ε0)
)
/∈ Gn0 .

Далi для кожногоm ∈ N здiйснимо наступну процедуру. Знайде-
мо nm ∈ N таке, що

(
tm, x

m
)
∈ Gnm , nm > nm−1. Знову скори-

ставшись лемою 3.2.9 про продовження розв’язку за межi ком-
пакту, знайдемо розв’язок задачi Кошi x = ψm(t), t ∈ [tm, tm +
εm], для рiвняння (3.1.1) з початковою умовою

x(tm) = xm,

для якого виконано умову
(
tm+1, x

m+1
)

=
(
tm + εm, ψ

m(tm + εm)
)
/∈ Gnm .

Позначивши

ϕm(t) =

{
ϕm−1(t), t ∈ [t0, tm],

ψm(t), t ∈ [tm, tm+1] = [tm, tm + εm],

бачимо, що x = ϕm(t) є розв’язком задачi Кошi (3.1.1), (3.1.2) на
вiдрiзку [t0, tm+1] та
(
tm, x

m
)
∈ Gnm i

(
tm+1, x

m+1
)

=
(
tm+1, ϕ

m(tm+1)
)
/∈ Gnm .
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Зрозумiло, що послiдовнiсть {tm}m∈N є зростальною, а послi-
довнiсть

{(
tm, x

m
)}

m∈N, де x
m = ϕm−1(tm), має наступну вла-

стивiсть:
Gnm−1 63

(
tm, x

m
)
∈ Gnm , m ∈ N.

Позначимо
ω+ = lim

m→∞
tm = sup{tm | m ∈ N}

та позначимо
ϕ(t) = ϕm(t), t ∈ [t0, tm+1].

Зрозумiло, що x = ϕ(t), t ∈ [t0, ω+), є єдиним розв’язком задачi
Кошi (3.1.1), (3.1.2). Покажемо, що цей розв’язок є непродовжу-
ваним вправо.

ΩGnm+1

Gnm

Gnm−1

tm−1

xm−1

tm

xm

tm+1

xm+1

t

x

0

Рис. 3.4. Схема розташування областей Gnm та точок
(
tm, x

m
)
в

областi Ω

Якщо ω+ = +∞, то розв’язок x = ϕ(t), t ∈ [t0, ω+), є непро-
довжуваним вправо за означенням 3.2.2.
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Якщо ω+ ∈ R та не iснує скiнченної границi lim
t→ω+

ϕ(t), то

розв’язок x = ϕ(t), t ∈ [t0, ω+), є непродовжуваним вправо за
лемою 3.2.5 (критерiєм продовжуваностi розв’язку вправо).

Якщо ω+ ∈ R та iснує скiнченна границя lim
t→ω+

ϕ(t) =

x+ ∈ R, то за побудовою послiдовностi
{(
tm, x

m
)}

m∈N маємо(
tm, x

m
)
→
(
ω+, x

+
)
i
(
ω+, x

+
)
/∈ Ω

(
тобто

(
ω+, x

+
)
∈ ∂Ω

)
. З ле-

ми 3.2.5 (критерiю продовжуваностi розв’язку вправо) випливає,
що розв’язок x = ϕ(t), t ∈ [t0, ω+), є непрдовжуваним вправо.

Таким чином, побудований нами розв’язок x = ϕ(t), t ∈
[t0, ω+), задачi Кошi (3.1.1), (3.1.2) є непродовжуваним вправо.

Iснування непродовжуваного влiво розв’язку задачi Кошi
(3.1.1), (3.1.2) доводиться цiлком аналогiчно.

Розглянемо тепер задачу Кошi (3.1.1), (3.1.2) в областi Ω,
в якiй f ∈ C(Ω), але умову f ∈ Liploc

x (Ω) не виконано. То-
дi єдинiсть розв’язку в цiй областi не гарантується, але в око-
лi точки

(
t0, x

0
)
∈ Ω iснує хоча б один розв’язок задачi Кошi

(3.1.1), (3.1.2), тобто справедлива наступна теорема про iснуван-
ня розв’язку задачi Кошi для нелiнiйної системи, доведення якою
можна подивитися в [3, гл. 2, теорема 2.1].

Теорема 3.2.11 (Пеано). Нехай f ∈ C(Ω). Тодi iснує h > 0
таке, що на множинi Th = [t0 − h, t0 + h] iснує розв’язок задачi
Кошi (3.1.1), (3.1.2).

Крiм того, для цiєї задачi справедлива теорема про iснування
непродовжуваного розв’язку [3, гл. 2, теорема 3.1].

Теорема 3.2.12. Нехай f ∈ C(Ω). Тодi для будь-якої точки(
t0, x

0
)
∈ Ω задача Кошi (3.1.1), (3.1.2) має непродовжуваний

розв’язок x = ϕ(t), t ∈ (ω−, ω+).

3.3. Загальнi iнтеграли нелiнiйних систем
Розглянемо нелiнiйну систему (3.1.1) i будемо вважати, що

через кожну точку
(
t0, x

0
)
∈ Ω проходить єдиний розв’язок цiєї

системи i f ∈ C(Ω).
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Означення 3.3.1. Функцiя w : Ω → R, w ∈ C1(Ω), на-
зивається першим iнтегралом системи (3.1.1), якщо кожний
розв’язок x = ϕ(t), t ∈ I, цiєї системи задовольняє умову
w
(
t, ϕ(t)

)
≡ const на I.

Означення 3.3.2. Нехай v : Ω → R, v ∈ C1(Ω). Тодi похi-
дною v в силу системи (3.1.1) називається

v̇|f (t, x) =
∂v(t, x)

∂t
+
∂v(t, x)

∂x
f(t, x)

=
∂v(t, x)

∂t
+

n∑

j=1

∂v(t, x)

∂xj
fj(t, x), (t, x) ∈ Ω.

Приклад 3.3.3. Розглянемо систему
{
ẋ1 = x2, (t, x1, x2) ∈ R3,

ẋ2 = −x1, (t, x1, x2) ∈ R3.

Тут f(t, x1, x2) =

(
x2

−x1

)
. Функцiя

(
x1

x2

)
=

(
ϕ1(t)
ϕ2(t)

)
=

(
cos t sin t
− sin t cos t

)(
C1

C2

)

= C1

(
cos t
− sin t

)
+ C2

(
sin t
cos t

)
, t ∈ R,

є її загальним розв’язком. Покажемо, що w(t, x1, x2) = x2
1 + x2

2,
(t, x1, x2) ∈ R3, є першим iнтегралом цiєї системи. Маємо

w
(
t, ϕ1(t), ϕ2(t)

)
≡ (C1 cos t+ C2 sin t)2 + (−C1 sin t+ C2 cos t)2

≡ C2
1 + C2

2 на R.

Знайдемо також похiдну w в силу цiєї системи:

ẇ|f (t, x1, x2) ≡ 0 +
(
2x1, 2x2

)( x2

−x1

)

≡ 2x1x2 − 2x2x1 ≡ 0 в R3.
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У цьому прикладi похiдна першого iнтеграла системи в си-
лу цiєї системи тотожно дорiвнює нулю. Як бачимо з наступної
теореми, це не випадковiсть, а закономiрнiсть.

Розглянемо критерiй того, що функцiя є першим iнтегралом
нелiнiйної системи.

Теорема 3.3.4. Нехай w : Ω → R, w ∈ C1(Ω). Тодi w є пер-
шим iнтегралом системи (3.1.1) в тому i лише тому випадку,
коли виконано умову

ẇ|f (t, x) ≡ 0 в Ω. (3.3.1)

Доведення. Необхiднiсть (3.3.1). Нехай w є першим iнтегра-
лом системи (3.1.1). Зафiксуємо будь-яку точку

(
t0, x

0
)
∈ Ω i

знайдемо розв’язок цiєї системи x = ϕ(t), t ∈ I, який проходить
через цю точку. Тодi

w
(
t, ϕ(t)

)
≡ const на I.

Продиференцiюємо цю рiвнiсть за t:

∂w(t, ϕ(t))

∂t
≡ ∂w(t, x)

∂t

∣∣∣∣
x=ϕ(t)

+
∂w(t, x)

∂x

∣∣∣∣
x=ϕ(t)

ϕ̇(t) ≡ 0 на I.

Ураховуючи те, що x = ϕ(t), t ∈ I, є розв’язком системи (3.1.1),
та пiдставляючи t = t0, звiдси одержуємо

0 =
∂w
(
t0, x

0
)

∂t
=
∂w
(
t0, x

0
)

∂t
+
∂w
(
t0, x

0
)

∂x
f
(
t0, x

0
)

= ẇ
(
t0, x

0
)∣∣
f
.

Оскiльки
(
t0, x

0
)
є довiльною точкою областi Ω, умову (3.3.1)

виконано.
Достатнiсть (3.3.1). Нехай умову (3.3.1) виконано. Вiзьме-

мо будь-який розв’язок x = ϕ(t), t ∈ I, системи (3.1.1). З (3.3.1)
одержуємо

∂w(t, ϕ(t))

∂t
≡ ∂w(t, x)

∂t

∣∣∣∣
x=ϕ(t)

+
∂w(t, x)

∂x

∣∣∣∣
x=ϕ(t)

ϕ̇(t)
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≡
(
ẇ|f (t, x)

)∣∣
x=ϕ(t)

≡ 0 на I.

Отже,
w
(
t, ϕ(t)

)
≡ const на I.

Тому w є першим iнтегралом системи (3.1.1).

Означення 3.3.5. Нехай uj : Ω → R, j = 1, n. Функцiї
u1, . . . , un називаються функцiонально незалежними за x в Ω,
якщо

det
∂u(t, x)

∂x
6= 0, (t, x) ∈ Ω.

Означення 3.3.6. Функцiя u =



u1
...
un


 : Ω→ Rn, u ∈ C1(Ω),

називається загальним iнтегралом системи (3.1.1), якщо uj є
першим iнтегралом цiєї системи, j = 1, n, i функцiї u1, . . . , un є
функцiонально незалежними за x в Ω.

З теореми 3.3.4 одразу одержуємо наступний критерiй того,
що функцiя є загальним iнтегралом нелiнiйної системи.

Наслiдок 3.3.7. Нехай у деякому околi точки
(
t0, x

0
)
∈ Ω

u є вектор-функцiєю зi значеннями в Rn i належить класу C1

в цьому околi. Тодi u є загальним iнтегралом системи (3.1.1)
в деякому околi точки

(
t0, x

0
)
тодi i лише тодi, коли виконано

двi умови:

(i) u̇|f (t, x) ≡ 0 в околi точки
(
t0, x

0
)
;

(ii) det
∂u
(
t0, x

0
)

∂x
6= 0.

Розглянемо теорему про iснування загального iнтеграла не-
лiнiйної системи.

Теорема 3.3.8. Нехай f ∈ C1(Ω). Тодi в околi кожної точки(
t0, x

0
)
∈ Ω iснує загальний iнтеграл системи (3.1.1).



3.3. Загальнi iнтеграли нелiнiйних систем 195

Доведення. Розглянемо для системи (3.1.1) задачу Кошi з по-
чатковою умовою

x(ξ) = ν. (3.3.2)

За теоремою 3.1.11 про диференцiйовнiсть розв’язку задачi Кошi
за параметрами та початковими умовами iснує таке h > 0, що
для кожного (ξ, ν) ∈ Uh

(
t0, x

0
)

= {(η, µ) |
∣∣η − t0

∣∣ < h ∧
∣∣µ −

x0
∣∣ < h} iснує єдиний розв’язок x = ϕ(t, ξ, ν), t ∈ Th(t0) = (t0 −

h, t0 + h), задачi Кошi (3.1.1), (3.3.2), причому ϕ ∈ C1
(
Th(t0) ×

Uh
(
t0, x

0
))

та

ϕ(ξ, ξ, ν) = ν, (ξ, ξ, ν) ∈ Th(t0)× Uh
(
t0, x

0
)
. (3.3.3)

Позначимо u(t, x) = ϕ(t0, t, x), (t, x) ∈ Uh
(
t0, x

0
)
, та перевiри-

мо, що u є загальним iнтегралом системи (3.1.1) в околi то-
чки

(
t0, x

0
)
. Нехай x = ψ(t), t ∈ I, є розв’язком цiєї системи

в Uh
(
t0, x

0
)
. Тодi для кожного ξ ∈ I цей розв’язок задовольняє

початкову умову вигляду (3.3.3):

x(ξ) = ψ(ξ).

Тому ψ(t) = ϕ
(
t, ξ, ψ(ξ)

)
, ξ ∈ I, за теоремою 3.1.4 iснування та

єдиностi розв’язку задачi Кошi. Отже,

u
(
t, ψ(t)

)
≡ ϕ

(
t0, t, ψ(t)

)
≡ ψ(t0) = const на I.

Тобто кожна з компонент u є першим iнтегралом системи (3.1.1).

Залишилося довести, що det
∂u
(
t0, x

0
)

∂x
6= 0. Маємо

∂u
(
t0, x

0
)

∂x
=
∂ϕ
(
t0, t0, x

)

∂x

∣∣∣∣∣
x=x0

=
∂x

∂x
= I.

Отже, det
∂u
(
t0, x

0
)

∂x
= 1 6= 0. Теорему доведено.

Розглянемо теорему про зв’язок загального iнтеграла з
розв’язками нелiнiйної системи.
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Теорема 3.3.9. Нехай f ∈ C1(Ω). Тодi в околi будь-якої то-
чки

(
t0, x

0
)
∈ Ω iснує загальний iнтеграл u системи (3.1.1).

Крiм того, якщо v0 = u
(
t0, x

0
)
, то iснують околи U

(
x0
)
,W
(
v0
)
,

T
(
t0
)
такi, що

(i) функцiя x = ϕ(t, v), t ∈ T
(
t0
)
, неявно задана рiвнянням

u(t, x) = v, t ∈ T
(
t0
)
, x ∈ U

(
x0
)
, v ∈W

(
v0
)
, (3.3.4)

для будь-якого фiксованого v ∈W
(
v0
)
є розв’язком системи

(3.1.1);

(ii) для будь-якого розв’язку x = ψ(t), t ∈ I ⊂ T
(
t0
)
, системи

(3.1.1) в T
(
t0
)
× U

(
x0
)
iснує єдине v ∈W

(
v0
)
таке, що

u(t, ψ(t)) ≡ v на t ∈ I. (3.3.5)

Доведення. За теоремою 3.3.8 в деякому околi V
(
t0, x

0
)
будь-

якої точцi
(
t0, x

0
)
∈ Ω iснує загальний iнтеграл u системи (3.1.1),

зокрема, в цьому околi компоненти u є першими iнтегралами си-
стеми (3.1.1). Розглянемо рiвняння (3.3.4) для (t, x) ∈ V

(
t0, x

0
)
.

Оскiльки
det

∂u(t, x)

∂x
6= 0, (t, x) ∈ V

(
t0, x

0
)
, (3.3.6)

за теоремою про неявне вiдображення (див., наприклад, [10,
гл. 12, § 2]) iснують околи U

(
x0
)
,W
(
v0
)
, T
(
t0
)
такi, що T

(
t0
)
×

U
(
x0
)
⊂ V

(
t0, x

0
)
, та рiвняння (3.3.4) визначає єдину неявно за-

дану функцiю x = ϕ(t, v), t ∈ T
(
t0
)
, яка задовольняє умову ϕ ∈

C1(T
(
t0
)
× U

(
x0
)
).

(i) Покажемо, що для будь-якого фiксованого v ∈W
(
v0
)
фун-

кцiя x = ϕ(t, v), t ∈ T
(
t0
)
, є розв’язком системи (3.1.1). Маємо

u(t, ϕ(t, v)) ≡ v в T
(
t0
)
×W

(
v0
)
.

Тому

∂u(t, ϕ(t, v))

∂t
≡ ∂u(t, x)

∂t

∣∣∣∣
x=ϕ(t,v)
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+
∂u(t, x)

∂x

∣∣∣∣
x=ϕ(t,v)

∂ϕ(t, v)

∂t
≡ 0 в T

(
t0
)
×W

(
v0
)
.

Отже (див. (3.3.6)),

∂ϕ(t, v)

∂t
≡ −

(
∂u(t, x)

∂x

)−1 ∂u(t, x)

∂t

∣∣∣∣∣
x=ϕ(t,v)

в T
(
t0
)
×W

(
v0
)
.

(3.3.7)
З iншого боку, за наслiдком 3.3.7 маємо

0 ≡ u̇|f (t, x) ≡ ∂u(t, x)

∂t
+
∂u(t, x)

∂x
f(t, x) в T

(
t0
)
× U

(
x0
)
.

Тому (див. (3.3.6))

f(t, x) ≡
(
∂u(t, x)

∂x

)−1 ∂u(t, x)

∂t
в T
(
t0
)
× U

(
x0
)
.

Порiвнюючи останню рiвнiсть з (3.3.7), одержуємо

∂ϕ(t, v)

∂t
≡ f(t, ϕ(t, v)) в T

(
t0
)
×W

(
v0
)
,

тобто функцiя x = ϕ(t, v), t ∈ T
(
t0
)
, для будь-якого фiксованого

v ∈W
(
v0
)
є розв’язком системи (3.1.1). Твердження (i) доведено.

(ii) Нехай x = ψ(t), t ∈ I ⊂ T
(
t0
)
, є розв’язком системи (3.1.1)

в T
(
t0
)
×U

(
x0
)
. Зафiксуємо довiльну точку t∗ ∈ I та позначимо

x∗ = ψ(t∗), v∗ = u(t∗, x∗). Тодi x = ϕ(t, v∗), t ∈ T
(
t0
)
є розв’язком

системи (3.1.1) та ϕ(t∗, v∗) = x∗. За теоремою 3.1.4 про iснування
та єдинiсть розв’язку задачi Кошi для системи (3.1.1) маємо

ψ(t) ≡ ϕ(t, v∗) на I.

Оскiльки функцiя x = ϕ(t, v), (t, v) ∈ T
(
t0
)
× W

(
v0
)
, неявно

визначена рiвнянням (3.3.4), спiввiдношення (3.3.5) виконано для
v = v∗. Таким чином, твердження (ii) доведено. Отже, доведення
теореми завершено.
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Звiдси одразу одержуємо наслiдок про загальний розв’язок
нелiнiйної системи.

Наслiдок 3.3.10. Нехай f ∈ C1(Ω). Тодi в околi будь-якої
точки

(
t0, x

0
)
∈ Ω iснує загальний iнтеграл u системи (3.1.1) i

загальний розв’язок цiєї системи неявно задається рiвнянням

u(t, x) = v, де v пробiгає деякий окiл точки v0 = u
(
t0, x

0
)
.

Розглянемо також теорему про загальний вигляд першого iн-
теграла нелiнiйної системи.

Теорема 3.3.11. Нехай f ∈ C1(Ω) i u є загальним iнтегра-
лом системи (3.1.1) в околi точки

(
t0, x

0
)
∈ Ω. Тодi функцiя w

класу C1 є першим iнтегралом системи (3.1.1) в околi точки(
t0, x

0
)
∈ Ω тодi i лише тодi, коли iснує функцiя Φ класу C1 в

околi точки v0 = u
(
t0, x

0
)
така, що

w(t, x) ≡ Φ
(
u(t, x)

)
в околi точки

(
t0, x

0
)
. (3.3.8)

Доведення. Необхiднiсть (3.3.8). Нехай функцiя w класу C1

є першим iнтегралом системи (3.1.1) в околi V
(
t0, x

0
)

точки(
t0, x

0
)
∈ Ω. Як i в теоремi 3.3.9, знайдемо околи U

(
x0
)
,W
(
v0
)
,

T
(
t0
)
такi, що T

(
t0
)
× U

(
x0
)
⊂ V

(
t0, x

0
)
та рiвняння (3.3.4) ви-

значає єдину неявно задану функцiю x = ϕ(t, v), t ∈ T
(
t0
)
, яка

задовольняє умову ϕ ∈ C1(T
(
t0
)
× U

(
x0
)
).

За теоремою 3.3.9 для будь-якого v ∈ W
(
v0
)
функцiя x =

ϕ(t, v), t ∈ T
(
t0
)
, є розв’язком системи (3.1.1) в T

(
t0
)
×U

(
x0
)
(за

теоремою 3.3.9). Скориставшись означенням першого iнтеграла,
знаходимо

Φ(v) := w
(
t, ϕ(t, v)

)
, t ∈ T

(
t0
)
, v ∈W

(
v0
)
. (3.3.9)

Оскiльки ϕ ∈ C1(T
(
t0
)
×W

(
v0
)
) i w ∈ C1(T

(
t0
)
× U

(
x0
)
), має-

мо Φ ∈ C1(W
(
v0
)
). Покажемо, що виконано (3.3.8). З (3.3.4) та

(3.3.9) одержуємо

Φ
(
u(t, x)

)
≡ w

(
t, ϕ(t, u(t, x))

)
≡ w(t, x) в T

(
t0
)
× U

(
x0
)
,
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тобто (3.3.8).
Достатнiсть (3.3.8). Обчислимо похiдну в силу системи

(3.1.1) функцiї w(t, x) ≡ Φ(u(t, x)) в околi V
(
t0, x

0
)
. Маємо

ẇ|f (t, x) ≡ Φ(v)

∂v

∣∣∣∣
v=u(t,x)

∂u(t, x)

∂t
+

Φ(v)

∂v

∣∣∣∣
v=u(t,x)

∂u(t, x)

∂x
f(t, x)

≡ Φ(v)

∂v

∣∣∣∣
v=u(t,x)

u̇(t, x)|f в V
(
t0, x

0
)
.

Скориставшись наслiдком 3.3.7, одержуємо

u̇|f (t, x) ≡ 0 в V
(
t0, x

0
)
,

тому
ẇ|f (t, x) ≡ 0 в V

(
t0, x

0
)
.

За теоремою 3.3.4 w є першим iнтегралом системи (3.1.1) в околi
V
(
t0, x

0
)
. Теорему доведено.

3.3.1. Нелiнiйнi системи, записанi в
симетричнiй формi

Систему (3.1.1) можна записати так:

dt

1
=

dx1

f1(t, x)
= · · · = dxn

fn(t, x)
, (t, x) ∈ Ω.

Позначивши

x0 = t, f0(t, x) = 1, x̄ =




x0

x1
...
xn


 , f̄ =




f0

f1
...
fn


 ,

одержуємо, що система (3.1.1) еквiвалентна нелiнiйнiй системi,
записанiй в симетричнiй формi:

dx0

f0(x̄)
=

dx1

f1(x̄)
= · · · = dxn

fn(x̄)
, x̄ ∈ Ω. (3.3.10)
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Зазначимо також, що довiльну систему вигляду (3.3.10) можна
локально звести до системи вигляду (3.1.1), якщо

f̄ ∈ C(Ω) i
∣∣f̄(x̄)

∣∣ 6= 0, x̄ ∈ Ω. (3.3.11)

Далi розглядатимемо систему (3.3.10) з довiльною функцiєю
f0. Сформулюємо означення розв’язку, iнтегральної траєкторiї,
загального розв’язку, першого iнтегралу, похiдної в силу систе-
ми i загального iнтеграла для нелiнiйної системи (3.3.10) (записа-
ної в симетричнiй формi). Цi означення узагальнюють вiдповiднi
означення, сформульованi для системи (3.1.1) .

Нехай m = 0, n. Позначимо через x̃m вектор, одержаний з
вектора x̄ ∈ Rn+1 пiсля викреслення елемента xm. Зрозумiло, що
x̃m ∈ Rn.

Означення 3.3.12. Нехай m = 0, n, x̄0 ∈ Ω, fm
(
x̄0
)
6= 0.

Вектор-функцiя x̃m = ϕm(xm), xm ∈ I, називається розв’язком
системи (3.3.10), якщо fm(x̄)

∣∣
x̃m=ϕ(xm)

6= 0, xm ∈ I, i ця вектор-
функцiя є розв’язком системи

ẋk =
fk(x̄)

fm(x̄)
, m = 0, n, k 6= m,

в деякому околi точки x̄0 (див. означення (1.2.1)).

Означення 3.3.13. Нехай m = 0, n зафiксовано. Множина
{µ(xm) | xm ∈ I} називається iнтегральною траєкторiєю систе-
ми (3.3.10), якщо µm(xm) ≡ xm i вектор-функцiя x̃m = µ̃m(xm),
xm ∈ I, є розв’язком цiєї системи. Тут µ̃m є вектором, одержаним

з вектора µ =



µ0
...
µn


 пiсля викреслення елемента µm.

Означення 3.3.14. Загальним розв’язком системи (3.3.10)
називається множина всiх її розв’язкiв.
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Означення 3.3.15. Функцiя w : Ω → R, w ∈ C1(Ω), нази-
вається першим iнтегралом системи (3.3.10), якщо для кожного
розв’язку x̃m = ϕm(xm), xm ∈ I, цiєї системи маємо

w(x̄)
∣∣
x̃m=ϕm(xm)

≡ 0 на I, m = 0, n.

Означення 3.3.16. Нехай v : Ω → R, v ∈ C1(Ω). Тодi похi-
дною v в силу системи (3.3.10) називається

v̇|f̄ (x̄) =
∂v(x̄)

∂x̄
f(x̄) =

n∑

j=0

∂v(x̄)

∂xj
f̄j(x̄), x̄ ∈ Ω.

З теореми 3.3.4 для системи (3.3.10) одразу одержуємо кри-
терiй того, що функцiя є першим iнтегралом нелiнiйної системи,
записаної в симетричнiй формi.

Наслiдок 3.3.17. Нехай виконано умову (3.3.11). Тодi фун-
кцiя w ∈ C1(Ω) є першим iнтегралом системи (3.3.10) тодi i
лише тодi, коли виконано умову

∂w(x̄)

∂x̄
f̄(x̄) ≡ 0 в Ω. (3.3.12)

Означення 3.3.18. Нехай uj : Ω → R, j = 1, n. Функцiї
u1, . . . , un називаються функцiонально незалежними в Ω, якщо

rank
∂u(x̄)

∂x̄
= n, x̄ ∈ Ω.

Означення 3.3.19. Функцiя u =



u1
...
un


 : Ω → Rn, u ∈

C1(Ω), називається загальним iнтегралом системи (3.3.10),
якщо uj є першим iнтегралом цiєї системи, j = 1, n, i функцiї
u1, . . . , un є функцiонально незалежними в Ω.

З наслiдку 3.3.7 одразу випливає критерiй того, що функцiя
є загальним iнтегралом нелiнiйної системи, записаної в симетри-
чнiй формi.
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Наслiдок 3.3.20. Нехай виконано (3.3.11). Нехай також u
є вектор-функцiєю зi значеннями в Rn i належить класу C1

у деякому околi точки x̄0 ∈ Ω. Тодi u є загальним iнтегралом
системи (3.3.10) в деякому околi точки x̄0 тодi i лише тодi,
коли виконано двi умови:

(i)
∂u(x̄)

∂x̄
f̄(x̄) ≡ 0 в околi точки x̄0;

(ii) rank
∂u
(
x̄0
)

∂x̄
= n.

Приклад 3.3.21. Розглянемо нелiнiйну систему

dx1

x1x2
=
dx2

−x2
2

=
dx3

2x1x2
3

, x ∈ Ω = (0,+∞)3. (3.3.13)

До кiнця цього прикладу ми розглядатимемо x ∈ Ω. З

dx1

x1x2
=
dx2

−x2
2

одержуємо
x1x2 = C1, (3.3.14)

де C1 ∈ R є довiльною сталою. З

dx1

x1x2
=

dx3

2x1x2
3

,

ураховуючи (3.3.14), маємо

2x1 dx = C1
dx3

x2
3

,

отже,

x2
1 = −C1

x3
+ C2.

Ще раз застосовуючи (3.3.14), одержуємо

x2
1 +

x1x2

x3
= C2, (3.3.15)
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де C2 ∈ R є довiльною сталою. Зрозумiло, що функцiї, якi знахо-
дяться в лiвих частинах рiвностей (3.3.14) i (3.3.15), є першими
iнтегралами системи (3.3.13). Позначимо

u(x1, x2, x3) ≡
(

x1x2

x2
1 + x1x2/x3

)
в Ω (3.3.16)

i покажемо, що u є загальним iнтегралом нашої системи. Для
цього використаємо наслiдок 3.3.20. Умову (i) виконано за побу-
довою. Перевiримо умову (ii):

det
∂u(x1, x2, x3)

∂(x1, x2)
≡
∣∣∣∣

x2 x1

2x1 − x2/x3 −x1/x3

∣∣∣∣ ≡ −2x2
1 6= 0 в Ω.

Таким чином, u є загальним iнтегралом нашої системи в Ω. Тому
за наслiдком 3.3.10 загальний розв’язок системи (3.3.13) в Ω має
вигляд: 




x1x2 = C1,

x2
1 +

x1x2

x3
= C2.

3.4. Лiнiйнi та квазiлiнiйнi рiвняння з
частинними похiдними першого
порядку

Наслiдок 3.3.17 пов’язує нелiнiйне рiвняння (3.3.10) та лiнiй-
не рiвняння з частинними похiдними першого порядку (3.3.12).
Далi скористаємося цим зв’язком.

3.4.1. Лiнiйнi рiвняння з частинними
похiдними першого порядку

Розглянемо лiнiйне однорiдне рiвняння з частинними похi-
дними першого порядку

∂z

∂x
A(x) = 0, x ∈ Ω ⊂ Rn, (3.4.1)
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де A =



a1
...
an


 ∈ C1(Ω), |A(x)| 6= 0 в Ω. Рiвняння (3.4.1) може

бути записано в розгорнутому виглядi:

a1(x)
∂z

∂x1
+ · · · an(x)

∂z

∂xn
= 0, x ∈ Ω.

Зiставимо з ним наступну систему нелiнiйних звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь, яка називається системою характери-
стик:

dx1

a1(x)
= · · · = dxn

an(x)
, x ∈ Ω. (3.4.2)

Iнтегральнi траєкторiї системи (3.4.2) називаються характери-
стиками рiвняння (3.4.1).

Означення 3.4.1. Функцiя z = w(x), x ∈ D ⊂ Ω, називає-
ться розв’язком рiвняння (3.4.1), якщо

∀x ∈ D ∂w(x)

∂x
A(x) = 0.

Означення 3.4.2. Поверхня S = {(x,w(x)) | x ∈ D}, D ⊂
Ω, називається iнтегральною поверхнею рiвняння (3.4.1), якщо
функцiя z = w(x), x ∈ D, є розв’язком цього рiвняння.

Означення 3.4.3. Загальним розв’язком рiвняння (3.4.1)
називається множина всiх його розв’язкiв.

Розглянемо критерiй того, що функцiя є розв’язком лiнiйного
однорiдного рiвняння з частинними похiдними першого порядку.

Теорема 3.4.4. Для того щоб функцiя z = w(x), x ∈ D ⊂ Ω,
була розв’язком рiвняння (3.4.1), необхiдно i досить, щоб вона
була першим iнтегралом системи (3.4.2).

Доведення. Твердження цiєї теореми одразу випливає з кри-
терiю того, що функцiя є першим iнтегралом системи, записаної
в симетричнiй формi (див. наслiдок 3.3.17).
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З цiєї теореми i теореми 3.3.11 про загальний вигляд першого
iнтеграла одразу одержуємо наступний наслiдок про загальний
розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння з частинними похiдни-
ми першого порядку.

Наслiдок 3.4.5. Нехай u є загальним iнтегралом системи
(3.4.2) в околi точки x0 ∈ Ω. Тодi функцiя z = w(x) є розв’язком
рiвняння (3.4.1) в околi точки x0 у тому i лише в тому випадку,
коли iснує функцiя Φ класу C1 в околi точки s0 = u

(
x0
)
така,

що w(x) ≡ Φ
(
u(x)

)
в околi точки x0.

Таким чином, розв’язання лiнiйного рiвняння з частинни-
ми похiдними першого порядку (3.4.1), фактично, зводиться до
розв’язання нелiнiйної системи звичайних диференцiальних рiв-
нянь (3.4.2), яка є його системою характеристик.

Приклад 3.4.6. Розглянемо лiнiйне однорiдне рiвняння з ча-
стинними похiдними першого порядку

x1x2
∂z

∂x1
− x2

2

∂z

∂x2
+ 2x1x3

∂z

∂x3
= 0, x ∈ Ω = (0,+∞)3, (3.4.3)

i знайдемо його загальний розв’язок. Нелiнiйна система (3.3.13) є
системою характеристик цього рiвняння. У прикладi 3.3.21 було
доведено, що вектор-функцiя (3.3.16):

u(x1, x2, x3) ≡
(

x1x2

x2
1 + x1x2/x3

)
в Ω

є загальним iнтегралом системи характеристик (3.3.13). За на-
слiдком 3.4.5 про загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiв-
няння з частинними похiдними першого порядку одержуємо, що
загальний розв’язок рiвняння (3.4.3) має вигляд:

z = Φ

(
x1x2, x

2
1 +

x1x2

x3

)
в околi точки x0,

де Φ є довiльною функцiєю класу C1 в околi точки s0 = u
(
x0
)

для довiльної точки x0 ∈ Ω.
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3.4.2. Квазiлiнiйнi рiвняння з частинними
похiдними першого порядку

Розглянемо квазiлiнiйне рiвняння з частинними похiдними
першого порядку:

∂z

∂x
A(x, z) = b(x, z), (x, z) ∈ Ω ⊂ Rnx × Rz, (3.4.4)

де A =



a1
...
an


 ∈ C1(Ω), b ∈ C1(Ω), |A(x, z)| 6= 0 в Ω. Рiвняння

(3.4.1) може бути записано в розгорнутому виглядi:

a1(x, z)
∂z

∂x1
+ · · · an(x, z)

∂z

∂xn
= b(x, z), (x, z) ∈ Ω.

Зiставимо з ним систему нелiнiйних звичайних диференцiальних
рiвнянь, яка називається системою характеристик:

dx1

a1(x, z)
= · · · = dxn

an(x, z)
=

dz

b(x, z)
, (x, z) ∈ Ω. (3.4.5)

Iнтегральнi траєкторiї системи (3.4.5) називаються характери-
стиками рiвняння (3.4.4).

Означення 3.4.7. Функцiя z = ψ(x), x ∈ D ⊂ Rn, називає-
ться розв’язком рiвняння (3.4.4), якщо

(i) ∀x ∈ D (x, ψ(x)) ∈ Ω;

(ii) ∀x ∈ D ∂ψ(x)

∂x
A(x, ψ(x)) = b(x, ψ(x)).

Означення 3.4.8. Поверхня S = {(x, ψ(x)) | x ∈ D} ⊂ Ω,
D ⊂ Rn, називається iнтегральною поверхнею рiвняння (3.4.4),
якщо функцiя z = ψ(x), x ∈ D, є розв’язком цього рiвняння.

Означення 3.4.9. Загальним розв’язком рiвняння (3.4.4)
називається множина всiх його розв’язкiв.
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Розглянемо також допомiжне лiнiйне рiвняння з частинними
похiдними першого порядку, для якого система (3.4.5) є систе-
мою характеристик:

∂w

∂x
A(x, z) +

∂w

∂z
b(x, z) = 0, (x, z) ∈ Ω, (3.4.6)

i розглянемо теорему про зв’язок квазiлiнiйного та лiнiйного рiв-
нянь з частинними похiдними.

Теорема 3.4.10. Нехай (x0, z0) ∈ Ω.

1. Нехай z = ψ(x) є розв’язком рiвняння (3.4.4) в деякому око-
лi точки

(
x0, z0

)
, де z0 = ψ

(
x0
)
. Тодi iснує розв’язок w =

ϕ(x, z) рiвняння (3.4.6) в деякому околi точки
(
x0, z0

)
, де

ϕ
(
x0, z0

)
= 0, такий, що

(i) ϕ(x, ψ(x)) ≡ 0 в досить малому околi точки x0;

(ii)
∂ϕ
(
x0, z0

)

∂z
6= 0.

2. Нехай w = ϕ(x, z) є розв’язком рiвняння (3.4.6) в деякому
околi точки

(
x0, z0

)
, що задовольняє умову (ii), крiм того

ϕ
(
x0, z0

)
= 0. Тодi функцiя z = ψ(x), яку неявно задано рiв-

нянням

(iii)ϕ(x, z) = 0 в досить малому околi точки
(
x0, z0

)
,

є розв’язком рiвняння (3.4.4) в деякому околi точки
(
x0, z0

)
.

Доведення. 1. Оскiльки z = ψ(x) є розв’язком рiвняння
(3.4.4) в деякому околi точки

(
x0, z0

)
, одержуємо

∂ψ(x)

∂x
A(x, ψ(x)) ≡ b(x, ψ(x)) в околi точки x0. (3.4.7)

Маємо |A
(
x0, z0

)
| 6= 0. Не обмежуючи загальностi, вважаємо, що

a1

(
x0, z0

)
6= 0. (3.4.8)
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Нехай û(x, z) є загальним iнтегралом системи характеристик
(3.4.5) в околi точки

(
x0, z0

)
. Тодi за критерiєм того, що фун-

кцiя є загальним iнтегралом нелiнiйної системи (див. наслiдок
3.3.20), маємо

˙̂u
∣∣∣(
A
b

) (x, z) ≡ ∂û(x, z)

∂x
A(x, z) +

∂û(x, z)

∂z
b(x, z) ≡ 0 (3.4.9)

в околi точки
(
x0, z0

)
та

rank
∂û
(
x0, z0

)

∂(x, z)
= n.

Застосовуючи (3.4.8), одержуємо

det
∂û
(
x0, z0

)

∂(x2, . . . , xn, z)
6= 0. (3.4.10)

Позначимо

u(x, z) :=

(
∂û
(
x0, z0

)

∂(x2, . . . , xn, z)

)−1

û(x, z) в околi точки
(
x0, z0

)
.

Тодi, враховуючи (3.4.9) та (3.4.10), в околi точки
(
x0, z0

)
одер-

жуємо

∂u(x, z)

∂x
A(x, z) +

∂u(x, z)

∂z
b(x, z) ≡ 0, (3.4.11)

∂u
(
x0, z0

)

∂(x2, . . . , xn, z)
= In, (3.4.12)

де Ik є одиничною матрицею розмiру k×k, k ∈ N. Скориставшись
(3.4.7), з (3.4.11), одержуємо

0 ≡ ∂u(x, z)

∂x

∣∣∣∣
z=ψ(x)

A(x, ψ(x))+
∂u(x, z)

∂z

∣∣∣∣
z=ψ(x)

∂ψ(x)

∂z
A(x, ψ(x))

≡ ∂

∂x

(
u(x, ψ(x))

)
A(x, ψ(x)) в околi точки x0.
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Позначивши ũ(x) := u
(
x, ψ(x)

)
, Ã(x) := A(x, ψ(x)), звiдси одер-

жуємо
ũ(x)

∂x
Ã(x) ≡ 0 в околi точки x0. (3.4.13)

З (3.4.12) маємо

ũ
(
x0
)

∂x
=
∂u
(
x0, z0

)

∂x
+
∂u
(
x0, z0

)

∂z

∂ψ
(
x0
)

∂x

=
∂u
(
x0, z0

)

∂(x, z)




In
∂ψ
(
x0
)

∂x


 =

(
∂u
(
x0, z0

)

∂x1
In

)


In
∂ψ
(
x0
)

∂x




=



∗ 1 · · · 0
...

...
. . .

...
∗ 0 · · · 1







1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1
∗ ∗ · · · ∗




=

(
∗ In−1

∗ ∗

)
. (3.4.14)

Ураховуючи (3.4.13), одержуємо, що

rank
ũ
(
x0
)

∂x
= n− 1.

Нехай

p(x) =




p1(x)
...

pn−1(x)




є загальним iнтегралом системи характеристик, яка вiдповiдає
рiвнянню (3.4.13), в околi точки x0. Тодi

∂p(x)

∂x
Ã(x) ≡ 0 в околi точки x0, (3.4.15)

rank
∂p
(
x0
)

∂x
= n− 1, (3.4.16)
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ũ(x) ≡ Φ
(
p(x)

)
в околi точки x0, (3.4.17)

де Φ =




Φ1
...

Φn


 є деякою функцiєю зi значеннями а Rn класу C1

в околi точки s0 = p
(
x0
)
∈ Rn−1. Тут ми скористалися критерi-

єм того, що функцiя є загальним iнтегралом нелiнiйної системи
(див. наслiдок 3.3.20) та наслiдком 3.4.5 про загальний розв’язок
лiнiйного рiвняння з частинними похiдними першого порядку. З
(3.4.14) та (3.4.17) одержуємо

(
∗ In−1

∗ ∗

)
=
ũ
(
x0
)

∂x
=




∂Φ1

(
s0
)

∂s
...

∂Φn−1

(
s0
)

∂s
∂Φn

(
s0
)

∂s




(
∂p
(
x0
)

∂x1

∂p
(
x0
)

∂(x2, . . . , xn)

)

=




∗




∂Φ1

(
s0
)

∂s
...

∂Φn−1

(
s0
)

∂s




∂p
(
x0
)

∂(x2, . . . , xn)

∗ ∗



.

Тому

det




∂Φ1

(
s0
)

∂s
...

∂Φn−1

(
s0
)

∂s



6= 0 та det

∂p
(
x0
)

∂(x2, . . . , xn)
6= 0.

Позначимо

v0 = Φ
(
s0
)
, v̂ =




v1
...

vn−1


 , v̂0 =




v0
1
...

v0
n−1


 .
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Звiдси, застосовуючи теорему про неявне вiдображення (див.,
наприклад, [10, гл. 12, § 2]), бачимо, що в досить малому околi
точки

(
s0, v̂0

)
спiввiдношення




Φ1(s)
...

Φn−1(s)


 = v̂

визначає єдине бiєктивне вiдображення µ класу C1 в областi ви-
значення таке, що




Φ1

(
µ(v̂)

)
...

Φn−1

(
µ(v̂)

)


 = v̂.

Тому

Φ(s) = v ⇔
{
s = µ(v̂) в околi точки

(
s0, v̂0

)
,

Φn

(
µ(v̂)

)
= vn в околi точки

(
s0, v̂0

)
.

(3.4.18)

Позначимо

Φ0(v) :=
(
Φn ◦ µ

)
(v̂)− vn в околi точки v0

i розглянемо функцiю ϕ(x, z) := Φ0

(
u(x, z)

)
в околi точки(

x0, z0
)
. За наслiдком 3.4.5 про загальний розв’язок лiнiйного

рiвняння з частинними похiдними першого порядку функцiя w =
ϕ(x, z) є розв’язком (3.4.6) в досить малому околi точки

(
x0, z0

)
.

Враховуючи (3.4.17), одержуємо

Φ
(
p(x)

)
≡ ũ(x) ≡ u

(
x, ψ(x)

)
в досить малому околi точки x0.

Скориставшись означенням функцiй Φ0 i ϕ та спiввiдношенням
(3.4.18), звiдси одержуємо

Φ
(
p(x)

)
≡ u

(
x, ψ(x)

)
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⇔
{
p(x) ≡ µ

(
u1(x, ψ(x)), . . . , un−1(x, ψ(x))

)
в околi точки x0,

ϕ
(
x, ψ(x)

)
≡ Φ0

(
u(x, ψ(x))

)
≡ 0 в околi точки x0,

тобто умову (i) для функцiї w = ϕ(x, z) виконано. Покажемо, що
для неї виконано i умову (ii). Застосовуючи (3.4.12), одержуємо

∂ϕ
(
x0, z0

)

∂z
=
∂Φ0

(
v0
)

∂v

∂u
(
x0, z0

)

∂z

=
∂Φ0

(
v0
)

∂v




0
...
0
1


 =

∂Φ0

(
v0
)

∂vn
= −1 6= 0,

тобто умову (ii) для функцiї w = ϕ(x, z) також виконано. Таким
чином, пункт 1 теореми доведено.

2. Оскiльки функцiя z = ψ(x) визначається рiвнянням (iii),
одержуємо

ϕ
(
x, ψ(x)

)
≡ 0 в околi точки x0.

Тому в цьому околi маємо

0 ≡ ∂

∂x

(
ϕ(x, ψ(x))

)

≡
(
∂ϕ(x, z)

∂x
+
∂ϕ(x, z)

∂z

∂ψ(x)

∂x

)∣∣∣∣
z=ψ(x)

. (3.4.19)

Крiм того, оскiльки функцiя w = ϕ(x, z) є розв’язком рiвняння
(3.4.6) в околi точки

(
x0, z0

)
, в цьому околi маємо

(
∂ϕ(x, z)

∂x
A(x, z) +

∂ϕ(x, z)

∂z
b(x, z)

)∣∣∣∣
z=ψ(x)

≡ 0. (3.4.20)

Помноживши (3.4.19) на A(x, ψ(x)) справа та вiднявши вiд нього
(3.4.20), одержуємо
(
∂ϕ(x, z)

∂z

(
∂ψ(x)

∂x
A(x, z)− b(x, z)

))∣∣∣∣∣
z=ψ(x)

≡ 0 в околi точки x0.
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Звiдси, скориставшись (ii), одержуємо, що функцiя z = ψ(x) є
розв’язком рiвняння (3.4.4) в околi точки x0. Таким чином, пункт
2 теореми доведено, отже, теорему повнiстю доведено.

З цiєї теореми, застосовуючи до (3.4.6) наслiдок 3.4.5 про за-
гальний розв’язок лiнiйного рiвняння з частинними похiдними
першого порядку, одержуємо наслiдок про загальний розв’язок
квазiлiнiйного рiвняння з частинними похiдними першого поряд-
ку.

Наслiдок 3.4.11. Нехай
(
x0, z0

)
∈ Ω та нехай u є загаль-

ним iнтегралом системи характеристик (3.4.5) в околi точки(
x0, z0

)
. Тодi загальний розв’язок системи (3.4.4) в околi точки(

x0, z0
)
неявно визначається рiвнянням

Φ
(
u(x, z)

)
= 0,

де Φ є довiльною функцiєю класу C1 в околi точки v0 = u
(
x0, z0

)
,

яка задовольняє умови:

Φ
(
v0
)

= 0 та
∂

∂z

(
Φ
(
u(x, z)

))∣∣∣∣
(x,z)=(x0,z0)

6= 0.

Зауваження 3.4.12. Фактично для будь-якого розв’язку z =
ψ(x) рiвняння (3.4.4) в околi точки

(
x0, z0

)
та загального iнте-

грала u ∈ C1 системи характеристик (3.4.5) в околi цiєї точки
пiсля вилучення змiнних x, z в системi

{
u(x, z) = s,

z = ψ(x),

де s0 = u
(
x0, z0

)
, одержуємо спiввiдношення

Φ(s) = 0 в околi точки s0,

яке неявно визначає розв’язок z = ψ(x) в околi точки
(
x0, z0

)
:

Φ
(
u(x, z)

)
= 0,

де Φ ∈ C1 в околi точки s0, Φ
(
s0
)

= 0,
∂

∂z
Φ
(
u
(
x0, z0

))
6= 0.
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Приклад 3.4.13. Розглянемо рiвняння

x1
∂z

∂x1
+ x2

∂z

∂x2
= z, (x, z) ∈ Ω = (0,+∞)× R2, (3.4.21)

i знайдемо його загальний розв’язок. Система

dx1

x1
=
dx2

x2
=
dz

z
, (x, z) ∈ Ω,

є системою характеристик цього рiвняння. Функцiї

u1(x, z) ≡ x2/x1, u2(x, z) ≡ z/x1 в Ω

є першими iнтегралами системи характеристик. Оскiльки

det
∂u(x, z)

∂(x2, z)
≡
∣∣∣∣
1/x1 0

0 1/x1

∣∣∣∣ ≡
1

x2
1

6= 0 в Ω,

вектор-функцiя

u(x, z) =

(
x2/x1

x2/x1

)
в Ω (3.4.22)

є загальним iнтегралом системи характеристик. За наслiдком
3.4.11 про загальний розв’язок квазiлiнiйного рiвняння з ча-
стинними похiдними першого порядку одержуємо, що загальний
розв’язок рiвняння має вигляд:

Φ

(
x2

x1
,
z

x1

)
= 0 в околi точки

(
x0, z0

)
, (3.4.23)

де Φ є довiльною функцiєю класу C1 в околi точки v0 =
u
(
x0, z0

)
для довiльної точки

(
x0, z0

)
∈ Ω та задовольняє умо-

ву
∂

∂z

(
Φ
(
u(x, z)

))∣∣∣∣
(x,z)=(x0,z0)

6= 0.
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3.4.3. Зв’язок мiж iнтегральними
поверхнями та характеристиками
диференцiальних рiвнянь з
частинними похiдними

Продовжуємо розглядати рiвняння (3.4.4). Також розглянемо
параметризовану систему характеристик:

dx1

a1(x, z)
= · · · = dxn

an(x, z)
=

dz

b(x, z)
=
dτ

1
, (x, z, τ) ∈ Ω× R.

(3.4.24)
Її розв’язки подаватимемо у виглядi:

x = X(τ), z = Z(τ), τ ∈ (α, β).

Розглянемо теорему про поверхню, якої торкається кожна ха-
рактеристика, яка через неї проходить.

Теорема 3.4.14. Нехай S = {(x, ζ(x)) | x ∈ D} є поверхнею
в Ω, ζ ∈ C1(D). Якщо для будь-якої точки

(
x0, z0

)
∈ S характе-

ристика, яка проходить через цю точку, торкається S, то S
є iнтегральною поверхнею рiвняння (3.4.4).

Доведення. Обчислимо вектор нормалi до поверхнi S у до-
вiльнiй точцi

(
x0, z0

)
∈ S. Маємо

n =

(
∂ζ
(
x0
)
/∂x

−1

)
.

Якщо характеристика x = X(τ), z = Z(τ), τ ∈ (α, β), проходить
через точку

(
x0, z0

)
i торкається в цiй точцi поверхнi S, то для

деякого τ0 ∈ (α, β) маємо

x0 = X(τ0), z0 = Z(τ0)

та вектор
(
dX(τ0)/dτ
dZ(τ0)/dτ

)
=

(
A
(
x0, z0

)

b
(
x0, z0

)
)

є дотичним до поверхнi

S у точцi
(
x0, z0

)
i ортогональним нормалi n. Тому

0 =
(
∂ζ
(
x0
)
/∂x −1

)(A
(
x0, z0

)

b
(
x0, z0

)
)

=
∂ζ
(
x0
)

∂x
A
(
x0, z0

)
− b
(
x0, z0

)
.
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Оскiльки
(
x0, z0

)
є довiльною точкою поверхнi S, поверхня S є

iнтегральною поверхнею рiвняння (3.4.4).

Також розглянемо теорему про характеристику, яка перети-
нає iнтегральну поверхню.

Теорема 3.4.15. Нехай S = {(x, ζ(x)) | x ∈ D} є iнтеграль-
ною поверхнею рiвняння (3.4.4) в Ω. Нехай

(
x0, z0

)
∈ S. Якщо

характеристика x = X(τ), z = Z(τ), τ ∈ (τ0 − δ, τ0 + δ), рiвня-
ння (3.4.4) перетинає iнтегральну поверхню S у точцi

(
x0, z0

)
,

де x0 = X(τ0) та z0 = Z(τ0), то вона цiлком лежить на цiй
поверхнi для достатньо малих δ > 0.

Доведення. Позначимо u(τ) = ζ(X(τ)), τ ∈ (τ0− δ, τ0 + δ), де
δ > 0 є досить малим (настiльки, щоб суперпозицiя ζ ◦ X була
визначеною). Для доведення теореми досить довести, що

Z(τ) = u(τ), τ ∈ (τ0 − δ, τ0 + δ). (3.4.25)

Оскiльки x = X(τ), z = Z(τ), τ ∈ (τ0− δ, τ0 + δ), є характеристи-
кою, а S є iнтегральною поверхнею рiвняння (3.4.4), маємо

du(τ)

dτ
=
∂ζ(x)

∂x

∣∣∣∣
x=X(τ)

dX(τ)

dτ
=
∂ζ(x)

∂x
A(x, z)

∣∣∣∣x=X(τ)
z=Z(τ)

= b(X(τ), Z(τ)) =
dZ(τ)

dτ
, τ ∈ (τ0 − δ, τ0 + δ).

Отже,
Z(τ) + C = u(τ), τ ∈ (τ0 − δ, τ0 + δ).

Маємо

z0 = ζ(X(τ0)) = u(τ0) = Z(τ0) + C = z0 + C.

Тому C = 0 i (3.4.25) виконано.
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3.4.4. Задача Кошi для квазiлiнiйного
диференцiального рiвняння з
частинними похiдними першого
порядку

Розглянемо квазiлiнiйне диференцiальне рiвняння з частин-
ними похiдними (3.4.4) за умови

z(x)|S = ϕ(x), (3.4.26)

де S = {x ∈ Ω | γ(x) = 0}, γ ∈ C1(Ω), |∂γ(x)/∂x| 6= 0, x ∈ S.
Означення 3.4.16. Задача пошуку розв’язку рiвняння

(3.4.4), який задовольняє умову (3.4.26), називається задачею Ко-
шi для цього рiвняння, а умови (3.4.26) називаються умовами
Кошi.

Справедлива наступна теорема про розв’язок задачi Кошi
для квазiлiнiйного диференцiального рiвняння з частинними по-
хiдними.

Теорема 3.4.17. Нехай
(
x0, z0

)
∈ Ω, γ

(
x0
)

= 0. Нехай u є
загальним iнтегралом системи характеристик (3.4.5). Нехай
також

det



∂u
(
x0, z0

)

∂x

∂u
(
x0, z0

)

∂z
∂γ
(
x0
)

∂x
0


 6= 0, (3.4.27)

Φ(s) = µ(s) − ϕ
(
ν(s)

)
, де x = ν(s) та z = µ(s) класу C1 в околi

точки s0 = u
(
x0, z0

)
однозначно визначається в цьому околi

системою {
u(x, z) = s,

γ(x) = 0.
(3.4.28)

Тодi рiвняння
Φ
(
u(x, z)

)
= 0 (3.4.29)

визначає в околi точки
(
x0, z0

)
функцiю z = ψ(x), яка є єдиним

розв’язком задачi Кошi (3.4.4), (3.4.26).
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Доведення. Нехай z = ψ(x) є розв’язком задачi Кошi (3.4.4),
(3.4.26) в околi точки

(
x0, z0

)
. За наслiдком 3.4.11 про загаль-

ний розв’язок квазiлiнiйного рiвняння з частинними похiдними
першого порядку цей розв’язок визначається рiвнянням

Φ
(
u(x, z)

)
= 0 в околi точки

(
x0, z0

)
, (3.4.30)

де Φ одержуємо в околi точки
(
x0, z0, s0

)
вилученням змiнних x

та z з системи 



u(x, z) = s,

γ(x) = 0,

z = ϕ(x).

(3.4.31)

Застосовуючи теорему про неявне вiдображення (див., напри-
клад, [10, гл. 12, § 2]) та враховуючи (3.4.27), одержуємо, що
першi два рiвняння цiєї системи однозначно визначають в околi
точки (x0, z0, s0) неявнi функцiї:

{
x = ν(s),

z = µ(s),

де ν та µ є функцiями класу C1 в околi точки s0. Отже, беручи
до уваги останнє рiвняння системи (3.4.31), одержуємо

Φ(s) = µ(s)− ϕ
(
ν(s)

)
в околi точки s0. (3.4.32)

Таким чином, наш розв’язок задовольняє рiвняння (3.4.30) з
функцiєю Φ, заданою (3.4.32).

Перевiримо тепер, що рiвняння (3.4.30) з функцiєю Φ, зада-
ною (3.4.32), визначає єдиний розв’язок рiвняння (3.4.4) в око-
лi точки

(
x0, z0

)
i цей розв’язок задовольняє крайову умову

(3.4.26). В околi точки
(
x0, z0, s0

)
за побудовою функцiй ν та

µ маємо 



x = ν
(
u(x, z)

)
,

z = µ
(
u(x, z)

)
,

γ(x) = 0.

(3.4.33)



3.4. Лiнiйнi та квазiлiнiйнi рiвняння з частинними похiдними219

Тому 



∂ν
(
s0
)

∂s

∂u
(
x0, z0

)

∂z
= 0,

∂µ
(
s0
)

∂s

∂u
(
x0, z0

)

∂z
= 1.

Отже,

∂

∂z

(
Φ
(
u(x, z)

))∣∣∣∣
(x,z)=(x0,z0)

=
∂µ
(
s0
)

∂s

∂u
(
x0, z0

)

∂z
− ∂ϕ

(
x0
)

∂x

∂ν
(
s0
)

∂s

∂u
(
x0, z0

)

∂z
= 1.

З наслiдку 3.4.11 про загальний розв’язок квазiлiнiйного рiвнян-
ня з частинними похiдними першого порядку випливає, що рiв-
няння (3.4.30) з функцiєю Φ, заданою (3.4.32), визначає єдиний
розв’язок рiвняння (3.4.4) в околi точки

(
x0, z0

)
. З (3.4.33) ви-

пливає, що для цього розв’язку умову (3.4.26) виконано.

Зауваження 3.4.18. Якщо умову (3.4.27) теореми 3.4.17 не ви-
конано, то потрiбнi додатковi дослiдження.

Приклад 3.4.19. Розглянемо рiвняння (3.4.21):

x1
∂z

∂x1
+ x2

∂z

∂x2
= z, (x, z) ∈ Ω = (0,+∞)× R2,

з однiєю з трьох умов:

(а)

{
x2

1 + x2
2 = 1

z = 1
в околi точки (1, 0, 1);

або

(б)

{
x2 = 0

z = x1
в околi точки (1, 0, 1);

або

(в)

{
x1 − x2 = 0

z = 1
в околi точки (1, 1, 1).
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У прикладi 3.4.13 було знайдено загальний iнтеграл системи ха-
рактеристик рiвняння (3.4.21) (див. (3.4.22)):

u(x, z) =

(
x2/x1

z/x1

)
.

Далi ми по черзi розглянемо умови (а)–(в).
(а) Маємо γ(x1, x2) = x2

1 + x2
2 − 1, ϕ(x1, x2) = 1,

∣∣∣∣∣∣∣

∂u

∂x1

∂u

∂x2

∂u

∂z
∂γ

∂x1

∂γ

∂x2
0

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

−x2/x
2
1 1/x1 0

−z/x2
1 0 1/x1

2x1 2x2 0

∣∣∣∣∣∣
=

2

x3
1

(
x2

1 + x2
2

)
.

Цей детермiнант не дорiвнює нулю в точцi (1, 0, 1), тобто умову
(3.4.27) теореми 3.4.17 про розв’язок задачi Кошi для квазiлiнiй-
ного диференцiального рiвняння з частинними похiдними вико-
нано. Отже, в околi точки (1, 0, 1) iснує єдиний розв’язок задачi
Кошi (3.4.21), (а). Знайдемо цей розв’язок. Для цього в системi





x2/x1 = s1,

z/x1 = s2,

x2
1 + x2

2 = 1,

z = 1

виразимо змiннi x1, x2, z через s1 i s2. Маємо

Φ(s1, s2) ≡ s2
1 − s2

2 + 1 = 0.

Тому згiдно зi згаданою вище теоремою розв’язок задачi Кошi
(3.4.21)(а) задається рiвнянням

Φ

(
x2

x1
,
z

x1

)
= 0 в околi точки (1, 0, 1),

тобто
x2

1 + x2
2 = z2 в околi точки (1, 0, 1).
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Ураховуючи те, що ми розглядаємо розв’язок в околi точки
(1, 0, 1), маємо

z =
√
x2

1 + x2
2 в околi точки (1, 0, 1).

(б) Маємо γ(x1, x2) = x2, ϕ(x1, x2) = x1,
∣∣∣∣∣∣∣

∂u

∂x1

∂u

∂x2

∂u

∂z
∂γ

∂x1

∂γ

∂x2
0

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

−x2/x
2
1 1/x1 0

−z/x2
1 0 1/x1

0 1 0

∣∣∣∣∣∣
=
x2

x3
1

.

Цей детермiнант дорiвнює нулю в точцi (1, 0, 1), тобто умову
(3.4.27) теореми 3.4.17 про розв’язок задачi Кошi для квазiлi-
нiйного диференцiального рiвняння з частинними похiдними не
виконано. Тому застосувати цю теорему для дослiдження задачi
Кошi (3.4.21)(б) неможливо.

У прикладi 3.4.13 було знайдено загальний розв’язок рiвня-
ння (3.4.21) (див. (3.4.23)). Скориставшись ним, одержуємо, що
будь-який розв’язок цього рiвняння в околi точки (1, 0, 1) має
вигляд

Φ

(
x2

x1
,
z

x1

)
= 0 в околi точки (1, 0, 1),

де Φ ∈ C1 в околi точки (0, 1) та
∂Φ(0, 1)

∂s2
6= 0. Знайдемо вiдпо-

вiдне Φ. З крайових умов (б), одержуємо

Φ(0, 1) = 0.

Тому множина розв’язкiв задачi Кошi (3.4.21)(б) задається спiв-
вiдношенням

Φ

(
x2

x1
,
z

x1

)
= 0 в околi точки (1, 0, 1),

де Φ ∈ C1 в околi точки (0, 1), Φ(0, 1) = 0 та
∂Φ(0, 1)

∂s2
6= 0.
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(в) Маємо γ(x1, x2) = x1 − x2, ϕ(x1, x2) = 1,
∣∣∣∣∣∣∣

∂u

∂x1

∂u

∂x2

∂u

∂z
∂γ

∂x1

∂γ

∂x2
0

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

−x2/x
2
1 1/x1 0

−z/x2
1 0 1/x1

1 −1 0

∣∣∣∣∣∣
=

1

x3
1

(x1 − x2).

Цей детермiнант дорiвнює нулю в точцi (1, 1, 1), тобто умову
(3.4.27) теореми 3.4.17 про розв’язок задачi Кошi для квазiлi-
нiйного диференцiального рiвняння з частинними похiдними не
виконано. Тому застосувати цю теорему для дослiдження задачi
Кошi (3.4.21)(в) неможливо.

У прикладi 3.4.13 було знайдено загальний розв’язок рiвня-
ння (3.4.21) (див. (3.4.23)). Скориставшись ним, одержуємо, що
будь-який розв’язок цього рiвняння в околi точки (1, 1, 1) має
вигляд

Φ

(
x2

x1
,
z

x1

)
= 0 в околi точки (1, 1, 1),

де Φ є функцiєю класу C1 в околi точки (1, 1) та
∂Φ(0, 1)

∂s2
6= 0.

Знайдемо вiдповiдне Φ. З крайових умов (в) одержуємо, що для
розв’язку z = ψ(x) задачi Кошi (3.4.21)(в) в околi точки (1, 1, 1)
виконано спiввiдношення

Φ

(
1,

1

x1

)
≡ 0 в околi точки (1, 1, 1).

Отже,
Φ(s1, s2) = Φ0(s1) в околi точки (1, 1),

де Φ0(1) = 0 та Φ0 ∈ C1 в околi точки 1, тобто Φ не залежить
вiд s2 в околi точки (1, 1). Таким чином, розв’язок задачi Кошi
(3.4.21)(в) має задаватися спiввiдношенням

Φ0

(
x2

x1

)
= 0 в околi точки (1, 1, 1).

Але таке спiввiдношення не визначає жодного розв’язку рiвня-
ння (3.4.21), отже, задача Кошi (3.4.21)(в) не має розв’язкiв в
околi точки (1, 1, 1).



Роздiл 4

Стiйкiсть за Ляпуновим

4.1. Загальнi вiдомостi
Розглянемо систему

ẋ = f(t, x), (t, x) ∈ Ω ⊂ Rt × Rnx, (4.1.1)

де Ω є областю, f : Ω→ Rn.

Означення 4.1.1. Розв’язок x = ϕ0(t), t ∈ [t0,+∞), системи
(4.1.1) називається стiйким за Ляпуновим (див. рис. 4.1, 4.2),
якщо для кожного ε > 0 знайдеться таке δ > 0, що для будь-
якого x0 ∈ Rn, такого, що

(
t0, x

0
)
∈ Ω та

∣∣ϕ0(t0)− x0
∣∣ < δ, будь-

який розв’язок x = ϕ(t), який задовольняє умову ϕ(t0) = x0, є
визначеним на [t0,+∞) та задовольняє нерiвнiсть

∣∣ϕ(t)− ϕ0(t)
∣∣ < ε, t ∈ [t0,+∞). (4.1.2)

Означення 4.1.2. Розв’язок x = ϕ0(t), t ∈ [t0,+∞), системи
(4.1.1) називається асимптотично стiйким за Ляпуновим (див.
рис. 4.3), якщо для кожного ε > 0 знайдеться таке δ > 0, що для
будь-якого x0 ∈ Rn, такого, що

(
t0, x

0
)
∈ Ω та

∣∣ϕ0(t0) − x0
∣∣ < δ,

будь-який розв’язок x = ϕ(t), який задовольняє умову ϕ(t0) =
x0, є визначеним на [t0,+∞) та задовольняє нерiвнiсть (4.1.2) i
умову ∣∣ϕ(t)− ϕ0(t)

∣∣→ 0, коли t→ +∞. (4.1.3)

223
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t

x

0 t0

ϕ0(t0)

ϕ0(t0)− δ

ϕ0(t0) + δ

ϕ0(t0)− ε

ϕ0(t0) + ε

розв’язок x = ϕ0(t)
(
t ∈ [0,+∞)

)

iншi розв’язки

Рис. 4.1. Стiйкий за Ляпуновим розв’язок

t

x

0 t0

ϕ0(t0)

ϕ0(t0)− δ

ϕ0(t0) + δ

ϕ0(t0)− ε

ϕ0(t0) + ε

розв’язок x = ϕ0(t)
(
t ∈ [0,+∞)

)

iншi розв’язки

Рис. 4.2. Нестiйкий за Ляпуновим розв’язок

З цих означень одразу випливає, що якщо розв’язок системи
(4.1.1) є асимптотично стiйким за Ляпуновим, то вiн є стiйким
за Ляпуновим.

Означення 4.1.3. Точка x0 ∈ Rn називається стацiонар-
ною точкою (точкою спокою, станом рiвноваги) системи (4.1.1),
якщо f

(
t, x0

)
= 0, t ∈ [t0,+∞). Якщо x0 = 0, то x0 називається

нульовою стацiонарною точкою системи (4.1.1).

Зрозумiло, що якщо x0 є стацiонарною точкою, то x = x0, t ∈
[t0,+∞), є розв’язком системи (4.1.1).
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t

x

0 t0

ϕ0(t0)

ϕ0(t0)− δ

ϕ0(t0) + δ

ϕ0(t0)− ε

ϕ0(t0) + ε

розв’язок x = ϕ0(t)
(
t ∈ [0,+∞)

)

iншi розв’язки

Рис. 4.3. Асимптотично стiйкий за Ляпуновим розв’язок

Дослiдження на стiйкiсть будь-якого розв’язку системи
(4.1.1) можна звести до дослiдження на стiйкiсть нульової ста-
цiонарної точки деякої iншої системи вигляду (4.1.1).

Покажемо це. Припустимо, що ми хочемо дослiдити на стiй-
кiсть за Ляпуновим розв’язок x = ϕ0(t), t ∈ [t0,+∞), системи
(4.1.1). Розглянемо довiльний розв’язок x = ϕ(t), t ∈ [t0,+∞),
цiєї ж системи i позначимо ψ(t) = ϕ(t) − ϕ0(t), t ∈ [t0,+∞).
Маємо

ψ̇(t) = ϕ̇(t)− ϕ̇0(t) = f
(
t, ϕ(t)

)
− f

(
t, ϕ0(t)

)

= f
(
t, ψ(t) + ϕ0(t)

)
− f

(
t, ϕ0(t)

)
, t ∈ [t0,+∞).

Позначимо Ωϕ0 =
{(
τ, ξ + ϕ0(τ)

)
| (τ, ξ) ∈ Ω

}
,

F (t, z) = f
(
t, z + ϕ0(t)

)
− f

(
t, ϕ0(t)

)
, (t, z) ∈ Ωϕ0 .

Тодi функцiя z = ψ(t), t ∈ [t0,+∞), є розв’язком системи

ż = F (t, z), (t, z) ∈ Ωϕ0 , (4.1.4)

яка є системою типу (4.1.1). Зрозумiло, що спiввiдношення

z = x− ϕ0(t), t ∈ [t0,+∞),
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задає взаємно-однозначне вiдображення мiж множинами роз-
в’язкiв систем (4.1.1) та (4.1.4). Крiм того, розв’язок x = ϕ0(t),
t ∈ [t0,+∞), системи (4.1.1) переходить у розв’язок z = ψ0(t) ≡
0, t ∈ [t0,+∞), системи (4.1.4) та 0 є стацiонарною точкою систе-
ми (4.1.4). Крiм того, розв’язок x = ϕ0(t), t ∈ [t0,+∞), системи
(4.1.1) є стiйким (асимптотично стiйким) за Ляпуновим у тому
i лише тому випадку, коли стiйким (вiдповiдно, асимптотично
стiйким) за Ляпуновим є нульовий розв’язок системи (4.1.4).

Важливим пiдкласом систем вигляду (4.1.1) є автономнi си-
стеми, тобто системи вигляду

ẋ = g(x), x ∈ Ω̂ ⊂ Rn, t ∈ [t0,+∞), (4.1.5)

де Ω̂ є областю, g(x) ∈ Rn, x ∈ Ω̂.

Означення 4.1.4. Простiр Rn є для системи (4.1.5) нази-
вається фазовим простором, а проєкцiї iнтегральних траєкторiй
(якi мiстяться у множинi Ω = [t0,+∞)×Ω̂ ⊂ Rt×Rnx) на фазовий
простiр називаються фазовими траєкторiями.

Далi ми зосередимо увагу на дослiдженнi нульових стацiо-
нарних точок.

Означення 4.1.5. Будемо вважати, що нульова стацiонар-
на точка системи (4.1.1) є стiйкою (асимптотично стiйкою,
нестiйкою) за Ляпуновим, якщо таким є розв’язок x = 0, t ∈
[t0,+∞), цiєї системи.

4.2. Прямий метод Ляпунова
Позначимо U(r) = {x ∈ Rn | |x| < r}.

Означення 4.2.1. Нехай r > 0, [t0,+∞)×U(r) ⊂ Ω. Функцiя
V ∈ C1

(
U(r)

)
називається функцiєю Ляпунова системи (4.1.1) в

околi U(r), якщо вона задовольняє наступнi три умови:

(i) V (0) = 0;
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(ii) V (x) > 0, x ∈ U(r) \ {0};

(iii) V̇
∣∣
f
(t, x) ≤ 0, t ∈ [t0,+∞), x ∈ U(r).

Тут i далi V̇
∣∣
f
означає похiдну функцiї V в силу системи (4.1.1)

(див. означення 3.3.2).

Задача 4.2.2. Нехай f ∈ C1(Ω), 0 є стацiонарною точкою си-
стеми (4.1.1), V є функцiєю Ляпунова цiєї системи на деякiй мно-
жинi U(r), такої, що [t0,+∞) × U(r) ⊂ Ω. Тодi iснує δ > 0 таке,
що для кожного x0 ∈ U(δ) iснує єдиний розв’язок системи (4.1.1),
який задовольняє початкову умову x(t0) = x0 i, крiм того, цей
розв’язок є визначеним на [t0,∞).

Спочатку доведемо теорему Ляпунова про стiйкiсть.

Теорема 4.2.3 (Ляпунов). Нехай r > 0, [t0,+∞) × U(r) ⊂
Ω. Нехай f ∈ C1([t0,+∞)× U(r)) та 0 є стацiонарною точкою
системи (4.1.1). Нехай також V є функцiєю Ляпунова системи
(4.1.1) в околi U(r). Тодi нульова стацiонарна точка системи
(4.1.1) є стiйкою за Ляпуновим.

Доведення. З умови (ii) означення 4.2.1 випливає, що

m(ε) = inf{V (x) | |x| = ε} > 0, ε ∈ (0, r). (4.2.1)

Беручи до уваги умову (i) означення 4.2.1, знайдемо δ ∈ (0, ε)
так, щоб

V (x) <
m(ε)

2
, x ∈ U(δ). (4.2.2)

Зафiксуємо довiльне x0 ∈ U(δ) i, скориставшись теоремою 3.2.10
про iснування та єдинiсть непродовжуваного розв’язку, знайдемо
єдиний непродовжуваний вправо розв’язок x = ϕ(t), t ∈ [t0, ω+),
системи (4.1.1), що задовольняє початкову умову x(t0) = x0. Зро-
зумiло, що

|ϕ(t0)| < ε. (4.2.3)

Покажемо, що ω+ = +∞ i

|ϕ(t)| < ε, t ∈ [t0,+∞). (4.2.4)
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Припустимо супротивне, тобто припустимо, що iснує t∗ > t0 таке,
що

|ϕ(t∗)| = ε та |ϕ(t)| < ε, t ∈ [t0, t
∗).

Позначимо
g(t) = V

(
ϕ(t)

)
, t ∈ [t0, t

∗].

Ураховуючи умову (iii) означення 4.2.1, маємо

ġ(t) =
(
V̇
∣∣
f
(t, x)

)∣∣∣
x=ϕ(t)

≤ 0, t ∈ [t0, t
∗].

Отже, g є незростальною на [t0, t
∗]. Звiдси, беручи до уваги (4.1.2)

та (4.2.2), одержуємо

m(ε)

2
> V

(
x0
)

= g(t0) ≥ g(t∗) = V
(
ϕ(t∗)

)
≥ m(ε) > 0.

Одержана суперечнiсть доводить (4.2.4) та те, що ω+ = +∞.
Таким чином, теорему доведено.

Далi доведемо теорему Ляпунова про асимптотичну стiй-
кiсть.

Теорема 4.2.4 (Ляпунов). Нехай r > 0, [t0,+∞) × U(r) ⊂
Ω. Нехай f ∈ C1

(
[t0,+∞)× U(r)

)
та 0 є стацiонарною точкою

системи (4.1.1). Нехай також V є функцiєю Ляпунова системи
(4.1.1) в околi U(r) та задовольняє умову

∀α > 0 ∃β > 0 ∀x ∈ U(r) ∀t ∈ [t0,+∞)
(
|x| ≥ α⇒ V̇

∣∣
f
(t, x) ≤ −β

)
. (4.2.5)

Тодi нульова стацiонарна точка системи (4.1.1) є асимптоти-
чно стiйкою за Ляпуновим.

Доведення. Так само, як i в теоремi 4.2.3, функцiя m(ε) > 0
визначається спiввiдношенням (4.2.1), а δ ∈ (0, ε) вибрано так,
щоб було виконано (4.2.2). Зафiксуємо довiльне x0 ∈ U(δ) i, ско-
риставшись теоремою 3.2.10 про iснування та єдинiсть непродов-
жуваного розв’язку, знайдемо єдиний непродовжуваний вправо
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розв’язок x = ϕ(t), t ∈ [t0,+∞), системи (4.1.1), що задовольняє
початкову умову x(t0) = x0. У теоремi 4.2.3 доведено, що цей
розв’язок задовольняє умову (4.2.4).

Позначимо

g(t) = V
(
ϕ(t)

)
, t ∈ [t0,+∞).

Ураховуючи умову (iii) означення 4.2.1, маємо

ġ(t) =
(
V̇
∣∣
f
(t, x)

)∣∣∣
x=ϕ(t)

≤ 0, t ∈ [t0,+∞).

Отже,
g є незростальною на [t0,+∞). (4.2.6)

Оскiльки g(t) ≥ 0, [t0,+∞) (див. умови (i) та (ii) означення 4.2.1),

∃ lim
t→+∞

g(t) = ω ∈ [0,+∞). (4.2.7)

Покажемо, що ω = 0. Припустимо супротивне. Нехай ω > 0. Тодi
iснує α ∈ (0, ε) таке, що

V (x) < ω, x ∈ U(α).

Крiм того, з (4.2.6) i (4.2.7) випливає, що

V
(
ϕ(t)

)
= g(t) ≥ ω, t ∈ [t0,+∞).

Звiдси, враховуючи (4.2.4), одержуємо

α ≤ ϕ(t) < ε, t ∈ [t0,+∞). (4.2.8)

З (4.2.5) випливає, що iснує β > 0 таке, що

ġ(t) =
(
V̇
∣∣
f
(t, x)

)∣∣∣
x=ϕ(t)

≤ −β, t ∈ [t0,+∞).

Iнтегруючи цю нерiвнiсть в межах вiд t0 до t, одержуємо

g(t)− g(t0) ≤ −β(t− t0), t ∈ [t0,+∞).
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Отже, для всiх досить великих t маємо

V
(
ϕ(t)

)
< 0,

що суперечить умовi (ii) означення 4.2.1. Тому ω = 0, отже (див.
(4.2.7)),

0 = lim
t→+∞

g(t) = lim
t→+∞

V
(
ϕ(t)

)
.

З умов (i)–(iii) означення 4.2.1 випливає

lim
t→+∞

ϕ(t) = 0.

Ураховуючи (4.2.2), звiдси одержуємо, що нульовий розв’язок
системи (4.1.1) є асимптотично стiйким за Ляпуновим.

Нарештi доведемо теорему Четаєва про нестiйкiсть.

Теорема 4.2.5 (Четаєв). Нехай r > 0, [t0,+∞) × U(r) ⊂
Ω. Нехай f ∈ C1

(
[t0,+∞)× U(r)

)
та 0 є стацiонарною точкою

системи (4.1.1). Нехай також V ∈ C1
(
U(r)

)
задовольняє умови

(I) V (0) = 0;

(II) S+ = {x ∈ U(r) | V (x) > 0} 6= ∅ та S+ 3 0;

(III) ∀α > 0 ∃β > 0 ∀x ∈ S+ ∀t ∈ [t0,+∞)(
|x| ≥ α⇒ V̇

∣∣
f
(t, x) ≥ β

)
.

Тодi нульова стацiонарна точка системи (4.1.1) є нестiйкою за
Ляпуновим.

Доведення. Припустимо супротивне, а саме, припустимо, що
нульовий розв’язок системи (4.1.1) є стiйким за Ляпуновим. Тодi
для кожного ε > 0 знайдеться таке δ > 0, що для кожного x0 ∈
U(δ) ∩ S+ (ця множина є непорожньою за (II)) iснує розв’язок
x = ϕ(t), t ∈ [t0,+∞), цiєї системи, який задовольняє початкову
умову x(t0) = x0 та умову (4.2.4) за означенням 4.1.1.

Позначимо ω = V
(
x0
)
. З (II) випливає, що ω > 0. Позначимо

також
g(t) = V (ϕ(t)), t ∈ [t0,+∞),
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i покажемо, що

g(t) > 0 i ϕ(t) ∈ S+, t ∈ [t0,+∞).

Зрозумiло, що це справедливо для t, близьких до t0. Припустимо,
що iснує t∗ > t0 таке, що

g(t∗) = 0 i g(t) > 0, t ∈ [t0, t
∗).

Також маємо

ġ(t) =
(
V̇
∣∣
f
(t, x)

)∣∣∣
x=ϕ(t)

≥ 0, t ∈ [t0, t
∗)

(див. (III)), отже, g є неспадною на [t0, t
∗). Тому

0 < ω = V
(
x0
)

= V (ϕ(t0)) = g(t0) ≤ g(t∗) = V (ϕ(t∗)) = 0.

Одержана суперечнiсть доводить, що

g(t) > 0 i ϕ(t) ∈ S+, t ∈ [t0,+∞).

Отже, g є неспадною на [t0,+∞), тому

V (ϕ(t)) = g(t) ≥ g(t0) = V
(
x0
)

= ω, t ∈ [t0,+∞).

Скориставшись умовою (I), знайдемо α таке, що

V (x) < ω, x ∈ U(α).

Ураховуючи (4.2.4), одержуємо

ε > |ϕ(t)| ≥ α, t ∈ [t0,+∞). (4.2.9)

Скориставшись умовою (III), знайдемо β > 0 таке, що

ġ(t) =
(
V̇
∣∣
f
(t, x)

)∣∣∣
x=ϕ(t)

≥ 0, t ∈ [t0,+∞).

Iнтегруючи цю нерiвнiсть у межах вiд t0 до t, одержуємо

g(t)− g(t0) ≥ β(t− t0), t ∈ [t0,+∞).
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Отже,
g(t)→ +∞, коли t→ +∞. (4.2.10)

Але g(t) = V (ϕ(t)), t ∈ [t0,+∞), де ϕ задовольняє оцiнку (4.2.9).
Тому

|g(t)| = |V (ϕ(t))| ≤ max
|x|≤ε

|V (x)| < +∞,

що суперечить (4.2.10).
Таким чином, нульовий розв’язок системи (4.1.1) є нестiйким

за Ляпуновим.

Розглянемо декiлька прикладiв застосування теорем 4.2.3–
4.2.5.

Приклад 4.2.6. Дослiдимо на стiйкiсть нульову стацiонарну
точку системи {

ẋ1 = x2 − x1

(
x2

1 + x2
2

)
,

ẋ2 = −x1 − x2

(
x2

1 + x2
2

)
.

(4.2.11)

Спробуємо скористатися однiєю з теорем 4.2.3–4.2.5. Розгля-
немо функцiю V (x) = x2

1 + x2
2 i обчислимо її похiдну в силу си-

стеми (4.2.11). Маємо

V̇
∣∣
(4.2.11)(x) ≡ 2x1

(
x2 − x1

(
x2

1 + x2
2

))
+ 2x2

(
−x1 − x2

(
x2

1 + x2
2

))

≡ −2
(
x2

1 + x2
2

)2
.

Таким чином, для цiєї функцiї виконано умови (i)–(iii) означе-
ння 4.2.1, тобто вона є функцiєю Ляпунова, i виконано умову
(4.2.5). Тому, застосовуючи теорему 4.2.4, одержуємо, що нульо-
ва стацiонарна точка системи (4.2.11) є асимптотично стiйкою за
Ляпуновим.

Приклад 4.2.7. Дослiдимо на стiйкiсть нульову стацiонарну
точку системи {

ẋ1 = x2 + x1

(
x2

1 + x2
2

)
,

ẋ2 = −x1 + x2

(
x2

1 + x2
2

)
.

(4.2.12)
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Спробуємо скористатися однiєю з теорем 4.2.3–4.2.5. Розгля-
немо функцiю V (x) = x2

1 + x2
2 i обчислимо її похiдну в силу си-

стеми (4.2.12). Маємо

V̇
∣∣
(4.2.12)(x) ≡ 2x1

(
x2 + x1

(
x2

1 + x2
2

))
+ 2x2

(
−x1 + x2

(
x2

1 + x2
2

))

≡ 2
(
x2

1 + x2
2

)2
.

Таким чином, для цiєї функцiї виконано умови (I)–(III) теореми
4.2.5. Тому, застосовуючи цю теорему, одержуємо, що нульова
стацiонарна точка системи (4.2.11) є нестiйкою за Ляпуновим.

Приклад 4.2.8. Дослiдимо на стiйкiсть нульову стацiонарну
точку системи {

ẋ1 = x2 − x1

(
x2

1 − x2
2

)
,

ẋ2 = −x1 + x2

(
x2

1 − x2
2

)
.

(4.2.13)

Спробуємо скористатися однiєю з теорем 4.2.3–4.2.5. Розгля-
немо функцiю V (x) = x2

1 + x2
2 i обчислимо її похiдну в силу си-

стеми (4.2.13). Маємо

V̇
∣∣
(4.2.13)(x) ≡ 2x1

(
x2 − x1

(
x2

1 − x2
2

))
+ 2x2

(
−x1 + x2

(
x2

1 − x2
2

))

≡ −2
(
x2

1 − x2
2

)2
.

Таким чином, для цiєї функцiї виконано умови (i)–(iii) означення
4.2.1, тобто вона є функцiєю Ляпунова, а умову (4.2.5) не вико-
нано. Тому, застосовуючи теорему 4.2.3, одержуємо, що нульова
стацiонарна точка системи (4.2.13) є стiйкою за Ляпуновим. Те-
орему 4.2.4 ми тут застосувати не можемо.

4.3. Лiнiйнi системи зi сталими
коефiцiєнтами

Розглянемо лiнiйну систему

ż = Az + b(t), (t, z) ∈ [t0,+∞)× Rn, (4.3.1)
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де A ∈M(n, n), b(t) ∈ Rn, t ∈ [t0,+∞).
Дослiдження на стiйкiсть будь-якого розв’язку z = ϕ0(t), t ∈

[t0,+∞), за допомогою замiни змiнних x = z−ϕ можна звести до
дослiдження на стiйкiсть нульової стацiонарної точки системи

ẋ = Ax, (t, x) ∈ [t0,+∞)× Rn. (4.3.2)

Зокрема, для системи (4.3.1) виконується лише одна з трьох
умов: або всi її розв’язки є стiйкими, але не асимптотично, або
всi її розв’язки є асимптотично стiйкими, або всi її розв’язки є
нестiйкими за Ляпуновим.

Дослiдимо на стiйкiсть нульову стацiонарну точку системи
(4.3.2), розглянувши теорему про стiйкiсть для лiнiйної системи
зi сталими коефiцiєнтами.

Теорема 4.3.1. Нехай λ1, . . . , λk є рiзними власними значе-
ннями матрицi A, а p1, . . . , pk є їх кратностями в її мiнiмаль-
ному полiномi. Тодi

(i) нульова стацiонарна точка системи (4.3.2) є асимптоти-
чно стiйкою за Ляпуновим тодi i лише тодi, коли

∀j = 1, k Reλj < 0;

(ii) нульова стацiонарна точка системи (4.3.2) є стiйкою за
Ляпуновим тодi i лише тодi, коли

∀j = 1, k
(
Reλj < 0 ∨ (Reλj = 0 ∧ pj = 1)

)
.

Зауваження 4.3.2. Нульова стацiонарна точка системи (4.3.2)
є нестiйкою за Ляпуновим тодi i лише тодi, коли

∃j0 = 1, k
(
Reλj0 > 0 ∨ (Reλj0 = 0 ∧ pj0 > 1)

)
.

Доведення теореми 4.3.1. З формули (2.4.42) одержуємо

etA =

k∑

j=1

pj−1∑

l=0

hjl (A)tletλj , t ∈ R, (4.3.3)
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де полiноми hjl , l = 0, pj − 1, j = 1, k, є лiнiйно незалежними,
deg hjl ≤ p−1, l = 0, pj − 1, j = 1, k. Загальний розв’язок системи
(4.3.2) можна подати у виглядi

x = ϕ(t) ≡ e(t−t0)Ax0, t ∈ [t0,+∞) (4.3.4)

Зрозумiло, що цей розв’язок задовольняє початкову умову

x(t0) = x0. (4.3.5)

(а) Нехай
∀j = 1, k Reλj < 0.

З теореми 2.4.38 про оцiнку матричної експоненти одразу маємо,
що ∥∥etA

∥∥ ≤ C(1 + t)p−1eΛt, t ∈ [0,+∞), (4.3.6)

де Λ = max{Reλj | j = 1, k} < 0. Звiдси, враховуючи (4.3.4),
(4.3.5), одержуємо

|ϕ(t)| ≤
∥∥∥e(t−t0)A

∥∥∥
∣∣x0
∣∣ ≤ C(1 + (t− t0))p−1eΛ(t−t0)

∣∣x0
∣∣

≤ C1

∣∣x0
∣∣, t ∈ [t0,+∞), (4.3.7)

де C1 > 0. Крiм того,

C
(
1 + (t− t0)

)p−1
eΛ(t−t0)

∣∣x0
∣∣→ 0, коли t→ +∞.

Отже, нульова стацiонарна точка системи (4.3.2) є асимптотично
стiйкою за Ляпуновим.

(б) Нехай

∀j = 1, k
(
Reλj < 0 ∨ (Reλj = 0 ∧ pj = 1)

)

∧
(
∃j0 = 1, k Reλj0 = 0

)
.

З (4.3.3) випливає, що

∥∥etA
∥∥ ≤

∥∥∥∥∥
k∑

j=1
Reλj<0

pj−1∑

l=0

hjl (A)tletλj

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
k∑

j=1
Reλj=0

hj0(A)etλj

∥∥∥∥∥
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≤ C1(1 + t)p−1eΛ1t + C2, t ∈ [0,+∞),

де Λ1 = max{Reλj | Reλj < 0∧j = 1, k} < 0. Звiдси, враховуючи
(4.3.4), (4.3.5), одержуємо

|ϕ(t)| ≤
∥∥∥e(t−t0)A

∥∥∥
∣∣x0
∣∣ ≤ C

∣∣x0
∣∣, t ∈ [t0,+∞), (4.3.8)

де C > 0. Отже, нульова стацiонарна точка системи (4.3.2) є
стiйкою за Ляпуновим. Покажемо, що вона не є асимптотично
стiйкою за Ляпуновим. Нехай v0 є одиничним власним вектором
матрицi A, який вiдповiдає власному значенню λj0 . Позначимо
xδ = δv0. Тодi

x = ϕδ(t) ≡ eλj0 (t−t0)δv0, t ∈ [t0,+∞), (4.3.9)

де δ > 0, є розв’язком системи (4.3.2) та задовольняє умову
(4.3.5) з x0 = xδ:

ϕ̇δ(t) ≡ eλj0 (t−t0)λj0δv
0 ≡ eλj0 (t−t0)Aδv0 = Aϕδ(t) на [t0,+∞).

Для нашого розв’язку маємо
∣∣ϕδ(t)

∣∣ = δ, t ∈ [t0,+∞). (4.3.10)

Тому нульовий розв’язок системи (4.3.2) не є асимптотично стiй-
ким за Ляпуновим.

(в) Нехай
∃j0 = 1, k Reλj0 = 0 ∧ pj0 > 1.

Умова pj0 > 1 означає, що розмiрнiсть власного пiдпростору,
який вiдповiдає власному значенню λj0 , менше кратностi цьо-
го значення в характеристичному полiномi матрицi A, отже, ця
матриця має ненульовий приєднаний вектор v1, який вiдповiдає
цьому власному значенню:

(A− Iλj0)v1 = v0, (4.3.11)
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де v0 6= 0 є власним вектором матрицi A, який вiдповiдає вла-
сному значенню λj0 . Не обмежуючи загальностi, вважаємо, що
‖v1‖ = 1. Розглянемо функцiю

x = ϕδ(t) ≡ δ
(
v0(t− t0) + v1

)
eλj0 (t−t0), t ∈ [t0,+∞),

де δ > 0. Позначимо xδ = δv1. Тодi ϕδ задовольняє умову (4.3.5)
з x0 = xδ. Скориставшись (4.3.11), одержуємо

ϕ̇δ(t) ≡ δ
(
λj0v

0(t− t0) + λj0v
1 + v1

)
eλj0 (t−t0)

≡ Aδ
(
v0(t− t0) + v1

)
eλj0 (t−t0) ≡ Aϕδ(t) на [t0,+∞),

тобто ϕδ є розв’язком системи (4.3.2). Для цього розв’язку маємо

|ϕδ(t0)| = δ, (4.3.12)

|ϕδ(t)| = δ
∣∣v0(t− t0) + v1

∣∣→ +∞, коли t→ +∞. (4.3.13)

Тому нульовий розв’язок системи (4.3.2) не є стiйким за Ляпу-
новим.

(г) Нехай
∃j0 = 1, k Reλj0 > 0.

Нехай v0 є одиничним власним вектором матрицi A, який вiдпо-
вiдає власному значенню λj0 . Позначимо xδ = δv0. Тодi

x = ϕδ(t) ≡ eλj0 (t−t0)δv0, t ∈ [t0,+∞), (4.3.14)

де δ > 0, є розв’язком системи (4.3.2) та задовольняє умову
(4.3.5) з x0 = xδ. Для нашого розв’язку маємо

∣∣ϕδ(t0)
∣∣ = δ, (4.3.15)

∣∣ϕδ(t)
∣∣ = δeReλj0 (t−t0) → +∞, коли t→ +∞. (4.3.16)

Тому нульовий розв’язок системи (4.3.2) не є стiйким за Ляпу-
новим.
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У пунктах (б), (в), (г) доведення ми, фактично, допустили
до розгляду комплекснозначнi розв’язки системи (4.3.2). Але у
випадку дiйсної матрицi A бажано обмежитися дiйснозначними
розв’язками. Покажемо, що наслiдки цих пунктiв залишаються
правильними у разi розгляду лише дiйснозначних розв’язкiв си-
стеми (4.3.2).

Для розв’язкiв x = ϕδ(t), t ∈ [t0,∞), з пунктiв (б), (в), (г)
системи (4.3.2) (якi можуть бути комплекснозначними) позначи-
мо

ϕδ1(t) ≡ Reϕδ(t), ϕδ2(t) ≡ Imϕδ(t) на [t0,+∞).

Оскiльки коефiцiєнти матрицi A є дiйсними, функцiї x = ϕδ1(t),
x = ϕδ2(t), t ∈ [t0,∞), є розв’язками системи (4.3.2) та задоволь-
няють умову |ϕδj(t0)| ≤ δ, j = 1, 2 (див. 4.3.10, 4.3.12, 4.3.15).

У пунктi (б) з умови (4.3.10) випливає, що

lim
t→+∞

∣∣ϕδ1(t)
∣∣ 6= 0 або lim

t→+∞

∣∣ϕδ2(t)
∣∣ 6= 0,

тому асимптотичної стiйкостi нульового розв’язку системи (4.3.2)
немає.

У пунктах (в) та (г) з умов (4.3.13) та (4.3.16), вiдповiдно,
випливає, що

lim
t→+∞

∣∣ϕδ1(t)| = +∞ або lim
t→+∞

∣∣ϕδ2(t)
∣∣ = +∞,

тому стiйкостi нульового розв’язку системи (4.3.2) немає в обох
випадках. Теорему повнiстю доведено.

4.4. Стiйкiсть за першим наближенням
Розглянемо систему

ẋ = Ax+R(t, x), (t, x) ∈ Ω = [t0,+∞)× Ω̂ ⊂ Rt × Rnx, (4.4.1)

де Ω̂ є областю; A ∈M(n, n); R(t, x) ∈ Rn, (t, x) ∈ Ω; R ∈ C1(Ω);
R(t, 0) = 0, t ≥ t0; R задовольняє умову

|R(t, x)| ≤ γ(|x|)|x|, (t, x) ∈ Ω. (4.4.2)
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Тут γ ∈ C[0,+∞); γ(r)→ 0, коли r → 0+.
Лiнiйна однорiдна система зi сталими коефiцiєнтами

ẋ = Ax, (t, x) ∈ Rt × Rnx, (4.4.3)

називається системою першого наближення для системи (4.4.1).
Розглянемо теорему про стiйкiсть за першим наближенням.

Теорема 4.4.1. Нехай λ1, . . . , λk є рiзними власними значе-
ннями матрицi A. Якщо

∀j = 1, k Reλj < 0,

то нульова стацiонарна точка системи (4.4.1) є асимптотично
стiйкою за Ляпуновим.

Для доведення цiєї теореми нам знадобиться наступна ле-
ма про еквiвалентнiсть наближуваної системи iнтегральному рiв-
нянню.

Лема 4.4.2. Функцiя x = ϕ(t), t ∈ I, є розв’язком системи
(4.4.1), який задовольняє умову x(t0) = x0 в в тому i лише то-
му випадку, коли вона є неперервним розв’язком iнтегрального
рiвняння

x(t) = e(t−t0)Ax0 +

∫ t

t0

e(t−τ)AR(τ, x(τ)) dτ, (t, x) ∈ Ω. (4.4.4)

Тут
(
t0, x

0
)
∈ Ω.

Доведення. 1. Нехай x = ϕ(t), t ∈ I, є неперервним розв’яз-
ком рiвняння (4.4.4). Тодi

ϕ̇(t) = AetA
(
et0A +

∫ t

t0

e−τAR(τ, ϕ(τ)) dτ

)
+ etAe−tAR(t, ϕ(t))

= Aϕ(t) +R(t, ϕ(t)), t ∈ I.

Отже, x = ϕ(t), t ∈ I, є розв’язком системи (4.4.1).
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2. Нехай x = ϕ(t), t ∈ I, є розв’язком системи (4.4.1). Тодi

e−tAϕ̇(t) = e−tAAϕ(t) + e−tAR(t, ϕ(t)), t ∈ I.

Скориставшись теоремою 2.4.39 про диференцiювання матричної
експоненти, одержуємо

(
e−tAϕ(t)

)′
= e−tAR(t, ϕ(t)), t ∈ I.

Тому

e−tAϕ(t) = e−t0Ax0 +

∫ t

t0

e−τAR(τ, x(τ)) dτ, t ∈ I,

де x0 = ϕ(t0). Отже, x = ϕ(t), t ∈ I, є неперервним розв’язком
рiвняння (4.4.4).

Доведення теореми 4.4.1. Нехай x = ϕ(t), t ∈ [t0, ω+), є не-
продовжуваним вправо розв’язком системи (4.4.1), який задо-
вольняє умову x(t0) = x0. Iснування такого розв’язку випливає
з теореми 3.2.10 про iснування та єдинiсть непродовжуваного
розв’язку. За лемою 4.4.2 маємо

ϕ(t) = e(t−t0)Ax0 +

∫ t

t0

e(t−τ)AR(τ, ϕ(τ)) dτ, t ∈ [t0, ω+).

З оцiнки (4.3.6) одержуємо
∥∥etA

∥∥ ≤ LetΛ/2, t ∈ [0,+∞),

де L > 0, Λ = max{Reλj | j = 1, k} < 0. Тому

|ϕ(t)| ≤ Le(t−t0)Λ/2

×
(∣∣x0

∣∣+

∫ t

t0

e(t0−τ)Λ/2
∣∣R(τ, ϕ(τ))

∣∣ dτ
)
, t ∈ [t0, ω+). (4.4.5)

Покажемо, що для будь-якого досить малого ε > 0 i δ =
ε/(2L), якщо

∣∣x0
∣∣ < δ, то ω+ = +∞ i

|ϕ(t)| < ε, t ∈ [t0,+∞). (4.4.6)
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Припустимо супротивне. Нехай
∣∣x0
∣∣ < δ та iснує t∗ > t0 таке, що

|ϕ(t)| < ε, t ∈ [t0, t
∗) та |ϕ(t∗)| = ε.

З (4.4.2) одержуємо, що iснує ε0 > 0 таке, що

|γ(r)| < |Λ|
4L

, r ∈ (0, ε0).

Тодi для будь-якого ε ∈ (0, ε0), враховуючи (4.4.2), маємо

∣∣R(τ, ϕ(τ))
∣∣ ≤ γ(|ϕ(τ)|)|ϕ(τ)| ≤ |Λ|

4L
|ϕ(τ)|, τ ∈ [t0, t

∗].

Пiдставляючи цю оцiнку в оцiнку (4.4.5), одержуємо

e(t0−t)Λ/2|ϕ(t)| ≤ L
∣∣x0
∣∣+

∫ t

t0

|Λ|
4
e(t0−τ)Λ/2|ϕ(τ)| dτ, t ∈ [t0, t

∗].

Скориставшись нерiвнiстю Ґронуолла–Беллмана (див. теорему
2.1.3), маємо

e(t0−t)Λ/2|ϕ(t)| ≤ L
∣∣x0
∣∣e(t−t0)|Λ|/4, t ∈ [t0, t

∗].

Тому

|ϕ(t)| ≤ L
∣∣x0
∣∣e−(t−t0)|Λ|/4 ≤ Lδ, t ∈ [t0, t

∗]. (4.4.7)

Отже,
ε = |ϕ(t∗)| ≤ Lδ =

ε

2
.

Одержана суперечнiсть доводить, що (4.4.6) виконується i оцiнку
(4.4.7) виконано на [t0,+∞). Зокрема,

|ϕ(t)| → 0, коли t→ +∞.

Таким чином, нульовий розв’язок системи (4.4.1) є асимптотично
стiйким за Ляпуновим. Теорему доведено.
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Розглянемо також теорему про нестiйкiсть за першим набли-
женням.

Теорема 4.4.3. Нехай λ1, . . . , λk є рiзними власними значе-
ннями матрицi A. Якщо

∃j0 = 1, k Reλj0 > 0,

то нульова стацiонарна точка системи (4.4.1) є нестiйкою за
Ляпуновим.

Для доведення цiєї теореми нам знадобляться наступнi двi
леми.

Позначимо через M∗(n) лiнiйний простiр самоспряжених ма-
триць розмiру n × n з дiйсними коефiцiєнтами. Нагадаємо, що
матриця A називається самоспряженою, якщо A = A∗; символом
A∗ позначається спряжена матриця. Зрозумiло, що dimM∗(n) =
n(n+ 1)/2. Нехай A ∈M(n, n) є довiльною матрицею з дiйсними
коефiцiєнтами. Ми будемо позначати скрiзь одним i тим самим
символом лiнiйний оператор, який дiє з Rp в Rp i вiдповiдну йому
матрицю розмiру p× p з дiйсними коефiцiєнтами.

Нехай LA : M∗(n) →M∗(n) є лiнiйним оператором, який дiє
за правилом

LAB = A∗B +BA, B ∈M∗(n).

Доведемо лему про власнi значення оператора LA.
Лема 4.4.4. Нехай λ1, . . . , λn є власними значеннями опера-

тора A. Тодi ξlj = λl + λj, l = 1, n, j = l, n, є власними значен-
нями оператора LA.

Доведення. Знайдемо для матрицi A розклад Шура (див.,
наприклад, [1, гл. 7, теорема 7.1.3]), тобто знайдемо унiтарну
матрицю T (T ∗T = I) таку, що

Ã = T ∗AT =




λ1 α2
1 α3

1 · · · αn1
0 λ2 α3

2 · · · αn2
0 0 λ3 · · · αn3
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · λn



.
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Тодi A = TÃT ∗ i

LAB = λB ⇔ A∗B +BA = λB

⇔ Ã∗ (T ∗BT ) + (T ∗BT ) Ã = λ (T ∗BT )

⇔ L
Ã
B̃ = λB̃,

де B ∈ M∗(n), B̃ = T ∗BT ∈ M∗(n), λ ∈ C. Отже, множини
власних значень операторiв LA i L

Ã
збiгаються. Тому далi будемо

дослiджувати власнi значення оператора L
Ã
.

Лiнiйний простiр M∗(n) є iзоморфним лiнiйному простору
R
n(n+1)

2 . Вiдповiдний iзоморфiзм здiйснюється оператором P :

M∗(n)→ R
n(n+1)

2 , який дiє за правилом

PB =




B1

B2

B3
...
Bn



,

де

B =




b11 b21 b31 · · · bn1
b21 b22 b32 · · · bn2
b31 b32 b33 · · · bn3
...

...
...

. . .
...

bn1 bn2 bn3 · · · bnn



∈M∗(n), Bp =




bpp
bp+1
p

bp+2
p
...
bnp



∈ Rn−p+1.

Фактично, Bp є p-м стовпцем матрицi B, в якому викреслено всi
наддiагональнi елементи. Позначивши L = PL

Ã
P−1, одержуємо

L
Ã
B = λB ⇔ Lb = λb, B ∈M∗(n), b = PB ∈ R

n(n+1)
2 , λ ∈ C.

Отже, множини власних значень операторiв L
Ã
та L збiгаються.

Тому далi будемо дослiджувати власнi значення оператора L.
Маємо
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L
Ã
B =




λ1 0 0 · · · 0
α2

1 λ2 0 · · · 0
α3

1 α3
2 λ3 · · · 0

...
...

...
. . .

...
αn1 αn2 αn3 · · · λn







b11 b21 b31 · · · bn1
b21 b22 b32 · · · bn2
b31 b32 b33 · · · bn3
...

...
...

. . .
...

bn1 bn2 bn3 · · · bnn




+




b11 b21 b31 · · · bn1
b21 b22 b32 · · · bn2
b31 b32 b33 · · · bn3
...

...
...

. . .
...

bn1 bn2 bn3 · · · bnn







λ1 α2
1 α3

1 · · · αn1
0 λ2 α3

2 · · · αn2
0 0 λ3 · · · αn3
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · λn



.

Тодi для b = PB, B ∈M∗(n), маємо

Lb =




Λ1(B1)
...

Λp(Bp)


 =




Λ1 · · · 0
...

. . .
...

∗ · · · Λn


 b,

де

Λp(Bp) =




(λp + λp)b
p
p +

p−1∑

k=1

cp,pk bkp

(λp + λp+1)bp+1
p +

p∑

k=1

cp,p+1
k bkp

(λp + λp+2)bp+2
p +

p+1∑

k=1

cp,p+2
k bkp

...

(λp + λn)bnp +

n−1∑

k=1

cpnk b
k
p




, p = 1, n,

cp+sk ∈ R є коефiцiєнтами, якi не залежать вiд bkp, k = 1, s− 1, s =
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p, n, p = 1, n,

Λp =




λp + λp 0 0 · · · 0
∗ λp + λp+1 0 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

∗ · · · ∗ λp + λn−1 0
∗ · · · ∗ ∗ λp + λn



, p = 1, n.

Отже, власнi значення L мають вигляд ξlj = λl + λj , l = 1, n,
j = l, n. Цi ж числа є власними значеннями операторiв L

Ã
та

LA. Лему доведено.

Далi розглянемо лему про iснування квадратичної форми.

Лема 4.4.5. Нехай λ1, . . . , λn є власними значеннями опера-
тора A та нехай Reλj0 > 0 для деякого j0 = 1, n. Тодi iснують
α ≥ 0 i квадратична форма V , якi задовольняють умову

∂V (x)

∂x
Ax = αV (x) + 〈x, x〉, x ∈ Rn, (4.4.8)

та такi, що V (x) > 0 для деякого x ∈ Rn.

Доведення. Нехай V (x) = 〈Bx, x〉, x ∈ Rn, де B ∈ M∗(n).
Спробуємо пiдiбрати B ∈ M∗(n) так, щоб було виконано умову
(4.4.8). Для k = 1, n маємо

∂V (x)

∂xk
=
〈
Bk, x

〉
+
〈
Bx, ek

〉
= 2
〈
Bx, ek

〉
, x ∈ Rn, (4.4.9)

де Bk є k-м стовпцем матрицi B, e1, . . . , en є стандартним базисом
в Rn (див. с. 30). Отже,

∂V (x)

∂x
Ax = 2〈Bx,Ax〉 = 〈(A∗B +BA)x, x〉

= αV (x) + 〈x, x〉, x ∈ Rn.

Тому A∗B +BA = αB + I. Звiдси випливає

LA−α
2
IB =

(
A− α

2
I
)∗
B +B

(
A− α

2
I
)

= I. (4.4.10)
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Власнi значення матрицi A − α

2
I мають вигляд λl −

α

2
, l = 1, n.

Тому за лемою 4.4.4 власнi значення оператора LA−α
2
I мають

вигляд ξlj = λl+λj−α, l = 1, n, j = l, n. Нехай j0 = 1, n. Оберемо
α ≥ 0 так, щоб 2 Reλj0 −α > 0 i ξlj 6= 0, l, j = 1, n. Тодi оператор
LA−α

2
I є оборотним i B = L−1

A−α
2
II є єдиним розв’язком (4.4.10), а

квадратична форма V (x) = 〈Bx, x〉 є розв’язком (4.4.8).
Покажемо, що iснує x ∈ Rn таке, що V (x) > 0. Припустимо

супротивне, тобто припустимо, що для будь-якого x ∈ Rn маємо
V (x) ≤ 0. Розглянемо два випадки.

1. Нехай V є вiд’ємно визначеною. Тодi −V є додатно визна-
ченою. Обчислимо її похiдну в силу системи

ẋ =
(
A− α

2
I
)
x, x ∈ Rn, t ∈ R. (4.4.11)

Скориставшись (4.4.9), одержуємо

−V̇
∣∣
(A−α2 I)x

(x) = −2
〈
Bx,

(
A− α

2
I
)
x
〉

= −
〈(
A− α

2
I
)∗
B +B

(
A− α

2
I
)
x, x

〉

= −〈x, x〉, x ∈ Rn. (4.4.12)

Застосовуючи теорему Ляпунова про асимптотичну стiйкiсть
(теорему 4.2.4), одержуємо, що нульовий розв’язок системи
(4.4.11) є асимптотично стiйким, що суперечить припущенню про
те, що одне з власних значень матрицi

(
A− α

2
I
)
, а саме, λj0 −

α

2
, має додатну дiйсну частину (за теоремою 4.3.1 про стiйкiсть

для лiнiйної системи зi сталими коефiцiєнтами жоден розв’язок
такої системи не може бути стiйким). Одержана суперечнiсть до-
водить, що V не може бути невiд’ємно визначеною.

2. Припустимо тепер, що V є недодатно визначеною та iснує
x0 ∈ Rn\{0} таке, що V (x0) = 0. Знайдемо розв’язок x = ϕ(t), t ∈
[0,+∞), системи (4.4.11), який задовольняє умову x(0) = x0 та
позначимо g(t) = V (ϕ(t)), t ∈ [0,+∞). Скориставшись (4.4.12),
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одержуємо

ġ(t) = V̇
∣∣
(A−α2 I)x

(ϕ(t)) = |ϕ(t)|2 , t ∈ [0,+∞).

Оскiльки |ϕ(0)|2 =
∣∣x0
∣∣2 > 0, iснує δ > 0 таке, що |ϕ(t)|2 > 0 при

t ∈ [0, δ]. Отже, ġ(t) > 0, t ∈ [0, δ]. Тому g є зростальною на [0, δ].
Тодi

0 = V
(
x0
)

= g(0) < g(δ) = V (ϕ(δ)),

що суперечить тому, що V є недодатно визначеною.
Таким чином, iснує x ∈ Rn V (x) > 0. Лему доведено.

Доведення теореми 4.4.3. Скориставшись лемою 4.4.4, зна-
йдемо α ≥ 0 та квадратичну форму V , якi задовольняють рiвня-
ння (4.4.8) та x0 ∈ R, для якого

V
(
x0
)
> 0. (4.4.13)

Маємо

V̇
∣∣
Ax+R(t,x)

(t, x) =
∂V (x)

∂x

(
Ax+R(t, x)

)
, (t, x) ∈ Ω.

З (4.4.8) одержуємо

V̇
∣∣
Ax+R(t,x)

(t, x) = 〈x, x〉+ αV (x)

+
∂V (x)

∂x
R(t, x), (t, x) ∈ Ω. (4.4.14)

Знайдемо B ∈ M∗(n) таке, що V (x) = 〈Bx, x〉, x ∈ Rn. Тодi,
скориставшись (4.4.2), маємо

∣∣∣∣
∂V (x)

∂x
R(t, x)

∣∣∣∣ ≤ 2|Bx| |R(t, x)| ≤ ‖B‖|x|γ(|x|)|x|

≤ 1

2
|x|2, (t, x) ∈ [t0,+∞)× U(δ0),

де δ0 > 0 є досить малим. Тому з (4.4.14) випливає

V̇
∣∣
Ax+R(t,x)

(t, x) ≥ |x|2− 1

2
|x|2 =

1

2
|x|2, (t, x) ∈ [t0,+∞)×U(δ0).
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Ураховуючи (4.4.13), одержуємо, що функцiя V задовольняє всi
умови теореми Четаєва про нестiйкiсть (див. теорему 4.2.5), от-
же, нульовий розв’язок системи (4.4.1) є нестiйким за Ляпуно-
вим.

Розглянемо два приклади.

Приклад 4.4.6. Дослiдимо на стiйкiсть нульову стацiонарну
точку системи {

ẋ1 = ex1+2x2 − cos(3x1),

ẋ2 =
√

4 + 8x1 − 2ex2 .
(4.4.15)

Маємо

ex1+2x2 − cos(3x1) = x1 + 2x2 +O
(
x2

1 + x2
2

)
, коли |x| → 0+,

√
4 + 8x1 − 2ex2 = 2x1 − 2x2 +O

(
x2

1 + x2
2

)
, коли |x| → 0+.

Таким чином, маємо справу iз системою вигляду (4.4.1), яка за-

довольняє умову (4.4.2). Зокрема, тут A =

(
1 2
2 −2

)
. Спробуємо

застосувати до цiєї системи теорему 4.4.1 або теорему 4.4.3. Чи-
сла λ1 = 2 та λ2 = −3 є власними значеннями матрицi A. З того,
що λ1 > 0, застосовуючи теорему 4.4.3, одержуємо, що нульова
стацiонарна точка є нестiйкою за Ляпуновим.

Приклад 4.4.7. Дослiдимо на стiйкiсть нульову стацiонарну
точку системи {

ẋ1 = ln
(
e−3x1 + 4x2

)
,

ẋ2 = 3
√

1− 6x1 + 2x2 − 1.
(4.4.16)

Маємо

ln
(
e−3x1 + 4x2

)
= −3x1 + 4x2 +O

(
x2

1 + x2
2

)
, коли |x| → 0+,

3
√

1− 6x1 + 2x2 − 1 = −2x1 + 2x2 +O
(
x2

1 + x2
2

)
, коли |x| → 0+.

Таким чином, маємо справу iз системою вигляду (4.4.1), яка за-

довольняє умову (4.4.2). Зокрема, тут A =

(
−3 4
−2 2

)
. Спробуємо
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застосувати до цiєї системи теорему 4.4.1 або теорему 4.4.3. Чи-
сла λ1 = −1/2 + i

√
7/2 та λ2 = −1/2− i

√
7/2 є власними значен-

нями матрицi A. З того, що Reλ1 < 0 та Reλ2 < 0, застосовуючи
теорему 4.4.1, одержуємо, що нульова стацiонарна точка є асим-
птотично стiйкою за Ляпуновим.

4.5. Класифiкацiя стацiонарних точок
лiнiйної системи другого порядку зi
сталими коефiцiєнтами

Розглянемо лiнiйну систему

ẋ = Ax, x ∈ R2, t ∈ [t0,+∞), (4.5.1)

де A є дiйсною сталою матрицею розмiру 2× 2.
Нехай λ1, λ2 є власними значеннями матрицi A.
Не обмежуючи загальностi, вважаємо, що матрицю A зве-

дено до жорданової або узагальненої жорданової форми (див.,
наприклад, [12, гл. 3, § 12; гл. 4, § 15]). А саме, розглянемо три
випадки:

1. Нехай λ1 = λ2 ∈ R i p1 = 2. Маємо A =

(
λ1 1
0 λ1

)
.

2. Нехай λ1 ∈ R, λ2 ∈ R i λ1 = λ2 ⇒ p1 = 1. Маємо A =(
λ1 0
0 λ2

)
.

3. Нехай λ1 = λ2 ∈ C \ R. Маємо A =

(
α β
−β α

)
.

Тут p1 є кратнiстю λ1 в мiнiмальному полiномi матрицi A у ви-
падках 1 i 2, λ1 = α+ iβ, α ∈ R, 0 < β ∈ R у випадку 3.

Далi через C1 i C2 позначатимемо довiльнi дiйснi сталi.
1.1. Нехай λ1 = λ2 6= 0, p1 = 2. Тодi система (4.5.1) має вигляд

{
ẋ1 = λ1x1 + x2,

ẋ2 = λ1x2.
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Отже, {
x1 = C1e

tλ1 + C2te
tλ1 ,

x2 = C2e
tλ1

є загальним розв’язком цiєї системи.
Фазовi портрети зображено на рис. 4.4.

x1

x2

а

x1

x2

б

Рис. 4.4. Асимптотично стiйкий за Ляпуновим нульовий
розв’язок, λ1 = λ2 < 0, p1 = 2 (стiйкий вироджений вузол) —
а; нестiйкий за Ляпуновим нульовий розв’язок, λ1 = λ2 > 0,
p1 = 2 (нестiйкий вироджений вузол) — б

1.2. Нехай λ1 = λ2 = 0, p1 = 2. Тодi система (4.5.1) має вигляд
{
ẋ1 = x2,

ẋ2 = 0.

Отже, {
x1 = C1 + C2t,

x2 = C2

є загальним розв’язком цiєї системи.
Фазовий портрет зображено на рис. 4.5, а.

2.1. Нехай λ1 = λ2 = 0, p1 = 1. Тодi система (4.5.1) має вигляд
{
ẋ1 = 0,

ẋ2 = 0.



4.5. Класифiкацiя стацiонарних точок лiнiйної системи 251

x1

x2

а

x1

x2

б

Рис. 4.5. Нестiйкий за Ляпуновим нульовий розв’язок, λ1 = λ2 =
0, p1 = 2 (сiм’я прямих) — а; стiйкий за Ляпуновим нульовий
розв’язок, λ1 = λ2 = 0, p1 = 1 — б

Отже, {
x1 = C1,

x2 = C2

є загальним розв’язком цiєї системи.

Фазовий портрет зображено на рис. 4.5, б .

2.2. Нехай λ1 = λ2 6= 0, p1 = 1. Тодi система (4.5.1) має вигляд
{
ẋ1 = λ1x1,

ẋ2 = λ1x2.

Отже, {
x1 = C1e

tλ1 ,

x2 = C2e
tλ1

є загальним розв’язком цiєї системи.

Фазовi портрети зображено на рис. 4.6.

2.3. Нехай λ1 = 0, λ2 6= 0. Тодi система (4.5.1) має вигляд
{
ẋ1 = 0,

ẋ2 = λ2x2.
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x1

x2

а

x1

x2

б

Рис. 4.6. Асимптотично стiйкий за Ляпуновим нульовий
розв’язок, λ1 = λ2 < 0 (стiйкий дикритичний вузол) — а; нестiй-
кий за Ляпуновим нульовий розв’язок, λ1 = λ2 > 0 (нестiйкий
дикритичний вузол) — б

Отже, {
x1 = C1,

x2 = C2e
tλ2

є загальним розв’язком цiєї системи.

Фазовi портрети зображено на рис. 4.7.

x1

x2

а

x1

x2

б

Рис. 4.7. Стiйкий за Ляпуновим нульовий розв’язок, λ1 = 0, λ2 <
0 (стiйка сiм’я прямих) — а; нестiйкий за Ляпуновим нульовий
розв’язок, λ1 = 0, λ2 > 0 (нестiйка сiм’я прямих) — б
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2.4. Нехай λ1 6= 0, λ2 = 0. Тодi система (4.5.1) має вигляд
{
ẋ1 = λ1x1,

ẋ2 = 0.

Отже, {
x1 = C1e

tλ1 ,

x2 = C2

є загальним розв’язком цiєї системи.

Фазовi портрети зображено на рис. 4.8.

x1

x2

а

x1

x2

б

Рис. 4.8. Стiйкий за Ляпуновим нульовий розв’язок, λ1 < 0, λ2 =
0 (стiйка сiм’я прямих) — а; нестiйкий за Ляпуновим нульовий
розв’язок, λ1 > 0, λ2 = 0 (нестiйка сiм’я прямих) — б

2.5. Нехай 0 6= λ1 6= λ2 6= 0. Тодi система (4.5.1) має вигляд
{
ẋ1 = λ1x1,

ẋ2 = λ2x2.

Отже, {
x1 = C1e

tλ1 ,

x2 = C2e
tλ2

є загальним розв’язком цiєї системи.

Фазовi портрети зображено на рис. 4.9 та 4.10.
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x1

x2

а

x1

x2

б

Рис. 4.9. Асимптотично стiйкий за Ляпуновим нульовий розв’я-
зок, λ1 < 0, λ2 < 0 (стiйкий вузол) — а; нестiйкий за Ляпуновим
нульовий розв’язок, λ1 > 0, λ2 > 0 (нестiйкий вузол) — б

x1

x2

а

x1

x2

б

Рис. 4.10. Нестiйкий за Ляпуновим нульовий розв’язок, λ1 < 0,
λ2 > 0 (сiдло) — а; нестiйкий за Ляпуновим нульовий розв’язок,
λ1 > 0, λ2 < 0 (сiдло) — б

3.1. Нехай λ1 = α + iβ, λ2 = α + iβ, α ∈ R, 0 < β ∈ R. Тодi
система (4.5.1) має вигляд

{
ẋ1 = αx1 + βx2,

ẋ2 = −βx1 + αx2.
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Отже, {
x1 = eαt

(
C1 cos(βt) + C2 sin(βt)

)
,

x2 = eαt
(
− C1 sin(βt) + C2 cos(βt)

)

є загальним розв’язком цiєї системи.

Обравши замiсть C1 i C2 новi сталi R > 0 i ψ ∈ R:

cos(βψ) =
C1√

C2
1 + C2

2

, sin(βψ) =
C2√

C2
1 + C2

2

,

R =
√
C2

1 + C2
2e
αψ,

одержуємо {
x1 = Reα(t−ψ) cos

(
β(t− ψ)

)
,

x2 = −Reα(t−ψ) sin
(
β(t− ψ)

)
.

Фазовi портрети зображено на рис. 4.11.

x1

x2

а

x1

x2

б

x1

x2

в

Рис. 4.11. Асимптотично стiйкий за Ляпуновим нульовий
розв’язок, α < 0, β > 0 (стiйкий фокус) — а; нестiйкий за
Ляпуновим нульовий розв’язок, α > 0, β > 0 (нестiйкий фо-
кус) — б ; стiйкий за Ляпуновим нульовий розв’язок, α = 0, β >
0 (центр) — в



Роздiл 5

Елементи теорiї керованих
систем∗

5.1. Керованi системи
Розглянемо керовану систему

ẋ = f(t, x, u), (t, x) ∈ Ω ⊂ Rt × Rnx, u ∈ U ⊂ Rr, (5.1.1)

де f : Ω×U → Rn, u : [0, T ]→ U є параметром, який називається
керуванням, або входом системи.

Означення 5.1.1. Якщо для деяких x0, xT ∈ Rn iснують
неперервне на [0, T ] керування u : [0, T ] → U та розв’язок x =
ϕ(t), t ∈ [0, T ], системи (5.1.1) такi, що ϕ(0) = x0 та ϕ(T ) = xT ,
то кажуть, що керування u переводить x0 в xT за час T .

Означення 5.1.2. Система (5.1.1) називається повнiстю ке-
рованою за час T , якщо для кожної пари

(
x0, xT

)
∈ Rn×Rn iснує

неперервне на [0, T ] керування u : [0, T ] → U , яке переводить x0

в xT за час T .
∗У цьому роздiлi вмiщено дещо доопрацьований матерiал навчального

посiбника [13], написаного авторкою сумiсно з Г.М. Скляром.

256
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Нагадаємо деякi поняття та твердження з лiнiйної алгебри
(див. [12, гл. 3, п. 12.3, гл. 5, п. 17.5]).

Вектори x ∈ Rn та y ∈ Rn називаються ортогональними (по-
значається x⊥y), якщо 〈x, y〉 = 0. Уважаємо, що вектор x ∈ Rn
є ортогональним лiнiйному пiдпростору L (позначається x⊥L),
якщо для кожного y ∈ L маємо x⊥y.

Нехай L є лiнiйним пiдпростором Rn. Позначимо

L⊥ = {x ∈ Rn | x⊥L}.

Множина L⊥ також є пiдпростором Rn та називається ортого-
нальним доповненням до L. Зрозумiло, що

(
L⊥
)⊥

= L.

Твердження 5.1.3. Нехай L є лiнiйним пiдпростором Rn.
Тодi кожний вектор x ∈ Rn однозначно зображується у виглядi
x = x1 + x2 де x1 ∈ L, x2 ∈ L⊥. Крiм того, об’єднання базисiв L
та L⊥ є базисом Rn.

Для довiльної матрицi A ∈ M(m,n) символом A∗ позначає-
ться спряжена матриця.

Нагадаємо також, що самоспряжена n × n матриця A (A =
A∗) називається невiд’ємно визначеною (A � 0), якщо для ко-
жного x ∈ Rn маємо x∗Ax ≥ 0; матриця A називається дода-
тно визначеною (A � 0), якщо для кожного x ∈ Rn\{0} маємо
x∗Ax > 0.

Лема 5.1.4. Нехай A � 0. Тодi detA 6= 0.

Доведення. Нехай A � 0 та detA = 0. Тодi iснує x ∈ Rn\{0}
таке, що Ax = 0, отже, x∗Ax = 0, що суперечить умовi A � 0.
Лему доведено.

5.1.1. Керованiсть лiнiйних систем зi
змiнними матрицями

Розглянемо лiнiйну керовану систему

ẋ = A(t)x+B(t)u, t ∈ [0, T ], x ∈ Rn, u ∈ Rr, (5.1.2)
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де A(t) ∈M(n, n), B(t) ∈M(n, r), t ∈ [0, T ].
Нехай Φ є фундаментальною матрицею розв’язкiв (див. озна-

чення 2.1.22) системи

ẋ = A(t)x, t ∈ [0, T ], x ∈ Rn. (5.1.3)

Позначимо

N(T ) =

∫ T

0
Φ−1(t)B(t)B∗(t)

(
Φ−1(t)

)∗
dt.

Лема 5.1.5. Нехай A ∈ C[0, T ], B ∈ C[0, T ], тодi:

1. Для будь-якої фундаментальної матрицi розв’язкiв Φ си-
стеми (5.1.3) матриця N(T ) є невiд’ємно визначеною.

2. Для будь-яких фундаментальних матриць розв’язкiв Φ1 та
Φ2 системи (5.1.3) вiдповiднi їм матрицi N1(T ) та N2(T )
або обидвi є додатно визначеними, або обидвi не є додатно
визначеними.

Доведення. Доведемо пункт 1. Нехай ξ ∈ Rn. Тодi

ξ∗N(T )ξ = ξ∗
∫ T

0
Φ−1(t)B(t)B∗(t)

(
Φ−1(t)

)∗
dtξ

=

∫ T

0

(
ξ∗Φ−1(t)B(t)

) (
ξ∗Φ−1(t)B(t)

)∗
dt

=

∫ T

0

∣∣ξ∗Φ−1(t)B(t)
∣∣2 dt.

Отже,

ξ∗N(T )ξ =

∫ T

0

∣∣ξ∗Φ−1(t)B(t)
∣∣2 dt ≥ 0, ξ ∈ Rn, (5.1.4)

тобто N(T ) � 0.
Доведемо пункт 2. Згiдно з теоремою про зв’язок мiж фунда-

ментальними матрицями розв’язкiв системи (5.1.3) (див. теорему
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2.1.24) маємо Φ2(t) ≡ Φ1(t)C на [0, T ], де C ∈ M(n, n) є невиро-
дженою. Отже,

N2(T ) =

∫ T

0
Φ−1

2 (t)B(t)B∗(t)
(
Φ−1

2 (t)
)∗
dt

= C−1

∫ T

0
Φ−1

1 (t)B(t)B∗(t)
(
Φ−1

1 (t)
)∗
dt
(
C−1

)∗
.

З цього спiввiдношення одразу випливає твердження

N1(T ) � 0⇔ N2(T ) � 0.

Лему доведено.

Доведемо далi критерiй повної керованостi лiнiйної системи
iз змiнними матрицями.

Теорема 5.1.6. Нехай A ∈ C[0, T ], B ∈ C[0, T ]. Система
(5.1.2) є повнiстю керованою на [0, T ] в тому i лише тому ви-
падку, коли виконано умову

N(T ) � 0. (5.1.5)

Доведення. Достатнiсть (5.1.5). Нехай Φ є фундаменталь-
ною матрицею розв’язкiв системи (5.1.3). Зафiксуємо довiльнi
x0 ∈ Rn та xT ∈ Rn та запишемо розв’язок x = ϕ(t), t ∈ [0, T ],
задачi Кошi для системи (5.1.2) з початковою умовою x(0) =
x0 (див. теорему 2.1.33 про розв’язок задачi Кошi для лiнiйної
неоднорiдної системи):

ϕ(t) ≡ Φ(t)

(
Φ−1(0)x0 +

∫ t

0
Φ−1(τ)B(τ)u(τ) dτ

)
на [0, T ]. (5.1.6)

Шукатимемо керування u, яке переводить x0 в xT за час [0, T ]
у виглядi u(t) ≡ B∗(t)

(
Φ−1(t)

)∗
ξ, де ξ ∈ Rn є деякою сталою.

Пiдставляючи u(τ) та t = T у формулу (5.1.6) та враховуючи
умову x(T ) = xT , маємо

xT = ϕ(T ) = Φ(T )

(
Φ−1(0)x0
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+

∫ T

0
Φ−1(τ)B(τ)B∗(τ)

(
Φ−1(τ)

)∗
ξ dτ

)

= Φ(T )
(
Φ−1(0)x0 +N(T )ξ

)
.

Отже,
N(T )ξ = Φ−1(T )xT − Φ−1(0)x0.

Згiдно з лемою 5.1.4 iснує матриця N−1(T ), тому звiдси випливає

ξ = N−1(T )
(
Φ−1(T )xT − Φ−1(0)x0

)
.

Таким чином, для будь-яких x0 ∈ Rn, xT ∈ Rn iснує непе-
рервне керування

u(t) ≡ B∗(t)
(
Φ−1(t)

)∗
N−1(T )

(
Φ−1(T )xT − Φ−1(0)x0

)
на [0, T ],

(5.1.7)
яке переводить x0 в xT за час [0, T ], отже, система (5.1.2) є пов-
нiстю керованою на [0, T ].

Необхiднiсть (5.1.5). Припустимо, що система (5.1.2) є повнi-
стю керованою на [0, T ], але N(T ) не є додатно визначеною. Тодi
iснує ξ ∈ Rn\{0}, для якого

0 = ξ∗N(T )ξ =

∫ T

0

∣∣ξ∗Φ−1(t)B(t)
∣∣2 dt.

Оскiльки функцiя ξ∗Φ−1(t)B(t) є неперервною на [0, T ], маємо

ξ∗Φ−1(t)B(t) ≡ 0 на [0, T ]. (5.1.8)

Позначимо x0 = 0, xT = Φ(T )ξ. Оскiльки система (5.1.2) є пов-
нiстю керованою за час [0, T ], знайдемо неперервне на [0, T ] ке-
рування u, яке переводить x0 в xT за час [0, T ].

Ураховуючи те, що

ϕ(t) ≡ Φ(t)

∫ t

0
Φ−1(τ)B(τ)u(τ) dτ на [0, T ]

є єдиним розв’язком задачi Кошi для системи (5.1.2) з визначе-
ним вище u та початковою умовою x(0) = x0 = 0 (див. теорему
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2.1.33 про розв’язок задачi Кошi для лiнiйної неоднорiдної систе-
ми), маємо

Φ(T )ξ = xT = ϕ(T ) = Φ(T )

∫ T

0
Φ−1(τ)B(τ)u(τ) dτ.

Помноживши це спiввiдношення на ξ∗Φ−1(T ) та враховуючи
(5.1.8), маємо

|ξ|2 = ξ∗ξ =

∫ T

0
ξ∗Φ−1(τ)B(τ)u(τ) dτ = 0,

що суперечить вибору ξ (ξ 6= 0). Одержана суперечнiсть дово-
дить (5.1.5).

Приклад 5.1.7. З’ясуємо, чи є система




ẋ1 = x2 + e−2tx3

+
(
et + 2

)
u1 +

(
te−t − e−2t

)
u2, t ∈ [0, 2],

ẋ2 = x1 − e−2tx3

+
(
et − 2

)
u1 −

(
te−t − e−2t

)
u2, t ∈ [0, 2],

ẋ3 = 2etx1 + 2etx2 + 2e2tu1 + u2, t ∈ [0, 2],

(5.1.9)

повнiстю керованою на [0, 2]; i, якщо можливо, знайдемо непе-
рервне на [0, 2] керування u, яке переводить точку x0 ∈ R у точку
x2 ∈ R3. Для системи (5.1.9) маємо

A(t) ≡




0 1 e−2t

1 0 −e−2t

2et 2et 0


 на [0, 2],

B(t) ≡



et + 2 te−t − e−2t

et − 2 −te−t + e−2t

2e2t 1


 на [0, 2].

1. З’ясуємо спочатку, чи є система (5.1.9) повнiстю керованою
на [0, 2]. Для цього обчислимо матрицю N(2) та визначимо, чи
виконується для неї умова (5.1.5) (див. теорему 5.1.6).
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Знайдемо спочатку фундаментальну матрицю розв’язкiв Φ
лiнiйної однорiдної системи, яка вiдповiдає системi (5.1.9), тобто
системi

ẋ1 = x2 + e−2tx3, t ∈ [0, 2],

ẋ2 = x1 − e−2tx3, t ∈ [0, 2],

ẋ3 = 2etx1 + 2etx2, t ∈ [0, 2].

(5.1.10)

Додавши до першого рiвняння цiєї системи друге, одержимо

ẋ1 + ẋ2 = x1 + x2, t ∈ [0, 2],

тому
x1 + x2 = C1e

t, t ∈ [0, 2], (5.1.11)

де C1 ∈ R є довiльною сталою. Пiдставивши у третє рiвняння
системи (5.1.10) спiввiдношення (5.1.11), маємо

ẋ3 = 2et(x1 + x2) = 2C1e
2t, t ∈ [0, 2].

Отже,
x3 = C1e

2t + C2, t ∈ [0, 2], (5.1.12)

де C2 ∈ R є довiльною сталою. Далi, вiднявши вiд першого рiвня-
ння системи (5.1.10) друге та скориставшись (5.1.12), одержуємо

ẋ1 − ẋ2 = −(x1 − x2) + 2e−2tx3

= −(x1 − x2) + 2e−2t
(
C1e

2t + C2

)
, t ∈ [0, 2],

тодi

x1 − x2 = 2C1 − 2C2e
−2t + 2C3e

−t, t ∈ [0, 2], (5.1.13)

де C3 ∈ R є довiльною сталою. Таким чином, з (5.1.11), (5.1.12)
та (5.1.13) випливає

x1 =
1

2
C1

(
et + 2

)
− C2e

−2t + C3e
−t, t ∈ [0, 2],

x2 =
1

2
C1

(
et − 2

)
+ C2e

−2t − C3e
−t, t ∈ [0, 2],

x3 = C1e
2t + C2, t ∈ [0, 2],
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тому

Φ(t) ≡



et + 2 −e−2t e−t

et − 2 e−2t −e−t
2e2t 1 0


 на [0, 2].

Обчислимо тепер матрицю N(2). Маємо

Φ−1(t) ≡




e−t/2 e−t/2 0
−et −et 1

−2 + et/2 −2− et/2 e−t


 на [0, 2]. (5.1.14)

Позначимо

Ω(t) := Φ−1B(t) ≡




1 0
0 1
0 t


 на [0, 2]. (5.1.15)

Отже,

N(2) =

∫ 2

0
Ω(t)Ω∗(t) dt =

∫ 2

0




1 0
0 1
0 t



(

1 0 0
0 1 t

)
dt

=

∫ 2

0




1 0 0
0 1 t
0 t t2


 dt =




2 0 0
0 2 2
0 2 8/3


 .

Далi перевiримо виконання умови (5.1.5). Для головних дiаго-
нальних мiнорiв матрицi N(2) маємо

∆1 = 2 > 0, ∆2 =

∣∣∣∣
2 0
0 2

∣∣∣∣ = 4 > 0, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣

2 0 0
0 2 2
0 2 8/3

∣∣∣∣∣∣
=

8

3
> 0.

Отже, за критерiєм Сильвестра (див. [7, гл. 10, § 4, теорема 3])
матриця N(2) додатно визначена, тобто умову (5.1.5) виконано,
тому за теоремою 5.1.6 система (5.1.9) повнiстю керована на [0, 2].

2. За формулою (5.1.7) знайдемо керування u, яке перево-
дить точку x0 у точку x2 за час [0, 2]. Згiдно з (5.1.7) маємо

u(t) ≡ Ω∗(t)N−1(2)
(
Φ−1(2)x2 − Φ−1(0)x0

)
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≡ U2(t)x2 − U0(t)x0 на [0, 2], (5.1.16)

де

U0(t) ≡ Ω∗(t)N−1(2)Φ−1(0) на [0, 2],

U2(t) ≡ Ω∗(t)N−1(2)Φ−1(2) на [0, 2].

Обчислимо матрицi U2(t), U0(t). Оскiльки

N−1(2) =




1/2 0 0
0 2 −3/2
0 −3/2 3/2


 ,

ураховуючи (5.1.15), маємо

Ω∗(t)N−1(2) ≡
(

1/2 0 0
0 2− 3t/2 3(t− 1)/2

)
на [0, 2].

Тому

U0(t) ≡ Ω∗(t)N−1(2)




1/2 1/2 0
−1 −1 1
−3/2 −5/2 1




≡
(

1/4 1/4 0
−(3t− 1)/4 −(9t− 7)/4 1/2

)
на [0, 2],

U2(t) ≡ Ω∗(t)N−1(2)




(2e2)−1 (2e2)−1 0
−e2 −e2 1

−2− e2/2 −2 + e2/2 e−2




≡
(

(4e2)−1 (4e2)−1 0
µ1(t) µ2(t) µ3(t)

)
на [0, 2],

де

µ1(t) =

(
9e2

4
− 3

)
t+ 3− 11e2

4
на [0, 2],

µ2(t) =

(
3e2

4
− 3

)
t+ 3− 5e2

4
на [0, 2],
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µ3(t) =

(
3

2e2
− 3

2

)
t+ 2− 3

2e2
на [0, 2].

Таким чином, керування (5.1.16), переводить точку x0 у то-

чку x2 за час [0, 2]. Наприклад, точку x0 =



−7
1
−2


 у точку x2 =




1
−2
e2/2


 за час [0, 2] переводить керування

u(t) ≡
( (

6− e−2
)
/4

3t/4 + (3e2 − 11)/4

)
на [0, 2].

5.1.2. Керованiсть лiнiйних систем з
диференцiйовними матрицями

Нехай A ∈ Cn−1[0, T ] i B ∈ Cn−1[0, T ], де A(t) ∈ M(n, n) i

B(t) ∈ M(n, r), t ∈ [0, T ]. Позначимо δA = −LAn = A(t) − I
d

dt
.

Маємо

δ0
AB(t) = B(t), t ∈ [0, T ],

δmAB(t) = δA
(
δm−1
A B(t)

)
, t ∈ [0, T ], m ∈ N.

Розглянемо матрицю (n× nr):

K(t) =
(
B(t) δAB(t) δ2

AB(t) · · · δn−1
A B(t)

)
, t ∈ [0, T ].

Доведемо ознаку повної керованостi лiнiйної системи з дифе-
ренцiйовними матрицями.

Теорема 5.1.8. Нехай A ∈ Cn−1[0, T ], B ∈ Cn−1[0, T ]. Якщо
iснує t0 ∈ [0, T ], яке задовольняє умову

rankK(t0) = n, (5.1.17)

то система (5.1.2) є повнiстю керованою на [0, T ].
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Доведення. Нехай t0 ∈ [0, T ] задовольняє умову (5.1.17), але
система (5.1.2) не є повнiстю керованою на [0, T ]. Нехай також
Φ є фундаментальною матрицею розв’язкiв системи (5.1.3). Тодi
згiдно з теоремою 5.1.6 матриця N(T ) не є додатно визначеною,
тобто (див. також лему 5.1.5 та (5.1.4)) iснує ξ ∈ Rn\{0}, яке
задовольняє умову

0 = ξ∗N(T )ξ =

∫ T

0

∣∣ξ∗Φ−1(t)B(t)
∣∣2 dt.

Оскiльки функцiя ξ∗Φ−1(t)B(t) є неперервною на [0, T ], звiдси
випливає

ξ∗Φ−1(t)B(t) ≡ 0 на [0, T ]. (5.1.18)

Пiсля диференцiювання звiдси одержимо систему

ξ∗
(
Φ−1(t)B(t)

)(j) ≡ 0 на [0, T ], j = 0, n− 1. (5.1.19)

Доведемо, що для будь-якого m = 0, n− 1 маємо
(
Φ−1(t)B(t)

)(m) ≡ Φ−1(t)(−δA)mB(t) на [0, T ]. (5.1.20)

Для m = 0 одержуємо
(
Φ−1(t)B(t)

)(0) ≡ Φ−1(t)B(t) ≡ Φ−1(t)(−δA)0B(t) на [0, T ].

Для кожного наступного m = 1, n− 1 на [0, T ] маємо

(
Φ−1(t)B(t)

)(m) ≡
((

Φ−1(t)B(t)
)(m−1)

)′

≡
(
Φ−1(t)(−δA)m−1B(t)

)′

≡
(
Φ−1(t)

)′
(−δA)m−1B(t) + Φ−1(t)

(
(−δA)m−1B(t)

)′
. (5.1.21)

Оскiльки Φ−1(t)Φ(t) ≡ I на [0, T ] та Φ є фундаментальною матри-
цею розв’язкiв системи (5.1.2) (тобто Φ′(t) ≡ A(t)Φ(t) на [0, T ],
див. теорему 2.1.23), одержуємо

0 ≡
(
Φ−1(t)Φ(t)

)′ ≡
(
Φ−1(t)

)′
Φ(t) + Φ−1(t) (Φ(t))′



5.1. Керованi системи 267

≡
(
Φ−1(t)

)′
Φ(t) + Φ−1(t)A(t)Φ(t)

≡
((

Φ−1(t)
)′

+ Φ−1(t)A(t)
)

Φ(t) на [0, T ].

Отже,
(
Φ−1(t)

)′ ≡ −Φ−1(t)A(t) на [0, T ]. Продовжуючи (5.1.21),
одержуємо

(
Φ−1(t)B(t)

)(m) ≡ −Φ−1(t)A(t)(−δA)m−1B(t)

+ Φ−1(t)
d

dt
(−δA)m−1B(t)

≡ Φ−1(t)

(
−A(t) + I

d

dt

)
(−δA)m−1B(t)

≡ Φ−1(t)(−δA)mB(t) на [0, T ].

Таким чином, формулу (5.1.20) доведено.
Iз системи (5.1.19), враховуючи (5.1.20), одержуємо

ξ∗Φ−1(t)δjAB(t) ≡ 0 на [0, T ], j = 0, n− 1. (5.1.22)

Звiдси, пiдставляючи в (5.1.22) t = t0, одержуємо

ξ∗Φ−1(t0)δjAB(t0) = 0, j = 0, n− 1,

тобто rank
(
Φ−1(t0)K(t0)

)
< n (оскiльки ξ∗ 6= 0), отже,

rankK(t0) < n,

що суперечить умовi (5.1.17). Теорему доведено.

Приклад 5.1.9. З’ясуємо, чи є система

ẋ1 = tx1 + cos tx2 + t2u2, t ∈ [0, π],

ẋ2 = t2x2 + (t− 1)u1, t ∈ [0, π],

ẋ3 = −t2x1 + t4x3 + u1 − u2, t ∈ [0, π],

повнiстю керованою на [0, π].
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Перевiримо виконання умови (5.1.17). На [0, π] маємо

A(t) ≡




t cos t 0
0 t2 0
−t2 0 t4


 ,

B(t) ≡




0 t2

t− 1 0
1 −1


 ,

δAB(t) ≡




(t− 1) cos t t3 − 2t
t3 − t2 − 1 0

t4 −2t4


 ,

δ2
AB(t) ≡




(t3 − t− 2) cos t+ (t− 1) sin t t4 − 5t2 + 2
t5 − t4 − 4t2 + 2t 0

−t2(t− 1) cos t+ t8 − 4t3 −t5 + 10t3 − t8


 .

Тому

K(0) =




0 0 −1 0 −2 2
−1 0 −1 0 0 0
1 −1 0 0 0 0


 ,

отже, rankK(0) = 3, тобто ця система задовольняє умову (5.1.17)
для t0 = 0. З теореми 5.1.8 одержуємо, що наша система повнiстю
керована на [0, π].

З наступного прикладу бачимо, що умова (5.1.17) не є необ-
хiдною для повної керованостi системи (5.1.2) на [0, T ].

Приклад 5.1.10. З’ясуємо, чи є система

ẋ1 = x1 + |t− 1|(t− 1)etu, t ∈ [0, 2],

ẋ2 = x2 + (t− 1)2etu, t ∈ [0, 2],

повнiстю керованою на [0, 2].

Зрозумiло, що A(t) ≡ I, B(t) ≡
(
|t− 1|(t− 1)

(t− 1)2

)
et на [0, 2].

Перевiримо спочатку виконання умови (5.1.17). Маємо

K(t) ≡
(
|t− 1|(t− 1) −2|t− 1|

(t− 1)2 −2(t− 1)

)
на [0, 2].
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Звiдси одержуємо, що для кожного t ∈ [0, 2] маємо rankK(t) <
2, тобто для жодного t ∈ [0, 2] умову (5.1.17) не виконано, тому
застосувати теорему 5.1.8 до цiєї системи неможливо.

Скористаємось теоремою 5.1.2 для дослiдження нашої систе-
ми на повну керованiсть на [0, 2], тобто перевiримо виконання
умови (5.1.5). Для цього обчислимо матрицю N(2). Оскiльки
A(t) ≡ I, маємо Φ(t) ≡ etI, отже, Φ−1(t) ≡ e−tI на [0, 2]. По-
значимо

Ω(t) := Φ−1(t)B(t) ≡
(
|t− 1|(t− 1)

(t− 1)2

)
на [0, 2].

Звiдси одержуємо

N(2) =

∫ 2

0
Ω(t)Ω(t)∗ dt

=

∫ 2

0

(
(t− 1)4 (t− 1)3|t− 1|

(t− 1)3|t− 1| (t− 1)4

)
dt =

2

5
I.

Зрозумiло, що N(2) � 0. Отже, умову (5.1.5) для нашої систе-
ми виконано, тому за теоремою 5.1.6 вона повнiстю керована на
[0, 2], але rankK(t) < 2, t ∈ [0, 2], тобто умову (5.1.17) для цiєї
системи не виконано.

Таким чином, умова (5.1.17) не є необхiдною для повної ке-
рованостi на [0, T ] системи (5.1.2).

5.1.3. Керованiсть лiнiйних систем зi
сталими матрицями

Розглянемо систему вигляду (5.1.2) iз сталими матрицями:

ẋ = Ax+Bu, t ∈ [0, T ], x ∈ Rn, u ∈ Rr, (5.1.23)

де A ∈M(n, n), B ∈M(n, r).
Доведемо наступнi допомiжнi твердження.
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Обчислимо для системи (5.1.23) матрицю K. Маємо

K(t) ≡ K :=
(
B AB A2B · · · An−1B

)
на [0, T ].

Далi для фундаментальної матрицi розв’язкiв Φ(t) ≡ eAt на
[0, T ] лiнiйної однорiдної системи, яка вiдповiдає лiнiйнiй неодно-
рiднiй системi (5.1.23), обчислимо iнтегральну матрицю керова-
ностi N(T ). Ураховуючи теорему 2.4.41 про матрицю, спряжену
до матричної експоненти, маємо

N(T ) =

∫ T

0
e−AtBB∗e−A

∗t dt.

Доведемо критерiй того, що для точок x0 ∈ Rn, xT ∈ Rn
iснує неперервне на [0, T ] керування, яке переводить x0 в xT за
час [0, T ].

Теорема 5.1.11. Для точок x0 ∈ Rn, xT ∈ Rn iснує непе-
рервне на [0, T ] керування u, яке переводить x0 в xT за час [0, T ]
у тому i лише тому випадку, коли

e−ATxT − x0 ∈ L = lin{Asbj | s = 0, n− 1, j = 1, r}, (5.1.24)

де bj є j-м стовпцем матрицi B.

Доведення. Необхiднiсть (5.1.24). Нехай для точок x0 ∈
Rn, xT ∈ Rn iснує неперервне на [0, T ] керування u, яке перево-
дить x0 в xT за час [0, T ]. Цьому керуванню u вiдповiдає єдиний
розв’язок x = ϕ(t), t ∈ [0, T ], системи (5.1.23), для якого x(0) =
x0, x(T ) = xT (це випливає з теореми 2.1.6 про iснування та
єдинiсть розв’язку задачi Кошi для лiнiйної системи):

ϕ(t) ≡ eAt
(
x0 +

∫ t

0
e−AτBu(τ) dτ

)
на [0, T ].

Тому

e−ATxT − x0 =

∫ T

0
e−AτBu(τ) dτ. (5.1.25)
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Згiдно з теоремою 2.4.40 про розкладання матричної експоненти
в скiнченну суму степенiв маємо

e−At ≡
p−1∑

s=0

αs(−t)As на R, (5.1.26)

де p є степенем мiнiмального полiнома матрицi A, αs, s = 0, p− 1,
є скалярними нескiнченно диференцiйовними на R функцiями,
якi задовольняють умови (2.4.51) та (2.4.51), тому є лiнiйно не-
залежними на [0, T ] (див. наслiдок 2.1.18).

Пiдставляючи (5.1.26) у (5.1.25), одержуємо

e−ATxT − x0 =

∫ T

0

(
p−1∑

s=0

αs(−t)AsBu(τ)

)
dτ

=

p−1∑

s=0

AsB

(∫ T

0
αs(−t)u(τ) dτ

)
. (5.1.27)

Звiдси одразу бачимо, що

e−ATxT − x0 ∈ L = lin{Asbj | s = 0, n− 1, j = 1, r}.

Достатнiсть (5.1.24). Нехай x0 ∈ Rn, xT ∈ Rn є такими, що

ν = e−ATxT − x0 ∈ L = lin{Asbj | s = 0, n− 1, j = 1, r}.

Будемо шукати неперервне на [0, T ] керування u, яке переводить
x0 в xT за час [0, T ], у виглядi

u(t) ≡
p−1∑

s=0

ξsαs(−t) на [0, T ], (5.1.28)

де ξs ∈ Rn, s = 0, p− 1. Згiдно з наслiдком 2.4.17 з того, що ν ∈
L, випливає

ν =

p−1∑

s=0

AsBγs, (5.1.29)



272 Роздiл 5. Елементи теорiї керованих систем

де γs ∈ Rr, s = 0, p− 1.
Для того щоб керування u вигляду (5.1.28) переводило точку

x0 в xT за час [0, T ], досить виконання спiввiдношення (5.1.27).
Пiдставляючи (5.1.28) та (5.1.29) у (5.1.27), маємо

p−1∑

s=0

AsBγs =

p−1∑

s=0


AsB

∫ T

0


αs(−τ)

p−1∑

j=0

ξjαj(−t)


 dτ




=

p−1∑

s=0

AsB

p−1∑

j=0

(
ξj
∫ T

0
αs(−τ)αj(−t) dτ

)
, (5.1.30)

яка еквiвалентна умовi
Γ = ΞM, (5.1.31)

де Γ = (γ0, . . . , γp−1) ∈M(r, p), Ξ = (ξ0, . . . , ξp−1) ∈M(r, p), M ={
µjs
}j=0,p−1

s=0,p−1
∈M(p, p),

µjs =

∫ T

0
αs(−τ)αj(−τ) dτ, s, j = 0, p− 1.

Покажемо, що detM 6= 0. Розглянемо лiнiйний простiр
C[−T, 0], який складаєсться з неперервних на [−T, 0] функцiй,
iз скалярним добутком

〈η, κ〉 =

∫ 0

−T
η(t)κ(t) dt, η, κ ∈ C[−T, 0].

Функцiї αs, s = 0, p− 1, належать C[−T, 0] та є лiнiйно неза-
лежними на [−T, 0] (див. теорему 2.4.40 про розкладання ма-
тричної експоненти у скiнченну суму степенiв i критерiй лiнiй-
ної незалежностi системи розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiв-
няння, тобто теорему 2.2.12). Розглянемо лiнiйний пiдпростiр
linα0, . . . , αp−1 простору C[−T, 0]. Маємо µjs = 〈αs, αj〉. Тому
detM є детермiнантом Ґрама лiнiйно незалежної системи фун-
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кцiй αs, s = 0, p− 1) з пiдпростору linα0, . . . , αp−1:

detM =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈α0, α0〉 〈α0, α1〉 . . . 〈α0, αp−1〉
〈α1, α0〉 〈α1, α1〉 . . . 〈α1, αp−1〉

...
...

. . .
...

〈αp−1, α0〉 〈αp−1, α1〉 . . . 〈αp−1, αp−1〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Тому detM 6= 0 (див., наприклад, [7, гл. 9, § 3, теорема 1]).
Отже, з (5.1.31) одержуємо Ξ = ΓM−1. Таким чином, непе-

рервне керування u, яке переводить x0 в xT за час [0, T ], знайдено
у виглядi 5.1.28. Теорему доведено.

З теорем 5.1.8 та 5.1.11 одразу випливає критерiй повної ке-
рованостi системи зi сталими матрицями.

Наслiдок 5.1.12. Система (5.1.23) є повнiстю керованою
на [0, T ] тодi i лише тодi, коли rankK = n.

З теореми 5.1.2 та наслiдку 5.1.12 одразу одержуємо загаль-
ний критерiй повної керованостi системи зi сталими матрицями.

Наслiдок 5.1.13. Наступнi три умови еквiвалентнi:

(i) система (5.1.23) є повнiстю керованою на [0, T ];

(ii) rankK = n;

(iii) N(T ) � 0.

Зауваження 5.1.14. У випадку повної керованостi системи
(5.1.23) на [0, T ] керування

u(t) ≡ B∗e−A∗tN−1(T )
(
e−ATxT − x0

)
на [0, T ] (5.1.32)

переводить x0 в xT за час [0, T ] (див. спiввiдношення (5.1.7) у
доведеннi теореми 5.1.6 та (5.1.24)). Крiм того, це керування є
неперервним на [0, T ].
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Приклад 5.1.15. З’ясуємо, чи iснує для системи

ẋ1 = 2x1 − x2 + x3 − u1 + u2, t ∈ [0, 3],

ẋ2 = x2 + x3 − u1 + 2u2, t ∈ [0, 3],

ẋ3 = −x1 + x2 + x3 + u2, t ∈ [0, 3],

неперервне на [0, 3] керування u, яке б переводило точку x0 =


1
−5
7


 у точку x3 =




1
1
0


 за час [0, 3].

Скористаємося теоремою 5.1.11. За цiєю теоремою нам досить
перевiрити виконання умови (5.1.24). Маємо

A =




2 −1 1
0 1 1
−1 1 1


 , B =



−1 1
−1 2
0 1


 .

Тому

AB =



−1 1
−1 3
0 2


 , A2B =



−1 1
−1 5
0 4


 .

Отже,

L = lin







−1
−1
0


 ,




1
2
1





 .

Оскiльки

eAt ≡ e2t




0 0 0
−1 1 0
−1 1 0


+ et




1 0 0
1 0 0
1 −1 1


+ tet




1 −1 1
1 −1 1
0 0 0


 ,

маємо

e−3Ax3 − x0 = e−3




1
1
0


−




1
−5
7


⋂L = ∅,

тобто умову (5.1.24) не виконано, отже, за теоремою 5.1.11 не
iснує неперервного на [0, 3] керування u(t), яке б переводило то-
чку x0 у точку x3 за час [0, 3].
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Приклад 5.1.16. З’ясуємо, чи є система

ẋ1 = x1 + u1, t ∈ [0, 2π],

ẋ2 = −x3, t ∈ [0, 2π],

ẋ3 = x2 + u2, t ∈ [0, 2π],

(5.1.33)

повнiстю керованою на [0, 2π]; i, якщо так, знайдемо неперервне
на [0, 2π] керування u, яке переводить точку x0 ∈ R3 у точку
x2π ∈ R3.

Для системи (5.1.33) маємо

A =




1 0 0
0 0 −1
0 1 0


 , B =




1 0
0 0
0 1


 .

1. З’ясуємо спочатку, чи є система (5.1.33) повнiстю керова-
ною на [0, 2π]. Для цього обчислимо матрицю K та визначимо,
чи виконується для неї умова (ii) наслiдку 5.1.13. Оскiльки

K =




1 0 1 0 1 0
0 0 0 −1 0 0
0 1 0 0 0 −1


 ,

маємо rankK = 3. Скориставшись наслiдком 5.1.13, звiдси одер-
жуємо, що система (5.1.33) є повнiстю керованою на [0, 2π].

2. За формулою (5.1.32) знайдемо керування u, яке перево-
дить точку x0 у точку x2π. Маємо

eAt ≡



et 0 0
0 cos t − sin t
0 sin t cos t


 на [0, 2π].

Позначивши

Ω(t) ≡ e−AtB ≡



e−t 0
0 sin t
0 cos t


 на [0, 2π],
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маємо

N(2π) =

∫ 2π

0
Ω(t)Ω∗(t) dt

=

∫ 2π

0



e−2t 0 0

0 sin2 t sin t cos t
0 sin t cos t cos2 t


 dt

=



(
1− e−4π

)
/2 0 0

0 π 0
0 0 π


 .

Оскiльки

N−1(2π) =




2e4π
(
e4π − 1

)−1
0 0

0 1/π 0
0 0 1/π


 ,

згiдно з (5.1.32) на [0, 2π] одержуємо

u(t) ≡ Ω∗(t)N−1(2π)
(
e−2πAx2π − x0

)

≡ 2e4π−t

e4π − 1

(
1 0 0
0 0 0

)(
e−2πx2π − x0

)

+
1

π

(
0 0 0
0 sin t cos t

)(
x2π − x0

)
.

Таким чином, це керування u(t) переводить точку x0 у точку x2π

за час [0, 2π]. Наприклад, точку x0 =




1
0
0


 у точку x2π =




1
3
−5




за час [0, 2π] переводить керування

u(t) ≡
(
−2e2π−t (e2π + 1

)−1

(3 sin t− 5 cos t)/π

)
на [0, 2π].

5.2. Спостережуванi системи
Розглянемо спостережувану систему

ẋ = f(t, x, u), (t, x) ∈ Ω ⊂ Rt × Rnx, u ∈ U ⊂ Rr, (5.2.1)
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y(t) = h
(
x(t)

)
, t ∈ [0, T ], (5.2.2)

де f : Ω × U → Rn, h : Rn → Rs, u : [0, T ] → U є параметром,
який називається керуванням, або входом системи, y : [0, T ] →
Rs називається (спостережуваним) виходом системи.

Припустимо, що вихiд y є доступним для вимiрювання на
[0, T ] для довiльного неперервного на [0, T ] керування u. Про-
блема спостережуваностi полягає у вiдновлюваннi за вiдомими
входом (керуванням) u та виходом y початкового стану системи
x(0).

Означення 5.2.1. Система (5.2.1), (5.2.2) називається повнi-
стю спостережуваною на [0, T ], якщо за довiльним неперервним
на [0, T ] керуванням u з вiдповiдним йому виходом y можливо
однозначно вiдновити початковий стан системи x(0).

5.2.1. Спостережуванiсть лiнiйних систем
зi змiнними матрицями

Розглянемо лiнiйну спостережувану систему

ẋ = A(t)x+B(t)u, t ∈ [0, T ], x ∈ Rn, u ∈ Rr, (5.2.3)
y = C(t)x, t ∈ [0, T ], x ∈ Rn, y ∈ Rs, (5.2.4)

де A(t) ∈M(n, n), B(t) ∈M(n, r), C(t) ∈M(s, n), t ∈ [0, T ].
Уведемо матрицю

R(T ) =

∫ T

0
K∗(t, 0)C∗(t)C(t)K(t, 0) dt,

де K є матрицею Кошi (див. означення 2.1.29) системи

ẋ = A(t)x, t ∈ [0, T ], x ∈ Rn. (5.2.5)

Лема 5.2.2. Нехай A ∈ C[0, T ], C ∈ C[0, T ]. Тодi матриця
R(T ) є невiд’ємно визначеною.
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Доведення. Нехай ξ ∈ Rn. Тодi

ξ∗R(T )ξ =

∫ T

0
ξ∗K∗(t, 0)C∗(t)C(t)K(t, 0)ξ dt

=

∫ T

0

(
C(t)K(t, 0)ξ

)∗(
C(t)K(t, 0)ξ

)
dt

=

∫ T

0
|C(t)K(t, 0)ξ|2 dt.

Отже,

ξ∗R(T )ξ =

∫ T

0
|C(t)K(t, 0)ξ|2 dt ≥ 0, ξ ∈ Rn, (5.2.6)

тобто R(T ) � 0.

Доведемо далi критерiй повної спостережуваностi лiнiйної си-
стеми зi змiнними матрицями.

Теорема 5.2.3. Нехай A ∈ C[0, T ], B ∈ C[0, T ], C ∈ C[0, T ].
Система (5.2.3), (5.2.4) є повнiстю спостережуваною на [0, T ]
у тому i лише тому випадку, коли виконано умову

R(T ) � 0. (5.2.7)

Доведення. Достатнiсть (5.2.7). Нехай матриця R(T ) за-
довольняє умову (5.2.6) та нехай деякому неперервному на [0, T ]
керуванню u вiдповiдає вихiд y. Тодi (див. теорему 2.1.33 про
розв’язок задачi Кошi лiнiйної неоднорiдної системи) функцiя

x(t) ≡ K(t, 0)x(0) +

∫ t

0
K(t, τ)B(τ)u(τ) dτ на [0, T ]

є розв’язком системи (5.2.3). Помноживши це спiввiдношення на
C(t), одержуємо

y(t) ≡ C(t)x(t)
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≡ C(t)K(t, 0)x(0) +

∫ t

0
C(t)K(t, τ)B(τ)u(τ) dτ на [0, T ].

Покладемо

ψ(t) ≡
∫ t

0
C(t)K(t, τ)B(τ)u(τ) dτ на [0, T ].

Тодi
y(t) ≡ C(t)K(t, 0)x(0) + ψ(t) на [0, T ].

Помножуючи це спiввiдношення на K∗(t, 0)C∗(t) та iнтегруючи
у межах вiд 0 до T , одержуємо
∫ T

0
K∗(t, 0)C∗(t)y(t) dt =

(∫ T

0
K∗(t, 0)C∗(t)C(t)K(t, 0) dt

)
x(0)

+

∫ T

0
K∗(t, 0)C∗(t)ψ(t) dt

= R(T )x(0) +

∫ T

0
K∗(t, 0)C∗(t)ψ(t) dt.

Оскiльки R(T ) � 0, то за лемою 5.2.2 одержуємо, що R(T ) є неви-
родженою, тому з попередньої рiвностi однозначно знаходиться
x(0):

x(0) = R−1(T )

∫ T

0
K∗(t, 0)C∗(t) (y(t)− ψ(t)) dt, (5.2.8)

тобто система (5.2.3), (5.2.4) є повнiстю спостережуваною на
[0, T ].

Необхiднiсть (5.2.7). Нехай система (5.2.3), (5.2.4) є повнiстю
спостережуваною на [0, T ], але R(T ) 6� 0. Тодi (див. лему 5.2.2 та
(5.2.6)) iснує ξ ∈ Rn\{0}, для якого

ξ∗R(T )ξ =

∫ T

0
|C(t)K(t, 0)ξ|2 dt = 0.

Оскiльки функцiя C(·)K(·, 0)ξ є неперервною на [0, T ], одержує-
мо

C(t)K(t, 0)ξ ≡ 0 на [0, T ]. (5.2.9)
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Позначимо u(t) ≡ 0 на [0, T ] та розглянемо двi задачi Кошi
для системи (5.2.3) з такими початковими умовами:

x(0) = ξ; (5.2.10)
x(0) = 0. (5.2.11)

Тодi функцiя x = ϕ1(t) ≡ K(t, 0)ξ на [0, T ] є розв’язком задачi
Кошi (5.2.3), (5.2.10) на [0, T ], а функцiя x = ϕ2(t) ≡ 0 на [0, T ] є
розв’язком задачi Кошi (5.2.3), (5.2.11) на [0, T ]. Згiдно з (5.2.9)
обом розв’язкам системи (5.2.3): ϕ1 та ϕ2 вiдповiдає один вихiд:
y(t) ≡ 0, t ∈ [0, T ].

Таким чином, керуванню u(t) ≡ 0 на [0, T ] та вiдповiдному
йому виходу y(t) ≡ 0 вiдповiдають два рiзнi початковi стани си-
стеми, що суперечить повнiй спостережуваностi системи на [0, T ].
Теорему доведено.

Приклад 5.2.4. З’ясуємо, чи є система

ẋ1 = x1 + sin t x2

+ etu1 +
(
et − et+cos t−1

)
u2, t ∈ [0, π],

ẋ2 = (1− sin t)x2 + et+cos t−1u2, t ∈ [0, π],

(5.2.12)

з виходом

y1 = e−tx1 +
(
e−t − e−t−cos t+1

)
x2, t ∈ [0, π],

y2 = 2 sin t e−t−cos t+1x2, t ∈ [0, π],
(5.2.13)

повнiстю спостережуваною на [0, π]; i, якщо так, знайдемо поча-
тковий стан цiєї системи x(0).

Для даної системи маємо

A(t) ≡
(

1 sin t
0 1− sin t

)
, B(t) ≡

(
et et − et+cos t−1

0 et+cos t−1

)
,

C(t) ≡
(
e−t e−t − e−t−cos t+1

0 2 sin t e−t−cos t+1

)
.
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1. З’ясуємо спочатку, чи є система (5.2.12), (5.2.13) повнiстю
спостережуваною на [0, π]. Для цього обчислимо матрицю R(π)
та визначимо, чи виконано для неї умову (5.2.8) (див. теорему
5.2.3).

Знайдемо спочатку матрицю Кошi K(t, τ) лiнiйної однорiдної
системи, яка вiдповiдає системi (5.2.12), тобто системi

ẋ1 = x1 + sin t x2, t ∈ [0, π],

ẋ2 = (1− sin t)x2, t ∈ [0, π].
(5.2.14)

Додавши до першого рiвняння цiєї системи друге, одержимо

ẋ1 + ẋ2 = x1 + x2,

тому
x1 + x2 = C1e

t, t ∈ [0, π],

де C1 ∈ R є довiльною сталою. З другого рiвняння системи
(5.2.14) одержуємо

x2 = C2e
t+cos t, t ∈ [0, π],

де C2 ∈ R є довiльною сталою. Отже,

x1 = C1e
t − C2e

t+cos t, t ∈ [0, π],

x2 = C2e
t+cos t, t ∈ [0, π],

де C1, C2 ∈ R є довiльними сталими, є загальним розв’язком
системи (5.2.14). Тому

Φ(t) ≡
(
et −et+cos t

0 et+cos t

)
на [0, π]

є фундаментальною матрицею розв’язкiв цiєї системи. Оскiльки

Φ−1(t) ≡
(
e−t e−t

0 e−t−cos t

)
на [0, π],
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маємо

K(t, τ) ≡
(
et−τ et−τ − et−τ+cos t−cos τ

0 et−τ+cos t−cos τ

)
на [0, π]2.

Позначимо

Ψ(t, τ) ≡ C(t)K(t, τ) ≡
(
e−τ e−τ − e1−cos τ−τ

0 2 sin t e1−cos τ−τ

)
на [0, π]2,

отже,

R(π) =

∫ π

0
Ψ∗(t, 0)Ψ(t, 0) dt =

∫ π

0

(
1 0
0 4 sin2 t

)
dt =

(
π 0
0 2π

)
.

Матриця R(π) є додатно визначеною, отже, задовольняє умову
(5.2.7). Тому за теоремою (5.2.3) система (5.2.12), (5.2.13) повнi-
стю спостережувана на [0, π].

2. За формулою (5.2.8) знайдемо початковий стан x(0) систе-
ми (5.2.12), (5.2.13). Оскiльки

R−1(π) =
1

2π

(
2 0
0 1

)
,

згiдно з (5.2.9) одержуємо

x(0) = R−1(π)

∫ π

0
Ψ∗(t, 0)

(
y(t)− ψ(t)

)
dt

=
1

π

∫ π

0

(
1 0
0 sin t

)(
y(t)− ψ(t)

)
dt,

де

ψ(t) ≡
∫ t

0
Ψ(t, τ)B(τ)u(τ) dτ

≡
(

1 0
0 2 sin t

)∫ t

0

(
e−τ e−τ − e1−cos τ−τ

0 e1−cos τ−τ

)

×
(
eτ eτ − eτ+cos τ−1

0 eτ+cos τ−1

)
u(τ) dτ
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≡
(

1 0
0 2 sin t

)∫ t

0
u(τ) dτ на [0, π].

Наприклад, для керування

u(t) ≡
(

cos t
− sin t

)
на [0, π]

та виходу

y(t) ≡
(

sin t+ 1
sin 2t

)
на [0, π]

маємо

ψ(t) ≡
(

sin t
sin 2t− 2 sin t

)
на [0, π],

отже,

x(0) =
1

π

∫ π

0

(
1

2 sin2 t

)
dt =

(
1
1

)
.

5.2.2. Спостережуванiсть лiнiйних систем
з диференцiйовними матрицями

Нехай A ∈ Cn−1[0, T ] i C ∈ Cn−1[0, T ], де A(t) ∈ M(n, n) i

C(t) ∈M(s, n), t ∈ [0, T ]. Позначимо δ∗A =
(
−LAn

)∗
= A∗(t) + I

d

dt
.

Маємо

(δ∗A)0C∗(t) ≡ C∗(t);
(δ∗A)mC∗(t) ≡ δ∗A

(
(δ∗A)m−1C∗(t)

)
, m ∈ N.

Розглянемо матрицю (n× nr):

Q(t) ≡
(
C∗(t) δ∗AC

∗(t) (δ∗A)2C∗(t) · · · (δ∗A)n−1C∗(t)
)
на [0, T ].

Доведемо ознаку повної спостережуваностi лiнiйної системи
з диференцiйовними матрицями.
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Теорема 5.2.5. Нехай A ∈ Cn−1[0, T ], C ∈ Cn−1[0, T ], B ∈
C[0, T ]. Якщо iснує t0 ∈ [0, T ], яке задовольняє умову

rankQ(t0) = n, (5.2.15)

то система (5.2.3), (5.2.4) є повнiстю спостережуваною на
[0, T ].

Доведення. Нехай t0 ∈ [0, T ] задовольняє умову (5.2.15), але
система (5.2.3), (5.2.4) не є повнiстю спостережуваною на [0, T ].
Нехай також K є матрицею Кошi системи (5.2.5). Тодi згiдно з
теоремою 5.2.3 матриця R(T ) не є додатно визначеною, тобто
(див. також лему 5.2.2 та (5.2.6)) iснує ξ ∈ Rn\{0}, яке задоволь-
няє умову

0 = ξ∗R(T )ξ =

∫ T

0
|ξ∗K∗(t, 0)C∗(t)|2 dt.

Оскiльки функцiя ξ∗K∗(t, 0)C∗(t) є неперервною на [0, T ], звiдси
випливає

ξ∗K∗(t, 0)C∗(t) ≡ 0 на [0, T ]. (5.2.16)

Пiсля диференцiювання звiдси одержимо систему

ξ∗
(
K∗(t, 0)C∗(t)

)(j) ≡ 0 на [0, T ], j = 0, n− 1. (5.2.17)

Доведемо, що для будь-якого m = 0, n− 1 маємо
(
K∗(t, 0)C∗(t)

)(m) ≡ K∗(t, 0)(δ∗A)mC∗(t) на [0, T ]. (5.2.18)

Для m = 0 одержуємо
(
K∗(t, 0)C∗(t)

)(0) ≡ K∗(t, 0)C∗(t) ≡ K∗(t, 0)(−δ∗A)0C∗(t) на [0, T ].

Для кожного наступного m = 1, n− 1 на [0, T ] маємо

(
K∗(t, 0)C∗(t)

)(m) ≡
((
K∗(t)C∗(t)

)(m−1)
)′

≡
(
K∗(t, 0)(δ∗A)m−1C∗(t)

)′
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≡
(
K∗(t, 0)

)′
(δ∗A)m−1C∗(t) +K∗(t, 0)

(
(δ∗A)m−1C∗(t)

)′
. (5.2.19)

Оскiльки
(
K(t, 0)

)′ ≡ A(t)K(t, 0) на [0, T ] (див. теорему 2.1.31),
маємо

(
K∗(t, 0)

)′ ≡ K∗(t, 0)A∗(t) на [0, T ]. Продовжуючи (5.2.19),
одержуємо

K∗(t, 0)C∗(t))(m) ≡ K∗(t, 0)A∗(t)(δ∗A)m−1C∗(t)

+K∗(t, 0)
d

dt

(
(δ∗A)m−1C∗(t)

)

≡ K∗(t, 0)

(
A(t) + I

d

dt

)
(δ∗A)m−1C∗(t)

≡ K∗(t, 0)(δ∗A)mC∗(t) на [0, T ].

Таким чином, формулу (5.2.18) доведено.
Iз системи (5.2.17), враховуючи (5.2.18), одержуємо

ξ∗K∗(t, 0)(δ∗A)jC∗(t) ≡ 0 на [0, T ], j = 0, n− 1, (5.2.20)

Звiдси, пiдставляючи в (5.2.20) t = t0, маємо

ξ∗K∗(t0, 0)(δ∗A)jC∗(t0) = 0, j = 0, n− 1,

тобто rank (K∗(t0, 0)Q(t0)) < n (оскiльки ξ∗ 6= 0), отже,

rankQ(t0) < n,

що суперечить умовi (5.2.15). Теорему доведено.

Приклад 5.2.6. З’ясуємо, чи є система

ẋ1 = x2 + e−2tx3 + etu1 + e2tu2, t ∈ [0, 5],

ẋ2 = x1 − e−2tx3 + e−tu1, t ∈ [0, 5],

ẋ3 = 2etx1 + 2etx2 + 2u1 + u2, t ∈ [0, 5],

з виходом

y1 = etx1 + etx2 − x3, t ∈ [0, 5],

y2 =
(
8− 2et

)
x1 +

(
8 + 2et

)
x2 +

(
1− 4e−t

)
x3, t ∈ [0, 5],
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повнiстю спостережуваною на [0, 5].
Перевiримо виконання умови (5.2.15) з t0 = 0. Маємо

A∗(t) ≡




0 1 2et

1 0 2et

e−2t −e−2t 0


 ,

C∗(t) ≡



et 8− 2et

et 8 + 2et

−1 1− 4e−t


 ,

δ∗AC
∗(t) ≡




0 2et

0 2et

0 0


 ,

(δ∗A)2C∗(t) ≡




0 4et

0 4et

0 0


 на [0, 5].

Тому

Q(0) =




1 6 0 2 0 4
1 10 0 2 0 4
−1 −3 0 0 0 0


 ,

отже, rankQ(0) = 3, тобто умову (5.2.15) з t0 = 0 виконано. З
теореми 5.2.5 одержуємо, що наша система повнiстю спостере-
жувана на [0, 5].

Аналогiчно доведенню того факту, що умова (5.1.17) не є не-
обхiдною для повної керованостi системи (5.1.2) на [0, T ] (див.
приклад 5.1.10), можна довести, що умова (5.2.15) не є необхi-
дною для повної спостережуваностi системи (5.2.3), (5.2.4) на
[0, T ].

Задача 5.2.7. Довести, що умова (5.2.15) не є необхiдною для
повної спостережуваностi системи (5.2.3), (5.2.4) на [0, T ].
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5.2.3. Спостережуванiсть лiнiйних систем
зi сталими матрицями

Розглянемо систему вигляду (5.2.3), (5.2.4) iз сталими матри-
цями:

ẋ = Ax+Bu, t ∈ [0, T ], x ∈ Rn, u ∈ Rr, (5.2.21)
y = Cx, t ∈ [0, T ], x ∈ Rn, y ∈ Rn, (5.2.22)

де A ∈M(n, n), B ∈M(n, r), C ∈M(s, n) є сталими матрицями.
Обчислимо для системи (5.2.21), (5.2.22) алгебраїчну матри-

цю спостережуваностi Q. Нехай

Q(t) ≡ Q :=
(
C∗ A∗C∗ (A∗)2C∗ · · · (A∗)n−1C∗

)
.

Обчислимо iнтегральну матрицю спостережуваностi R(T ).
Застосовуючи теорему 2.4.41 про матрицю, спряжену до матри-
чної експоненти, i той факт, що K(t, 0) ≡ eAt, одержуємо

R(T ) =

∫ T

0
eA
∗tC∗CeAt dt.

Доведемо критерiй повної спостережуваностi системи зi ста-
лими матрицями.

Теорема 5.2.8. Система (5.2.21), (5.2.22) є повнiстю спо-
стережуваною на [0, T ] тодi i лише тодi, коли rankQ = n.

Доведення. Припустимо, що rankQ < n. Тодi рядки матрицi
Q є лiнiйно залежними, тобто iснує ξ ∈ Rn\{0}, яке задовольняє
умову ξ∗Q = 0. Отже,

ξ∗(A∗)jC∗ = 0, j = 0, n− 1. (5.2.23)

Згiдно з (2.4.56) маємо

eA
∗t ≡

p−1∑

s=0

αs(t)(A
∗)s на R,
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де p є степенем мiнiмального полiнома A, αs, s = 0, p− 1 є нескiн-
ченно диференцiйовними на R функцiями. Звiдси, враховуючи
(5.2.23), одержуємо

ξ∗eA
∗tC∗ ≡

p−1∑

s=0

αs(t)ξ
∗(A∗)sC∗ ≡ 0 на [0, T ].

Отже,

ξ∗R(T )ξ =

∫ T

0
ξ∗eA

∗tC∗CeAtξ dt = 0,

тобто R(T ) не є додатно визначеною, тому (див. теорему 5.2.3)
система (5.2.21), (5.2.22) не є повнiстю спостережуваною на [0, T ].

Таким чином, ми довели: якщо система (5.2.21), (5.2.22) є
повнiстю спостережуваною на [0, T ], то rankQ = n.

Якщо rankQ = n, то система (5.2.21), (5.2.22) є повнiстю спо-
стережуваною на [0, T ] за теоремою 5.2.5.

З цiєї теореми та теореми 5.2.3 одразу випливає загальний
критерiй повної спостережуваностi системи (5.2.21), (5.2.22).

Теорема 5.2.9. Наступнi три умови є еквiвалентними:

(i) система (5.2.21), (5.2.22) є повнiстю спостережуваною на
[0, T ];

(ii) rankQ = n;

(iii) R(T ) � 0.

Зауваження 5.2.10. У випадку повної спостережуваностi си-
стеми (5.2.21), (5.2.21) на [0, T ] початковий стан системи можна
знайти за формулою

x(0) = R−1(T )

∫ T

0
eA
∗tC∗ (y(t)− ψ(t)) dt, (5.2.24)

де

ψ(t) ≡ CeAt
∫ t

0
e−AτBu(τ) dτ на [0, T ]

(див. спiввiдношення (5.2.8) у доведеннi теореми 5.2.3).
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Приклад 5.2.11. З’ясуємо, чи є система

ẋ1 = −x3, t ∈ [0, 2π],

ẋ2 = x2 + u, t ∈ [0, 2π],

ẋ3 = x1, t ∈ [0, 2π],

(5.2.25)

з виходом

y1 = x2, t ∈ [0, 2π],

y2 = x1, t ∈ [0, 2π],
(5.2.26)

повнiстю спостережуваною на [0, 2π]; i, якщо так, то знайдемо
початковий стан x(0) цiєї системи.

Для даної системи маємо

A =




0 0 −1
0 1 0
1 0 0


 , B =




0
1
0


 , C =

(
0 1 0
1 0 0

)
.

1. З’ясуємо спочатку, чи є система (5.2.25), (5.2.26) повнiстю
спостережуваною на [0, 2π]. Для цього обчислимо матрицю Q та
визначимо, чи виконується для неї умова (ii) теореми 5.2.21.

Оскiльки

Q =




0 1 0 0 0 −1
1 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 0


 ,

маємо rankQ = 3. Iз теореми (5.2.9), випливає, що система
(5.2.25), (5.2.26) повнiстю спостережувана на [0, 2π].

2. За формулою (5.2.24) знайдемо початковий стан x(0) си-
стеми (5.2.25), (5.2.26). Маємо

eAt ≡




cos t 0 − sin t
0 et 0

sin t 0 cos t


 на [0, 2π]

i K(t, τ) ≡ eA(t−τ) на [0, 2π]2 Позначивши

Ψ(t, τ) ≡ CK(t, τ) ≡ CeA(t−τ)
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≡
(

0 et−τ 0
cos(t− τ) 0 − sin(t− τ)

)
на [0, 2π]2,

маємо

R(2π) =

∫ 2π

0
Ψ∗(t, 0)Ψ(t, 0) dt

=

∫ 2π

0




cos2 t 0 − cos t sin t
0 e2t 0

− cos t sin t 0 sin2 t


 dt

=



π 0 0
0
(
e4π − 1

)
/2 0

0 0 π


 .

Оскiльки

R−1(2π) =




1/π 0 0

0 2
(
e4π − 1

)−1
0

0 0 1/π


 ,

згiдно з (5.2.24) одержуємо

x(0) = R−1(2π)

∫ 2π

0
Ψ∗(t, 0)

(
y(t)− ψ(t)

)
dt

=

∫ 2π

0




0 (cos t)/π

2et
(
e4π − 1

)−1
0

0 −(sin t)/π


(y(t)− ψ(t)

)
dt,

де

ψ(t) ≡
∫ t

0
Ψ(t, τ)Bu(τ) dτ ≡

(
1
0

)∫ t

0
et−τu(τ) dτ на [0, 2π].

Наприклад, для керування

u(t) ≡ 1 на [0, 2π]

та виходу

y(t) ≡
(

0
cos t

)
на [0, 2π]
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маємо

ψ(t) ≡
(
et − 1

0

)
на [0, 2π],

отже,

x(0) =

∫ 2π

0




(cos2 t)/π
2
(
et − e2t

)

e4π − 1
−(sin 2t)/(2π)


 dt =




1
1− e2π

1 + e2π

0


 .

5.3. Стабiлiзацiя лiнiйних керованих
систем

Розглянемо лiнiйну керовану систему iз сталими матрицями
(5.1.23). Через bj позначимо j-й стовпець матрицi B, j = 1, r. По-
значимо також через λ1, . . . , λk рiзнi власнi значення матрицi A,
а через n1, . . . , nk — їх кратностi в характеристичному полiномi
цiєї матрицi.

Означення 5.3.1. Будемо вважати, що система (5.1.23) є
стабiлiзовною, якщо можна знайти керування, яке має вигляд
u = Px, де P ∈ M(r, n), таке що всi розв’язки x = ϕ(t), t ∈
[0,+∞), системи (5.1.23) задовольняють умову ϕ(t) → 0, коли
t→ +∞.

Нагадаємо деякi поняття та твердження з лiнiйної алгебри
(див. [12, гл. 3, п. 12.3, гл. 5, п. 17.5]).

Множина

R(λj) = {x ∈ Rn | (A− λjI)njx = 0}

є лiнiйним пiдпростором Rn та називається кореневим пiдпро-
стором матрицi A, який вiдповiдає власному значенню λj , j =
1, k.

Твердження 5.3.2. Кожний вектор x ∈ Rn однозначно зо-

бражується у виглядi x =

k∑

j=1

xj, де xj ∈ R(λj), j = 1, k. Крiм



292 Роздiл 5. Елементи теорiї керованих систем

того, об’єднання базисiв усiх кореневих пiдпросторiв матрицi A
є базисом Rn.

Лема 5.3.3. Простiр L = lin{Asbj | s = 0, n− 1, j = 1, r}
є iнварiантним вiдносно матрицi A, а простiр L⊥ — вiдносно
матрицi A∗.

Доведення. Доведемо спочатку, що простiр L є iнварiантним
вiдносно матрицi A. Нехай x ∈ L, тобто

x =
r∑

j=1

n−1∑

s=0

αjsA
sbj .

Тодi

Ax =
r∑

j=1

n−1∑

s=1

αj(s−1)A
sbj +

r∑

j=1

αj(n−1)A
nbj .

Скориставшись лемою 2.4.17, звiдси одразу одержуємо, що Ax ∈
L. Таким чином, простiр L є iнварiантним вiдносно матрицi A.

Доведемо тепер, що простiр L⊥ є iнварiантним вiдносно ма-
трицi A∗. Дiйсно, нехай y ∈ L⊥. Тодi

∀x ∈ L y∗x = 0,

отже,
∀x ∈ L (A∗y)∗ x = y∗Ax = 0,

оскiльки
∀x ∈ L Ax ∈ L.

Таким чином, простiр L⊥ є iнварiантним вiдносно матрицi
A∗. Лему доведено.

Лема 5.3.4. Якщо z0 ∈ R(λj) для деякого j = 1, k, то

eAtz0 = eλjt
nj−1∑

m=0

tm

m!
zm на R, (5.3.1)

де zm = (A− λjI)m z0, m = 0, nj − 1.
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Доведення. Скористаємося розвиненням e(A−λjI)t у степене-
вий ряд (див. теорему 2.4.36 про подання матричної експоненти
степеневим рядом):

e(A−λjI)t ≡
∞∑

m=0

tm

m!
(A− λjI)m на R.

Звiдси, враховуючи умову (A− λjI)nj z0 = 0, одержуємо

e(A−λjI)tz0 ≡
∞∑

m=0

tm

m!
(A− λjI)m z0

≡
nj−1∑

m=0

tm

m!
(A− λjI)m z0

+



∞∑

m=nj

tm

m!
(A− λjI)m−nj


 (A− λjI)nj z0

≡
nj−1∑

m=0

tm

m!
zm на R. (5.3.2)

За теоремою 2.4.37 про множення матричної експоненти на чи-
слову маємо

e(A−λjI)t ≡ e−λjteAt на R.

Тому з (5.3.2), одержуємо (5.3.1). Лему доведено.

Лема 5.3.5. Нехай P ∈ M(m,m), S ∈ M(m, r), ρj, j = 1, q,
є рiзними власними значеннями матрицi P, нехай ω ∈ R задо-
вольняє умову

ω > sup {−Re ρj | j = 1, q} = −P (5.3.3)

та нехай
rank [S, PS, . . . ,PmS] = m. (5.3.4)

Тодi виконуються наступнi три умови:
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1) iнтеграл

Nω =

∫ +∞

0
e−2ωte−PtSS∗e−P∗t dt (5.3.5)

є збiжним;

2) матриця Nω є додатно визначеною;

3) матриця Gω = P − SS∗N−1
ω має оцiнку

∥∥eGωt
∥∥ ≤Mω (1 + ‖P‖)m−1 e−(ω+P )t, t ∈ [0,+∞), (5.3.6)

де Mω > 0 є деякою сталою.

Доведення. 1) Доведемо спочатку, що iнтеграл (5.3.5) є збi-
жним. З теореми 2.4.38 про оцiнку матричної експоненти одер-
жуємо
∥∥e−Pt

∥∥ ≤ C
(
1 + ‖P‖

)m−1(
1 + t

)m−1
e−Pt, t ∈ [0,+∞), (5.3.7)

∥∥e−P∗t
∥∥ ≤ C

(
1 + ‖P‖

)m−1(
1 + t

)m−1
e−Pt, t ∈ [0,+∞), (5.3.8)

де C > 0 є деякою сталою. Отже,
∥∥∥e−2ωte−PtSS∗e−P∗t

∥∥∥ ≤ C2‖S‖2
(
1 + ‖P‖

)2m−2

×
(
1 + t

)2m−2
e−2(ω+P )t, t ∈ [0,+∞), (5.3.9)

Оскiльки ω + P > 0 (див. (5.3.3)), звiдси випливає, що iнтеграл
(5.3.5) збiгається.

2) Доведемо тепер, що матриця Nω є додатно визначеною.
Для кожного ξ ∈ Rn\{0} маємо

ξ∗Nωξ =

∫ +∞

0
e−2ωtξ∗e−PtSS∗e−P∗tξ dt

=

∫ +∞

0
e−2ωt

∣∣ξ∗e−PtS
∣∣2 dt ≥ 0.

Припускаючи, що Nω не є додатно визначеною, звiдси одержує-
мо, що iснує ξ ∈ Rn\{0}, яке задовольняє умову

ξ∗e−PtS ≡ 0 на [0,+∞).
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За теоремою 2.4.39 про диференцiювання матричної експоненти
звiдси випливає

0 ≡ ξ∗
(
e−Pt

)(j) S ≡ ξ∗(−P)je−PtS на [0,+∞), j = 1,m− 1.

Пiдставивши t = 0 у цi тотожностi, маємо

ξ∗(P)jS = 0, j = 1, m− 1.

Оскiльки ξ 6= 0, звiдси випливає, що умова (5.3.4) не виконується,
що суперечить припущенню цiєї леми.

Таким чином, матриця Nω є додатно визначеною, отже (див.
лему 5.1.4), detNω 6= 0.

3) Доведемо тепер, що матриця Gω задовольняє умову (5.3.6).
Розглянемо спiввiдношення

PNω +NωP∗ + 2ωNω =

∫ +∞

0

(
e−2ωtPe−PtSS∗e−P∗t

+ e−2ωte−PtSS∗e−P∗tP∗ + 2ωe−2ωte−PtSS∗e−P∗t
)
dt

= −e−2ωte−PtSS∗e−P∗t
∣∣+∞
0

.

Скориставшись оцiнкою (5.3.9) та умовою (5.3.3), звiдси одержу-
ємо

PNω +NωP∗ + 2ωNω = SS∗.
Помноживши це спiввiдношення на N−1

ω , маємо

P +NωP∗N−1
ω +Nω2ωN−1

ω = SS∗N−1
ω .

Отже,
Gω = P − SS∗N−1

ω = Nω (−P∗ − 2ωI)N−1
ω .

Застосовуючи теорему 2.4.32 про функцiю вiд матрицi, подiбної
заданiй, та (5.3.8), одержуємо
∥∥eGωt

∥∥ =
∥∥∥Nωe(−P∗−2ωI)tN−1

ω

∥∥∥ = e−2ωt
∥∥∥Nωe−P

∗tN−1
ω

∥∥∥

≤ Nω

(
1 + ‖P‖

)m−1(
1 + |t|

)m−1
e−2(ω+P )t, t ∈ [0,+∞),

де Nω > 0 є деякою сталою. Тому матриця Gω = P − SS∗N−1
ω

задовольняє умову (5.3.6). Лему доведено.
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Доведемо тепер критерiй стабiлiзовностi лiнiйної керованої
системи.

Теорема 5.3.6. Для того щоб система (5.1.23) була стабi-
лiзовною, необхiдно та досить, щоб виконувалася умова

∀j = 1, k
(

Reλj ≥ 0⇒ R(λj) ⊂ L
)
, (5.3.10)

де L = lin{Asbj | s = 0, n− 1, j = 1, r}.

Доведення. Нехай l = n − m i dimL = m, тодi dimL⊥ = l.
Нехай також {νj}j=1,m є базисом L, {ηj}j=1,l є базисом dimL⊥.
За твердженням 5.1.3 маємо {νi, ηj}i=1,m

j=1,l

є базисом Rn. Тому ма-

триця F =

(
F1

F2

)
, де F1 =



η∗1
...
η∗l


 , F2 =



ν∗1
...
ν∗m


, є невиродженою.

Достатнiсть (5.3.10). Пiсля застосування перетворення z =

Fx, де z =

(
z1

z2

)
, zj = Fjx, j = 1, 2, до системи (5.1.23) маємо

ż = Az + Bu, t ∈ [0,+∞), (5.3.11)

де A = FAF−1, B = FB. Оскiльки лiнiйне перетворення з ма-
трицею F є невиродженим, розв’язок x(t), t ∈ [0,+∞), системи
(5.1.23) та вiдповiдний йому розв’язок z(t) ≡ Fx(t), t ∈ [0,+∞),
системи (5.3.11) або одночасно прямують до нуля, коли t→ +∞,
або одночасно не прямують до нуля, коли t→ +∞. Отже, для до-
ведення нашого твердження досить показати, що умова (5.3.10)
є достатньою для стабiлiзацiї системи (5.3.11). З’ясуємо, який
вигляд має матриця A. Маємо

ż1 = F1ẋ = F1Ax+ F1Bu.

Оскiльки bj ∈ L, j = 1, r, одержуємо F1B = 0. Тому

ż1 = F1Ax. (5.3.12)
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За лемою 5.3.3 простiр L⊥ є iнварiантним вiдносно A∗. Тому

L⊥ 3 A∗ηj =
l∑

i=1

αjiηi, j = 1, l,

отже,
F1A = A11F1,

де A11 =
{
αji
}j=1,l

i=1,l
. Продовжуючи (5.3.12), звiдси одержуємо

ż1 = A11F1x = A11z1.

Далi розглянемо z2:

ż2 = F2ẋ = F2Ax+ F2Bu

= F2AF
−1z + F2Bu = A21z1 + A22z2 + B2u,

де першi l стовпцiв матрицi F2AF
−1 утворюють матрицю A21 ∈

M(m, l), а наступнi m стовпцiв утворюють матрицю A22 ∈
M(m,m); B2 = F2B. Таким чином, A та B є блоковими матри-
цями:

A = FAF−1 =

(
A11 0
A21 A22

)
, B = FB =

(
0
B2

)
, (5.3.13)

тобто систему (5.3.11) можливо записати у виглядi:

ż1 = A11z1, t ∈ [0,+∞), (5.3.14)
ż2 = A21z1 + A22z2 + B2u, t ∈ [0,+∞). (5.3.15)

Система (5.3.14) називається некерованою частиною систе-
ми (5.1.23), а система (5.3.15) — керованою частиною системи
(5.1.23).

Запишемо довiльний розв’язок системи (5.1.23) (див. наслi-
док 2.4.45 про розв’язок задачi Кошi для лiнiйної неоднорiдної
системи зi сталими коефiцiєнтами):

x(t) ≡ eAtx0 +

∫ t

0
eA(t−τ)Bu(τ) dτ на R, (5.3.16)
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де x0 = x(0) ∈ Rn. За теоремою 2.4.40 про розкладання матри-
чної експоненти в скiнченну суму степенiв маємо

eA(t−τ) ≡
p−1∑

s=0

αs(t− τ)As на R2,

де p є степенем мiнiмального полiнома матрицi A, αs ∈ C∞(R),
s = 0, p− 1. Отже,

∀ξ ∈ R ∀i = 1, r eAξbi ∈ L.

Оскiльки {ηj}j=1, l є базисом dimL⊥, маємо

F1e
A(t−τ)B ≡ 0 на R2. (5.3.17)

Скориставшись (5.3.16), звiдси одержуємо, що розв’язок системи
(5.3.14) z1(t), t ∈ [0,+∞), має вигляд

z1(t) ≡ F1x(t) ≡ F1e
Atx0 на R.

Застосовуючи твердження 5.3.2, маємо x0 =

k∑

j=1

ξj , де ξj ∈ R(λj),

j = 0, k. Отже,

z1(t) ≡ F1

k∑

j=1

eAtξj на R.

Скориставшись лемою 5.3.4, звiдси одержуємо

z1(t) ≡
k∑

j=1

F1e
λjt

nj−1∑

m=0

tm

m!
ξjm

≡
k∑

j=1

eλjt
nj−1∑

m=0

tm

m!
F1ξjm на R, (5.3.18)
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де ξjm = (A− λjI)m ξj ∈ R(λj), m = 1, nj − 1, j = 1, k. З умови
(5.3.10) випливає, що якщо Reλj ≥ 0, то F1ξjm = 0,m = 1, nj − 1,
j = 1, k. Тому, продовжуючи (5.3.18), одержуємо

z1(t) ≡
∑

j=1,k
Reλj<0

eλjt
nj−1∑

m=0

tm

m!
F1ξjm на R.

Позначивши −2λ = max {Reλj | Reλj < 0 ∧ j = 1, k}, звiдси ма-
ємо

|z1(t)| ≤ R|z1(0)|(1 + |t|)n−1e−2λt ≤ Q|z1(0)|e−λt на [0,+∞),

де R > 0, Q > 0 є деякими сталими незалежними вiд z1(t), отже,

|z1(t)| → 0, коли t→ +∞. (5.3.19)

Таким чином, за умови (5.3.10) кожний розв’язок z1 = z1(t),
t ∈ [0,+∞), системи (5.3.14) задовольняє умову (5.3.19).

Зафiксуємо довiльний розв’язок z1(t), t ∈ [0,+∞), системи
(5.3.14) та розглянемо систему (5.3.15) з цим z1(t). Оберемо буд-
яке ω > 0 так, щоб воно задовольняло умову

ω > −M = max {−Reµj | j = 1, s}, (5.3.20)

де µj , j = 1, s, є рiзними власними значеннями матрицi A22, та
розглянемо матрицю

Nω =

∫ +∞

0
e−2ωe−A22tB2B

∗
2e
−A∗22t dt.

Ураховуючи спiввiдношення

FAjB = AjB =

(
0

A
j
22B2

)
, j = 0, n− 1,

невиродженiсть матрицi F та лему 2.4.17, одержуємо

rank [B2,A22B2, . . . ,A
m−1
22 B2] = rank [B,AB, . . . , An−1B]
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= dimL = m. (5.3.21)

Тому за лемою 5.3.5 матриця Nω додатно визначена, отже (див.
лему 5.1.4), вона невироджена.

Розглянемо керування

u = −B∗2N−1
ω z2 (5.3.22)

та покажемо, що це керування стабiлiзує систему (5.3.11).
Пiдставляючи (5.3.22) у (5.3.15), маємо

ż2 =
(
A22 −B2B

∗
2N
−1
ω

)
z2 + A12z1.

Звiдси, позначивши Gω = A22 −B2B
∗
2N
−1
ω , одержуємо

z2(t) ≡ eGωtz2(0) +

∫ t

0
eGω(t−τ)A12z1(τ) dτ на R.

Тому

|z2(t)| ≤
∥∥eGωt

∥∥ |z2(0)|+
∫ |t|

0

∥∥∥eGω(t−τ)
∥∥∥ ‖A12‖ |z1(τ)| dτ на R.

Скориставшись оцiнками (5.3.6) та (5.3.19), звiдси одержуємо

|z2(t)| ≤ Kω (1 + ‖A22‖)m−1 |z(0)|e−(ω+M)t

(
1 +

∫ t

0
e(ω+M−λ)τ dτ

)

≤ Cω (1 + ‖A22‖)m−1 |z(0)|
(
e−(ω+M)t + e−λt

)
(1 + t) на R,

де Kω > 0 та Cω > 0 є деякими сталими. З (5.3.20) випливає, що
ω +M > 0, тому

|z2(t)| → 0, коли t→ +∞.

Скориставшись (5.3.19), одержуємо, що за умови (5.3.10) керу-
вання (5.3.22) стабiлiзує систему (5.3.11), отже, керування

u = −
(
0 B∗2N

−1
ω

)
Fx, (5.3.23)
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де 0 означає нульову матрицю розмiру r × l, стабiлiзує (5.1.23).
Достатнiсть (5.3.10) доведено.

Необхiднiсть (5.3.10). Нехай u = Px є керуванням, яке стабi-
лiзує систему (5.1.23), тобто кожний розв’язок x(t), t ∈ [0,+∞),
системи

ẋ = Ax+BPx, t ∈ [0,+∞), (5.3.24)

задовольняє умову

x(t)→ 0, коли t→ +∞. (5.3.25)

Зафiксуємо довiльне x0 ∈ R(λj), де j = 1, k, таке, що Reλj ≥ 0,
та доведемо, що x0 ∈ L, тобто x0⊥L⊥. Розглянемо задачу Кошi
для системи (5.3.24) з початковою умовою x(0) = x0. За наслiд-
ком 2.4.45 про розв’язок задачi Кошi для лiнiйної неоднорiдної
системи зi сталими коефiцiєнтами маємо

x(t) ≡ eAtx0 +

∫ t

0
eA(t−τ)BPx(τ) dτ на [0,+∞).

З (5.3.17) одержуємо

F1x(t) ≡ F1e
Atx0 +

∫ t

0
F1e

A(t−τ)BPx(τ) dτ ≡ F1e
Atx0 на [0,+∞).

Скориставшись лемою 5.3.4, звiдси одержуємо

F1x(t) ≡ F1e
λjt

nj−1∑

m=0

tm

m!
x0
m

≡ eλjt
nj−1∑

m=0

tm

m!
F1x

0
m ≡ eλjtϕ(t) на [0,+∞),

де x0
m = (A− λjI)m x0, m = 0, nj − 1, ϕ(t) ≡

nj−1∑

m=0

tm

m!
F1x

0
m є по-

лiномом з векторними коефiцiєнтами. За умови (5.3.25) звiдси
одержуємо ∣∣∣eλjtϕ(t)

∣∣∣→ 0, коли t→ +∞.
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Отже, ϕ(t) ≡ 0 на R, тому F1x
0 = 0, тобто x0⊥L⊥. Отже, x0 ∈ L.

Необхiднiсть (5.3.10) доведено.

З теореми 5.3.6 та наслiдку 5.1.13 одразу одержуємо наслiдок.

Наслiдок 5.3.7. Якщо система (5.1.23) є повнiстю керова-
ною, то то вона є стабiлiзовною.

Зауваження 5.3.8. Для того щоб практично знайти керуван-
ня, яке стабiлiзує систему (5.1.23), треба:

1) перевiрити виконання умови (5.3.10);

2) якщо умову (5.3.10) виконано, знайти базиси просторiв L та
L⊥ та побудувати матрицю F (див. початок доведення тео-
реми 5.3.6);

3) за допомогою замiни z = Fx знайти матрицi A22, B2 (див.
(5.3.13));

4) знайти власнi значення µj , j = 1, s, матрицi A22 та знайти
ω > 0, яке задовольняє умову (5.3.20);

5) обчислити матрицi Nω та N−1
ω ;

6) за формулою (5.3.23) знайти керування, яке стабiлiзує систе-
му (5.1.23).

Приклад 5.3.9. З’ясуємо, чи є стабiлiзовною система

ẋ1 = −2x1 + x2 + 2x3 + u1, t ∈ [0,+∞),

ẋ2 = −x1 + 2x3 + u1, t ∈ [0,+∞),

ẋ3 = −2x1 + 3x3 − u2, t ∈ [0,+∞),

(5.3.26)

i, якщо так, знайдемо керування, яке її стабiлiзує.
Для цiєї системи маємо

A =



−2 1 2
−1 0 2
−2 0 3


 , B =




1 0
1 0
0 −1


 .
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1. З’ясуємо спочатку, чи є стабiлiзовною система (5.3.26). Для
цього перевiримо виконання умови (5.3.15) (див. теорему 5.3.6).
Знайдемо простiр L. Маємо

AB =



−1 −2
−1 −2
−2 −3


 , A2B =



−3 −4
−3 −4
−4 −5


 .

Тому

L = lin








1
1
0


 ,




0
0
−1





 .

Далi знайдемо власнi значення матрицi A. Маємо λ1 = −1
(кратнiсть λ1 дорiвнює 1), λ2 = 1 (кратнiсть λ2 дорiвнює 2).
Далi знайдемо K(λ2) (див. теорему 5.3.6). Маємо

(
A− I

)2
x =



−3 1 2
−1 −1 2
−2 0 2




2

x = 0 ⇔ x ∈ K(λ2).

Отже,

K(λ2) = lin








1
1
0


 ,




0
0
1





 = L.

Тому умову (5.3.15) виконано, отже (див. теорему 5.3.6), система
(5.3.26) є стабiлiзовною.

2. Знайдемо керування, яке стабiлiзує систему (5.3.26) за
формулою (5.3.23).

Маємо L⊥ = lin




1
−1
0


, отже,

F =




1 −1 0
1 1 0
0 0 1



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(див. початок доведення теореми 5.3.6), тодi

F−1 =
1

2




1 1 0
−1 1 0
0 0 2


 .

Знайдемо матрицi A22 та B2 (див. (5.3.18)). Оскiльки dimL =
2, матриця A22 має розмiр 2× 2, i матриця B2 має також розмiр
2× 2. Маємо

A22 =
1

2

(
1 1 0
0 0 1

)

−2 1 2
−1 0 2
−2 0 3






1 0
1 0
0 2


 =

(
−1 4
−1 3

)
,

B2 =

(
1 1 0
0 0 1

)


1 0
1 0
0 −1


 =

(
2 0
0 −1

)
.

Матриця A22 має власне значення µ1 = 1 (кратнiсть µ1 до-
рiвнює 2). Тому ω = 1 задовольняє умову (5.3.20). Оскiльки

e−A22t ≡ e−t
(

1 + 2t −4t
t 1− 2t

)
на [0,+∞),

маємо

Ωω(t) ≡ e−ωte−A22tB2 ≡ e−2t

(
2 + 4t 4t

2t 2t− 1

)
на [0,+∞).

Отже,

Nω =

∫ +∞

0
Ωω(t)Ω∗ω(t) dt

=

∫ +∞

0
e−4t

(
32t2 + 16t+ 4 16t2

16t2 8t2 − 4t+ 1

)
dt =

(
3 1/2

1/2 1/4

)
,

тодi

N−1
ω =

1

2

(
1 −2
−2 12

)
.
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Звiдси випливає

B∗2N
−1
ω =

1

2

(
2 0
0 −1

)(
1 −2
−2 12

)
=

(
1 −2
1 −6

)
.

Тому за формулою (5.3.23) маємо

u(t) ≡ −
(

0 1 −2
0 1 −6

)


1 −1 0
1 1 0
0 0 1


x(t)

≡
(
−1 −1 2
−1 −1 6

)
x(t) на [0,+∞).



Список лiтератури

[1] Golub G. H., Van Loan C. F. Matrix Computations. Balti-
more: The Johns Hopkins University Press, 2013.

[2] Handbook of Mathematical Functions with Formulas Graphs
and Mathematical Tables, Eds. Abramowitz M. and Ste-
gun I. A. Applied Mathematics Series, 55. Washington D.C.,
New York: United States Department of Commerce, National
Bureau of Standards. Dover Publications, 1972.

[3] Hartman P. Ordinary Differential Equations. Philadelphia: SI-
AM, 2002.

[4] Robbins H. A Remark on Stirling’s Formula. The American
Mathematical Monthly. V. 62, 1955, P. 26-29. https://doi.
org/10.2307/2308012.

[5] Zabczyk J. Mathematical Control Theory. An Introduction.
Boston: Birkhäuser, 2008.
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